XI PREDAVANJE

NEODREDJENI INTEGRAL - METODI INTEGRACIJE

PARCIJALNA INTEGRACIJA

Neka su date funkcije v = u(z) i v = v(z), koje su neprekidne i diferencijabilne
na (a,b). Tada vazi

(w) =vv+uw = w' = (w) —uv.

Integracijom ove jednakosti, dobija se

/uv'dw = /(uv)’dx - /u’vdx = /uv'dw = uv — /u'vdx.

Kako je v'dx = dv i v'dx = du, ovo se moze napisati u obliku

/udv:uv—/vdu

Ovaj postupak zove se parcijalna integracija. Ako postoji integral na levoj strani,
tada postoji i integral na desnoj strani i obratno.

Primer: [ = [ ze*dzx.
Uzmimo u = z i dv = e*dz. Tada je du = dx i v = [e®dx = €. Na osnovu
toga izracunavamo

I:xex—/exdx:xew—ew—l—C:(x—l)em+C’.

Kako izabrati v i v':

- Kada biramo v’, treba da budemo u moguénosti da odredimo v;
- Bolje je ukoliko je v’ jednostavnije od u;

- Bolje je da v bude jednostavnije od v'.

Primer: 1) [Inzdz, 2) [2%Inxzde, 3) [arctgazde, 4) [2Pe” do (primeniti
kombinaciju smene i parcijalne integracije)

INTEGRACIJA RACIONALNIH FUNKCLJA

Neka je data racionalna funkcija

P(x) R(x)
Q(z) Q(z)

Integracija se vrsi razlaganjem na elementarne razlomke.

flz) =

=S(z)+

3 1 322 +3 12
Primer: 1) I:fﬂdx 2) [ T ST T
x2+1 (x — 1) (x+2)x
1




Transformacija podintegralne funkcije
i svodjenje na tabli¢ni integral

I) INTEGRALI OBLIKA

dx dx
) 0
/aa:2+ba:+c /\/cwc‘2+bm-i-c(a7é )

svode se transformacijom kvadratnog trinoma na kanonicki oblik

b 4ac — b?
am2+bx+c:a((x+%)2+a27

);

a zatim uvodjenjem smene x + b/2a = t, na tabli¢ne integrale:
T—a

/ dx 1l
— = — |n
2 —a? 2a z+a

dx 1 T
ﬁ:—arctan——l—C
e+ a a a

dx
_ /2 2
/ = a2—1n‘x—|— xia‘+0

+C

Primer:

I—/ dr 1/ de 1/ dzr
2024+9 9 ) 22241 9 (\/7556)2_‘_1'
Uvodimo smenu: @x =t= ‘/Tidx =dt = dx = 3dt/\/§. Odatle je

1 2
arctgt + C = ——arctg ix +C.

I_l/i 1
9/ V2tr2+1 32 3v2 3

xdx

Primer: I:/—.
2 —2x —1

IT) INTEGRALI OBLIKA

/ Ax + B Ax + B
e dr
ax? 4+ bx + ¢ vazr? +bxr+c

reSavaju se kombinovanjem smene i integrala prethodnog oblika.

PRIMER. Resiti integral

/ xdx
V2 —2x—1



INTEGRACIJA NEKIH IRACIONALNIH FUNKCIJA

Kod integracije iracionalne funkcije cilj je da se pogodnom smenom izvrsi svod-
jenje na racionalnu funkciju.

axr+b
cx+d

I) Ako podintegralna funkcija sadrazi izraz sa razli¢itim razlomljenim ste-

penima, tada uvodimo smenu
ar +0b

= ¢P
cx+d

gde je p najmanji zajednicki sadrzalac svih imenilaca.
PRIMER.
[ / dx
) A+ )e
Smena: x = %,

PRIMER.

1 /1
/— +xda:
x\V =z

II) INTEGRALI OBLIKA [ R(z,Vax? + bz + ¢)dz,a # 0
(OJLEROVE SMENE)

1) a > 0 — smena: | \az? +br+c=zva+t

PRIMER.

Smena: HT"” = t2,

/ dx
Va2 +6x+5
2) ¢ > 0 - smena: | Vax? + br + c = xt ++/c

PRIMER.

/ dx
V—x?—-3zx+4

3) b> —dac>0=ar’ +bxr+c=alr —a)(z—B),0,3€R

—smena: | Var?+bxr +c=alx — a)t

PRIMER.

/ dx
vV—x?2+4x -3



INTEGRACIJA NEKIH TRIGONOMETRIJSKIH
FUNKCIJA

I) Integrali oblika / R(sinz, cos x)dx

Smena:
z
tanizt, < x<T
] 2tan 5 2t
sinx = 5 = 5
1+tan®2  1+¢
1—tan2§ 1 —¢2
cosST = =
1+tan2§ 1+ 2
= 2arctant = dx = dt
1+ t2
PRIMER.

I—/ dx
- 3sinz —4cosx

IT) Integrali oblika / R(tanz)dz, / R(sin® z, cos® x, sin x cos ) dx

dt
Smena: tanx =t, x = arctanx, dx = 5
1+t
.9 sin? tan® t2
sin“x = — = 57— = 5
sin“xz +cos?2x 1l+tanz 1+t
9 cos® 1 1
cos’r = —— = 5 = 5
sin“x +cos2x 1+tan“x 1+t
. sinx cosx tanx t
sin z cosx = = =

sinz +cos2z 1l+tan?2z 1+1¢2

.2

sin® x
——d
/4+cosza: o

PRIMER.

III) Integrali oblika / sin ax cos Brdzx, / sin ax sin fxdzx, / cos ax cos frdx

Koriste se transformacije:
. 1 . :
sin aux cos fr = i(sm(a + B)x + sin(a — B)x)
1
sin azz sin fz = 5(005(04 — B)x — cos(a + (B)x)

cos aur cos i = %(cos(a + B)x + cos(a — B)x)



IV) Integrali oblika

/ sin” z cos™ xdx

1) Ako su m,n € Z tada:
— Za ™ neparno: smena cost =t
— za n neparno: smena sinx =t
— za m,n parno: smena tanx =t

REKURENTNE FORMULE

Rekurentne formule su formule u kojima postoji zavisnost od prirodnih brojeva.
1) Naéi integral

I, = /sin” xdx (n€Z)
Neka je n > 2. Primenjujemo parcijalnu integraciju uzimajudi:

u = sin" ! z,dv = sin zdz

Dobija se relacija

1 -1
I,=——sin" 'zcosz + n—In_g
n n
Kako je [y = [dz =2+C, I = [sinz = — cosz + C, na osnovu gornje formule

mozemo izracunati I,, za svako n € N.

2) Na slican nacin se izra¢unavaju integrali

dx n dz
——, [ cos" xdz,

mn
sin” x cos™ x

dx cos xdx
In = - PR
cos" x cos"Tix

Primenjujemo parcijalnu integraciju sa:

PRIMER.

1
= ———, dv = cosxdx
cos"tl
Dobija se relacija
sin x n
Lo = + I
"2 4+ 1)cos"tlz  n41 "

Izracunavanje zapocinjemo sa integralima Ip = [dz =2+ C' i

dx cos xdx dt
Ilz = 3 = 5
COS T 1 —sin“zx 1-—t¢
1 1+¢ 1 1 ]
2 2 1 —sinx

1-1¢




