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PREDGOVOR 

Ovaj udzbenik iz oblasti teorije oscilacija prilagoden je nastavnom planu i programu 
maSinskih fakulteta u Bosni i Hcrcegovini, a izlozena materija se predaje u drugom dijclu 
predmeta Dinamika j teorija oscilacija. 

Nacin izlaganja i rcdoslijed podeseni su taka da se bez vccih napora, uz odredeno 
predznanje jz dinamike, moze shvatiti sllstina ave oblasti mehanike. 

Trece pogJavlje je posveceno malim pravolinijskim oscilacijama materijalne tacke, 
sto u izvjesnom smislu remeti kontinuitet izlaganja, ali 6e korisno posluziti anima koji se prvi 
put susre6u sa ovom materijom. 

U drugom izdanju ispravljene su uocene greske, znatna je poboljsana tehnicka 
priprema, a osmo poglavlje udibenika izmijenjeno je u skladu sa savremenim dostignucima u 
oblasti numerickog rjesavanja dinamickih i oscilatornih problema. 

Zenica, januar 2004.godine 

Autori 
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VI 

1.UVOD 

1.1. Uloga i zadatak teorije oscilacija 

Jedan od najrasprostranjenijih oblika kretanja u prirodi je oscilatorno kretanje. U najvecem 
broju svih vrsta kretanja prirnijenjene tehnike, oscilatomi procesi zauzimaju dominantnu ulogu. 

U 5irem smislu oscilacije su prisutne kod svih cvrstih tijela koja se defOlmisu u podrucju 
elasticnosti, a zatim prepustc djelovanju elasticnih sila. U tom slucaju elementarni dijelovi 
tijcIa osciluju aka svojih prvobitnih ravnoteznih polozaja koja su imala u nedeformisanom 
stanju. Isto taka, pod odredenirn uslovima, CVfsta i kruta tijela pod djelovanjem vanjskih sila 
osciluju kao cjelinc aka svojih ravnoteznih poloi.aja kad raznih masioa i mehanizama. 

Zbog svog vrlo SifOkog prisustva u tchoiei, izucavanje oseilaeijaje vrlo vazno radi razjasnjenja 
niza fizickih i mehanickih pojava. Nairne, ukoliko se karakteristike oscilacija povecaju iznad 
dozvoljenih granica, moze doci do lomova, velikih steta pa i katastrofa. Uloga teorije oscilacija 
U ovom slucaju je da na egzaktan naein ukaze na ovakve pojave, kao ina mogucnosti njihovog 
otklanjanja. S druge strane, ima slucajeva kada oscilatorna kretanja mogu korisno posluziti, 
kao naprimjer kod oscilatomih masina, drobilica, separatora, itd. 

1.2. Osnovni pojmovi 0 oscilatornom kretanju 

Kretanje se javlja kao oscilatomo ako se tacka krece u jednu j njoj suprotnu stranu. Oscilacije 
su periodicne ako se tacka iii posmatrano tijelo, nakon izvjesnog vremenskog intervala, vraca i 
zauzima isti polazni polozaj. Dakle, oscilacije iii vibracije predstavljaju periodiCno kretanje 
koje se ponavlja poslije izvjesnog vremenskog intervala. Ovaj vremenski interval se naziva 
periodom oscilovanja i obitno se obiljezava sa T . 

Najjednostavniji oblik oscilatomog kretanja tacke je, kako je vee ucfmisano u kinematici, 
hannonijsko oscilatomo kretanje. Ono se matematski moze iskazati formulom 
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x=Rsin(OJt+rpo) . (I.l) 

gdje je OJ 

Sl.I.l. 

kruwa frckvencija ocilacija, CPo pocetna [aza, a velicina R amplituda osciiovanja, 

Po~to je definisano trigonometrijskom funkcijom (1.1), kretanje je periodicno, Sto znaCi da eSe 
se nakon svakog vremenskog intervala duzine T kretanje ponavljati. 

Ovakvo navedeno stanje uocava se, izmedu ostaiog, u vremenskim trcnucima (\ i t2 , Sl. 1.1, 

pacebiti x(tJ=X(t2)' itd. 

Ovakvi odnosi ce vaziti ukoliko trenuci fl' (2' .,. ,fn zadovoljavajlljednakosti 

Najrnanji vrernenski interval je za n ::::;: 1 , odnosno period oscilovanja ce biti 

i mjeri se u sekundarna (s). 

T 
x 

R 

o 

-R 

SI. 1.1. Hafltwnijsko periodicno kretanje 
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I. DVOD 

Broj oscilacija u sekundi naziva se frekvencija oscilovanja f =1/T , a mjeri se us'! Hi u Hz. 

Velicina OJ=2tr/T=21l f naziva se lauma frekvencija i predstavlja broj oscilacija u 

vremenu od 27Csekundi. 

1.3. Vrste oscilacija 

Oscilacije se mogu podijcliti oa razliCite nacine ito prema: 

fizickoj prirodi oscilatornih kretanja, 
karakteru diferencijalnih jednacina, 
uzrocima oscilatomih kretanja, 
velicini amplituda ovih kretanja, 
broju stepeni slobode, itd. 

Prema svojoj fizickoj prirodi oscilacije mogll biti: rnehanicke, terrnodinarnicke, elektricne, 
akusticne, itd. Tako naprirnjer, u rnehanicke oscilacije spadaju: oscilacije nosaca, korita broda, 
krila aviona, alatnih rnasina, lopatica parnih turbina, itd, 

U ovom izlaganju obradit ce se iskljucivo mehanicke oscilacije. Kako sve vrste oscilacija imaju 
odredena zajednicka svojstva i zakonitosti, to proucavanje mehanickih oscilacija moze korisno 
posluziti za izucavanje drugih tipova oscilatornih kretanja. Najznacajnija podjela oscilacija je 
podjela na linearne i nelineame oscilacije. Ovakvu podjelu je moguce napraviti i prema 
karakteru diferencijalnih jednacina kojima se opisuje posmatrani oscilatorni proces, 
Najpotpunija oblast teorije oscilacija proucava se u Iinearnoj teoriji oscilacija, gdje se koriste 
linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim koeficijentirna. Kretanja kod nelinearnih 
oscilacija opisuju se nelineamim diferencijalnirn jednaCinama i nece biti predmet ovog 
izucavanja. 

Cesto se kod nelinearnih procesa, ako Je moguce, vrsi linearizovanje, mada, posmatrano 
principijelno, nelineame zavisnosti se ne mogu linearizovati. 

Sljedeca podjela svrstava oscilacije na one sa konacnim i one sa beskonacnim brojem stepeni 
slobode kretanja. 

Tako naprimjer, svako deformabilno tijelo moze se posmatrati kao sistem sa beskonacno 
mnogo stepeni slobode kretanja, pri cemu se posmatraju njegova elasticnost i elementarne 
mase sistema. Medutim, ako se u sistemu posmatraju tijela koja osciluju kao cjeline, rijec je 0 

sistemu sa konacnim brojem stepeni slobode kretanja. 

Zbog toga se pri rjesavanjll zadataka iz ove dvije oblasti koristi razliCit matematicki aparat. 
Kod sistema sa konacnim brojem stepeni slobode kretanja koriste se lineame diferencijalne 
jednaCine, dok se kod sistema sa beskonacnim brojem stepeni slobode koriste parcijalne 
diferencijalne jednaCine. 
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U daljem razmatranju oscilacije se rnogu podijeliti na slobodne oscilacije koje nastaju pod 
dejstvom elasticnih sila i prinudne oscilacije koje nastaju pod dejstvom poremecajnih sila. 
Ukoliko se u posmatranom sistemu zanemare otpori, onda elasticne sHe izazivaju slobodne 
neprigu.sene osciiacije, dok poremecajne site izazivaju prinudne neprigusene oscilacije. U 
tehnickoj praksi se cesto dcsavaju oscilatoma kretanja taka malih amplituda da se skora ne 
mogu ni osjetiti, ali ih je moguce registrovati putem instrumenata. Ove oscilacije cesto se 
nazivaju malim osciiacijama, 0 cemu ce se kasnije viSe govoriti. 

4 

2. ELEMENTI ANALITICKE MEHANIKE 

2.1. Stabilnost ravnoteze sistema u konzervativnom polju 

Od ranije je poznato da ravnoteza sistema moze bid stabilna, labilna i indiferentna. 

Ako se sistem usljed djelovanja sila pomjeri iz polozaja ravnoteze, a nakon prestanka 
djelovanja sila nastoji vratiti u prvobitni polozaj, rijec je 0 stanju stabilne ravnoteze, Sl. 2.1. S 
druge strane, ako se sistem poslije djelovanja poremecajnih sila nastoji jos vise udaljiti od 
prvobitnog polozaja, za ovakav polozaj ravnoteze se kaze da je labilan, Sl. 2.2. Konacno, 
ukoliko sistem poslije pomjeranja iz ravnoteznog stanja jos uvijek bude u ravnotezi, ovakvo 
stanje naziva se indiferentnim, SJ. 2.3. 

Na slikama 2.1,2.2 i 2.3 prikazani su slucajevi stabilne, labilne i indiferentne ravnoteze dva 
sistema, fIzickog klatna i kugle, 

Sl. 2.1. Stahilna raVJlOtezu Sf. 2.2. Labi/na ravfloteza Sf. 2.3, lfldijerentflu raVJlOleZa 

2.1.1. Teorema Ljapunova 0 stabiluosti kretanja i mirovanja 

Ukoliko su veze materijalnog sistema holonomne, idealne i dvostrane, to s(' odredivanje 
kretanja svodi na matematicki zadatak integracije Lagranzovih diferencijalnih jednacina. U 
sustini, svaki sistem moze vrsiti oscilatorno kretanje sarno oko polozaja stabilne ravnoteze, 

5 
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U tom smislu posmatrace se oscilatorno kretanje koje se vrsi U odnosu na drugo laetanje. Na 
slid 2.4 prikazana je krufuu cijev koja se obrce bez trenja aka vertikalnih oslonaca A i B 
ugaonom brzinom OJ. Istovremeno, u cijeyi se slobodno i bez tfenja krece kuglica M 0 mase 

m. 

Zavisno od velicine ugaone brzine OJ, kuglica Mo u cijevi zauzece neki relativni ravnotezni 

polozaj defmisan uglom ao ' Za ovakvo stanje kuglice se kaze da je stacionamo. Aka bi se, 

medutim, pod istim vanjskim llsiovima, poremetilo ovo stacionamo stanje kuglice djelovanjem 

neke porernecajne sile u pravcu tangente, anda bi kuo-liea pocela oscilovati aka tacke M c o· 

Stoga se pri rjesavanju postavljenih diferencijalnih jednacina polazi ad prepostavke da se ima 
konacno rjesenje i da je dato preko generalisanih koordinata u obliku 

.\..pC OJ 

EN 
! 

A i 

W 
SI.2.4. Relativno osci/atomo kretanje 

pri cemu rjesenje zadovoljava sljedece pocetne 

uslove pri t = 0 : 

i=l, ... ,s 

gdje je S broj stepeni slobode kretanja. 

Kretanje po ovom zakonu je neporemeceno. 

Ukoliko se zaddc isti vanjski uslovi na sistemu, 
ukljucuju6i i generalisane koordinate, a 

promijene pocetni uslovi pri t = 0 , dobice se 

Prema novim uslovima u trenutku t = 0 , ovome odgovara kretanje po zakonu 

i=l, ... ,s 

Kretanje po ovom zakonu je poremeceno. 

Razlika ovih kretanja su velicine: 

6 
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koje se zovu poremecaji pocetnih uslova, a vremenske funkcije 

i=l, ... ,s 

zovu se poremecaji koordinata. 

lato je vrlo vafuo utvrditf koliko se poremecaji u pocetnim uslovima odraZavaju na konacno 
poremeceno i neporemeceno kretanje. Ovakva stanja, odnosno stabilnosti sistema, dostaje lako 
prouciti kad postoji rjesenje diferencijalnih jednaCina kretanja u funkciji pocetnih uslova. 
Medutim u tehnici, a posebno u astronomiji, u veCini slucajeva ne mogu se dobiti rjesenja 
sistema nelineranih diferencijalnih jednacina u eksplicitnom obliku, pa se zadatak znatno 
uslomjava. Perna Ljapunovu, stabilnost kretanjaje odredena sljedecom definicijom: kretanje Se 

zove stabilnirn ako je za proizvoljno m~lu velicinu s > 0 moguce naci odgovarajuce velicine 

0] =0
1 
(s) i O2 =02(S) , takve da pri poremecenim pocetnim uslovima vrijedi 

pri cemu za svo vrijeme kretanja sistema poremecaji koordinata zadovoljavaju uslove 

1z ovog proizilazi da stabilnost neporemecenog kretanja ima sljedece svojstvo: uvijek je 
moguce izabrati takve male pocetne uslove poremecaja da poremecaji koordinata za svo 
vrijeme kretanja ne izlaze iz unaprijed postavljenih granica. 

Stabilnost definisana na ovaj naCin naziva se obicna stabilnost. Ukoliko tokom vremena sve 
generalisane koordinate teze nuli, kaz.e se da sistem ima asimptotsku stabilnost. Ovo znaCi da 
pri obicnoj stabilnosti tacke sistema pri kretanju nece izaci iz unaprijed datih granica, dok pri 
asimptotskoj stabilnosti tacke sistema teze pocetnim polo.zajima ravnoteze. 

2,2. Linearizacija diferencijalnih jednacina kretanja 

Pri postavljanju diferencijalnih jednacina malih oscilacija sistema, generalisane koordinate 

qp Q2' .", Qs i generalisane brzine 41,42' ... , 4s predstavljene su kao male velicine prvog 

reda. Postupak kojim se vrsi odbacivanje nelineamih clanova u diferencijalnim jednacinama 
kretanja naziva se linearizacija diferencijalnih jednaCina. Ovo se prvenstveno odnosi na 
odbacivanje clanova generalisanih koordinata i brzina koji sadri;e kvadrat iIi visi stepen, tako 
da se integracijom ovakvih lineamih diferencijalnih jednacina dobija rjesenje u zatvorenom 
obliku. Posto se linearizacijom problem oscilatornog kretanja svodi na problem takozvanih 
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rnalih oscilacija (sa malim amplitudama), time se stvami problem oscilatornog krctanja ustvari 
rjesava priblizno, ali dovoljno tacna za male promjene koordinata i odgovarajucih brzina. 

Sistemi koji se ovdje posmatraju imaju prvenstveno hoionomne, stacionarne, idealne 

zadrzavajuce veze, taka da je. kineticka energija funkcija generalisanih koordinata qi 

general~sanih brzina qj, a potencijalna energija funkcija sarno generalisanih koordinata ql' 
,'",' 

Posta se diferencijalne jednacine fonniraju primjenom Lagranzovih jednacina II vfste, to se 
proces. iinearizacije maze uprostiti koristenjem aproksimativnih izraza za kineticku i 
patencijalnu energiju. 

oE oE oE 
Kako prvi izvodi --' , __ k ,-_P , koii su sadr.zani u Lagranzavim jednacinama II vrste, oq, og; oq; . 
smanjuju red malih velicina za jedan, to znaci da fonniranje aproksimativnih funkcija 

Ek i E p maze ici do malih veUcina drugog reda. 

2.3. Potencijalna energija 

Posmatrace se materijalni sistem na koji djeluju holanomne i stacionarne veze, a koji je 
odreden generalisanim koordinatama. Potencijalna energija u opstem obliku bice funkcija 
generalisanih koordinata 

(2.1 ) 

gdje je S - broj stepeni slobode kretanja. 

Ako se potencijalna energija E p razvije u Maklorenov red po stepenima generalisanih 

koordinata i s tacnoSc':u do rnalih velicina drugog reda, dobice se 

( )_ ' ( ) [(OEr) (OEp) [OEr)] Epq, .... ,q, -EpO, ... ,O+ a q,+ -- q2+"'+ -- q., + q, 0 Oq2 0 oq, 0 

1 [(O'Ep] , (o2Er] 2 (O'Er] 2 (O'E,,] +2 iJ2 q, + iJ2 q2 + ... + iJ2 q, +2 0 O( q, q2 + 
q] 0 q2 0 qs 0 q] '12 0 

+2(t~"] q,qJ+ ... +2(002~" ':.q,q,+ ... +J/2E; ] q,~,q,]+ l q] q3 0 l ql oqs "'.' l q.\~l qs 0 

+ clanovi reda viseg od II. 
(2.2) 
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Gore navedeni izraz moze se napisati u kraccm obliku: 

(2.3) 

Usvajajuci pretpostavku da je ravnoteZni polozaj nulti, to ce generalisane koordinate u tom 
polozaju biti jednake nuli, pa ce prvi clan reda (2.3) bitijednak nuli: 

Takode, u p0107..ajU ravnoteze i generalisane sHe su jednake nuli. 

Posta se posmatra sistem koji je konzervativan, to je 

oE
I
, Q,=--o-=O, 

q, 
r=I,2, ... ,s 

To znaGi da su svi linearni clanovi u redu (2.2), odnosna u redu (2.3), jednaki nuli 

L: _r =0 '(OE ) 
,,,,I dq, 0 . 

(2.4.) 

(2.5) 

(2.6) 

ZanemarujuCi u redu (2.3) sve clanove reda viseg od drugog po generalisanim koordinatama, 
funkcija za potencijalnu energiju sistema izracunava se do male veliCine drugog reda. Na taj 
nacin dobija se 

(2.7) 

Ovaj izraz maze se pisati u abliku 

( ) 1" E" q" ... ,q., ~2 E,~C)k q) qk (2.8) 

pri cernu Sll uvedene aznake 

(2.9) 

9 
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VeliCine e
jk 

date izrazom (2.9) nazivaju se koeficijenti generalisane krutosti ili koeficijenti 

elasticnosti. Izracunavaju se u polozaju ravnoteze sistema pri ql =q2 =". =q s =0 , pa su stoga 

svi konstantni i simetricni brojevi ejk =Ckj za j, k:::: 1, .. " S, j;t k 

Jzraz za potencijalnu energiju dat jednaCinom (2.8) maze se pisati u razvijeuom obliku: 

Ep (q" ... , qJ ~ ~[ (CI'I ql"+ c22 qi + ... C" q;)+ 2(C12 ql q2 + CI, ql q, + ... + cJ> ql q, + 

+C23 q2q3 +C24 q2q4 + ... +C2.~ q2 qJ +"'+Cs_1.s qs-l qJ J. 

U slucaju kada sistem irna jedan, odnosno dva stepena slobode, funkcija (2,8) iznosi 

()
l ,1, 

Ep ql ~2CI\ ql ~2cq , 

E p(ql ,Q2) ~¥(CI\ q; +2C12 ql q, +c" qi)~ 

U matricnom obliku potencijalna energija E p data izrazom (2,8) moze se pisati u vidu 

gdje su: {q } -vektor kolona generalisanih koordinata, 

[c] -matrica krutosti, 

{ q Y -transponovani vektor vektora generalisanih koordinata 

{q }=tJ {q Y ={ql ... qJ 

['" 
CI2 

'" 1 [c 1= C~I C22 C2.l' 

C.d C,' CS.l' 
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2.4. Lagranz-Dirihleova teorema 

U konzervativnom polju, posmatrace se sistem rnaterijalnih tacaka koji je podvrgnut 
holonomnim, stacionarnim, zadrzav~ju6im i idealnim vezama i ima s stepeoi slobode 
kretanja. 

Jednacine ravnoteze konzervativnih sila pod gore nilVedeIi'im uslovima glase: 

dE 
Q,=-~=O, 1'=1,2, .. ,S. 

q, 
(2.10.) 

Kako je potencijalna energija E p materijalnog sistema funkcija od svih genera:;~"'Jlih 

koordinata qr' r=l,2,,,,,s, uslovi (2.10) su potrebni, ali ne i dovoljni za ekstK 

vrijednosti potencijalne energije koja zavisi od vise promjenIjivih. Nairne, prema jednu,,- jJ 

(2.10) ne moze se utvrditi da Ii je posmatrani polozaj materijalnog sistema stabilan Ii 
nestabilan. 

Dopuna jednacine (2,10) izvrsenaje Lagranz-Dirihleovom teoremom. 

Teorema glasi: 
Za materijalni sistem koji se nalazi u polju konzervativnih sila, a podvrgnut je holonomnim, 
stacionarnim, zadriavajucim i idealnim vezama, potencijalna energija ima minimum aka je 
palaia) ravnoteie stabilan. 

Po!azeci od ranije uvedene pretpostavke da je polozaj stabilne ravnoteze sistema istovremeno i 

nulti polozaj, tj. E p = 0, proizilazi da ce u blizini polozaja stabilne ravnoteze uvijek biti 

(2.11) 

lz ovoga se moze dobiti i drugacije tumacenje Lagranz-Dirihleove teoreme, koje glasi: 
Ako je pri svakam dovaljno malom pomjeraf!jll sistema iz posmatranog poloiaja ravnoteie 
prirastaj potencijalne energije pozitivan, ondaje tal polaia) ravnateie stabilan. 

Iz Lagranz-Dirihleove teoreme proizilazi i Toricelijev princip, koji gJasi: 
Poloia} materijalnog sistema }este polaia} stabilne ravnoteie aka njegav centar inercije 
zauzima najniii poloiaj od svih maguCih. 

Izraz (2.8) predstavlja homogenu pozitivnu definitnu kvadratnu fonnu generalisanih koordinata 
sa konstantnim koeficijentima, Posto je izraz za potencijalnu energiju sistema uvUek pozitivan, 
a izraz (2.8) jednak nuli tek kada su sve promjenUive jednake nuli u poloZaju stabilne 
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ravnoteze, to je i kvadratna forma (2.8) uvijek pozitivna. Ovaj zakljueak je izveden koristeci 
izraz dat jednaeinom (2.11). 

Kod sistema sa jednim stepenom slobode kretanja, potencijalna energija ce biti funkcija sarno 
od jedne promjenljive: 

(2.12) 

2ato se utvrdivanje minimuma potencijalne energije u polozaju stabilne ravnoteze, prema 
Lagranz~Dirihleovoj teoremi, maze izvesti koristenjem uslova da vrijednosti funkcije od jedne 
promjenljive budu minimalne: 

(2.13) 

lednacine (2.13) koriste se pri rjesavanju zadataka 0 stabilnasti ravnoteZe sistema sa jednim 
stepenom slobode kretal1ja u konzervativnom polju sila. 

laka LagranzMDirihleova teorema vazi i za sisteme sa kanacnim brojem stepeni slobode 
kretanja, zbog matematickih poteskoca ana se prakticno karisti sarno za sisteme sa jednim 
stepenam slobade kretanja. 

2.5, Krilerijum SHveslera 

Kako je prethodno receno, primjena Lagranz~Dirihleove teoreme a stabilnosti materijalnag 
sistema sa vise stepeni slobode kretanja je relativno dosta komplikovana. Ovo se prevazilazi 
kriterijumom Silvestera, koji se u sustini zasniva oa rjesavanju znaka proizvoUne kvadratne 
fonne. 

Teorema Silvestera glasi: 
Da hi kvadratna forma potencijalne energije bila pozitivno dejinitna (pozitivno odredena), 
potrebno je da svi glavni minori kvadratneforme budu pozitivni. 

Dokaz ovog stava se nece ovdje izvaditi, nego ce se dati sarno njegovo tumaeenje. 

Matrica kvadratne forme glasi 

12 

Cll c12 , c1.I' 

C21 e" C25 
(2.14) 

csi C.\'2 cs.t 

Diskriminanta kvadrarne forme Ep =E p (ql' .. ,q2) je eliminanta sistema homogenih linearnih 

jednaCina: 

jE -_P=o 
'j q, 

i predstavlja determinantu reda s. 

Kako pozitivna kvadratna forma ima oblik (2.8), to je prema kriterijumu Silvestera, pored 
uslova ravnoteze (2.13), potrebno da budu zadovoljeni i sljedeci uslovi oblika nejednakosti da 
bi ravnoteza bila stabilna: 

iii =CII > 0; lell e"l 1l2= > 0; 
C21 c" 

(2.15) 

cll c12 cll 

Cll C" CIs 

III = C23 > 0; Il= 
C21 cn c2s 

> O. c21 C22 , : 
C31 cl2 ell 

csl c,I'2 C,I'S 

Na ovaj naein, kriteriji za pozitivnu definitnu kvadratnu formu se mogu pisati jednostavnije u 
obliku: 

III > 0, 112 > 0, ... ,Il, > 0. (2.16) 

Koeficijenti krutosti C jk U navedenim uslovima glase: 

13 
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pri cemuje, svakako, C kj = ejk za k:;t j. 

Dakle, jedan sistem sa veCirn brojem stepeni slobode bice u polozaju stabilne ravnoteze aka je 
zadovoljen odredeni odnos izrnedu parametara sistema, pri cernu ce svakom prirastaju 
generalisane koordinate odgovarati pozitivan prirastaj potencijalne energije. S porastom stepeni 
slobode, broj uslova ce se u istom odnosu povecavati. 

Naprimjer, rnaterijalni sistem sa dva stepena slobode kretanja bite u poloz.aju stabilne 
ravnoteze, ako su zadovoljeni sljedeci uslovi: 

(2.17) 

[a'E J GlI = a+ >0, qj 0 

2.6. Prva i druga teorerna Ljapunova 0 nestabilnosti ravnoteze 

Na osnovu Lagranz~Dirihleove teoreme i kriterija Silvestera moze se odrediti uslov za 
stabilnost ravnoteze konzervativnog sistema. Medutim, u slucaju da potencijalna eoergija oema 
minimum u polozaju ravnote.ze, ne moze se odrediti da Ii ce ravnoteza biti stabilna iIi 
nestabilna. 

Odgovor na ova pitanje daju dvije teoreme Ljapunova, koje se ovdje nece dokazivati. 

Prva teorema glasi: 
Ravnoteia konzervativnog sistema je nestabilna ako jimkcija potenc!jalne energije, koja)e 
odredena clanovima drugog reda i razvijena u red po stepenima, nema minimum. 

Prema ovoj teoremi, nije potrebno uzimanje cianova reda viseg od drugog pri razvijanju 

funkcije Ep. 

Druga teorema glasi: 
Poloia) sistema)e lobi/an ako funkcija potencijalne energije u (am poloiaju ima maksimum. 

Ova teorema pokazuje da se polotaj maksimuma potencijaine energije maze odrediti i na 
osnovu Clanova prvog reda, kao naprimjer u slucaju kada ne postoje clanovi drugog rcda u redu 
za potencijalnu energiju. 

1<1 
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2.7. Kinetielm energija sistema 

Posmatrace se sistem ad n materijalnih tacaka koji je odreden sa 2n Dekartovih koordinata 

xj ' Yi' Zj i podvrgnut djelovanju idealnih holonomnih veza. 

Ukoliko postoji k veza, njihove jednaCine U opstem smislu se magu pisati U obliku: 

(2.18) 

gdje je a=J,2, ... ,k. 

Kao ~to se vidi, ovaj sistem ima s = 3n - k nezavisnih koordinata iIi stepena slobode. 

Na osnovu prethodnog proizilazi da se sistem moze defioisati sa 

q" i=I,2, ... ,s. 
s generaJisanih koordinata 

Vektori poloiaja tacaka sistema~, i=l, ... ,n , zavise u opstem smislu od generalisanih 

koordinata i vremeoa 

Poznato je da ovim vektorskim jednacinama odgovara 3n skalarnih jednacina. 

Kineticka energija materijalnog sistema glasi: 

1 " 2 E,=-Lm,v j • 

2,=1 

Posto je vektor brzine i ~te tacke dat U obliku: 

- ar,. ar,. ar, V,=-qj+ ... +-q,+-aqj aq, at 

i uzevsi u obzir daje v,2 = V, Vi' izraz za kineticku energiju se maze pisati u obliku 

(2.19) 

(2.20) 
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Ukoliko se iZVTSi kvadriranje, maze se pisati da je 

(2.21) 

gdje su: 

E f (a~ a~ . ar, a~ . J k2 = /...,1111 ----ql + ... +----q , 
,=1 aql at ag, at' ( 

- J2 1" a r 
Ek~ =-Lm, --' 

2,=1 at 

Uvodenjem oznaka 

(2.22) 

funkcije Ekl i Ek2 se mogu pisati u vidu 

., 
Ek2 = LB, iI,· (2.23) 

k"'l 

Kako je AJk = A kJ , j:;t k , tj. ako vazi zakon komutacije, moze se zakljuCiti da su ovi 

kueticijenti simetricni u odnosu na svoje indekse. 

Ocigledno je da koeficijenti AJk i Bk zavise ad generaiisanih koordinata fJl' i=1, ... ,s, i 

vremena t , a ne zavise ad generalisanih brzina if i' i = 1, ... ,s . 
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ili' 
Aka su veze stacioname, svi vektori at su jednaki nuli, pa su i kineticke energije Ek2 i Ek3 

jednake nuli. Zato u izrazu za Ek ostaje sarno Ekl U obliku kvadratne forme po generaiisanim 

brzinama, pa se dobija 

(2.24) 

Ovaj izraz predstavlja homogenu kvadratnu formu generalisanih brzina sa promjenljivim 

koeficijentima Ajk' koji su odredeni izrazom 

A ="'." (a~ ar, J )k L..l11i . 
,=1 oqj dq, 

(2.25) 

Ovi koeficijenti imaju osobinu da je AJk = AkJ ' j =f:. k , a nazivaju se jos i koeficijenti inercije 

i zavise iskljuCivo od generalisanih koordinata polozaja tacaka sistema 

(2.26) 

Na osnovu gore navedenog, kinetiCka energija je funkcija generalisanih koordinata i 
generalisanih brzina 

(2.27) 

Gore navedene konstatacije odnose se na generalni slucaj kretanja sistema, Medutim, ovdje se 
postavlja pitanje u vezi sa ponasanjem sistema pri malim oscilacijama oka ravnoteinog 
polazaja, 

Za postavljanje diferencijalnih jednaCina oscilovanja koriste se Lagranzove jednacine II vrste, 

pa kineticku energiju treba aproksimirati polinomom drugog reda po promjenljivim q, i qi' 
i=1,,,,,s, sa malim veliCinama prvog reda ili U obliku kvadratne fonne drugog reda po 

navedenim promjenljivim velicinama, 

U tom ciiju koeficijenti A)k ce se razviti u Maklorenov red po stepenima od generalisanih 

koordinata, pa se dobija 

17 
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( ) ( ) [( dAi') (dAjk) J 1[(d2A
Jk) 2 Ajk q" ... ,q, =Ajk 0, ... ,0 + a;; 0 q,+ ... + dq, 0 q, +'2 ~ 0 q, + ... + 

(
d

2
A,) 2 (dA,) ( d

2
A, ) ] + --i- q., +2 __ J_ q,q,+ ... +2 J q,_,q, +Clanovivisegreda 

dq, 0 dq,dq2 0 dq,_,dq, 0 

(2.28) 

Jzraz (2.28) se rno.:te napisati u kracem obliku: 

(2.29) 

Da bi kineticka energija bila izracunata sa tacnOSCll do malih velicina drugog reda, to se u 
redovima (2.28) i (2.29) treba zadrzati sarno na prvim konstantnim Clanovima. Aka se prvi 

konstantni clanovi Dvm redova obiljeze sa G jk , dobice se: 

(2.30) 

Na osnovu ovoga ce izraz (2.24) za kineticiru energiju sistema preci u aproksimativni oblik 

(2.31) 

Za konstanteGjk vrijedi ajk = Gkj , k:;i: j . 

Dve konstante nazivaju se koeficijentima inercije sistema, a njihova dimenzija zavisi ad 
dimenzija generalisanih koordinata. 

Poznato je daje kineticka energija po svom obliku defmisanja uvijek pozitivna velicina 

E, >0. (2.32) 

Na osnovu navedenog maze se zakljuciti da Ek predstavlja homogenu kvarlratnu formu 

generalisanih brzina sa konstantnim koeficijentima. 

Zbog toga ce se u slucaju malih oscilacija sistema jzraz za Lagranzovu jednacinu II vrste 
donekle pojednostaviti. 
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Nairne, po~to U oyom slucaju Ek ne zavisi od generalisanih koordinata, odnosno 

dEk=O, r=I, ... ,s, 
dq, 

to se Lagranzova jednaCina II vrste maze pisati U obliku 

d dEk • 
---=Qr J z=l, ... ,s 
dt di}, 

(2.33) 

(2.34) 

Ukoliko sistem vrlii ma1e oscilacije u konzervativnom polju sila, generalisana sila se dobije kao 

parcijalni izvod E p po generalisanoj koordinati, pa se dobija LagranZova jednacma II vrste u 

obliku 

!!... dE, + dE p =0, r=I, ... ,s . 
dt di}, dq, 

(2.35) 

Izraz za kineticku energiju materijalnog sistema sa vise stepeni sio?ode kretanja iz pr~kti~?ih 
razloga pogodno je iskazati u matricnoj formi. Matricni oblik lzraza (2.31) za kmetlcku 
energiju materijalnog sistema glasi 

(2.36) 

gdje su: {q } ~ vektor~kolona generalisanih brzina, {if y ~ njemu transponovani vektor i [G] ~ 
inercijska matrica iii matrica masa, tj. 

(2.37) 

all a" a" 

[al= 
all a22 a2, 

as1 a" a,I'.1 

gdje je 
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~ a;; a r, A (0 0 0) 
Q)k=L.,ml ----= jk ,' .. 'j • 

iol aqj aqk 

Po istoj analogiji se pisu odgovarajuce matrice za sisteme sa jednim, dva iIi vise stepeni 
slobode. 

Taka naprirnjer, za sisteme sajednim, odnosno dva stepena slobode, bice 

odnosno 

E (. . )=~{q,}T [all k q"q, 2 . 
q2 a21 

2,8. Relejeva funkcija rasipanja 

U uvodnom izlaganju pomenute su medu vrstama oscilacija i prigusene oscilacije. 

Kada Sll sile otpora proporcionalne prvim stepenima brzine tacaka sistema, generalisane sile 
koje nastaju usljed takvih sila otpora mogu se odrediti preko funkcije rasipanja, odnosno 
disipativne Relejeve funkcije. 

Posmatrace se slucaj kada oa i -tu tacku sistema djeluje sila otpora viskoznog trenja, koja je 

odredena izrazom: 

(2.38) 

gdje SU: Pi -pozitivan konstantan koeficijent, Vi - brzina posmatrane tacke. 

Generalisane sile, kao ~to je poznato, mogu se odrediti pOmOCll izraza 

Q =~(F ar, J="'." (x ax, y aYi Z ar, J r L.. i' -:-, L.. I '.'I + I., + i '.'I J 

1",1 oq, 1=1 uq, oq, aq, 
(2.39) 

gdje su: ri ~ vektor polozaja napadne tacke sile F;, koja djeluje na i ~tu tacku, a Xi' Y, i Zi 

pripadajuce koordinate. 
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Generalisana sila koja patite od sHe otpora Fw dobija se polazeCi od izraza (2.38), a odreduje 

se na analogan oaein: 

QW=~[F a;:, J-~[x ~ z ~J r L... wi ':.\ - '-' wi + ... + wi • 
1=1 uqr 1=1 dqr dqr 

(2.40) 

Kad izvodenja Lagranzovih jednaCina II vrste koriste se izrazi 

aVi ar, 
aq,=aq,' r=l, ... ,s, 

odnosno 

(2.41 ) 

lmajuci u vidu jednakosti (2.38) i (2.41), generalisane sile se magu napisati: 

W ' [- av'J " [. ax, . api . aziJ Q, =-IfJi v,-=;-:- =-IfJi X,-. +Yi-. +z,-. ,r=I, ... ,s. 
1",1 oq, 1"'[ oq, oq, CJqr 

(2.42) 

iIi 

a II v2 

Q;=--=;-:- IfJ, -2" r=I, ... ,s, 
aq, ;",1 

odnosno 

Qw a ~lfJ(" ., .2) 1 
r =--.-L., - i XI +Yi +Zi J r= , ... ,.'1. aq,io l2 

(2.43) 

Funkcija 

<I> l~fJ ' l~fJ (.2 ·2 .2) 
=-L,. IVi =-L.. i Xi +Y, +Zi 

2i=1 2i::=1 
(2.44) 

naziY;1 ,"G funkcija rasipanja iii disipativna funkcija Releja. Iz izraza (2.44) se vidi da je ova 
funkcija uvijek pozitivna 

<1»0. (2.45) 

Na osnovu gore navedenog, generalisane sUe koje nastaju usljed djelovanja sila otpora 
proporcionalnih prvim stepenima brzine tacke sistema mogu se iskazati preko funkcije 
rasipanja na sljedeci nacin 
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Qw =_ d<t> 
r a" r=l, ... ,s . 

q, 

Polaze6i od funkcije rasipanja odredene izrazom 

i uvr~tavanjem izraza za brzinu (2.47) 

_ '" d~ . 
V'=~-d q" 

roo! qr 

dobi6e se, posta su veze stacionarne, funkcija rasipanja U obliku 

gdje su koeficijenti Ejk odredeni izrazima: 

pricemuje Ejk =Bkj , k:t:-j 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 

(2.49) 

(2.50) 

Koeficijenti Bjk zavise od generalisanih koordinata. Aka se ovi koeficijenti, sliena kao Ajk' 

razyiju u Maklorenov red po generalisanim koordinatama q r' r:= 1, ... , s , dobice se u slucaju 
prigusenih oscilacija izraz za funkciju rasipanja 

(2.51 ) 

gdje su bJk :;;:: Ejk (0, ... ,0) konstantni koeficijenti. 

KoeficiJ'enti bJk se nazivaiu koeficiJ'enti prigusenJ'a, pri cemu vazi odnos b - b k ~}. , jk - kj' ~ . 
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Funkcija rasipanja (2.51) maze se prikazati i u razvijenom obliku 

<t> = ~ [(bll 'h' +b,A; + ... +b"q; )J+ 2 [b12 4, 4, +bJ3IM, L+ 

+b,A, 4, +b23 4,4, +b" 4,4" + ... +b,_" 4,-/1,]. . . 
(2.52) 

Izrazi (2.51) i (2.52) predstavljaju aproksimativni oblik funkcije rasipanja, kojaje istovremeno 
homogena kvadratna fonna generalisanih brzina sa konstantnim koeficijentima. 

Kvadratne fonne (2.51) i (2.52) su pozitivne i definitne. U slucaju da sistem imajedan, dva iii 
tri stepena slobode kretanja, funkcija rasipanja ima oblik 

m(') lb ., lb" 
'¥ q, ='2 II q, ='2 q, 

<t> (4" 4,) = ~(bll 4,' + 2 b12 g, 4, + b22 gil ' (2.53) 

U siucaju da sistem vrsi male osciiacije, funkcija rasipanja, kao i kineticka energija, zavisi ad 
generalisane brzine 

<t>- f(" . ) -. q"q" ... ,q, (2.54) 

Prema ovome, Lagranzove jednaCine II vrste za slucaj da sistem vrsi male prigusene oscilacije 
glase: 

d dE, dEp d<t> 
---+--+-=0 , r=l, ... ,S . 
dt dg, dq, dq, 

(2.55) 

Funkcija rasipanja <P prema izrazu (2.51) se moze prikazati u matricnom obliku 

(2.56) 

gdje su: 

b"] b" . , 

b" 

b12 

{q :p(q,). 
q., 

{q Y = {q, ... qJ, 
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2.9. Neka svojstva kvadratne forme 

Pojam definitnosti, odnosno pozitivno deflnitne kvadratne forme, cesto se sllsrece u mehanici, 
tj. pri njenoj prakticnoj primjeni u teoriji oscilacija, teoriji stabilnosti itd. 

K vadratna fonna promjenijivih Ql'Q2' . . ,qs je funkcija drugog reda oblika 

Taka naprimjer, za funkciju sa dvije promjenljive q] i qz kvadratna forma irna oblik 

Detenninallta sastavljena ad koeficijenata fonne oblika 

zove se diskriminanta kvadratne forme. 

Kvadratna forma je definitna (adredena) ako je jednaka nuli kada su sve promjenljive jednake 
nuli. 

Kva~ratna fonna je pozitivno definitna ako je pozitivna za sve vrijednasti promjenljivih, a koje 
nisu lstovremeno sve jednake nuli. 

U tom smislu maze se postaviti sistem homogenih lineamih jednacina: 

, 
Idjkqj=O, k=l, .. ,S. 
i"'] 

OCigledno je da ovaj sistem ima uvijek nulto rjesenje qJ =: 0, j =: 1, .. , S, a ukoliko je 

.6. =: 0, sistem ima rjesenje razlicito od nule. 
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Aka se rjesenjajednacina oznace sa q~" i=l,,,.,s, dobice se 

.• 
Id)k q; =0, k=l, ... ,s, 
p=! 

a to je sistem u kojem nisu sve promjenljive jednake nuli. 

Mnozenjem jednacina sa q~ za k =1, ... , S i njihovim sabiranjern dab ice se 

Ovim izvodenjem se pokazalo da je kvadratna fonna V jednaka uuli aka Sil vrijednosti 

promjenljivih q; ,,,.,q; i pri uslovu daje ,1 = O. 

Medutim, kod pozitivno odredene forme avo nije moguce i za nju vazi da je .6.;t 0 . 

Bez daljih dokazivanja, navesce se jos i to da je kvadratna forma pozitivno defmitna aka su 
ispunjeni uslovi: 

Kvadratna formaje negativno definitna aka su: 

2.10. Primjeri 

Primjcr br. 1. 

Klatno prikazano na slici 2.5 sastoji se od krutog stapa, duzine I i zanemarijive rnase, na cijem 

kraju se nalazi masa m . Stap se moze slobodno obrtati oko tacke 0, au vertikainom polozaju 
ga odrzavaju dvije horizontalne opruge krutosti c, koje su uvrscene na odstojanju a oel 
oslonca. Koliko mora biti odstojanje a pa da vertikalni ravnotezni polozaj klatna bude 
stabilan? 

Rjesenje: 

Sistem ima jedan stepen slobode. Generalisana koordinata je lIgaa rp, koji se mjeri 

zakretanjem stapa od vertikalnog ravnotemog polozaja, SL 2.6. 
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a 

"-"'----{l 0 

Sf. 2.5. Klatno u raVllOtel.nom poJozaju 

Potencijalna energija je u vezi sa pomjeranjem mase m 

St. 2.6. Polozaj generalisane 
koordillote kiatllo 

E pi = -mgol = -mg(i -I cos rp) 

i potencijainorn energijom opruga 

Kako je x=asinrp, to je dx=ad(sinrp) , pa se dobija 

• 
Ep ' =2ea'jsinrpd(sinrp )=ca' sin' rp, 

Ukupna potencijalna energija sistema iznosi 

Ep = Epi + Ep2 = c a' sin' rp-mgl +mgl cosrp 

(a) 

(b) 

(e) 

Stabilan poJoiaj ravnoteze odredice se primjenom Lagranz~Dirihleove teoreme. U tom smislu 
potrcbno je naci prvi i drugi izvod potencijalne energije po generalisanoj koordinati: 

dd~ =(2 ca2 easrp-mgl )sinrp, (d) 

26 
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d 'E 
--,_P = 2ca' cas' rp - 2ea' sin' rp - mgl cas rp 
drp 

dE 
Iz uslova -_P = 0, dobijaju se dva poloz.aja ravnoteze: 

drp 

1) sinrpl = 0, rpl = ° ; 
2ca' casrp, -mgl=O, 2) 

mgl 
COStp2 =--, ' 

2ea 

(e) 

Da bi ravnotcini polozaj bio stabilan, prema Lagranz-Dirihleovoj tcoremi mora biti zadovoljcn 

d2 E 
usJov --f> 0 . 

drp 

Za prvi slucaj bi6e 

pa se maze adrediti 

(
d

2 

E J drpi =2ea'-mgl > 0, 

"I""'q'! 

a> ~mgl 
2 c 

(I) 

(g) 

Dakle, vertikalni palozaj ~tapa je ravnote.ini, a da bi bia stabilan rastojanje a mora zadovoljiti 
nejednakost (g), 

U drugom slucajuje COS(jJ2:::;: m
g

l
2 

' pa se dobija 
2ea 

(
13

2 

E J' ( 1)2 --p :::;:~-2ca2 >0 
drp' 2 c a' ' 

"I""'q'z 

Uslov da ravnotezni polozaj rp, bude stabilan je 

a < ~mgl, 
2 c 

(h) 

(i) 

07 
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Primjer hr. 2 

Odrediti us love pod kojima ce ravnotezni polozaj sistema sa dva stepena slobode kretanja biti 
stabilan, aka je potencijalna energija tog sistema data izrazom 

1 ( 2 2) Ep=- kx -2rnxy+ny , 
2 

gdje Stl X i Y generalisane koordinate, a k, min pozitivne konstante. 

Rjesenje: 

Za sistem sa konacnim brojem stepeni slobode, utvrdivanje stabilnog polozaja ravnoteze 
trazenjem prvog i drugog izvoda potencijalne energije, odnosno njenog minimuma, cesto je 
matematski veoma komplikovano. Zato je za rjesavanje ovih zadataka preporucljivije koristiti 
kriterijwn Silvestera. Ako je polozaj ravnoteze stabilan, tada je potencijalna energija sistema 
definitna kvadratna forma. Kriterijum Silvestera tvrdi: da bi kvadratna forma bila pozitivno 
definitna, potrebno je i dovoljno da svi glavni minori njene diskriminante budu pozitivni. 

U ovom slucaju potencijalna energija ima oblik 

(a) 

koeficijenti krutosti. 

Da bi potencijalna energija bila pozitivno definitna, mora biti: 

(b) 

Koeficijenti krutosti su: 

a2 E a2 E 
c
lI 
=--p =-_P =k 

aq~ ax' ' 
a' E a2 E p p e22 :::;;::--=--=n 
aq; ay2 ' 

(e) 

a'E" ---:;;;:-m 
axay , 
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a uslovi stabilnosti polozaja ravnoteze su: 

ell =k>O, 
(d) 

-rnl > 0, 
n 

kn-rn2 >0 

Primjer br. 3 

Odrediti uslove pozitivne definitnosti potencijalne energije sistema koji izvodi male oscilacije 

aka polozaja ravnoteze q! == q2 = q3 :;:: O. 

Rjesenje: 

Potencijalna energija u ovom slucaju ima oblik 

(a) 

Ovaj izraz prikazat ce se U obliku 

(b) 

kojije podesniji za analizu. Grupisanjem clanova u izrazu (a) i fonniranjem potpunih kvadrata, 
dobija se 
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(e) 

UporedujuCi (b) i (c), vidi se da su trazene vrijednosti: 

C C 
n = q +-"-q +-"-q I I 2 3' 

Cll Cll 

(d) 

ICIl C121 
e22 ellen -e1

2
2 ~ 

Cil C12 C13 
Ll3 e12 

C = ICIl 
B= 

I' e
12 e 22 C23 = 

ell ell Ll, e12 Ll, 
C13 C23 C33 e12 C22 

gdje su LJ.!, LJ. 2 i ~3 glavni minori matrice [c] (vidjeti (a)). 

Iz izraza (b) slijedi da je E p > 0 za bilo kakve 111,112,113 (osim za istovremeno jednake nUli) 

ako su A> 0, B > 0 j C > 0, sto je na osnovu relacije (d) ekvivalentno sa 

Ll, > 0, Ll) > 0, Ll3 > ° , (e) 

Uslovi (e) predstavljaju Silvesterov krlterijum za sistem sa tri stepena slobode. 

Za sisteme sa 11 stepeni slobode, mogu se identicnim, ali matematski zahtjevnijim postupkom, 
dobiti uslovi stabilnosti U obliku 
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3. PRAVOLINIJSKE MALE OSCILACIJE MATERIJALNE TACKE 

3.1. Slobodne neprigusene oscilacije 

Male oscilacije materijalnih sistema su cesta prisutne, a samim tim i veoma znacajne u 
ma~inogradnji. Kako se u skora svim masinama desavaju odredeni dinamicki procesi, svi 
dijelovi konstrukcije su u tom smislu izlozeni oscilatomom kretanju. Posta su konstrukdone 
izvedbe rnasina dovoljno CVfste i dimenzionisane taka da se sve deforrnacije nalaze u podrucju 
e1asticnosti uz odgovarajuci stepen sigumosti, to su i oscilovanja mala i vrse se aka 
ravnoteznih polozaja. 

Kad razmatranja malih pravolinijskih oscilacija, posmatrace se slucaj pravolinijskog 
oscilatomog kretanja materijalne tacke. Ovo kretanje objasnice se na modelu koji je 
predstavljen na slid 3.1. 

A x 

o G 
x 

Sf. 3.1. Pravolillijsko asci/atomo krelanje 

Pravolinijsko oscilatomo kretanje materijalne tacke nastaje kada se tacka M, mase m, 

otkloni od svog ravnoteznog polozaja, pa na nju djeluje sila Fc koja nastoji da je vrati u 
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polazni polouj, Kao sto je prikazano na slid 3.1, sila Fc djeluje duz prave Ox i naziva se sila 

llspostavljanja Hi restitucije, a zavisi od rastojanja tacke M od ravnotcZnog polozaja i 
llsmjerenaje u stranu suprotnu od otklona tacke. 

Priroda sHe restitucije maze biti razlicita. U tchnici je najcesci slucaj kada je sila restitucije po 

intezitetu lineamo srazrnjerna rastojanju tacke od poiozaja ravnoteze, Fc = c OM, gdje je c 

koeficijent proporcionalnosti. Ovakav siucaj nalazi se kad svih konstrukcija koje se defonngu 
u podrucju elasticnosti. U ovom primjent usvojena je elasticna opruga, kod koje sila restitucije 

zavisi linearno od deformacije opruge Fc = c X i mijenja se po Hukovom zakonu. U ovom 

slucaju koeficijent proporcionalnosti c naziva se koeficijentom krutosti iIi koeficijentom 

elasticnosti, a ima dimenziju [F / L ]. 

Materijalna tacka pod dejstvom prinudne sile restitucije vrsi slobodne oscilacije. Pri ovom 

razmatranju reakcija veze N , odnosno uticaj vlastite tezine G materijalne tacke na podlogu, 
a sarnirn tim i trenje su zanemareni. 

U palozaju staticke ravnoteze tacka M se nalazi u 0 i vezana je nedefonnisanam oprugom 

krutosti c u tacki B 0' dok se sile G i it medusobno uravnotezuju. 

Ukoliko se tacka M izvede iz ravnotemog polozaja, osim sila GiN koje su uravnotezene, 

na tacl.ll djeluje i sila elasticnosti Fe = J~., koja nastoji da vrati tacku u ravnotez.ni polozaj. 

Kao 5to je pokazano na slici 3.1, tacka M se krece po pravolinijskoj trajektoriji, pa ce se za 

pocetak ase X usvojiti ravnotetni polozaj O. Projekciju na osu X ima sarno sila restitucije Fe' 
koja zavisi direktno od rastojanja tacke M od koordinatnog poeetka. Tako naprimjer, ako se u 

nekom trenutku tacka M nalazi oa udaljenosti X od tacke 0, sila restitucije iznosi Fe = ex. 

Prije razmatranja konaenog oscilovanja datog sistema usvojice se sljedece pretpostavke: 

masa opruge je mala u odnosu na masu materijaine tacke m , pa se mol.e zanemariti, 
defonnacijom opruge nastaje elasticna sila srazmjerna defOlmaciji, 
smatra se daje horizontalna ravan idealno glatka, tj. da nema trenja. 

Ako se rnaterijalna tacka mase m izvede iz ravnotcmog poioZaja, sila u opruzi Fc nastoji da 

tacku vrati u polozaj stabilne ravnoteze. Ukoliko se tacka M oslobodi iz nekog poloZaja X I 
Sl. 3.1, ona ce se poeeti kretati pod dejstvom sHe ubrzano prema ravnoteZnom polozajll, ali se 

nece zaustaviti u tacki 0 vee ce nastaviti kretanje II negativnom smjeru ose OX. Nakoo 

prolaska kroz ravnotezui polozaj 0 I sila restitucije ce promijeniti smjer pa ce biti llsmjerena 
ka pozitivnom smjeru ose OX. Pod dejstvom ovakve sile materijalna tacka ce se poceti kretati 
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llsporeno, zatim ce se u jednom trenutku zaustaviti, promijeniti smjer krctanja i nastaviti tako 

naizrnjenicno kretanje aka ravnotemog polozaja O. 

Ovakve oscilacije materijalne tacke, dakle, kada se zanemare svi otpori pri kretanju, nazivaju 
se slobodne iii neprigusene oscilacije. 

Diferencijalna jednacina pravolinijskog kretanja materijalne tacke prema Njutnovom zakonu 
ima oblik 

Kako je Fe = -c x, dobija se 

d'x 
m--2 =Fe' 

dl 

d'x 
m--=-cx ili mx=-cx. 

dl' 

(3.1) 

(3.2) 

Dijeljenjem jednacine (3.2) sa m I ova diferencijalna jednacina kretanja se maze napisati u 
abliku u kojem svaki njen clan ima dimenziju ubrzanja, a ne dimenziju sileo 

Pri ovome se uvodi oznaka 

gdje je OJ kruzna frekvencija. 

Dimenzija velicine OJ je 

c , 
-=OJ 
m 

iii OJ = ff, (3.3) 

[FIL] [I] 
[FT'/L 1 T" 

Na taj naein, diferencijalna jednaCina pravolinijskog slobodnog oscilovanja prelazi u sljedeci 
oblik 

X+OJ' x=O. (3.4) 

Diferencijalna jednacina (3.4) predstavlja homogenll lineamll diferencijalnu jednaeinu drllgog 
reda sa konstantnim koeficijentima. Integracija ove diferencijalne jednacine obavit ce se na 
naein predstavljen u daljem tekstu. 

Karakteristicna jednacina diferencijalne jednacine (3.4) ima oblik 

2' + OJ' 2 = 0, (3.5) 

a njeni korijeni su: 

A,,=±OJi. (3.6) 
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Op~ti integral diferencijalne jednacine (3.5) je 

(3.7) 

Primjenom Moavrovog izraza koji glasi 

e±{J)U = cos OJ! ± i sin mt, (3.8) 

opsti integral (3.7) diferencijalnejednaCine prelazi U oblik 

x=(A+B)cos{))/+i (A-B)sin{))/. (3.9) 

Uvodenjem smjena 

C\ = A + B, C, = irA - B), 

izraz (3.9) moze se napisati u konacnom obliku 

(3.10) 

Br7Jna materijalne tacke je 

x=-C\m sinml+C2 mcosml. (3.11) 

Integracione konstante C1 i Cz su proizvoljne, a mogu se odrediti iz pocetnih uslova. 

Ako pocetni uslovi glase: 

1=0 0 

I 
x=x 

x=xo' 

vrijednosti integracionih konstanti C] i Cz Sll 

C 
_ xo 

2 - , 
m 

na osnovu cega opsti integral preiazi u partikulami oblik 

34 

Xo ' x=xoCosOJt+-sm OJt. 
m 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

3. PRA VQUNIJSKE MALE OSCILACIJE MATERlJALNE TACKE 

Kako je prikazano izrazom (3.14), kretanje materijalne tacke sastoji se od dva hannonijska 
kretanja istih krumih frekvencija (i), a razlicitih amplituda i faza, sto je prikazano na slikama 
3.2.a i 3.2.b. 

Ova dva harmonijska laetanja mogu se superponirati u jedno harmonijsko kretanje koje ce 

1mati istu krumu frekvenciju. U tom smislu proizvoljne integracione konstante C1 i C 2 izraze 

se U obliku 
(3.15) 

gdje su A i fPo nove integracione konstante. 

Aka se izraz (3.15) uvrsti U (3.10), dobice se zakon kretanja materijalne tacke u obliku 

x = Acos(OX - 9'ol, (3.16) 

Ove osciladje su po svome karakteru harmonijske, pa se nazivaju i slobodnim harmonijskim 
oscilacijama, SI. 3.2.c. 

U izrazu (3.16), A predstavlja amplitudu slobodnih neprigusenih oscilacija materijalne tacke, 
a prema slid 3.2, to je najveca udaljenost tacke od centra oscilovanja O. Njena vrijednost je 

(3.17) 

Ugao 
(3.18) 

naziva se fazom oscilacije materijalne tacke, a ugao 'Po je fazna razlika izmedu rezultujuceg 

kretanja i referentnog kretanja Xv cos mt , sto je prikazano na slid 3.3. Ova velicinaje za sve 

tacke sistema ista, pa su oscilacije sinhrone. Trenuci prolaza kraz ravnoteZne polozaje odredeni 

11: 
su sa OJt - CPo = n

2
, n == ±1, ± 3, ... , dok su trenuci dostizanja maksimalnih udaljenosti 

ml - 'Po = n1l:, n = 0,1,2, .... 

Ugao fazne razlike CPo iz izraza (3.15) se maze napisati kao 

(3.19) 
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Period slobodnih neprigusenih oscilacija materijalne tacke iznosi 

T = 21[ = 21[ 1m. 
w v--; (3.20) 

x 

a) 

x 

b) 

x 
c) 

Sl. 3.2. Harmonijska kretanja istih kruznihjrekvencija 

Kako se moze vidjeti iz izraza (3.20), period T slobodnih neprigu~enih oscilacija ne zavisi od 
pocetnih uslova, vee od kruine frekvencije OJ. Kruina frekvencija tV takode ne zavisi od 
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pocetnih uslova, vee od mase m i krutosti opruge c. S druge strane, amplituda oscilacija i 
fazni ugao zavise od pocetnih llslova. 

Kako je vee receno u uvodu, krufna frekvencija OJ predstavlja broj izvrsenih punih cikiusa u 

21C jedinica Yremena. 

Pored kru:tne frekvencije OJ, u teoriji oscilacija se koristi i frekvencija f, koja predstavlja 

braj punih ciklusa u jedinici vremena 

(3.21) 

odnosno 

f = w/21[. (3.22) 

Radi boljeg objasnjenja, izvrsice se superponiranje dva harrnonijska kretanja (3.14) 
geometrijski pomocll obrtnih vektora, S1. 3.3. 

/ 
I 

I 

\ , 

I 

,/ 

/ 

\ 

" 

y 

...... -.-.-.- ...... 
A 

tp=mt 

o 

,,12 -'P I 

-.-._.-.-

/ 
I 

/ 

SI. 3.3. Velrtorska interpretacija harmonijskih kretanja 

Prema slici 3.3, posmatraju se dva obrtna vektora: 

vektor OA = C1 = xo ' koji se obree sa tV = const. oko tacke 0, 

x 
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- X 
vektor OB:::: C 2 =: _0 , koji se obrce sa CtJ = canst. aka tacke 0, 

(J) 

Ova dva vektora su medusobno zakrenuta u fazi za 1C/2 i ohrcu se istom konstantnom 
ugaonom brzinom OJ. 

U nekom proizYoljnom trenutku t, vektor OA zaklapa ugao rp = 0Jt sa OSOll Ox, a vektor 

OB ugao (ff/2 - rp). 

Projektovanjem ovih vektora na asu Ox dobite se: 

(OA) ,= C, COsrp = x" cos (J)/, 

(oBL=c, COs(~ - rp) =~ sin{J)/. 
(3.23) 

Zakon kretanja (3.14) maze se dobiti kao zbir projekcija vektora (3.23) na x 05U: 

(3.24) 

Ovaj zakon kretanja moze se dobiti i projektovanjem rezultujueeg vektora OC na osu Ox: 

(3.25) 

3.1.1. Slobodne oscilacije pri djelovanju konstantne sile 

Neka na tijelo, odnosno materijalnu tacku M mase m , osim elasticne sile Fe djeluje jos i sila 

F, koja je konstantna po intezitetu, pravcu i smjeru, SI. 3.4. Neka se kretanje po glatkoj 
podlozi vrsi bez otpora. 

Ocito je da ce se usJjed djelovanja sHe F ravnotetni polozaj 0 pomjeriti u 0]. Tacka OJ 

udaijena je od tacke 0 za rastojanje 001 = 1M , sto je odredeno jednaCinom ravnoteze 

/',c=F iii 
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F 
/., =-. 

c 
(3.26) 

3. PRA VOLINIJSKE MALE OSCILACIJE MATERlJALNE TACKE 

Dakle, sile koje izazivaju kretanje materijaine tacke U ovom slucaju su konzervativna sila u 

opruzi Fe i konstantna sila F . 

Sila F::::: F i = const . .ie takode konzervativna, posta ispunjava us loy (kako je pokazano u 

dinamici): 

i j k 

rot F= 
a a a 

=0. (3.27) ax ay az 
F 0 0 

A 
x 

Sf. 3.4. SlobodllO osci/alomo krelanje pri F=Com;t. 

Isto tako ukupna sila koja djeJuje na materijalnu tacku je konzervativna i moze se odrediti ~a 
osnovu ~otencijalne energije. Za nulti, odnosno referentni polo.taj za p.roracuna~anJe 
potencijalne energije, kako je vee ranije objaSnjeno, uzima se ravnotezlll poloza]. Za 

koordinatni pocetak usvojice se tacka 0] ,jer je ovo tacka staticke ravnoteze. 

Sila restitucije Fe proporcionalnaje defonnaciji opruge, a njena projekcija na osu Ox iznosi 

F, =-c (j" +x) . (3.28) 

DiferencijalnajednaCina pravolinijskog kretanja tacke Mirna oblik 

mx= Ix,=-c (x+ /.,)+F 
i=l. 
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iIi 
x+o/ X=O, (3.29) 

d· X . k"'1 0 d k' 2 F c g JC SU i proJe cIJe 51 ana OSU x, 0 JC OJ = --.- ==-, 
mist m 

Diferencijalna jednacina (3.29) za slobodne oscilacije materijalne tacke pod dejstvom 

konstantne sile F istovjetna je, kako se maze vidjeti, diferencijalnoj jednacini (3.4). 

Iz ovog se mole zakljuciti da konstantna sila F ne mijenja karakter oscilacija materijalne 

tacke M, vee sarno pomjera centar oscilovanja U smjeru sile F za velicinu statiCke 

dcforrnacije opruge 1,1 . Novi centar oscilovanja U ovakvim uslovimaje tacka 01 . 

Period slobodnih nepriguscnih oscilacija tacke izlozene djelovanju konstantne sile moze se 
izraziti i prcko statickog izduzenja. 

Posto je oi = c/ m ,to se zamjenom c premajednacini (3.26) dobija 

F 
OJ' =---

m lSI 
(3.30) 

Period oscilovanja T iznosi: 

T=2ff~;f". (3.31) 

3.2. Slobodne prigusene oscilacije 

U slucaju kada se oscilovanje tacke vrsi u realnim uslovima, pri kojima osim sile restitucije na 
materijalnu tacku djeluje i sila otpora, rijec je 0 slobodnim prigusenim oscilacijama materijalne 
tacke. Zakon promjene site otpora zavisi od njene fizicke prirode, ali je ona uvijek usmjerena 
suprotno od krctanja tacke. 

U ovim izlaganjima, navedena problematika ce sc. ograniciti na dva slucaja: 

kada na tacku djcIuju sUe viskoznog trenja, koje su proporcionalne prvom stepenu 
brzine tacke, 
kada djeluju sile suhog trenja, proporcionaine nonnalnom pritisku tacke na podlogu. 

I U ovim sJucajevima ce se podrazumijevati da na sistem, odnosno tacku, djeluju holonomne, 
staciename i realne veze. 
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3.2.1. Slobodne prigusene oscilacije sa otporom proporcionalnim 
prvom stepenu brzine 

Posmatrace se slucaj kada na materijainu tacku M, mase m , pored sHe restitucije Fc, djeluje 

i sila otpora Fw proporcionaina prvom stepenu brzine tacke 

Fw = -b v. (3.32) 

Mehanicki model dejstva site otpora na tacku jvf prikazuje se, kao na slici 3.5, u vidu 
amortizera sa klipom. Pri kretanju kUpa stvara se sila otpora tecnosti u cilindru proporcionalna 
prvom stepenu brzine. 

A 
x 

0 G 
x 

0 x 

F M , w 

Sf, 3.5. Model stohodl/ill prigllsenih o:"diaciju pri dje/ovul/jll l,is/WZIIOg otp()rtI 

Za koordinatni pocetak ose Ox usvojice se ravnoteini polozaj tacke M. 

Diferencijalna jednacinu kretanja tacke 1\1 duz ase Ox postavice se na osnovu Njutnovog 
zakona 

iIi 

" mx=" X =F +F =-bx-"x - '-' i w c ..... J 

1",1 

.. b. c 0 X+-X+-X= . 
m m 

(3.33) 
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Uvodenjem oznaka: 

~=20 
m 

diferencijalnajednacina (3.33) svodi se na oblik: 

C 2 
-=0) , 

m 

x + 20 X + w' x = O. 

(3.34) 

(3.35) 

Ovdje je 0 koeficijent prigusenja, a OJ kruzna frekvencija, pri cemu abje velicine imaju 
imaju istu jedinicll (S-I). 

lednacina (3.35) predstavlja diferencijalnu jednacinu slobodnih prigusenih oscilacija 
materijalne tacke pod dejstvom sHe otpora proporcionalne prvom stepenu brzine tacke. 

Izvrsi Ii se integraljenje diferencijalne jednacine (3.35), dobice se karakteristicna jednacina 

A. 2+ 20,1+ w2 = 0, (3.36) 

ciji su korijeni: 

A, 2 = -o± .J02 _w2 (3.37) 

Karakter krctanja tacke M zavisi od prirode korijena karakteristicne jednacine, odnosno od 

o i OJ, pa mogu nastupiti sljedeca tri slucaja: 

a) t5 < OJ, korijeni su konjugovano~kompleksni, 

b) t5 > OJ, korijeni su realni i razliciti, 

c) t5 = OJ, korijeni su realni ijednaki. 

U prvom slucaju kretanje je prividno periodicno, u drugom slucaju kretanje je aperiodicno, dok 
je u trecem slucaju rijec 0 granicnom slucaju aperiodicnog kretanja. S gledi~ta oscilacija, 
najvazniji je prvi slucaj. 

3.2.2, Prividno periodicno kretanje 

Kako je vee receno, u slucaju prividno periodicnog kretanja je t5 < OJ, pa ee se uvesti oznaka 

02_W2 =_p2. (3.38) 

Korijeni karakteristicne jednaCine (3.37) ce iznositi: 
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.1,2 =-O±pi (3.39) 

Opsti integraljednacine (335) bice: 

(3.40) 

Primjenom Moavrovog izraza i uvodenjem oznaka 

C1 =A+B, C2 =i(A-B), (3.41) 
opsti integral (3.40) glasi 

x =e -"'(C1 cos pi + C2 sin pI). (3.42) 

Izraz (3.42) predstavlja ujedno i zakon kretanja tacke M. 

Brzina materijalne tacke M odredenaje prvim izvodom izraza (3.42): 

x = -Oe -8'(C
1 
cas pi + C2 sin pi) + pc -8, (- C1 sin pi +C, cos pI). (3.43) 

Iz pocetnih uslova odredice se integracione konstante C] j C 2 : 

za 
I
x=x 

1=0 ' x-x' . - " 

p 
pa ce se dobiti partikulami integral 

-81( Ox +X. ) x=e xocos pt+ (~ () Sin pI . (3.44) 

Iz izraza (3.44), koji predstavlja zakon kretanja materijalne tacke koja vr~i slobodne prigusene 
osciiacije, vidi se da se kretanje dobija superponiranjem dva harrnonijska kretanja koja imaju 
razlicite faze i amplitude, a iste frckvencije p. 

Ako se ujednacinu opsteg rjeSenja (3.42) uvede smjena 

(3.45) 
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gdje su D i eo nove integracione konstante, dobiCe se 

gdje je 
~-~-----c-2 

R= Ie' e' _I' (5Xo +Xo
) " 1 + ~2 - Xo + 'I p 

(3.46) 

Qvim izrazom (3.46) je izvrseno superponiranje dva harmonijska kretanja u novijednostavniji 
oblik. Pored matematickog, maze se izvrsiti i geometrijsko superponiranje preko obrtnih 
vektora kao u prethodnom slucaju, SI. 3.7. 

x 

Tp 

Ii 

o 12 

R 
_ R e-,ft 

Sl. 3.6. Priguseno osci/alorno kretanje 

U izrazu (3.46) velicina Re-or 
predstavlja amplitudu oscilovanja izrazenu U funkciji ad 

vremena, dok se fazni ugao eo moze dobiti iz izraza 

(3.47) 
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Zakon kretanja materijaine tacke M odreden je jednacinom (3.46), a predstavljen je ua slici 
3.6. 

Prema zakonu kretanja materijalne tacke (3.44), vidi se izmedu ostalog da amplitude niSll 
konstantne, vee se tokom vremena smanjuju. To znaci da kada vrijeme tez.i beskonacnosti 

t -t \Xl, udaijenost tacke tezi nulix -t 0, jer e-
ol 

-t O. Zbog toga se ovo se kretanje 

naziva prigusenim, S1. 3.6. Krive R e-
J1 i Re-61 

predstavljaju gran ice uuutar kojih je 

smjesten dijagram posmatranog kretanja. 

Sa dijagrama se vidi da kretanje nije periodicno jer se amplitude tokom vremena smanjuju. 
Medutim, avo kretanje jeste oscilatomo, ali se vremenom oscilovanje amartizuje usljed 
naizmjenicnog smanjenja amplituda. 

Periodom slobodnih prigusenih oscilacija naziva se vremenski interval koji se nalazi izmedu 
dva U711stopna prolaska tacke u istom smjeru kroz Isti poloZaj, 51. 3.6. Period U ovom slucaju se 
naziva prividnim periodom prigusenja i Iznosi 

2:r 2:r 
p .j (j)2 _52 . 

(3.48) 

Period slobodnih prigusenih oscilacija T" veti je od perioda slobodnih neprigusenih oscilacija 

Tw,odnosno 

Aproksimativna veza izmedu ova dva perioda maze se dabiti aka se desni Clan izraza (3.48) 
podijeli sa OJ 

Tp 

a zatim primijeni Njutnov obrazac 

2:r 

(j) 

(3.49) 

Uvodenjem bezdimenzijskog koeficijenta prigusenja IJI= 0/ OJ , izraz (3.49) se maze napisati U 

pribIifuom obliku do druge potencije 
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(3.50) 

Na slici 3.7 prikazan je geometrijski nacin superponiranja dva hannonijska kretanja 
partikulamog integrala (3.44). lnterpretacija je data preko obrtnih vektora. 

Vektor OA, koji se obrce aka tacke 0 konstantnom ugaonom brzinorn p i u proizvoljnorn 

trenutku 1 zaklapa sa pozitivnom osom Ox lIgao rp. Ovaj vektor se maze usvojiti kao vodeci. 

Intezitet vektora OA je: 

Drugi vektor DB upravan je na vektor OA i ima intezitet 

OB=C
2 

e-ol oXo +xo e-ol. 

p 

On se takode kao i vektor OA obrce konstantnom ugaonom brzinom p . 

46 

(3.5 I) 

(3.52) 

3. PRA VOLINlJSKE MALE OSCILACIJE MATERJ.lALNE TACKE 

Zakon kretanja rnaterijalne tacke moze se predstaviti kao zbir projekcija ova dva vektora na x 
05U: 

x = (OA), + (OBt, 

X = e- J ,[x, cos pi + SXop+ x, sin PIJ 

Geometrijski zbir vektora OA j DB .ie rezultujuci vektor DC 

OC=OA+OB. (3.53) 

Aka se izvr~i projektDvanje izraza (3.53) na x 05ll, dobiCe se zakon kretanja materijalne tacke 

Da bi se mogle uporedivati apsolutne vrijednosti dviju uzastopnih amplituda prividno 

periodiCnog kretanja, potrebno je prvo odrediti trenutak II kada ce materijalna tacka dostiCi 

svoju prvu amplitudu. 

Sa slike 3.6 mogu se ocitati sljedeci odnosi: 

(3.54) 

Prvi trenutak II nastupa kada materijalna tacka dostize svoju amplitudu i tada ce brzina tacke 

biti jednaka nuli. Prema uslovu x(tl )=0, izraz (3.43) ce se rijesiti po vremenu t = t l , tako da 

se dobija 

odnosno 

pC,-SC, 

SC,+pC, ' 

1 pC -SC 
11 =-arc tg 2 I 

P SC,+pC, 
(3.55) 
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Amplituda Xl u trenutku t == t
J 

prema (3.46) iznosi 

x, = 11 e -'" cos (pi, -B,,). (3.56) 

U trenutku t = '} amplituda ce iznositi Xl 

I 12:r:r 
12 =1, +-T =1, +--=1, +-, 

21' 2p 'p 
odnosno 

(r\ I ( ) ] -0 'j+-- i 1r 
X =lIe l TiCOS P 1+-, -B 

2 L ~'p ,,' 
(3.57) 

Kako je cos[(ptj-OJ+Jl}=-cos(ptj-O,J, moze se x2 napisati U obliku prikladnijem za 

uporedbu sa XI 

(3.58) 

f = 12 t = [4 
0 

t =t3 t =t: 

I 
x 

X2 x" X, x, 

Sf. 3.8. Afedu.whlli ot!f/OS amplilllda 

Uporedbom amplituda Xl i X 2 , Sl. 3.8, dobija se 

11 e -8" cos(pl,-B,,) 0[1' 

e 2 =x. 

U istom odnosu stoje i bilo koje druge dvije uzastopne amplitude xn i xn+]' odnosno 
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pri cemuje n == 1,2, .... 

I I T xI! J"'!!" 
---=e 2 =X 

IX" + II ' 
(3.59) 

Na osnovu izvedenog proizilazi da velicine amplituda slobodnih prigusenih oscilacija pod 
dejstvom sile otpora proporcionalne prvorn stepenu brzine opadaju po zakonu geometrijske 
progresUe odredene izrazom (3.59). 

Aka se izraz (3.59) logaritmuje dobice se 

o:r oT 
Inlx I-Inlx 1=lnx=-=-P =D n n+1 '). 

p -
(3.60) 

Prirodni logaritam D odnosa amplituda naziva se logaritamski dekrement slobodnih 
prigllsenih oscilacija, a SlllZi za ocjenu brzine prigusenja oscilacija. 

Prakticnu primjenu irnaju sljedeci izrazi: 

D 
Ij/ = r='C===C 

~:r2 + D' 

o 
:r

(j) :rlj/ 

~1_1j/2 ' 

(3.61) 

Ovim je pokazano da se uvrdeni logaritarnski dekrement maze iskoristiti za odredivanje 

koeficijenta prigusenja '1', a zatim i 0 preko krufue frekvencije OJ. 

3.2.3. Aperiodicno kretanje 

Ovo je slucaj kadaje 0> OJ , pa ce korijeni karakteristicne jerlnaCine (3.37) biti: 

)." = -0 ± q , (3.62) 

gdje je 

0' _(j)2 =q2. 
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OpW integraljednacine (3.35) gJasi 

x==e- at lAeqr + B e-ql J (3.63) 

Imajuci u vidu poznatu relaciju 

e±ql =ch qt ± sh qt 
dobija se 

x=e-SI (C, ch qt+C, sh qt). (3.64) 

gdje je 

C, =A+B, C2 =A-B. 

Ova kretanje ce biti aperiodicno i priguseno, 8to se najbolje vidi sa dijagrama na slici 3.9, pri 

cemu kretanje zavisi od pocetne brzine xo' 

x 

Sf.3.9. SJuiaj aperiodilnog kretallja 

3.2.4. Granicni slucaj aperiodicnog kretanja 

U slucaju kada je r5 == {(J, korijeni karakteristicne jednacine (3,37) su: 

(3.65) 

OpW integral diferencijalne jednacine (3.35) dobice oblik 

50 

3. PRA VOLINIJSKE MALE OSCILACIJE MATERIJALNE TACKE 

(3.66) 

Ovakav oblik zakona kretanja jasno ukazuje na to da je kretanje aperiodicno. 

3.3. Slobodne prignsene oscilacije tacke pri postojanju Kulonovog trenja 

Posmatrace se pravolinijsko kretanje tacke M , mase m, po horizontalnoj hrapavoj padlazi, 

pri cemu je tacka M vezana za nepokretnu ravan oprugom krutosti c,Slo 3.10. Pri kretanju 

tacke M po hrapavoj ravni javJja se tzv. Kulonova sila trenja klizanja Ff.! ' koja je konstantnog 

inteziteta, a usmjerena suprotno od vektora brzine tacke Af. Sila trenja F# proporcionalna je 

koeficijentu trenja Jl i teziui tacke G . 

Da bi sila trenja bila usmjerena uvijek suprotno od brzine, uve~ce se simbol sign x 

(signumx), pri cemuje sign x==+l za X >0 i sign x==-l za X <0. 

A x 

0 G 
x 

a x 

F. 
M 

F, 

Sf. 3.10. ModeL sLobodnih priguJenUt oscUacija pri djelovanju Kulonovog trenja 

Na osnovu ovog moze se napisati apsolutni iznos sile trenja u pravcu ose x 

(3.67) 

Diferencijalna jednaCina kretanja tacke 1.1 OVOID slucaju glasi 

mx==-cx-/-lmgsign x. (3.68) 
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U stanju mirovanja je X == 0 i tada sila trenja ima maksimalnu vfijednost, posta je staticki 

koeticijent trcnja J.1v veti od dinamickog koeficijenta trcnja J1 ,( flo > f1 ). 

Pri integraciji diferencijalne jednacine (3.68) trcba imati u vidu da desna strana jednacine 

mijenja predznak u trenutku kada je brzina tacke x = 0 . Zato se integracija jednacine maze 
izvrSiti sarno u intervalu u kojem sila trcnja ima odreden smjer. 

Neka pocetni uslovi II trenutku t:= 0 glase x = Xo i :to = O. Kretanje ce otpoceti ukoliko 

je sila u deforrnisanoj opruzi veta od statickog trenja klizanja, tj. ukoliko je zadovoljen usloy 

CIX,I > f.1, mg, 

Ix,l > f.1,mg 
c 

(3.69) 

Aka je zadovoljen prethadni uslov, tacka ce pateH kretanje u negativnom smjeru, Sl. 3.l0, pa 
je X < 0 i sign x = -1. Diferencijalna jednacina kretanja glasi 

m X =-cx+ f.1 mg. 
ili 

X+ (lJ' x = f.1 g. (3.70) 
gdje je 

Diferencijalna jednacina (3.70) je nehomogena diferencijalna jednacina drugog reda sa 
konstantnim koeficijentima. Opste rjcsenje ove jednacine jednako je zbiru homogenog i 
partikuiarnog dijeia 

(3.71) 

Op~ti integral hamogene jednacine ima oblik 

a partikulami integral ce biti 

X =f.1g 
p ol' 

Op~ti integral nehomogene jednacine, dakIe, glasi 
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C · f.1g 
X = C, cos wt + ,sm wt + -,-. 

(lJ 

Brzina tacke M dobice se diferenciranjemjednacine (3.72) po vrernenu 

x = - C, (lJ sin (lJt + C, (lJ cos (lJt 

Na asnoYU pocetnih uslova kretanja koji glase: 

dobice se integraciane konstante 

pa op~ti integral prelazi u oblik 

gdje je uvedena oznaka 

l
x=x 

za t = 0 ' 
xo=O, 

C, =x" _f.1~. C, =0. 
(lJ 

S =f.1g , . 
(lJ 

Brzina tacke M prema izrazu (3.75) iznosi 

(3.72) 

(3.73) 

(3.74) 

(3.75) 

(3.76) 

Projekcija brzine X bice negativna sve dok je sin (j)f > 0, tj. u intervalu O<t<7(/ OJ. U 

trenutku t = tl = 7(/ OJ brzinaje jednaka nuli i mijenja znak. DiferencijalnajednaCina kretanja 

vazi sarno u intervalu 0 < t < 7(/ OJ • 

Amplituda oscilovaoja tacke M u treoutku t = t1 =;r/ OJ iZ005i 

X, = -(X" - 2S) 

Kretanje tacke ce se oastaviti ako je ispuojeo usloy 

(3.77) 
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Od trenutka 11 tacka se pocinje kretati u pozitivnom smjeru ase OX, pa ce za t > tl biti x>O 
i sign x = +1. 

Diferencijalna jednaCina kretanja sada ima oblik 

pri cemu su pocetni uslovi 

" , 
x+m x=-Jig 

1 = 1 Ix = x, = -(x" - 2S) 
I X = 0, 

Opsti integraljednacine (3.78) ce biti 

, , ug 
x == C] cos OJ! + Cz sin OJ! --' -,-, 

m' 

a brzina tacke M se dobije na osnovu prvog izvodajednacine (3.79) po vremenu 

x == -C; OJ sin OJ! + C; OJ cos OJ!. 

Na osnovu pocetnih uslova odreduju se integracione konstante 

Partikulami integral jednacine (3.79) je ujedno i zakon kretanja tacke 

Brzina tacke M iznosi 

x=-(x, - 3S) OJ sin mt , 

(3,78) 

(3,79) 

(3.80) 

(3.81 ) 

Kako je U ovom podrucju XI < 0, to je (Xo -3S»0, pa ce brzina tacke biti pozitivna u 

intervalu ;rIm <t< 2Jt/m, a diferencijalne jednacine (3.78) i (3.81) vaze sarno u tom 

intervalu. U trenutku 2;r/ (f) , velicine sin W! i brzina X su jednake nuli, pa brzina tacke tada 

tref!utno mijenja znak, tj. amplituda tacke M u trenutku '2 iznosi: 

x2 == x,,-4S. 
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Tacka M poslije trenutka t 2 nastavice kretanje aka bude zadovoljen uslov 

clx,l > Ji,mg, odnosno Ix,l = Ix,-4SI > Ji"g , 
m 

(3,82) 

Dakle, ukoliko je zadovoljen uslov (3.82), tacka M ce nastaviti kretanje, pri cemu je x< 0 i 

sign x = -1 . U OVOID intervalu vremena diferencijalna jednaCina kretanja tacke M ce imati 

oblik (3.70), a pocetni uslovi ce biti: t == t2 , X = Xl == (Xv - 4S) i X == o. 

lz cjelokupne analize kretanja tacke vidi se da maksimalne udaijenosti tacke M od centra 

oscilovanja 0 iznase: 

X,, x, = -(x, - 2S), x, = x, - 4S, Xl = -(xc - 6S), '" 

U opstem smislu to daje 

X" = (-It (Xc - 2nS), (3,83) 

~to odgovara trenucima: 

n: 2n: nn: 
! == 0,-,-, ... , n=I,2, ". 

m m m 

Apsolutna vrijednost uzastopnih amplituda oscilovanja tacke M pri Kulonovom trenju 
smanjuje se po zakonu aritmeticke progresije sa diferencijom 2S . 

Na slici (3.11) prikazane su oscilacije tacke izlozene Kulonovom trenju, koje su rasporedene 
izmedu dvije prave koje se sijeku oa osi t. 

Interval vremena izrnedu dva uzastopna istovjetna polozaja tacke M, odnosno period T 
iznosi 

T=t" -1".2 =2n:jm, 

Kako se moze vidjeti ovaj period je jednak peliudu slobodnih neprigusenih oscilacija tacke. 

Kako se amplituda oscilovanja tokom vremena smanjuje, tada ce u nekom n -tom polozaju 

kada bude IXn I < !1-0 zg , a sto odgovara trenutku tn' kretanje prestati, jer sila restitucije u 
OJ 

opruzi postaje manja od sile Kulonovog trenja. 
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Na slici 3.11 paraielno sa osom t pOYllCene su dvije prave 

X 
_flog_s 
j- 0/ - 0 

a podrucje izrnedu njih se naziva zonom zastoja. 

x 

Sf. 3.11. Dijagram prigusenih osciJacija; Kulonovo trellje 

3.4. Prinudue uepriguseue oscilacije 

Na idealno glatko horizontalnoj padlazi, Sl. 3.12, nalazi se materijalna tacka A1, mase m, 
pricvrscena oprugom AB, krutosti C, na koju djeluje dinamicka poremecajna si1a u smjeru 
pozitivne ase Ox. 

Poremecajna sila mijenja se po zakonu 

Fn =F;,sin(O l+fJ), (3,84) 

gdje su: Fa - amplituda, .Q ~ kruZna frekvencija poremecajne sile, (Of + fJ)- faza 

poremecajne sile, fJ -pacetna [aza poremecajne sileo 
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Poremecajna sila Fn = Fn (/) nazi va se jos perturbaciona sila, jer remeti slobodne oscilacije 

sistema. 

A x 

Sf. 3.12. Model pritlUlbdlt Ileprigllsenih oJci/l1cija 

Oblik poremecajne sile (3.84) je takozvani prosti oblik. Posloji i slozeni oblik, koji se najcesce 
izrazava preko trigonometrijskog konacnog iii konvergentnog beskonacnog reda. 

Za pocetak koordinatnog sistema, odnosno ase Ox, odabran je polozaj staticke ravnoteze tacke 

M,SI.3,]2, 

Diferencijalna jednaCina kretanja tacke glasi 

Uvodenjem oznaka oi :::: elm i h = Fu/m, gomjajednacina sc moze pisati U obliku 

x + OJ2 X = h sin (0 I + fJ), (3,86) 

Ova jcdnacina je iincarna nehomogena diferencijalna jednacina drugog reda sa konstantnim 
koeficijentima. Opsti integral jednak je zbiru intcgrala homogenog i partikularnvg dijcla: 

X=X;, +xP' 

Opsti integral homogenog dijela jednacine glasi 
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(3.87) 

Zavisno od odnosa kruzne frckvencije OJ slobodnih neprigusenih oscilacija sistema i krufuc 

frekvencije 0. poremecajne sile, partikulami integral ima razlicit oblik. 2ato ce se prvo 

razmotriti slucaj kada je OJ;t n. Partikulami integral nehomogene jednacine se U ovom 
slucaju trazi U obliku 

Xp =C sin(OI+fJ), (3.88) 

pri cemu je C nepoznata konstanta. 

Uvodeci izraze (3.88) za x p i xp = -c [22 sin (.0 t + fJ) ujednaeinu (3.86) dobice se 

(OJ2 
- 0') C sin (01 + fJ) = h sin (0 1 + fJ) , (3.89) 

odakle slijedi 

C 
h 

OJ 2 _0 2 ' 
(3.90) 

Na osnovu ovoga partikularni integral nehomogenejednacine (3.86) gJasi 

x = ,h ,sin(OI+fJ). 
P OJ"-O 

(3.91) 

Opste Ije!ienje jednaCine (3.86) je 

x=C,cOSOJI+C,sin(j)l+ ,h sin(OI+fJ). 
OJ _02 

(3.92) 

Ovaj izraz moze se pisati i u obliku 

x=Asin(OJ t+a )+C sin(OI+ fJ). 

Na ovaj oaeill je zakon kretanja tacke prikazan u vidu zbira dva harmonijska kretanja razlicitih 
amplituda, razlicitih kruznih frekvencija i razlicitih faza. 

Koostante A i a odl'eduju ~.L iz pocetnih uslova, dok konstanta C ne zavisi od pocetnih 
uslova. 

Opsti integral homogenog dijeJa diferencijalne jednaCine predstavlja sopstvelle oscilacije 
materijalne tacke, dok partikularni integral predstavlja prinudne oscilacije materijalne tacke. 
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Prinudne oscilacije tacke (3.91) imaju istu krufuu frekvcnciju Q kao i poremecajna sila i isti 

period oscilovanja T = 21C/0. 

Ukoliko je (j) > n, prinudne oscilacije ce biti u [azi sa prinudnom poremecajnom silom, dok 

ce u slucaju (j) < Q prinudne oscilacije tacke zaostajati u fazi za 1C 1I odnosu na osciJacije 
poremecajne sile. Stoga vrijcde reiacije: 

za OJ> 0, X p = C sin (0 1 + fJ) , 
(3.93) 

Proizvoljne integracione konstante C] i C2 ' prema opstem integralu (3.92), odreduju se iz 

pocetnih uslova kretanja, koji u opstem slucaju glase 

I 
x=x 

1 = 0 ' 
x=x o . 

Prvo ce se izvrsiti diferenciranje izraza (3.92) po vremenu, pa se dobija 

X=OJ(-C,sinOJI+C2 COSOJI) + COcos(OI+fJ)· (3.94) 

Zamjenom pocetnih uslova u jednacine (3.92) i (3.94) dobijaju se dvije jednacine za 
odredivanje integracionih konstanti: 

x = C + C sill fJ , , 
x, =OJC2 +COcos fJ, 

odakle je 

h 
2 2 sin fJ, 

(j) -0 

o h 
, 2 cosfJ· 

(j) OJ"-O 

Konacan izraz za zakoll kl'etanja materijalne tacke glasi 

X" h (. Q. x=x) CtJS OJ! +-sin OJ! --2--'- sm fJ cosm! +-cosj3Sl11 {()t 
( OJ 0)' - Q- OJ 

h. ) + 2 , sm (0 I + fJ . 
(j) -0 

(3.95) 
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Zakon kretanja tacke (3.95) izveden je u idealnim uslovima kada su otpori zanemareni. 
Ukoliko se Uzrnll U obzir otpori, tada ce se slobodne oscilacije poslije izvjesnog vremena 
prigusiti, pa se abieno iskljucuju iz dalje analize. S obzirom oa to da sile otpora ne utiCli na 
prinudne oscilacije, to ce se u tckstu koji slijecti detaJjnije objasniti prinudne oscilacije 
rnatcrijalne tacke M odredene izrazom (3,91). 

3.4:1. Dinamicki faktor pojacavanja 

Kad Dye analizc uzet ce se u obzir staticko izduzenje opruge lSI ' koje nastaje usljed 

djelovanja konstantne poremecajne sHe F~I :;:;; Fo = const. 

Posta je 

a imajuci u vidu da je Fo j m:;:;; h , dobice se 

J
_F,,_mh_h 

sl-------2 
c C t1J 

Da bi se mogle dobiti odredene vame relacije, partikulami integral (3.91) nehomogenog dijela 
diferencijalne jednacine (3.86) napisace se u sljedecem pogodnijem obliku: 

h 
2 

X = (j) sin(QI+/3). 
P (Q)2 1- -

(j) 

(3.96) 

Osim toga, uvest ce se tzv. koeficijent poremecaja A:;:;; OJ OJ, koji predstavlja koiicnik krume 

frekvencije prinudnih i kruine frekvencije slobodnih oscilacija. 

Sada se partikulami integral dat izrazom (3.96) moze pisati u obliku 

Xp ~~sin(QI + /3), 
I-A 

(3.97) 

pri cemu je f~i = h/ t1J2 . Imajuci u vidu da je lSI istovremeno i amplituda prinudnih 

oscilacija pri statickom djelovanju poremecajne sile, to je j~'1 :;:;; Cst. 
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Odnos amplituda prinudnih oscilacUa pri dinamickom i statickom dejstvu poremecajne sHe 
naziva se dinamicki faktor pojacavanja, a mijenja se po hiperboli6kom zakonu 

h 
(j)2 (j)2 

ai _Q 2 I-A2 . 
(3.98) 

Dijagram medusobne zavisnosti dinamickog faktora pojacavanja 1]d i koeficijenta poremecaja 

A datje na slici 3.13. 

Izraz dinamicki faktor pojacavanja (3.98) napisan je za slucaj kada je m> Q. 

Ako je OJ < n , vrijedi odnos 

(3.99) 

Partikulami integral (3.97) dobice oblik 

(3.100) 

2 

o 
2 A=Qlm 

Sf. 3.13. Dijagram dinamh~kog laktora pojacavanja 
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Na dijagramu prikazanom na slici 3.13 mogu se uociti dvije oblasti ito: 

lijevo od asimptote A:::: 1 , odnosno podrucje 0 < .It < 1 , 

diD desTIo od asimptote, tj. porlrucje 1 < A < <Xl • 

Kako se vidi sa lijevog dijela slike, karla se smanjuje koeficijent poremecaja A, odnosno kada 

njegova vrijednost A -7 0, tada 17d -71. Dakle, U ovom podrucju veliCina dinamickog faktora 

pojacavanja moze se smanjiti najvise do jedinice, tj. amplituda prinudnih oscilacija pri dejstvu 
dinamicke sile poremecaja maze se najvise smanjiti do velicine amplitude prinudnih oscilacija 
pri statickom dejstvu poremecajne sile. 

U dijelu desno ad asimptote, gdje je 0. > OJ, koeficijent poremecaja se mijenja u granicama 

1 < A < 00. Iduci u desnu stranu, dakle kada koeficijent poremecaja A ~ 00, tada dinamicki 

faktor pojacavanja tezi nuli 7Jd ~ 0 . 

U sJucaju kada je A = 1, odnosno kada je kruma frekvencija prinudnih oscilacija jednaka 

kruznoj frekvenciji sopstvenih oscilacija (0. = OJ), velicina dinamickog faktora pojacavanja 

bice 7Jd ~ 00 , pa ce i amplituda prinudnih osciJacija biti takode beskonacno velika. Drugim 

rijecima, u blizini /l = 1. odnosno kada A. ~ 1, dinamicki faktor pojacavanja '7d ~ 00, pa 

nastaje slucaj rezonancije. 

3.4.2. Rezonancij a 

Kako je ranije receno, rezonancija nastupa kada su kru2ne frekvencije prinudnih i slobodnih 

oscilacija tacke medusobno jednake (Q = OJ). U tom sJucaju, amplituda oscilovanja se 
uvecava do beskonacnosti, pa se partikulami integral ne moze napisati u obliku koji je dat 
izrazom (3.91). Umjesto toga, a saglasno teoriji linearnih diferencijalnih jednacina sa 
konstantnim koeficijentima, partikularni integral se pretpostavlja u obliku 

XI' =Blcos(o.l+fJ)· (3.101) 

Dvostrukim diferenciranjcm jednacine (3.10 1) po vremenu dobija se 

Xp = -2Bo. sin (0. I + fJ)- B 0. 2
1 cos (0. I + fJ) (3.102) 

Stavljanjem (3.101) i (3.102) u (3.86). pri cemu je aJ = 0. . dobice se 

- 2Bo. sin(o. I + fJ)- B 0.21 cos (0. I + fJ)+ Bo.'l cos(o. I + fJ) = hsin(o. I + fJ) 
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iii 
- 2B 0. sin (0. t + fJ) = h sin (0. I + fJ) , 

taka da je 

Partikularni integral dobice oblik 

iIi 

XI' 

x p 

h 

20. 

B=-hI2o.. 

h 
--I cos (o.I+fJ) 

20. 

sin [(0. I + fJ) - ~ 1 
lz ovoga se vidi da faza prinudnih oscilacija zaostaje za fazom poremecajnih sila za ugao 

1[12 

Na slid 3.14 prikazan je dijagram prinudnih oscilacija pri pojavi rezonacije. Moze se vidjeti da 
amplitude prinudnih oscilacija tokom vremena neograniceno rastu. Tangens ugla prave 
povucene kroz tjemena krive odreden je izrazom 

h 
tg a=±-. (3.103) 

20. 

XI' 
x=(" /2(l)t ----_r-' 

-- a 

411f1 J; 

'''''-IJ.'.I 

2J"tIQ 

--? ~ --
x=-("fHl)t -----

Sf. 3.14. Po java rezollallcije 
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3.4.3. Podrhtavanje 

Pojava podrhtavanja nastaje u slucaju kada se kruzna frekvencija slobodnih oscilacija vrlo 
malo razlikuje od krume frekvencije prinudnih oscilacija, tj. kadaje 

Q - OJ = 21'>, 
gdje je Ll ~ proizvoljno mala velicina. 

Da bi se proucila ova pojava, polazi se od jednaCine (3.95), pri cemu se uzimaju U obzir 
oscilacije izazvane samo djelovanjem poremecajne siie, pa se liZ pocetne uslove 

I 
X = 0 

t = 0 () 
" . 0' Xo = 

dobija 

X h (. Q.) h .( ) 2 2 smj3cosOJt+-cosj3StnOJt + 2 2 sm Qt+j3 
OJ -Q OJ OJ -Q 

Kako je U ovom slucaju .Q / OJ ~ 1 ,jednacina (3.104) postaje 

X 2 h ,[sin (QI+j3)-sin (OJI+j3)] 
OJ -Q' 

Ukoliko se na (3.105) primijeni poznati trigonometrijski izraz 

. . 2' a-y a+y smCl-smy= Sln--COS--, 
2 2 

Q+OJ 
pri ccmuje --- """ ,0., tadajednaCina (3.105) prelazi u oblik 

2 

x ,2h, sin (Q- OJ I) cos (Q/ + j3) 
OJ'-Q- 2 

Uvodenjem oznake 

( ) 2h (Q -OJ ) D t:::: 2 .) sin .--- I , 
OJ - Q- . 2 

jednacina (3.106) postaje 

x = D(/) cos (Q t + j3). 
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x 

h/2!ill. 

Sf. 3.15. Dijagrampodrhtavanja 

Ova jednaCina predstavlja kretanje tacke kao oscilatomo sa kruznom frekvencijom Q i 

periodom Tn 2:rjQ. U ovom slucaju je amplituda D(t) periodicna funkcija odredena 

jednacinom (3.107), ciji je period 

T-~ 
D - Q_ OJ 

2 

Na slid 3.15 prikazan je dijagram oscilacija tacke prema (3.1 08). Po~to je Q """ OJ, to je period 

amplitude TD daleko veci od perioda oscilacija tacke Tn. 

3.5. Prinudne prignsene oscilacije tacke pri djelovanju sile otpora 
proporcionalne prvOlll stepenn brzine tacke 

Posmatra se kretanje tacke M, mase m. po horizontalnoj nepokretnoj glatkoj ravni, koja je 

izlozena djelovanjirna sile restitucije u opruzi ft.., sHe otpora srazrnjeme brzini f'w :::: -b V i 

prinudne poremecajne sile Pn , cija je projekcija na Ox~osu 
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Fa = F, sin (n t + /J) . 

x 

x 

Sf. 3.16. Model prinudnilt prigusenih oscilacija 

Diferencijalna jednacina kretanja matcrijalne tacke M gJasi 

mx = -ex bi +F, sin (nt +/J) 
iIi 

x + 20x + liJ'X = h sin (nl+/J), (3.109) 
gdje su: 

b 2 ~ d k' k fi" . . c , F, h -:::::: u - vostru 1 oe IC1Jcnt pngusenJa, -=0) - kvadrat krumc frckvencije; -= . 
m m m 

lednaCina (3.109) je linearna nehomogena diferencijalna jednacina drugog reda sa konstantnim 

koeficijentirna. Njen opsti integral nalazi se u vidu zbira opsteg integraia XII homogenog dijela 

i partikulamog integrala X p nehomogenog dijela 

Posta opsti integral jednacine zavisi od odnosa 0 i (f), za sto je vee ranije dato obrazlozenje, 
posmatrace se slucaj karla je 0 < OJ. Za ovakav adnos, opsti integral homogene jednacine 
gJasi 
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Xh =e -01 (C1 cos pt+C2 sin pI) , 

gdje Sll C] i C 2 proizvoljnc intcgracione konstante, a p == ~ 0/ - 02 
kruzna frekvencija. 

Partikulami integral ce se pretpostaviti U obliku 

Xp =Asin(nt+/J-y), 

gdje Sll Air proizvoljne konstante. 

Ukoliko se izraz (3.110) dva puta diferencira, dobice se 

x p =Ancos(nt+ /J-y), 

xp =-An' sin (nt+/J-Y) . 

(3.110) 

Zamjenom ovih vrijednosti u jednacinu (3.109), mogu se odrediti intcgracione konstante A 
r,odnosno: 

-An' sin (nt+/J-Y)+ A20n cos(nt+/J-Y) + 

+ A liJ' sin (n t + /J - y) = h sin (n t + /J). 

Transfonnacijom desne strane jednacine dobija se 

h sin(nt+/J) = h sin[(nt+/J-y)+yl 

= h sin(nt+/J-y) cosy+h cos(nt+/J-y) siny. 

(3.111) 

Uvrsti Ii se ova] lzraz u desnu stranu jednacine (3.111), a zatim iZVfSi izjednacavanje 
koeficijenata uz iste promjenljive sa lijeve i desne strane, dobija se 

A (liJ' -n') = h cos y, 
A20n = h siny. 

Na asnovu ovoga se dobija amplituda prinudnih oscilacija 

A h 

~(liJ'_n2)' +40'n' 

(3.112) 

(3.113) 
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i ugao fazne razlike 

20Q 

Opsti integral nehomogene diferencijalne jednacine (3.109) bite: 

x=e-5'(C, cos pl+C, sin pi) + A sin (QI+fl-Y) , 

gdje su konstante Air odredene izrazima (3.113) i (3.114). 

Proizvoljne integracione konstante Cj i C2 odreduju se iz pocetnih uslova: 

Prvo je potrebno diferencirati izraz (3.115) po vremenu, pri cemu se dobije 

x=-o e-5
, (C, cos pl+C, sin pi) + p e-;' (-C, sin pl+C

2 
cos pl)+ 

+AQ cos (QI+fl-Y). 

Stavljanjem pocetnih uslova u (3,115) i (3,116) dobiCe se 

XC =C, +Asin(fl-y) , 

x, =-oC, +pC2 +AQcas(fl-y) , 

pa su vrijednosti konstanti Cj i C2 sljedece: 

C, =x, -Asin (fl-y), 

C2 =2. [x, +ox, - oAsin (fl-y) -AQcas (fl-y)], 
p 

gdje je A aillpiituda prinudnih ,"oscilacija, 

(3.114) 

(3.115) 

(3.116) 

Kada se uvrste integracione konstante C! i C 2 u jednacinu (3,115), dobice se zakon kretanja 
tacke u slucaju prinudnih prigusenih oscilacija u obliku 
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-8 (x + 0 X . ) -8' { A [ . ( ) x=e' c p "smpl+x,caspl - e p 0 sm fl-y + 

+Q cos (fl-y)] sin pi + A sin (fl-y) cos pi } + A sin(Q 1+ fl-y). 

(3.117) 

Izraz (3.117) predstavija ustvari rezultujuce kretanje koje je sastavljeno od tri oscilovanja. Prvi 
sabirak u jednacini (3.117) predstavlja prigusene oscilacije izazvane dejstvom elasticne sile 

opruge oa materijalnu tacku M, kada se ana izvede iz ravnotemog polozaja X () i saopMi joj se 

pacetna brzina xo' Drugi sabirak predstavlja prigusene osciJacije frekvencije p izazvane 

djelovanjem poremecajne sile. TreCi sabirak u posmatranoj jednaCini predstavlja prinudne 
oscilacije izazvane poremecajnom siloffi. 

Na slici 3.17 prikazane su navedene oscilacije. Slika 3.17.a odnosi se na prigusene oscilacije 
koje nastaju us1jed prva dva c1ana u jednacini (3.117). Vidi se da se tokom vremena ove 
prigusene oscilacije brzo amortizuju. 

Na slici 3.17.b prikazane su prinudne oscilacije usljed dejstva poremecajne sile, dok je na slid 
3.l7.c prikazano ukupno rezultujuce kretanje nastalo superponiranjem sva tri kretanja. 

Posta se prva dva oblika kretanja tokom vremena prigusuju, osnovnu oscilaciju cine prinudne 
oscilacije sa amp1itudom A i kruZnom frekvencijam .Q. One su fazno pomjerene u odnosu na 
poremecajnu silu za veliCinu r. Prinudne oscilacije materijalne tacke pri pastojanju sHe otpora 

viskoznog trenja koja je proporciona!na prvom stepenu brzine su harrnonijske oscilacije sa 
amp!itudom A, koja se tokom vremena ne mijenja i ne prigusuje se. Otpor viskoznog trenja ne 
utice na period i kruZnu frekvenciju prinudnih oscilacija. 

Period oscilovanja Tn =2J'C/D. i kruma frekvencija Q prinudnih osciJacija u ovakvim 

uslovima jednaki su periodu i kruznoj frekvenciji prinudne sile. 

Posta na daljnji tok kretanja materijalne tacke osnovni uticaj imaju prinudne oscilacije 
odredene izrazom (3.110), te ce se posebno analizirati ove oscilacije. Ako se u jednaCinu 

(3.113) uvedu oznake: ljJ = 0/ OJ w bezdimenzioni koeficijent prigusenja i A=fl/ OJ w 

koeficijent poremecaja, izraz za amplitudu prinudnih oscilacija (3.113) ce glasiti 

A 
h 

(3.118) 
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x 

o 

x 

o 

aJ Prigusene oscilacije 

b) Pritludne osciIacije 

(\ 
/ \ 

\/ \) 
x c) Rezultujuce kretanje 

o 

St. 3.17. Dijagram prilludnUI prigusenill osci/acijo 

h 
Kako je 0;2:::: f~1 =A.I/' odnos amplitude A pri dinamickom dejstvu i amplitude AS[ pri 

statickom d~jstvu poremecajne sHe koji definiSe dinamicki faktor pojacavanja iznosit ce 

A 
(3.119) 

Na slici 3.l8 prikazana promjena 7Jd u funkciji od A za odredene vrijednosti ljJ. 
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I 

8 
_ Ij/- 0 

7 

6 
'/ 0.05 

5 
./ Ij/; 0.1 

4 
V' '1/= 0.15 

Q<OJ ff, / '/ 0.2 

A < I ).'1/.. I~Y '!/= 0.25 

// ~ J> I 

3 

2 

1 . uI Q>OJ 

o 2 3 

Sf. 3.18. Dinamickijaktorpojacavanja 

Ukoliko je ljI::;:;: 0, dinamicki faktar pojacavanja iznosi 

Ovaj izraz je istovjetan sa 17d za slucaj prinudnih neprigusenih oscilacija. Takode ukoliko 

A ""'""'7 1, tada 1] d -t 00, tj. amplituda' prinudnih oscilacija neograniceno raste. 

U slucaju kada je koeficijent poremecaja It. ~O , dinamicki faktor pojacavanja bite 17 d :;:;, 1. U 

ovom slucaju poremetajna sila djeluje staticki, pa su amplitude prinudnih oscilacija jednake 
amplitudama ovih oscilacija pri statickom dejstvu sileo 
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I u ostalim slucajevima, kada je l/f = 0 i A = 0, dinamicki faktor pojacanja ima konacnu 

velicinu. 

Kao sto se vidi sa slike 3.18, dijagram ima dvije karakteristicne oblasti: lijevu oblast U kojoj se 

koeficijent poremecaja mijenja u podrucju 0 < A < 1 i desnu oblast u kojoj sc koeficijent 

poremecaja mijenja u podrucju 1 < A < 00. 

U lijevoj oblasti u kojoj je n < (]) , dinamicki faktor pojacanja I] d ~ 1 lcada A ---70, za bilo 

koju vrijednost koeficijenta otpora ljI. U desnoj oblasti u kojoj je .Q > (]), faktor dinamickog 

pojacanja I]d -70 kada A ~ <Xl, takode za bilo koji IjI . 

Kao sto se vidi, dinamicki faktor pojacanja moze imati vrlo visoke vrijednosti. Zbag toga se 
uvodi pojam tzv. oblasti rezonance, koja podrazumijeva oblast koeficijenta poremeeaja u 
granicama 

0,75 <,1 < 1,30. 

To znaci da se kod prakticne primjene na neku konstrukciju nastoji da koeficijel1t poremeeaja 
bude izvan ovib granica, tj. da bude 

,1 < 0,75 iIi ,1 > 1,30. 

Vrlo znacajnu karakteristiku, prema slici 3.18, predstavlja familija krivih 2-<. razlicite 
vrijednosti koeficijenta otpora W, koje se slivaju u jednu krivu. To znaCi da u prakticnoj 

primjeni dinamicki faktor! pojacavanja imaju pribliZilo iste vrijednosti, bez obzira na veliCinu 
kaeficijenta otpora ljI . 

Kako u ovom slucaju djeluje i sila otpara, dinamicki faktor pojacanja I]d nece imati 

maksimalnu vrijednost za slucaj Q = (jJ, tj. za A = 1 , vee ce to biti slucaj kada je A nesto 

manje ad 1. 

Dinamicki faktor pojacavanja prema (3.119) imaee maksimalnu vrijednost kad potko~jena 

veliCina u imenitelju ima minimum. Ako se ova velicina oznaCi sa I(A,l/f) , tadaje 

(3.120) 

PotraZit ce se uslovi pod kaji~la ova funkcija ima minimum. 

Izvodi funkcije (3.120) su 
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Izjednacavanjem prvog izvoda s nulom 

dobija se 

adnosno 

,t'=1-2"r2 m r' 

gdje je Am - vrijednost faktora poremecaja koji daje ekstremnu vrijednost funkciji f(A,l/f). 

Za avu vrijednost Am drugi izvod iznosi 

5to znaei da za tu vrijednost Am funkcija I(A, 1jI) ima minimum, a 77d maksimalnu vrijednost. 

Dakle, dinamicki faktor pojacavanja (Tld)/II ce imati maksimall1u vrijednost kada je A nesto 

O1anji od 1. 

VeliCina koeficijenta poremeeaja Am maze se aproksimirati izrazom 

(3.121) 

pa ce (llJ) za siur:::}j A = A pribliz.no iznositi 
III _. m 

iii 
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Kada je A = 1 ili n = OJ, dinamicki faktor pojacavanja ce biti prema (3.119) 

sto znad da je 

1 
(1)d), = 2'1f ' 

(1)J, < (1)Jm' 

(3.122) 

(3.123) 

Na slid 3.18 isprekidanorn linijom je prikazana kriva koja se dobije kada se spoje tjemena 

farnilija krivih linija 17d (A, 1jI) u kojima su njihove vrijednosti maksimalne. 

Faza (Ot+/3-Y) prinudnih oscilacija pri postojanju otpora viskoznog treoja zaostaje za 

fazom poremecajne sile (Qt+ /3) za ugao fazne razlike r. Prema izrazu (3.114) maze se 

pisati 

2'" A 
tg r= I~A2' (3.124) 

lz ovog izraza se vidi da je fazna razlika zavisna od IjI i A.. Pri zadanoj vrijednosti ljI 

moguce je konstruisati krivu koja pokazuje zavisnost r ad A, 81. 3.19. 

Ukoliko se zanemari otpor viskoznog trenja ljI :;::: 0 , prema (3.1124) dobice se 

tgy = 0 ---7 Y = 0 

U slucaju kad je A. :;::: 1 , adnosna Q == OJ , dabija se 

7r 
tg r=oo ---7 y=-. 

2 

Prema dijagramu na slici 3.19, sve krive prolaze kroz tacku A:..:;;; 1 ordinate r:;::: 90". lz 

avoga se maze zakljuciti da se ugaa fazne razlike nagla mijenja u oblasti rezonance, sto znaci 

da sila viskoznog trenja ima znatan uticaj na promjenu dinamickog faktora pojacavanja 17 d i 

74 

3. PRAVOLlNIJSKE MALE GSCILACIJE MATERlJALNE TACKE 

ugao fazne razlike y, sto je prikazano na slikama 3.18 i 3.19. lzvan Dve oblasti sila 

viskoznog trenja nema veceg uticaja. 

r 

if! = 

if! 
0.1 

if! = 0.15 

= a 
90° 

If' 0.25 

0.1 

0.05 

if! = 0 

o 2 3 

Sf. 3.19. Dijugram uglafuZIle razlike r 

3.6, Primjeri 

Prirnjer hr. 1. 

Za materijalnu tacku mase nI, koja je objeSena 0 vertikalnu oprugu krutosti c, odrediti karakter 
oscilovanja u usJovima prikazanim na slid 3.20. Osnovni podaci su takode dati na slici 3.20. 

Rjesenje: 

Kada se na oprugu, duzine 10 u nenapregnutom stanju, objesi materijalna tacka (tefine 

G "" mg), opruga ce povecati svoju duzinu zah/llakon uspostavljanja staticke ravnote.ze. 
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Postavljanjem statickih uslova ravnoteze u pravcu z~ose dobija se 

f" 

z 

mg 
z 

Sf. 3.20. Vertikalne osciJacije 

mg-cj" =0. 

Aka se sada materijaina tacka izvede iz ravnoteze 
za neko z () pa slobodno pusti, doci ce do njenog 

oscilovanja aka ravnotez.:nog poJozaja O. 

Diferencijalna jednacina kretanja glasi 

mi=mg-c(j;,+z). (a) 

lmajuei u vidu da je G:;:; mg :;:; fIle, jednaCina 

(a) dobiCe oblik 

gdje je 

oi=~ 
In 

z+o/ z:;:;o, 

Period oscilovanja je 

T = 27< , odoosno (j) 

(b) 

Iz izvedenih izraza proizilazi da, kada se postavlja diferencijalna jednacina kretanja pri 
vertikalnom oscilovanju u odoosu na ravnotezni polozaj, tezina tijela nece imati uticaj na 
oscilacije. Karakter oscilacija je isti kao kod tijela iste mase koje vrsi slobodne horizomalne 
hamlOnijske oscilacije uz istu krutost opruge c. U ovom slucaju, dakle, pri postavljanju 
diferencijalne jednaCine kretanja tezinu ne treba uzimati u obzir. 

Primjer br. 2. 

Homogeni disk (kotur), mase G/ g i poluprecnika R, obrce se bez trenja oka ose 0, Sl. 

3.21. Preko katura je prebaceno ufe cija se masa zanemaruje. Na kraju uzeta A objesen je 

teret mase G 1 / g , dok je na drugom kraju uzeta B pricvrscena opruga krutosti c, koja je 
privezana za podlogu. 
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Odrediti jednacinu kretanja tereta i period oscilovanja T, aka se u pocetnom trenutku nalazi u 

ravnoteZnom polozaju i aka mu je data pocetna brzina vI} usmjerena vertikalno nanize. 

Rjesenje: 

U polozaju staticke ravnoteze, suma rnomenata za tacku 0 
jednaka je nuli, pa se moze pisati: 

(a) 

0 Primjenom zakona 0 promjeni momenta kolicine kretanja 
dobija se 

B 
A 

d L" = LMF 
dt 0 • 

, 
G, Diferencijalna jednacina kretanja sistema glasi 

x 
I" iP=G, R-cU" +x)R, (b) 

Sf. 3.21. Oscilacije homogellog 
dj~Jka 

gdje je 10 ~ moment inercije sistema, kotura i tereta, za 

tacku obrtanja O. 

Kako vrijede odnosi 

x=Rq;, 

to ee, uzimajuei u obzir jednacinu (a), jednacina (b) dobiti ablik 

iIi 

( 
G G, ) R'·· R' ° -+- q;+c q;=, 
2g g 

iP+(j)2 q;=0, gdjeje 
, 2g (. 

(j) = ----'''--
G+2G, 
• 

Opste rjesenje ave diferencijalne jednaCine ima ablik 

(c) 
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lz pocetnih uslova koji glase U ovom slucaju 

dobice se integracione konstante 

Jednacina kretanja tereta G1 bice 

dok ce period oscilovanja iznositi 

Primjer hr. 3. 

v 
x=~sinOJt, 

(j) 

T = 2J[ = 2J[~G +2G, 
(j) 2g c 

(d) 

(e) 

Homogeni disk, mase M i poiuprecnika R , maze se slobodno obrtati aka svoje horizontalne 
ose o. Na obadu diska nalazi sc koncentrisana masa m . Polozaj mase m odreden ug!om 0: 

odrzava II stabilnoj ravnotezi vertikalna opruga krutosti C, SI. 3.22. 

Odrediti konacnu jednaCinu malih oscilacija diska, aka mu je u ravnoteznom polozaju 

saopstena pocetna ugaona brzina (Po' koja je pozitivne orijentacije. Masu opruge zanemariti. 

Rjescnje: 

Za generalisanu koordinatu usvojice se ugao rp, kojim se mjeri zakretanje diska u pozitivnom 

smjeru (suprotno od kazaljke na satu). 

Na osnovu zakona 0 promjeni momenta kolicine kretanja dobija se 

I,,¢=mg Rcos(a-rp)-c(x+fJR, 
iii 

1" ¢=mg R (cosa cos rp+sina sinrp)-c xR -c /" R (a) 

Posto su oscilacije male to je i r.p malo, pa se moze koristiti aproksimacija sin r.p "" rp i 

cos rp;;:::: 1 . Sada se jednaCina (a) maze pisati u obliku 
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ioip+c X R -mg R rpsin a =mg Rcos a-c /"R. 

o 

c 

Sf. 3.22. Osci/acije 
koncentrisane muse 

x 

1z statickog uslova ravnoteze momenata za tacku 0 
dobija se 

L,M;' = mg Rcos a-c j" R = 0, 

a kako vrijecte odnosi 

1 1 
I, =-M R2 +m R2 =-(M +2m)R2, 

2 2 

x=Rrp, 

diferencijaina jednacina kretanja glasi 

gdje je 

(j)2 

¢+W2 rp= 0, 

2(c R -mg sin a) 

(M + 2m)R 

(b) 

(e) 

Opste rjesenje diferencijalne jednacine je 

rp = C, cos WI + C2 sin WI. (d) 

1z pocetnih uslova 

dobija se 

C,=o C = tjJ" 
2 W 

pa konacna jednacina kretanja malih oscilacija diska glasi 

(e) 
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Primjer br. 4. 

Na zategnutoj elasticnoj struoi pricvrscena je koncentrisal1a masa m, kako je prikazano oa 
slici 3.23. U slucaju malih oscilacija odrediti diferencijalnu jednacinu kretanja mase m ) kruZnu 
frekvenciju i ekvivalentnu kmtost strune. Masu strune zanemariti. 

Rjesenje: 

U slucaju malih oscilacija koncentrisana masa vrsi pravolinijsko oscilatomo kretanje. 

'" 

Sf. 3.23. OsciJacije kOl/celltrisane mase 
na e/(lJiiiltlOj strulli 

Diferencijalna jednaCina kretanja glasi 

mx=-F sin a- F sin fJ, 

Za male ugJove vrijedi 

sin a ~ tg a = xl a , sin fJ = Ig fJ = xl(21- a), 

pa se diferencijalna jednacina kretanja maze oapisati u obliku 

"F(1 1) 0 x+- -+-~ x= , 
m a 21-a 

dok kruz.na frekvencija iznosi 

F( 21 J 
m a(21-a) , 
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Iz difercncijalne jednacine (b) slijedi ekvivalentna krutost strune 

21 
c k =F'~-=-~ , a(21-a) 

(d) 

U slucaju kada je a == I , ekvivalentna krutost strune je 

2F 
cek =:; -1-' (e) 

Primjer br. 5. 

Elektricni motor llcvTscen je ua platformu, koja je poduprta spirainom oprugom krutosti c, Sl. 

3.24. Tefioa platforme i elektromotora je G . Na vratilu elektricnog motora nalazi se teret Q, 

koji je ekscentricno postavljen u odnosu na osu vratila. Ugaona brzina elektromotora je Q. 
Odrediti prinudne oscilacije platfonne u slucaju rezonancije. 

Rjesenje: 

U polozaju ravnoteze vrijedi G = Cft. Uz rp = n t diferencijalna jednacina kretanja 

platfonne glasi 

iii 

x+
gc 

X= QeD.' cosD./ , 
G G 

Kruz.na frekveocija slobodnih oscilacija platfonne izoosi 

(a) 

(b) 

U slucaju rezooancije, kruzna frekvencija prinudne sile jednaka je kruznoj frekvenciji 
sopstveoih oscilacija platfonne OJ i sada se vise De radi 0 malim oscilacijama. 

Zato ce se rjesenje nehomogenog dijela diferencijalne jednacine (b) potraziti u obliku 

xp=C,lcosD.I+C,lsinD.l, (c) 
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G 

F coup 

x 

Sf. 3.24. Oscilacije platforme 

Dvostrukim diferenciranjem izraza (c) po vremenu dobija se 

Xo =C, cos[).t+C2 sin[).t-C, [).t sin[).t+C, [).t cos[).t, 

x p =-2C,[). sin[).t+ 2C2 [). cOS[).t-[).2t [C, cos[).t+C 2 sin[).t]. 

Zamjenom u diferencijalnujednacinu kretanja (b), a uzimajuci U obzir daje 

dobice se 

- 2C, [). sin [).t+ 2C, [).cos [).t = Q e [).2 cos[).t . 
-- G 

Odavde je 

paje zakon kretanja platfonne 

Primjer hr. 6. 

x p = .~, e [).t sin [).t . 
~v 

(d) 

Valjak precnika 2R, visine h i tezine G objesenje 0 oprugu krutosti c i potopJjen u tecnost 

specificne tczine r. U ravnoteZnom polozaju vaJjakje potopljen do polDvine svoje visine h. 
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U pocetnom trenutku t = 0 valjak se potopi do visine 2h/3 i pusti bez pacetne brzine, S1. 

3.25. Odrediti zakon oscilovanja valjka aka njegovog ravnoteznog polozaja. Pretpostavlja se da 

se dejstvo tecnosti svodi fla silu uzgona Fu i da je otpor tecnosti proporcionaian prvom 

stepenu brzine Fw = a v . 

Rjesenje: 

Posmatrace se usloyi ravnoteze sistema u pravcu ase x 

G-R21/.'--r-C r, =0 , 2 .. 
(a) 

gdje drugi clan predstavlja silu uzgona, koja je proporcionalna volumenu uronjenog tijela i 
speciflcnoj tezini tecnosti. 

Diferencijalna jednacina kretanja u pravcu x ase glas! 

mx=G-c(j,,+x)-R2 Jr(~+X )r-ax. (b) 

Uzimajuci U obzir jednacinu (a),jednacina (b) ce biti 

m X + a x + (c + R2 Jr r) x = O. (c) 

Uvedu Ii se aznake 

20 = f!.. , c + R2 Jr r 
aT= J 

m In 

diferencijalna jednacina kretanja valjka dobija se U obliku 

x+20x+m'x=0. (d) 

Kad prigusenih oscilacija, aka su konstante date U opstim brojevima, kretanje ce biti 

oscilatomo aka je a < OJ, pa se to svodi na usloy 

C+R 2 1Cr < O. (e) 
m 
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U ovom slucaju, rjesenje diferencijalne jednaCine (d) je dato U obliku 

(f) 

Trazenje konstanti maze se uprostiti aka se iskoristi vee poznato rjesenje za C[ i C 2 za opsti 

slucaj 

j
X=X" 

1=0 
X=X ' 

" 
gdje Sll 

Ox + x·· C - . C - 0 U 
1 -Xu 1 2 -" . 

U ovom zadatku pocetni uslovi 511 

SI. 3.25. Oscilacije valjka Ii 
otporlloj sredilli 

gdje je 

tg IX. 

,/O}-02 

1=0 

pa su konstante 

h 
C =

I 6 

x=x =~h-2.h='!.. 
" 3 2 6 

x=xo=O 

c, = t5 h 
6~oJ' _0' 

Rjesenje diferencijalne jednacine (d) u konacnom obliku 
glasi 

hg;' -61 (.-J 2 ~2 ) X=- ---, e cas OJ -u 1 -IX (g) 
6 d-~ • 

OXo +xo 
x()~oi _02 

lednacina (g) predstavlja zakon kretanja valjka oko ravnotemog polozaja. 
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4.1. Slobodne ncpriguscne oscilacije 

Posmatrace se male oscilacije sistema materijalnih tacaka M j , ••• ,M n ' koji ima jedan stepen 

slobode kretanja i oa koji djeluju elasticne sile uspostavijanja F;.'i' ." ,Fen. Pod dejstvom 

ovih sila, sistem materijalnih tacaka maze da osciluje aka polozaja ravnote.ic Ai' ... JAn' Sile 

restitucije (uspostavljanja) su konzervativne. 

Polozaj sistema koji je podvrgnut holonomnirn stacionamirn zadrzavajucim i idealnim vezarna 
definisace se generalisanom koordinatom q, koja se mjeri od polozaja stabilne ravnoteze. 

Ovaj polozaj je ujedno i nulti poJozaj, pa ce za ova stanje bid q = 0 . 

Kineticka i potencijalna energija ovog sistema odredene su pribliinim izrazima: 

E I ·2 1 2 
(4.1) 'k ::::<-aq , E ~-cq 

2 p 2 
Kakoje 

Ek > 0 i Ep >0, 
to je i 

a>O i c> O. 

Kao je vee ranije navedeno, a je kneficijent inercije sistema, a C koeficijent elasticnosti. 
Diferencijalna jednacina kretanja materijalnog sistema postavit ce se koristenjem Lagranzove 
diferencijalne jednaCine druge vrste 

(4.2) 
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Kako je 

dE, . 
dg =aq, ~(dEk)_ .. 

dl dg -aq, 

to ce se zamjenom izraza (4.3) u (4.2) dobiti 

aij+cq=O. 

dE d; =cq, (4.3) 

(4.4) 

U d' k' / d" YO cflJcm ozna e OJ :::: C a, g ~e.le {JJ realan i pozitivan braj, jednacina (4.4) poprima 
oblik 

.. , 0 q+OJ q= . (4.5) 

Ova je diferencijalna jednacina slobodnih neprigusenih oscilacija materijalnog sistema sa 
jednim stepenom slobode kretanja. 

Jednacina (4.5) se ni po cernu ne razlikuje od vee ranije izvedcllc diferencijalne jednacine za 
pravolinijske slobodne neprigusene oscilacije materijalne tacke. Stoga se daljnji tok izvodenja 
svodi se oa postupak koji je detaljno obrazlozen u pogJavlju 3.1. 

Karakteristicnajednacina diferencijalne jednacine (4.5) ima oblik 

;t' + OJ' = 0, 
dok su njeni korijeni: 

Opsti integral diferencijalne jednacine (4.5) glasi 

q=C1caSOJI+C, sin OJI, 

gdje su C 1 i C 2 - integracione konstante. 

Diferenciranjem izraza (4.8) po vremenu dobice se 

Iz pocetnih uslova 

g =-C1 OJsinOJI +C, OJCOSOJI. 

I =0 I q =q" , 
q=q" 

a premajednacinama (4.8) i (4.9) dobice se integracione konstante: 
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(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 
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C - go ,- . 
OJ 

(4.10) 

Na osnOVll oyoga opW integal (4.8) glasi 

q=qocasOJI+ g, sinOJI. (4.11) 
OJ 

Ukoliko se stavi da je C J = A cos CPo i C2 :::: A sin qJo' opMi integral se moze napisati u 

obliku 

q = A cas (OJI - 'Pol. (4.12) 

Ovaj izraz predstavlja zakon promjene generalisane koordinate q tokom vrernena. 

I ovdje va::te relacije: 

A=~CI'+Ci= q;+(~J (4.13) 

Period slobodnih neprigusenih oscilacija iznosi 

T=2J1: =2J1:~. 
OJ V-;: (4.14) 

4,2. Osnovne karakteristike slobodnih oscilacija 

Posmatrace se materijalni sistem koji ima n materijalnih tacaka. Materijalni sistem, odnosno 
njegove materijalne tacke, posmatrace se u Dekartovom koordinatnom sistemu, Sl. 4.1. 

PoloZaj svake materijalne tacke M j sistema definisat ce se odgovarajucim koordinatama 

xi' Yi' Zi' a sa (xJo' (Yi )0' (Zi t obiljezice se polofuj tacaka Ai' koje predstavljaju 

ravnotemi polozaj tacaka M j • 

Usljed poremecaja stabilne ravnoteze, do6i ce do pomjeranja materijalnih tacaka M
J 

U odnosu 

na njihov ravnotemi polotaj Ai' Projekcije ovih pomjeranja u od!loSU na referentne ose 

oznaCitcesesa Ui, Vi' Wi' 
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Dve projekcije iznase: 

(4.15) 

F" 

y 

x 

St. 4.1 Materijalni sistem 

Koordinate materijalne tacke Mjmogu se izraziti u funkciji generalisane koordinate q: 

x,=x,(q), y,=y,(q), z,=z,(q). (4.16) 

Razviju Ii se ove funkcije u redove po maioj velicini q U okolini q ;:;;;;;; 0 , dobice se vrijednosti 

koordinata XI' Yi , Zi . 

U polozaju stabilne ravnoteze ce biti: 

x, = (x,)" +(~XjJ q+ ... 
" q 0 

y = (yJ" +(~~ l q+ (4.17) 

z, = (z,)" + (~z'J q+ ... 
q " 
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Uvedu Ii se oznake: 

\11') _ (dY, I 
1 - a)' 

q " 

koje su konstantnc velicine, izrazi (4.17) se mogu napisati U obliku 

x, = (x,t +LI,) q+ ... 

y, = (y,)" + MIl) q + . 

z, = (z,)" +NI,) q+. 

(4.18) 

(4.19) 

1z ovoga proizilazi da se izrazi (4.15) mogu, sa tacnOSCll do veliCina prvog reda, napisati u 
obliku 

(4.20) 

Na ovaj nacin su projekcije pomjeranja izrazene preko generalisane koordinate q. 

Ukoliko se zeie postaviti jednacine kretanja tacke MI U Dekartovim koordinatama, treba u 

izraze (4.20) uvrstiti q izjednacine (4.12), pa se dobija 

u,=LIt ) A cos (mt-q>,,). 

V,= MIl) A cos (mt- q>,,), 
W j = Nit) A cos (mt- q>,,). 

(4.21) 

Ovo su jednacine slobodnih neprigusenih oscilacija pojedinih tacaka sistema izrazene preko 
Dekartovih koordinata. 

Osnovne karakteristike ovih oscilacija su: 

a) slobodne neprigusene oscilacije sistema su hannonijske oscilacije; 

b) eleminacijom vremena iz jednacina (4.21) dobice se jednacina 

odnosno kroz odgovarajuci polozaj stabilne ravnoteze, koja glasi 

iii 

x, -(x,l" 
LI,) 

0, -(2, l" 
NUl 

prave kroz tacku Ai ' 
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Iz ovog proizilazi da 6e svaka tacka materijalnog sistema vrsiti pravolinijsko kretanje po pravoj 
koja prolazi kroz polozaj stabilne ravnoteze. 

Amplitude osciiacija tacke M/ duz osa Ox, Oy i Oz odredene su izrazima: 

L(i) A M(i) A, N(i) A 

dokje ugaa 'Po - ugaa fazne razlike. 

lz izraza (4.13) vidi se da su A i rpo proizvoljne intcgracione konstante koje zavise od 

pocetnih uslova. 

Pocctni uslovi kretanja uticl1 na amplitudu razliCitih tacaka sistema preko mnozitelja A , koji je 
zajednicki za sve tacke sistema. 

Faza (cvt - tpJ je is13 za sve tacke sistema, pa sve tacke osciluju u fazi, odnosno oscilacije su 

sinhrone. 

Pri oscilovanju sistema, tacke jednovremeno proJaze kroz svoje ravnoteme poJozaje i to u 
trenucima kad je 

t _:r .. d . -+1 +2 + (j) -CPo -n2 ,za VrIJC nostl n-_ ,_ )_ ... 

Takode, tacke istovremcno dostizu svoje maksimume i to u trenucima: 

OJt-qJ, ~n:r , za n~1,2, ... 

Navedena svojstva slobodnih neprigusenih oscilacija proizasla su iz pribliZnih linearizovanih 
jednaCina. 

Razlike od stvamih kretanja bice utoliko manje ukoliko su manje amplitude oscilovanja 
pojedinih tacaka sistema. 

4.3. Slobodne prigusene osciIacije pod djelovanjem siIa otpora 
proporcionaInih prvom stepenu brzine 

Posmatrace se sistcm materijalnih tacaka M I , ... ,MI , ... ,Mn na koji pored elasticnih sila 

~l' ... '~i) ... '~'l djeluju i sile otpora f~'l' _ .. ,Fwi' '" ,Fwn ' koje su proporcionaine 
brzinama tacaka sistema. 
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Brzine pojedinih tacaka iznase VI) .. ' , Vi) ... , VI) , pa 6e se sile otpora definisati U obliku 

gdje Sll fJl' .. ,' PI) ... J f3n konstantni i pozitivni brojevi. 

Kineticka energija, potencijalna energija i funkcija rasipanja odredene Sil izrazima: 

E 1 ·2 
k~-aq 

2 

1 
E ~ -c q' 

p 2 ' 
",_1 b ·, 
'k'-- q. 

2 

Diferencijalna jednacina kretanja sistema dobice se iz Lagranzove jednacine druge vrstc 

gdje je QW generalisana sila prigusenja koja proiziJazi iz sila otpora: 

Posto je 

Q' ~ - ~: ~ -b q , 

to diferencijalna jednacina krctanja sistema materijalnih tacaka glasi 

aij+bq+cq~O. 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 

Sada se postavlja pitanje odredivimja koeficijenta prigusenja sistema b u jednacini (4.25). 
Sistemu sila otpora koji djeluje na materijalni sistem odgovarajedna generalisana sila 

Q'~fld~ 
1",1 WI d q' 

(4.26) 

Oznace Ii se sa X wi' Ywi , ZWJ projekcije sHe otpora FWi na Dekartove ose dobij~ se 

Qw ~ ~(x d Xi + Y d Yi Z d Zi) L...J WI wi +\1'1 ' 

i"1 d q d q d q 
(4.27) 
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gdje SU Xi' Yi i z, Dekartove koordinate tacke M
j 
,a QIi' generaiisana sila otpora prigusenja. 

Kako je sila otpora FWi suproma od brzine tacke, F;"i = -/3, VI ' to su njene projekcije na ose: 

Y - -jJ y' Z ... ,- := -jJ, Z,. wi - i i) " 

Uvedu Ii se pomjeranja U
1

, Vi i Wi tacke Mi duz pdpadajucih osa, dohiee se 

Proma (4.20), dobija se 

z = (z) + N(l)q. 
I I () 

Uvrstavanjem relacija 

(4.28) 

X j3 ,iii' WI=-,.Lq, Y jJM(,I' 
wi =- I q, 

u (4.27) dobice se 

QW=-ijijJ, {[tl ]' +[M(il]'+[N(ill' }=-bq, (4.29) 
1=1 

gdje je 

b=ijJi {[Llil]' +[M(,I]'+[N(,I]'}. 
i=] 

(4.30) 

Ovirn se potvrdilo da je generalisana sila prigusenja QH' proporcionalna generalisanoj brzini, 

pri cemu je koeficijent proporcionainosti upravo koeficijent prigusenja b odreden izrazom 
(4.30). 

Ponovnirn razmatranjem diferencijalne jednacine kretanja (4.25) i uvodenjem oznaka 

~=20 (4.31) 
a 
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dobice se 

(4.32) 

Ovo je diferencijalna jednaCina slobodnih priguscnih oscilacija materijalnog sistema pod 
dejstvom otpora proporcionalnog prvorn stepeou brzine tacaka sistema. 

Ova jednacina ima isti oblik kao i diferencija!na jednacina slobodnih prigusenih oscilacija 
materijaine tacke na koju djeluje sila otpora proporcionalna prvorn stepenu brzinc. 

Karakteristicna jednacina diferencijalne jednacine (4.32) glas! 

,1.2 +20 ,i+m' = 0, 
a njeni korijeni Sll: 

/4., =-o±.Jo' -m' 

Zavisno od odnosa 0 i m, rjesenje se moze javiti u sljede6a tri oblika: 

1) U siucajll malog prigusenja 0 < OJ, rjesenje ima oblik 

q=e-J'(AcospI+Bsinpt), gdjeje p=.Jm'-52 

Period oscilatornog kretanja je u ovom slucaju 

211: 

P 

T 
~, gdje su 1jI=5/m i 

VI-V 

2) U slucaju veiikog prigusenja 0 > OJ, oblik rjesenja je 

U ovom slucaju nece doCi do osciJatomog kretanja. 

3) Za granicni slucaj prigusenja 0 = OJ, rjesenje se javlja u obliku 

I u oVom slucaju kretanje nece biti periodicno. 

(4.33) 

(4.34) 

(4.35) 

(4.36) 

93 



TEORlJA OSCILAClJA 

4.4. Prinudne oscilacijc sistema sa jednim stepenom slobodc 

Ovaj siucaj oscilacija se javlja kada oa sistem materijalnih tacaka M" pored elasticnih sila, 
- -

djeluju i poremecajne sHe Fall'" , Fnn , koje se mijenjaju tokom vremena. Zakon promjene 

poremecajnih sila Ip.ogu biti proizYoljne iIi periodicne funkcije. Neka oa p~jedine tacke 

materijainog sistema djeluju i sUe otpora F;d' ", I Fwn ' koje su proporcionalne prvom 

stepenu brzine pojedinih tacaka sistema. 

Diferencijaina jednacina kretanja sistema ce se postaviti koriStenjem Lagranzovih jednacina 
druge vrste, koje U ovom slucaju glase 

(4.37) 

gqie je QO generalisana poremecajna sila, koja iznosi 

iii 

Q<!=f(X dx,+y dy,+Z dZ,). 
L..,; (21 d ", d ", d '"' q q q 

(4.38) 

Ovdje su X 01 ' J~i' ZOi projekcije sile 1\11 na ose Dekartovog koordinatnog sistema, a 

Xi) YI) z/ koordinate napadnih tacaka poremecajnih sila. 

Posto je 

(4.39) 

to se (4.38) moze napisati U obliku 

Q" = t[LV1X", +Mi;) Yn, + Ni'l Z",j. (4.40) 
i"'l 
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Upotrebom jednacine (437) za definisane uslove kretanja, dobi6e se diferencijalna jednacina 
kretanja sistema U obliku 

aq+bq+cq = Qn (4.41) 

4.4.1. Slucaj proizvoljnih poremecajnih sila 

Posmatrace se slucaj kada se poremecajne sile 1\11' , .. ) Fnn mijenjaju u zavisnosti od 

vremena po proizvoljnom zakonu, Stoga ce i generalisana poremecajna sila QO , data izrazom 

(4.40), takode biti proizvoljna funkcija od vremena 

Ako se diferencijalna jednacina kretanja (4.41) podijeli sa a i uvedu oznake cia = oi i 

bl a = 28. dobi6e se 

ij + 28 q +0/ q =lQ"(t) = tp(t). 
a 

Pri integraciji ove jednacine primjenjuje se postupak varijacije konstanti. 

(4.43) 

Uz pretpostavku da je otpor mali, dakle r5 < OJ, prvo ce se odrediti opsti integral homogene 
diferencijalne jednacine 

ij+28 q+O/ q =0. (4.44) 

Uvede Ii se oznaka 

p' = 0/ _ 82 • 

opsti integral diferencijalne jednacine (4.44) imace oblik 

q = e-8
' [A cos pt+ B sinpt]. (4.45) 

Opsti integral nehomogene jednacine (4.43) potrazice se U obliku (4.45), ali uz pretpostavku da 

su integracione konstante A i B vremenske funkcije 

q = e-8
' [A(t) cos pt + B(t) sin pt]. (4.46) 

Diferenciranjem ovog izraza po vremenu dobija se 
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q = -5e-" [A(I )easpl + B(I) sin 1'1]+ l' e-81 
[- A(I) sin 1'1 +B(I )eos 1'1 J+ 

(4.47) _JI[dA dB.] + e -easpl+-smpl. 
dl dl 

Kako je vee navedeno, potrebno je naCi jedno posebno rjesenje za dvije nepoznate funkcije 

A(t) j B{t). Neka trazene funkcije A(t) i B{t) trebaju zadovoljiti uslov 

dA dB 
- cos 1'1+- sin 1'1 =0. 
dl dl 

(4.48) 

U tom slucaju izraz (4.47) dobijajednostavniji oblik 

q = e-" [- 5(A cos 1'1 + B sin 1'1) + l' (- A sin 1'1 + B cos pl)J . (4.49) 

los jednim diferenciranjem i koristenjem uslova (4.48) dobija se 

ii=e-"[ (5'_p2) (A cos 1'1 + Bsinpt)-25p (-Asinpl+Beaspl)+ 

(
dA. dB )] + l' --smpl +-eas 1'1 
dl dl 

(4.50) 

Unosenjem vrijednosti q, q i q datih izrazima (4.45), (4.49) i (4.50) II diferencijainll 
jednaCinu (4.43), dabice se 

dA dB eSI 
- -sinpl +-cospl =-0"(1). 

dl dl ap-
(4.51) 

Za odredivanje nepoznatih funkcija A{t) i B{t) koristice se jednaCine (4.48) i (4.51), pa se 
njihovim rjesavanjem dobije 

dA 1 " n ( ) -=--e Q t sinpl, 
dl ap 

(4.52) 

dB 1 "' "() -=-e Q I cos pl. 
dl ap 
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lntegracijom jednaCina (4.52) dobice se 

1 1 

A = -- jehQ"(r) sin pr d r+ CI, 
01'0 

1 1 

B=- jc"'Q"(r)caspr dr+C,. 
ap 0 

(4.53) 

gdje Sll C] i C 2 proizvoljne integracione konstante, dok r oznacava promjenljivu pod 

znakorn integrala od 0 do t. 

Zamijene Ii se vrijednosti za A i B u jednacini (4.45) izrazima (4.53), dobice se 

q=e-SI(Clcospt+C2 sinpt)+_e - sin 1'1 je"'Q"(r)cosp7dT--" [ 1 

ap 0 

-cos 1'1 Je" Q"(r)sinpT dT] . 

Kaka se integracija vrsi po T, a ne po t, gomji izraz se maze napisati II kra6em obliku 

q = e-81 (C
I 
cos 1'1 + C2 sin 1'1)+ _1_ )e-8

(1-<) Qn (7) sin p (I - T )dT. 
ap 0 

(4.54) 

(4.55) 

Prvi clan ove jednacine odgovara slobodnim prigllsenim osciiacijama, dok drugi clan 

predstavlja prinlldne osciiacije nastale llsljed djelovanja poremecajnih sila ~li' 

Ako nema prigusenja, odnosno za 0:::: 0 , prethodna jednacina dobija oblik 

q = CI cos OJI + C2 sin OJI + _1_ ') Q"(r) sin OJ (I -T) dr. 
aOJo 

(4.56) 

Izraz (4.56) predstavlja opsti integral diferencijalne jednacine prinudnih ncprigllscnih oscilacija 
materijalnog sistema sa jednim stepenom slobode, koja ima oblik 

ii+OJ2q=~Qn(t)=ip(t) . (4.57) 
a 
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Aka su pocetni uslovi t == 0, q == qo i if = iJo, nakon odredivanja integracionih konstanti C1 

i C2 , jednacina (4,56) postaje 

. 1 ' 
q = qo cas OJt + 'l!c sin wt + - J Q" (T) sin w (t - T) dT , 

OJ aO) () 
(4.58) 

sto predstavlja Dpsti integral diferencijalne jednacine prinudnih neprigusenih oscilacija 
materijalnog sistema sa jednim stepenom slobode kretanja. 

Prva dva sabirka jednaCine (4.58) predstavljaju zakoD slobodnih neprigusenih oscilacija 
sistema. 

U slucaju pocetnih uslova qo = 0 i 40 == 0, prethodno rjesenje predstavlja zakon kretanja 

sistema pri djelovanju poremecajnih sila. 

4.4.2. Slucaj periodicno promjenljivih poremecajnih sila 

Slucaj periodicne promjene poremecajnih sila vrlo je cest u tehnickoj praksi. Neka su 

Fm, ... ,Fon poremecajne sile koje djeluju na tacke materijalnog sistema i neka se one 

periodicno mijenjaju tokom vremena. Pod ovakvim uslovima, i generalisana poremecajna sila 
ce takode biti periodicna. 

U ovakvim slucajevima se primjenjuje drugaciji postupak integraljenja diferencijalne jednacine 
(4.43). Postupak koji ce se ovdje primijeniti zasniva se na harmonijskoj analizi periodicne 

funkcije Qn = QO(t), odnosno na razlaganju te funkcije U Furijeov red. 

Neka je vremenska promjena funkcije Qn = Qn (t) prikazana dijagramom na slici 4,2. Kako 

se maze vidjeti, period funkcije je 1'n, pri cemu velicina Q =:. 27C/Tn predstavlja osnovnu 

kruZnu frekvenciju promjene generalisane poremecajne sileo 

Kad je generalisana poremecajna sila Qn (t) proizvoljna funkcija od vremena, koristi se 

postupak razlaganja funkcije u red, odnosno harmonijska analiza. 

Da bi se funkcija Qn(t) razvila u red, potrebno je da ona zadovoljava uslove Dirihlea, tj. daje 

ogranicena, da ima prekide prve vrste i da u konacnom vremenskom intervalu ima konacan 
broj ekstremnih vrijednosti. 
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o 

1\ 
v 

1\ 
IJ 

SL 4.2. Periodicnafullkcija 

Uz pretpostavku da su ovi uslovi zadovoijeni, funkcija QO(t) se moze razlofiti II red oblika 

Qn(t) = Q~ + i: (A" casnQ,t + B" sin nD.t ), (4.59) 
n",l 

gdJ'e su Qn A i B konstantne velicine. 
(1' n II 

Clan reda Q(? predstavlja srednju vrijednost generalisane sile Qn (t) i moze se odrediti 

izrazom 

Konstante An i Bn se odreduju po fonnuJama 

2 Tn 

A" =- J Qn(t) cas nQ,t dt 
Tn" 

Clan u izrazu (4.59) 

(4.60) 

2 70 
B =- JOn(t)sinnD.tdt. (4.61) 

n Tn (I --

An cos nOt + Bn sin nQt (4.62) 

naziva se n-tim harmonikom funkcije Qn (t ). 
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Aka se livedu novi konstantlli koeficijenti preko relacija: 

(4.63) 

gdje je en ::::: ~ A; + B; amplituda n -tog hannonika prinudne sile, a PII ugaa fazne razlike 

n -tog hanTIonika siie, koji se dobija iz 

B 
tg P =-" 

" A' 
" tada se red (4.59) maze prikazati U obliku 

Qn(t)= Q,~ + fC"cas (nQt - pJ 
II"'! 

(4.64) 

(4.65) 

Ovaj postupak odredivanja konstanti Q~ , An i En primjenjuje se sarno u slucajevima kada 

je funkcija QU (t) jednostavnijeg oblika. U opstem slucaju odredivanje funkcije QO (t) se 

vrSi raznim priblimim metodama, pri cemu se cesto koriste i razni mehanicki pribori koji se 
nazivaju hannonijski analizatori. 

Zamjenom reda (4.59) u desni dio diferencijalne jednaCine (4.43) dobice se 

.. 2 < . 2 Q,~ 1 ~ (A r. ) q+ uq+m q=--+-L, "casn.d+B"sinnQ{. 
a a n",l 

(4.66) 

RjeSenje ave jednacine jednako je zbiru rjesenja homogenog dijela i bilo kojeg njenog 
partikularnog rjesenja. 

Homogeni dio jednaCine je 

ij+25q+m2 q=O, (4.67) 

ciji je opsti integral u slucaju malog otpora 0 < OJ 

(4.68) 

gdje su R i eo proizvoljne integracione konstante. 

Partikulami integral diferencijalnejednacine (4.66) trazi se U obliku 
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qp =q" +f(a"casnQ{+b"sinnQt), 
n"'! 

gdje su qo' an i bl! neodredene konstante (koeficijenti) koje treba odrediti. 

Zamjenorn rjesenja (4.69) i njegovih izvoda u diferencijalnujednacinu (4.66) dobice se 

oiq" + f{[({)/ -n2Q2)a" + 25nQb"lcosnQ{+[(m2 _n2Q2)b"_ 
11",1 

- 25nQa" 1 sin nQt }= Q,~ + ~ f (A" cos n0.t + B" sin nQt) 
a Q lI",l 

Lijeva i desna strana ave jednacine identicki Sil jednake aka je 

on 
m2 

-" qo=--
a 

( 2 2 r.2) 2 < r. b A" OJ - n:l.l. all + un::...:: /I = - , 
a 

(m2 _n2 0.2) b -25nQ a =~ 
" " a 

Rjesavanjem ovihjednacina po qo' a'l i bl!' dobija se 

q = Qr? 
" , a m-

(m2 _n 2 Q2)A" -25nQB" 

a" = a [(m2 _n2 0.2)2 +452 n2 0.2] 

(m2 _n 2 Q2)B" +25nQA" 

a [(m2 _n 2 0.2)' +452 n2 0. 2
]' 

(4.69) 

(4.70) 

(4.71) 

(4.72) 

Ukoliko se ovi koeficijenti zamijene u partikulamo rjesenje (4.69), opsti integral nehomogene 
jednaCine (4.66) dobice oblik 

q=q" + f(a" casnQt+b" sinnQt)+Re-;' cos(pt-B,,), (4.73) 
IJ",1 
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gdje Sll R i en proizvoijne integracione konstante, dok q 0' an i bn imaju vrijednosti 

odrcdene izrazima (4.72). 

Clan q () odreduje konstantno udaljenje sistema od njegovog polozaja ravnoteze, izazvano 

dejstvom srednje vrijednosti generalisane poremecajne sile Q(? . 

Beskonacni red u drugom clanu izraza (4.73) odgovara periodicnim oscilacijama kruzne 

frekvencije n razlozene u hannonike, a koje su prouzrokovane djelovanjem poremecajnih 
sila. 

PosIjednji clan izraza (4.73) odnosi se na prigusene oscilacije. 

4.4.2.1. Rezonancija 

Posmatrace se poseban slucaj prinudnih oscilacija koji nastaje u slucaju kada je fTekvencija 
jednog harmonika porernecajne sile jednaka frekvenciji slobodnih neprigusenih oscilacija 
sistema 0). 

Neka je, dakle, frekvencija slobodnih oscilacija 0) jednaka frekvenciji i ~tog hannonika 
generalisane poremecajne sile sistema, tj. 

llJ=iQ, 
gdje je i - cijeli broj. 

Prema izrazu (4.72) dobiCe se 

215 i Q a 
a, 

-B, 

b= A, 
, 215iQa 

Na osnovu ovoga i -ti hannonik prinudnih oscilacija glasi 

_B_,_ 
215(0 a ' 

q = ai cos iQ f +bi sin iQ {= __ 1_(_ Bi cos (O{ + Ai sin (Of) . 
215 (0 a 

Uvodenjem smjene 

rjesenje (4.75) se maze pisati U obliku 
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(4.74) 

(4.75) 

(4.76) 
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odnosno 

q =~sin ((Of-qi,), 
215 (0 a 

(4.77) 

(4.78) 

Iz ovog izraza se vidi da ce amplituda i-tog hannonika biti veea ukoliko bude manji 

koeficijent priguScnja 8 , Pri malom prigusenju 0 i pri maloj amplitudi poremecajne sile Ci , 

amplituda 

(4.79) 

moze biti vrlo velika. U ovakvim okolnostima nastupa rezonancija. 

Rezonancija nastaje u svirn slucajevima kada je kru1na frekvencija slobodnih oscilacija 0) 

jednaka krumoj frekvenciji bila kojeg harmonika paremecajne site 

llJ=iQ za i=1.2, .... (4.80) 

Dnigim rijecima, rezonancija nastaje pri svim vrijednostima krurne frekvencije poremecajne 

sHe koje su jednake 

gdjeje i - cijeli broj, 

Q=llJ 
i ' 

(4.81) 

Ove vrijednosti kruine frekvencije generalisane poremecajne sile nazivaju se kriticnim 
kruinim frekvencijama poremecajne sHe sistema, 

Za Q:::: 0) rezonancija ce biti izazvana prvim hannonikom generalisane poremecajne sile, 

Ova rezonancija se naziva rezonancijom prvog reda (i = 1 ). 

U slucaju Q := 0)/2 , (i = 2), rezonancija ce biti izazvana drugim harmonikom generaiisane 

poremecajne sile, pa se naziva rezonancijom drugog reda, itd. 

Teorijski posmatrano, broj kriticnih krufuih frekvencija je beskonacno veliki. 

Treba imati na umu da su pri velikim vrijednostima i (veliki hannanici), amplitude Ci 

generaiisane paremecajne sile po pravilu male (C] > C2 > C 2 > ... ). 
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Kako se prvo dostizu frekvencije najnizih tanava, od prakticnog su znacaja upravo rezonancije 
najnizih tonova. 

Prinudne oscilacije koje nastaju u·uslovima rezonancije nazivaju se rezonantnim oscilacijama. 

Aka su u pitanju rezonantne oscilacije i ~tog tona i aka amplituda C
1 

i ~tog hannonika 

ponime6ajne sile -nije mala, anda ce amplituda (4,79) i ·tog harmonika prinudne oscilacije biti 
znatno veca od amplituda ostalih harmonika prinudnih oscilacija. Tada se u izrazu (4.73) magu 
zanemariti svi hannonici izuzev i-tog, kao i clan koji se odnosi ua slobodne prigusene 
oscilacije sistema, pa se jednacina kretanja (4.73) maze zamijeniti sa (4.78), odnosno 

To znaci da u ovom slucaju jednacioa kretanja sistema pribliino pokazuje sarno i ~ti hannonik 
prinudne oscilacije. Odavde je jasoo da su u slucaju jako ispoljene rezonancije oscilacije 
priblimo hannonijske sa krumom frekvencijom jednakom frekvenciji slobodnih neprigusenih 
oscilacija OJ. Amplituda ovih oscilacija je proporcionalna amplitudi i ~tog harmonika 

porernecajne sileo Ocigledno je da oscilacije kasne u fazi za 1t/2 iza odgovarajuceg 

hannonika generalisane poremecajoe sileo 

Aka se posmatraju prinudne oscilacije II uslovima koji su dovoljno daleki od rezonancije, onda 
se uz pretpostavku da su otpori vrlo mali mogu zanemariti clanovi u izrazima (4.72) koji sadrze 

koeficijente otpora O. 

Na ovaj naCin dobijaju se clanovi 

G" 
B" 

a (w2 _ n 2 0. 2 ) 
(4.82) 

a lIvodenjem oznake aal :;;:; e moze se pisati 

G" 
A" 

C 1- n~?-( " )' (4.83) 

Ukoliko se ove vrijednosti uvrste u izraz (4.73), liZ zanemarenje prigusenih slobodnih 
oscilacija sistema dobice se 
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(4.84) 

Pri statickom djelovanju generalisane sile, odnosno uko!iko su sile uravnotezene, dobice se 

Cq=Q" . (4.85) 

Ova jednaCina se moze dobiti iz izraza (4.41) ukoliko je 

Prema tome, pri statickom dejstvu generalisane sile bice 

Q" Q" 1 ~ 
q=-=-" +-L:(A cosnW+B sinno.t). e e en"'] II II 

(4.86) 

Uporedi Ii se izraz (4.86) sa izrazorn (4.84) pri dinamickom dejstvu generalisane poremecajne 
sile, pojedini harmonici u redu za tu silu imaju vece ili rnanje vrijednasti u zavisnosti od 
mnozitelja 

1- n' 0.' . 
oJ' 

(4.87) 

Ovaj mnozitelj se naziva dinamickim faktorom pojacavanja. Svakom harmoniku odgovara i 
njegov faktor pojacavanja. 

Trebajos jednom naglasiti da izraz (4.84) vazi samo u uslovima koji su dovoljno daleko od 

rezonance i kada se zanemari prigusenje ( 0 :::: 0 ) . 

4.5. Primjeri 

Primjer br. 1 

Homogeni pravi krumi cilindar, poluprecnika r i mase m, moze se kotrljati bez klizanja po 

unutrasnjoj povrsini nepokretnog krumog ciiindra, poluprecnika R, cije su izvodnice 
horizontalne. Za slucaj maiih oscilacija ciiindra, odrediti period oscilovanja oko poiozaja 
stabiine ravnoteze, SI. 4.3. 
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SL 4.3. Oscilacije homogellog kruz,wg tliska 

S obzirom oa (a), kineticka energija sistemaje 

odnosno 

Potencijalna energija je 

Rjesenje: 

Sistem ima jedan stepen slobode 
kretanja i za generalisanu koordinatu 
izabrace se ugao rp, SI. 4.3. 

Cilindar vrsi ravno kretanje ugaonom 
brzinorn If i brzinom centra 

Vc =rl{. 

Veza izmedu uglova rp i 1JI traZi se 
iz 'uslova kotrljanja cilindra bez 
klizanja, odnosoo iz jednakosti 

lukova PoP=PP', Odn0500 

Rrp=r{rp+ljI) 

Odavde se dobije da je 

R-r 
IjI =--'1'. 

r 
. R-r. 

1jI=--rp. 
r 

(a) 

(b) 

Ep =mg{R-r){l-cosrp). 

a za male oscilacije sistema cos rp se razvija u red i predstavlja sa dva ciana reda u obliku 

pa je potencijalna energija 
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cosm=l-~ 

or 2 ' 
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1 
Ep =-mg {R-r)rp'. 

2 

Lagranzova jednacina druge vrste glasi 

(e) 

(d) 

Nakao traienja odgovarajuCih izvoda izraza (b) i (c) i uvrstavanja u (d), dobije se 
diferencijalna jectnacina osciJovanja cilindra 

pa se uporedivanjem sa 

2. m (R - r )ijJ+ mgrp = 0, 
2 

ijJ+ 0)' 'I' = 0, 

dobija kruma frekvencija oscilacija cilindra 

~
g 

0)-
- 3{R-r)' 

Trazeni period oscijovanja sistema je 

T = 27C = 27Cl{R-r) 
0) 2g 

Primjer hr. 2. 

Na vrhu stapa OA I duzine I i mase M , koji se moze obrtati oko horizontalne ose koja 

prolazi kroz 0, nalazi se masa m koja se pridrzava oprugom AB krutosti c. Stap je 

pomocu poluga OC i OD, sistema opruga j prigusnicom vezan za nepomicni fundament, SL 
4.4. 

a) Odrediti zakon oscilovanja za date parametre sistema: 

M = 3, !!... = 72, ~ = 48, 1=49 em; mase poluga OC i OD zanemariti. 
m m m 

b) Kolika je kriticna vrijednost koeficijenta otporne sHe? . 
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Sf. 4.4. Osci/acije sistema 

Rje!lenje: 

Kineticka energija sistema je 

Ek =~m(i(p)' +~J '1" 2 =~ml'tp" +~(},M 12
),;,' =ml'tp' '. 

2 2" 2 23 'I' 

Potencijalna energija sistema je 
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E p =Epc +E peekv +Epnl +EpM ; 

E =-c (1'1') +- -c -1 ,1 2 (31)' 
I' 2 2 3 4 

E
111 ,15 2 

P =2 8 c1tp -2 2mgltp , 

1 1 1 2 
-=-+-, 
ceb c1 C 2 

cekv ="3 c, 

1 ,1 2 
--mgltp --Mg 1'1' 

2 4 

(a) 

(b) 

4. MALE OSCILACIJE SISTEMA SA JEDNIM STEPENOM SLOBODE 

Funkcija rasipanja je 

Primjenom Lagranzove jednacine diferencijalna jednacina kretanja dobija oblik 

pa se uporedbom sa 

2 I'" 1 bl" 11 12 5 I ° m '1'+- 'tp+-C tp--mg '1'= , 
9 8 2 

!p + 25 (p + m2tp = 0, 

dobijaju vrijednosti: 

bl' 
11 , 5 
-cl --mgl 
8 2 

11 c 5 
--I--g 
8 m 2 25 

9,2ml 2 
' 

5=2 
2ml' 21 

m2 

a) Posta je ,s < OJ, fadi se 0 malom prigusenju, pa je 

!p+4(p+8tp=0, p2 =m2 _52 =8-4, P, 2 =±2; 

tp=e'" [A cos pi + B sin pi], 

tp=e'''[A cos2t+ B sill 21 1 

b) Kriticna vrijednost koeficijenta otpome sile za 0::::: OJ, iznosi: 

bk, =36m 

Primjer hr. 3 

l!-"-_ 5g 
8 m 21 

2 

(c) 

(d) 

m' = 8, (e) 

(I) 

(g) 

Mehanicki sistem prikazan na slici"4.J,a sastoji se od mase m ) opruga krutosti C1 =C2 =c/2, 

prigusivaca karakteristike b , te platfonne A zanernarljive rnase. Ako se platfonna krece po 

zakonu y = y(t), Ciji je dijagrarn dat na slici 4.S.b, odrediti zakon kretanja rnase m . 
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c, 

yet) 

o 2 J 

Sf. 4.5.a. Oscilovanje s priguselljem Sf. 4.5.h. ZakOfl kretanjaplal/orme 

Rje1ienjc: 

ZakoD kretanja piatfonne A se maze razviti u Furijeov red 

y(t) = f( A" cos nO. t + B" sin nO. t), (a) 
"",0 

odnosno II raz.vijenom obliku 

y(t) = A" + A, cos 0.t + A, cos 20.t + ... + B, sin 0. t + B, sin 20. t + ... (b) 

gdje su koeficijenti reda (b) odredeni izrazima: 

] l' 

A" =- jy(t)dt, 
T" 

2" 
A" = - jy(t) cos n0.t dt, 

T" 

21' 
B" =- jy(t) sin nnt dt, (e) 

T" 

pri cemuje 

2n: 
T = n -period funkcije y ;::; y{t). 

U ovom slucaju je y{t);::; t, aT;::; 1 , pa se dobija 

1 1 ' 
A" = jtdt =-2' A" = 2jt cos n0.t dt = 0, , , 

, 1 
B" =2jtsinn0.t dt=--. 

, nn: 
(d) 

Sada se Furijeov red (a) moze napisati U obliku 
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1 1 - 1 . 
y(t)=--- I-sm nnt. 

2 Jr 11=1 n 

Diferencijalna jednaCina kretanja sistema postavice se kori§tenjem jednaCine 

gdje su: 

E 
1 ., 

k =-mx , 
2 

E 1 ,1 ( )' <I> 1 b ( . . )' p=-c j x+-c2 x-y, :::;- x-yo 
2 2 2 

Nakon uvr~tavanja (g) u (f), dobija se diferencijalna jednacina U obliku 

odnosno 
mx+b(x-y )+c, x+c, (x- y )=0, 

mi+bx + ex = bj;+ ':'y. . 2 

Koristenjem (e) ovajednacina prelazi U oblik 

mi+ bx+ ex =-b I-cos n0.t +- --- I-sin n0.t , -0. e[1 ]-1 ] 
n=lJ[ 22 1[n",ln 

0000800 

.. b' C ""[ b0. ,.., c . ,..,] mx+ x+cx=--L. -cosn~l.t+--srnm.t!.t . 
4 ""' n: 2n n: 

Koristenjem izraza 

Asinn0.t+Bcasn0.t=.JA' +B' sin (n0.t+a), 
gdje su 

A=_C_ 
2nn:' 

jednacina (k) se moze pisati u obliku 

C c ~ 1 
mi + bi + cx=---I-

4 2n: "o,n 

B 2nb0. 
tga=-=--. 

A c 

,----;---7' 

1+(2n:0.) sin(n0.t+a). 

(e) 

(f) 

(g) 

(h) 

0) 

(j) 

(k) 

(m) 

(n) 
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Dijeljenjem ave jednacine sa m i llvodenjem oznaka: 

2o=~, 
m 

dobija se 

, C 
OJ =-

m 

o 
,1=-, 

OJ 

o 
If=

OJ 

, , I 
x+ 2ox+ OJ2 X =~-~ f -~I +(4n If ,1)2 sin (nOt + a) 

4 2n: ""' n 

(0) 

(p) 

Ovo je diferencijalna jednacina prinudnih prigusenih oscilacija mehanickog sistema koji una 
jedan stepeo slobode kretanja. Njeno opste rjesenje se dobija kao zbir opsteg rjeSenja 
homogenog dije1ajednacine ijednog partikularnog integrala, tj. 

X=XI/+Xp . (r) 

Rjesenje homogenog dijela jednacine (p) je 

(s) 

Partikularni integral potTaiit ce se u oblikll 

Xp == ali + fan sin (nnt - fJ) . (I) 
"",I 

Nakon smjenjivanja (t) i potrebnih izvoda lljednacinu (p) i i~ednacavanja koeficijenata llZ iste 
funkcije dobija se 

I I 1 
a =- a =-

o 4' 11 2Jr 11 

1 + (4n If ,1)2 fJ _ ( 2n If ,1)_ 
( 

\2 ' ' - arc tg '2 a. (u) 
I-n' A', +(2nIfA)' I-n A 

Uvrstavanjem (u) u (t), partikuJarni integral se moze napisati u obliku 

(v) 

Zakon kretanja se dobija sumiranjem izrdza (s) i (v). Kako se vidi -iz (s), ovaj dio kretanja ce se 
nakon izvjesnog vremenskog intervala prigu5iti. Ostat ce sarno pririudne oscilacije koje, kao 5to 
se vidi iz (v), nece biti prigusene i imace frekvenciju koja je jednaka nekoj od frekvencija 
pobude definisane izrazom (e). Ove prinudne oscilacije nalaze se II fazi iza pobude, pri cemuje 
fazni ugao f3 definisan izrazima (u) i (m), 
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Primjer hr. 4. 

Sistem prikazan oa slici 4.6 sastoji se ad stapa AB zanemarljive rnase, tega C mase m , 
opruge krutosti c i prigusivaca karakteristike b . Za male oscilacije sistema u vertikalooj ravoi, 

zanemariv.si masu opruge i treoje u zglobu 0, odrediti diferencijalnu jednaCinll kretanja 

sistema i karakteristiku prigusivaca b da bi sistem vrsio periodiCno kretanje. 

a) b) 

RjeScnjc: 

Sistem irna jedan stepen slobode 
kretanja i za generalisanu koordinatu 
usvojit ce se ugao rp obrtanja Mapa 

AB ,odnosno q = rp . 

Lagranzova jednacina za slucaj maiog 
oscilovanja sistema sa jednim stepenom 
slobode kretanja i sa prigusenjem u 
sistemu glasi 

SI. 4.6. Klatno :o.-a prigusenjem 

Kineticka energija sistemaje 

Potencijalna energija sistema je 

E _l L2.2 
k --m rp. 

2 

E =~CL2, rp2 +mgL(I-eosrp). 
p 2 

2 

Za male oscilacije vrsi se aproksimacija cosrp=l-~, paje 
2 

I (2 \.2 Ep=i eL, +mgLJ'P . 

(b) 

(c) 

Generalisana sila od sHe prigusenja Fw koja odgovara ugaonoj generalisanoj koordinati 

q = rp je Q"W = _ F)j.L2 ' SL 4.6.b. Ova generalisana sila se moze odrediti i kao izvod funkcije 

rasipanja po generalisanoj brzini ip 
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(d) 

Sila prigusenja Fw je proporcionalna prvom stepenu brzine, a brzina tacke D za koju je vezan 

prigusivac je V D =:. L2 ip, odnosno Fw =b L2 ip. lednakost (d) sc na osnovu ovoga maze 

napisati U obliku· 

(e) 

Iz izraza (e)jc ocigledno da funkcija rasipanja ima oblik 

(I) 

NakoD traicnja odgovarajucih izvoda izraza (b), (c) j (f) i njihovim uvrstavanjem u (a), dobice 
se diferencijalna jednaCina kretanja sistema 

Jednacina (g) se maze napisati U obliku 

¢+ 20rjJ+ m'ip = 0, 
gdje je 

0= b L~ 
2m L2' 

m2 cL;+mgL 
m L2 

(g) 

(h) 

(i) 

Rje~enje diferencijalne jednacine (h) je detaUno prouceno u poglavlju 4.3. Da bi sistem vrsio 

periodicno kretanje mora biti <5 < (j), odnosno 

b L' C 12 +mg L 
__ 2_ < _1 __ "'1-,-~~_ 
2mL2 mL2 

odakle jdrazena karakteristika prigu~ivaca 
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5.1. Sl~bodne neprigusene oscilacije 

5.1.1. Diferencijalne jednacine kretanja 

Posmatrace se sistem materijalnih tacaka MI"" ,Mn, koji ima dva stepena slobode kretanja i 

TIa koji djeluju konzervativne elasticne sHe F:I' Neka sistem vrsi male oscilacije aka poloz.aja 

stabilne ravnoteze AI" . ,An' 

Polozaj sistema ce se odredivati generalisanim koordinatama q] i q2 koje se mjere od 

polozaja stabilne ravnoteze i neka su njihove brzine iiI i q2 tokom kretanja male. 

Kineticka i potencijalna energija ovog sistema sa dva stepena sJabode (s = 2), date u 
pribJimom obliku, glase: 

(5.L) 

gdje su koeficijenti inercije aij i koeficijenti elasticnosti eii konstantne velicine. 

Posta je pri brzinarna razlicitim od nule kineticka energija sistema pozitivna defmitna 
kvadratna fanna (5.1), to svojstvo se prema kriterijumu Silvestera moze dcfmisati 
nejednaCinama: 

(5.2) 



TEORIJA OSCILACIJA 

U polozaju stabilne ravnoteze i potencijalna energija Ep je takoder pozitivno definitna i 
zadovoljava Silvesterov kriterijum 

(5.3) 

lz gomjih nejednacina proizilazi da mora biti 

all> 0, e22 > 0 . (5.4) 

Diferencijalne jednacine kretanja postavice se koristenjem Lagranzovih jednacina druge vrste: 

(5.5) 

Po~to su aij = const. i cij = const., prerna (5.1) dobi6e se 

(5.6) 

pajednacina kretanja za generalisanu koordinatu qj dobija oblik 

Po~to su G I2 =a21 =C12 =c2J ' slicna jednaCina se dobija i za koordinatu q2' tako da konacni 

sistem diferencijalnih jednacina glasi: 

all ii, +a12 ii, +CII q, +c" q, =0, 

a21 iii +a22 q2 +C21 qj +C22 Q2:::: 0 . 
(5.7.a) 

Ova su, dakle, diferencijalne jednacine slobodnih neprigu~enih osciJacija materijainog sistema 
sa dva stepena slabode kretanja. Po svome karakteru, ove diferencijalne jednaCine su 
homogene diferencijalne jednacine drugog reda sa konstantnim koe,ficijentima. 
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Diferencijalne jednacine kretanja (5.7.a) mogu se prikazati u matricnom obliku 

(5.7.b) 

Ovakav naein matematickog defmisanja stanja u teoriji oscilacija vrlo cesto se koristi kad 
materijalnih sistema koji imaju vi~e stepeni slobode. 

U opstern slucaju, diferencijalne jednacine (S.7.a) su povezane (spregnute) po koordinatama 

ql i q2 i po ubrzanjima ijj i Q2' 

Clanovi koji se u izrazima za kineticku energiju sistema mnO:le sa kvadratom generalisanih 
brzina, kao i clanovi koji se u izrazima za potencijalnu energiju mnoze sa kvadratima 
generalisanih koordinata (5.1), a to su konkretno 

(5.8) 

nazivaju se kvadratnim clanovirna. 

Clanovi koji se u izrazu za kineticku i potencijalnu energiju mnoze sa proizvodom 
generalisanih brzina, odnosno generalisanih koordinata 

(5.9) 

zovu se mjdoviti clanovi. 

Na osnovu navedenog moze se u06ti da povezivanje diferencijalnih jednacina (5.7.a) po 

ubrzanjima zavisi od mjesovitog clana al2 ill if2 u izrazu za kineticku energiju, dok sprega po 

koordinatama potjece od mjesovitog ciana Cn ql q2 U izrazu za potencijalnu energiju sistema. 

Ukoliko su jednaCine (5.7.a) spregnute sarno po koardinatama, onda je a12 =a21 =0. Slicno 

tome, aka su jednaeine spregnute sarno po ubrzanjima, tada je e l2 =C21 =0. U posebnom 

slucaju, kada su a12 =a21 =0 i Cl2 =C21 =O, jednacine (5.7.a) nisu spregnute oi po 

koordinatama niti po ubrzanjima, vee su razdvojene, a to zoaei da izrazi za Ek i E p ne sadrze 

mjesovite clanove. 
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5.1.2. Opsti integrali diferencijalnih jednacina kretanja 

Jedan od uobicajenih nacina rjesavanja linearnih diferencijalnih jednaCina sa konstantnim 
koeficijentima jeste svodenje sistema od dvije diferencijalne jednacine drugog reda na jednu 
jednacmu cetvrtog reda u cilju provodenja integracije. 

OVdje ce se, medutim, rjesenje potraziti na drugi nacin i to koristeci svojstvo lineamih 
diferencijalnih jednacina sa konstantnim koeficijentima da je zbir njihovih partikularnih 
integrala jednak opstcm integraiu. 

U tom smislu opste rjesenje se maze iskazati na sljedeci nacin: 

q, =q ~I)+q ~'), 

g, =q ~)+q ~'J 

Prvi partikularni integrali pretpostavit ce se u obliku 

a drugi partikuJami integrali U obliku 

q(2)=A I2 )cos(OJ I-a) 
1 I 2 2' 

g l2L A(2)cos(OJ I-a) 
2 - 2 2 2' 

(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 

Cjelokupni postupak u prvom j drugom slucaju je istovjetan, s tim sto su proizvoljne konstante 
oznacene drugim indeksima. Stoga ce se partikulami integrali potraziti sarno jedanput 
izostavljajuCi indekse i to u obiicima: 

g, =Acos(OJt-a) , 

g2=Bcos(0JI-a) , 
(5.13) 

gdje su A, B, OJ i a nepoznate konstante, uvedcne nakon objedinjavanja postupka 
odredivanja po dva partikularna integraia. 

Diferenciranjem izraza za ql i qz dva puta po vrernenu, dobija se 

ii, =_OJ2 A Cos(OJI-a) , ii2 =-OJ' B cos(OJt-a). (5.14) 
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Zamjenorn izraza (5.13) i (5.14) u jednaCine (5.7.a), dobija se 

-allal ACOS(OJI-a)-a12BOJ' cos(OJI-a)+ 

+cII Acos(OJt-a)+c12 Bcos(OJI-a)=O. 

-a2lOJ' Acos(OJI-a )-a22B OJ2 COS(OJI-a)+ 

+c2l AcoS(OJI-a)+c22 Bcos(OJI-a)=O. 

(5.15) 

Da bi jednacine (5.15) bile zadovoljene za svako t, izracunat ce se koeficijenti uz 

cos (OJt - a) i izjednaciti sa nul am, pa se dobija sistem jednacina 

A(C11 -all a/)+ B(CJ2 -aiZ oi )=0, 
A( cll -a21 oi)+ B(cZ2 -a22 0/ )=0. 

(5.16) 

lednacine (5.16) ocito imaju trivijaino rjesenje ukoliko je A = B = o. Sa aspekta teorije 
oscilacija avo rjesenje se ne razmatra, jer u tom slucaju sistem ne bi vrsio ascilatamo kretanje, 
vec bi mirovao. 

Sistem homogenih algebarskih jednaCina (5.16) ce imati i druga rjesenja osim trivijalnih, ako je 
njegova detenninantajednaka nuli, to jest ako je 

(5.17) 

Ako se detenninanta (5.17) razvije, dabice se 

(5.18) 

lednacina (5.17) iIi (5.18) naziva se frekventnom jednacinom. Ovo je bikvadratna jednacina i 

ima dva karijena OJl
2 i wi . 

Sada trcba dokazati da su aba korijena ave jednacinc realni i pozitivni. Dokaz se izvodi tako 

sto se izracunavaju vrijednosti polinama (5.'-18), tj. funkcije ~(al), za razliCite vrijednosti 

argumenta W
2

, a zatim se spoje tacke krive ~(al)::::: 0, S1. 5.1. 
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LI. (0) \ 
\ 

\ 

o 

ca2
1 =Oi2 . LI.(=) 

\ .... ,.:,.:/b a 
I 

I e 
'. 

I ... :' .... .... I 
'. .' I 

\ I oi 
\ I 

c~ all / , 
,en/an / , ... ,.. -- -ai2 

Sf. 5.1. Moguca rjeKe1ljafrekvefltnejedllaL~ine 

Polinom ~(ai) je parabola, ana osnovu grafickog prikaza moze se suditi 0 karakteru korijena 

frekventne jednacine. Odredit ce se vrUednosti ~ (ai) za sljedece karakteristicne vrijednosti 

0/: 

m2 =0, 5.L Cll ±oo, 
all an 

(5.19) 

c c 
pri cemu ce _11_ i -R, S obzirom na Silvesterov kriterijum (5.2), (5.3) i (5.4), biti pozitivni 

all a22 

brojevi, 

U cilju rjesavanja postavljenog zadatka, pretpostavice se da je 

Cll cp --<--
all a 22 

Na taj naCin dobija se: 
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2. LI.( ~ J = + -~a J < 0 12 12 - , 
all all 

(5.20) 

3. LI.( e" J = -(c12 - e" Cl12 J $0, 
a22 an 

4. Ll.H =~ . 

Spajanjem svih ovih tacaka krive L\(ai) 0, dobice se, kako je vee receno, parabola, SI. 5.1. 

Na osnovu ovih vrijednosti funkcije 11(oi), moze se uociti da izmedu vrijednosti nezavisne 

prornjenljive ai = 0 i oi = 00, grafik funkcije presijeca apscisu U dvije tacke, SI.5.1, koje 
predstavljaju rjesenja, odnosno korijene frekventne jednaCine (5.18). 

U poseboom slucaju, korijeni karakteristicne jednacine mogu bili jednaki. Ovaj uslov je 
ispunjen u slucaju kada je 

(5.21) 

, 
tj. kad apscisna osa or bude tangenta parabole, SL 5.1. 

U siucaju da je ispunjen sljedeCi uslov 

(5.22) 

jedan korijen frekventne jednacine ce biti jednak nuli. 

Dakle, prema gore navedenom, frekventna jednaCiI}a (5.18) ima korijene m~ i Q}i ' koj i mogu 

biti: 

a) razliciti Q})2:;tmi, (kriva - a), 

b) jednaki Q}
J
2=wi) (kriva - b), 

c) jedan korUenjednak nuii, a drugi razlicit od nllie tj. 
'0 2 0 .. 2 0'0 . a{", ,ax; = 111 Uj = , ax; '" , (knva-e). 

Poslije odredivanja kvadrata frekvencija Q}
J
2 i m~, odnosno nalazenja vrijednosti aJ] i Q}2' 

pri cemu se uzimaju sarno pozitivne vrijednosti za 0)1 i 0)2' odredit 6e se za svaki korijen 

vrijednosti A, B i a, koje odreduju rje.senja (5. 13). 
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Aka se II sistemu algebarskih jednacina (5.16) vrijednost oi zamijeni sa bila kojirn od 

korjenova ((Jj2 iii mi, dobijaju se saglasne jednaCine, tj. jedna jednacina tvrdi ista sto i druga. 

To znaci da je jedna od jednaCina prekobrojna i da je dovoljno posmatrati sarno jednu od njih. 
U principu, kad rjesavanja zadataka se llzima jednostavnija jednacina. 

Posmatrat ce se, naprimjer, drugajednacina sistema (5.16) koja glasi 

(5.24) 

Izjednacine (5.24) moze se naei odnos amplitudaB/ A, koji prema (5.13) i (5.16), ima oblik 

(5.25) 

Kod buducih razmatranja, sa all ce se oznaciti korijen koji je manji po brojnoj vrijednosti, tj. 

neka je aJl < OJ2 

Prethodnim razmatranjem pokazano je da su korijeni frekventne jednacine pozitivni, te da 
partikularni integrali imaju oblik (5.12). U suprotnom, ukoliko bi korijeni bili imaginarni ili 
kompleksni, onda se partikuJarni integrali (5.12) ne bi mogli predstaviti trigonometrijskim 
funkcijama vec hiperboliCnim. Posto hiperbolicne funkcije pri pove6anju argumenta 
neograniceno rastu, to bi maciJo da sistem ne bi uopste vrsio oscilatorno kretanje. 

Frekvencije OJ1 i {V2 nazivaju se frekvencijama slobodnih neprigusenih oscilacija sistema, a 

oscilacije koje odgovaraju ovim frekvencijama nazivaju se glavnim oscilacijama. Niza 
frekvencija se naziva osnovnom frekvencijom, a prva glavna oscilacija koja ima tu frekvenciju 
naziva se osnovnom oscilacijom, jer oscilacije sa najnizom frekvencijom imaju najveCi uticaj 
na rezultujuce kretanje. 

Sada ce se ponovo razmotriti izraz (5.25). Kruinoj frekvenciji lUI odgovara vrijednost rh, a 

kruZnoj frekvenciji OJ2 vrijednost 7h . 

VeliCine 771 i 772 predstavljaju odnos amplituda oscilacija pri svakoj od glavnih oscilacija 

sistema. One u isto vrijeme predstavljaju odnos glavnih koordinata pri svakoj od glavnih 
oscilacija sistema. Ove velicine definiSu oblik glavnih oscilacija sistema, pa se nazivaju 
koeficijentima glavnih oblika oscilovanja sistema. 

Poslije odredivanja vrijednosti 77J j 772 prema (5.25), mogu se nati vrijednosti: 
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(5.26) 

pa ce opste rjesenje postati 

q] =:Ajcos(OJjt-aj ) + A2cos(m2 f-lX2 ), 

q2 = A1lJ,cos(av-al) + A2lJ2COS({j)21-a,). 
(5.27) 

U jednaCini (5.27), vrijednosti OJl , OJ2 , Tit i Th Sll poznate veliCine, dok su Aj , A2 , 01 i 02 

proizvoljne konstante koje se odreduju iz pocetnih uslova. 

Kako je vee predoceno izrazom (5.10), kretanje sistema sa dva stepena slobode oka polozaja 
stabilne ravnoteze, a sudeei prema obliku opsteg rjesenja, sast~ji se od dvije nezavisne 
oscilacije: 

q _q(l)+q(2) q =q(I)+q(2) 
1- I I' 2 2 2' 

Prva oscilacija se vrsi sa frekvencijom (()I' a druga sa frekvencijom (()2' 

Ukoliko sistem vrsi sarno prvu oscilaciju, dobija se 

dok u slucaju kada vrsi sarno drugu oscilaciju, rjesenje je 

Ove oscilacije se zovu gJavne oscilacije sistema. 

Iz datih rjesenja je uocljivo da, ukoliko sistem vrsi jednu od glavnih oscilacija, obje koordinate 
se mijenjaju po harmonijskim zakonima sa istom kminom frekvencijom i istim fazama 
oscilovanja. 

Promjene koordinata su kod ovog kretanja sinhronizovane, sto znaci da istovremeno dostizu 
maksimume i minimume. 

Krume frekvencije {VI i OJ2 , kao i koeficijenti 11J 772 ' osnovne su karakteristike malih 

oscilacija sistema sa dva stepena slobode kretanja. 

1z prethodno izlozenog se vidi da su oscilacije qfI} j qF) ,Ciji zbir predstavlja koordinatu q], i 

oscilacije q;l) i q;2), ciji zbir predstavlja koordinatu Q2' proste hmmonijske oscilacije. 
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Rezultujuca kretanja ovih oscilacija, koja su opisana koordinatama qj i Q2' predstavljaju 

slozeua kretanja i nastala su zbrajanjem glavnih osciiacija. 

Kako su kod ovih kretanja frekvencije razlicite, U opstem smislu kretanja nece biti periodicna, 
ali ce biti oscilatorna. 

PeriodiCno kretanje ce biti sarno ukoliko su krume frekvencije (0] i OJ2 medusobno djeljive. 

Odredivanjem integracionih konstanti AI ' A2 ' (Xl i 0:2 iz pocetnih uslova 

dobijaju se posebna rjesenja. 

t=O[ q,(O)=qlO' 4,(0)=4." 
q,(O)=Q20' q,(O)=q,o 

Kako je vee izvedeno, jednacine (5.27) glase 

q, =A,cos(llJ,t-a,) + A,coS(llJ,l-a,), 

q2 = AjlltCOS(lVlt-al) + A21hCOS(lV21-a2). 

(5.28) 

(5.29) 

Izrazi (5.29) su opsti integrali diferencijalnih jednaCina (5.7.a) i sadrze c.etiri integracione 

konstante AI ' A2 ' a l i 02 . 

Ako se opsti integrali diferencijalnihjednacina (5.29) diferenciraju po vremenu, dobiee se: 

if, = -A,llJ,sin(llJ,t-a,) - A,(O,sin(llJ,l-a,), 

g, = -A,llJ,1],sin(llJ,l-a,) - A,llJ21]2sin(llJ2t-a,). 
(5.30) 

Koristenjem pocetnih uslova kretanja (5.28), iz (5.27) dobice se 

qlo =Alcosaj + A2cosa2 , 

q20 = At r!tcosal + A2rhcosal' 
(5.31) 

a izjednacina (5.30) slijedi 

410 =AI WI sinal + Al w2sina2, 

410 =A1 OJ/II sinal + A2lV27J2 sinal' 
(5.31) 

Rjesavanjern prve dvije jednaCine (5.31), dobija se 
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A, 

gdje su: 

'h qlo -Q20 

(1], -1], )cosa, 

k, 

A, 
Q20 -771 qiO 

(1]2 -1], )cosa2 

Q20 - QlOlJl 

1], -1], 

Uvrste Ii se Al i A2 u druge dvije jednacine (5.31), dobija se 

li,o =k,llJ,lga, +k,llJ2 tga" 

li20 =k,1],llJ, tga, +k,llJ,1], tga2 . 

Rjesenje ovihjednaCina po Igal i tga2 glasi: 

tga, 

tga, 

Kako je 

to su: 

iJlf/h -tho 

k,llJJ 7)2 -1], ) 

1]107J2 -Q20 

llJJq,o 1],-q20)' 

(120 -410 171 420 -Qlo1Jj 

k2llJ2(1],-1],) llJ,(q2(1-Q'01]J 

1 r;-:--
--="I+tg'a, 
cosa 

U posebnom siucaju kada su pacetne brzine jednake nuli (q1.l) =0, iho =0), integracione 

konstante su: 

tgal = tgal = 0, odnasno (Xl = a1 = 0, 
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A,=k, 

a partikulami integrali su: 

q, = Acosm/, q, = Bcosm/ . 

5.1.3. Primjeri 

5.1.3.1. Dvojno matematicko k1atno 

Na slid 5.2 prikazano je dvojno matematicko klatno. U tacki 0 zakacen je neistegljiv konac 

duzine II fla cijem je kraju objesena masa m] , a 0 nju preko konca duzine 12 materijalna tacka 

m2 . Sistem se nalazi u vertikalnoj ravni. Ukoliko se izvcdc iz ravnoteze i prepusti djelovanju 

sile teze, sistcrn ce oscilovati u vertikalnoj ravoi, pri cernu ce kanei II i 12 zaklapati sa 

vertikalom uglove rpl i f/J2' Neka su vrijednosti masa In] ::;:: m2 == In i duzioa 11 == 12 ::;:: 1 . 
Potrebno je odrediti op~ta rje~enja malih oscilacija ovog dvojnog matematickog klatoa. 

0 f 

Y 
0 

ii, 

q>, 
I, 

0, , , 
.-' --

x 

Sf. 5.2. Dvojno matematN!ko kialno 
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Rjesenje: 

Vertikalni donji polozaj klatna usvojit ce se za nulti polotaj potencijaine energije. 

Kineticka energija sistema iznosi: 

Ek = EkJ + Ek2 ' 

Koordinate tacke M] mogu se izraziti na sljedeci nacin: 

odnosno tacke M 2 

X, =1, cosrp" 
y, =1, sin'P, ' 

X, =1, COS'P, +12cos'P2' y, =1, sin'P, +I,sin'P,. 

(a) 

(b) 

Ovaj sistem ima, dakle, dva stepena slobode kretanja, odnosno usvojene su dvije generalisane 

koordinate f/JI i fJJ2 za defmisanje kretanja. 

Brzine materijalnih tacaka MI i M 2 odredice se diferenciranjem njihovih Dekartovih 

koordinata (b): 

x, = -I, (p, sin 'P, ' y, =1, (p, cos'P" 
(c) 

y, = I, (p, cos 'P, + I, (p, cos 'P" x, = -I, (p, sin 'P, -I, (P2 sin 'P" 

pa ce brzine i\ i v 2 iznositi: 

2 ·2 ·2 I" 2 
VI == XI + YI ::;:: I rpl ' 

vi = xi + y; = I,' (P,' + I; (pi + 2 I, 12 (p, (P2 cos ('P2 - 'P,). 

Ove brzine se mogu odrediti i oa drugi nacin. Brzina mase ml ima vrijednost 

v,=I,(p" 
a brzina V2 druge mase se moze vektorski izraziti u vidu 

- - -I 
V2 ::;:: VI + v2 ' 

pri cemu je intenzitet brzine v~ jednak 

(d) 
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Posmatrajuci trougao brzina, il1tenzitet V2 je pO cosinusnoj teoremi jednak vrijcdnosti 

(e) 

Zamjenorn brzina tacaka u izrazu (a), dobice se kineticka energija U obliku 

(I) 

Potencijalna energija, koja predstavlja rad sile teze izvrsen od posmatranog polozaja klatna do 

nultog polozaja, pri remu su: 01 =/1 (l-cosrp\) i O2 =/2 (I-coup}), iznosi 

Ep = m, gl, (l-cos'P, )+m,glI, (l-cos'P, )+1, (I-COS'P2)] = 

= I, g(II1, +m, )(I-cos'P, )+m,gl, (l-cos'P,). 
(g) 

Medu koeficijentima incrcije, sarno jedan i to G12=mi/2cos(({J2-rpJ zavisi od 

generalisanih koordinata. Na osnovlI teorijske analize, oV<l:i koeficijent se maze zamijeniti 

njegovom vrijednoscll u polozaju ravnoteze ttl =q;2 =0, odnosno: 

pa ce kineticka encrgija iznositi: 

(h) 

Potencijalna energija se maze razloziti u red po stepenima koordinata ({Jj i rp2' pa zadrzavajuCi 
se na malim clanovima do drugog recta, dobija se: 

, 
COS'" ~I_ 'Pi 

't'2 2 ' 
(i) 

Primjenom Lagranzovih jednaCina druge vrste za koordinate rpl i CP2 i nakon sredivanja 

diferencijalne jednacine kretanja klatna, dobiCe se: 
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(m j +m2 )lj fA +m212 iA +(m l +m2 )gtpj =0, 

I, fA +12 ¢2 + g'P2 =0. 

Opsta fjcsenja diferencijalnih jednacina U) trazice se U oblicima: 

'P, =Asin(l1JI + <x,), 'P2 =Bsin(l1JI+<X2) , 

sto kada se diferencira dva puta daje 

¢, =-Am2 sin(t1X+<X,), ¢, =_Bm2 sin(OX+<x,). 

Zamjcnom vrijednosti 'PI' CfJ2 i !PI' ip2 u diferencijalne jednacine 0), dobiee se: 

- A {))21, (m, +m,)-B{))'m,I,+ A(m, +m,)g=O, 

- AI, ())' - B12{))' + Bg=O. 

Sredivanjern ovm jednacina, dobija se: 

A(m, +m,)(g_I,{))2)_ B{))2/11,I, =0, 

- AI, ())2 + B(g-I,{))' )=0. 

(j) 

(k) 

(I) 

(m) 

(0) 

Posta konstante Ai B nisu istovremeno jednake nuli, to detcrminanta sistema ovih jednacina 
mora biti jednaka Duii, to jest 

I
(tn, +m, )(g-I, ())') 

-I {))2 , 
-o/m2121=0 
g-I

2 
())' ' 

a njenim razvijanjem se dobija frekventna jednacina 

m,l,I,{))4 -{In, +m, )(1, +1, )g{))2 +(m, +m2 )g' =0 . 

Kako su II =/2 =1 i lnj =m2 =m, frekventnajednacina postaje , 
{))4 -4Km' +2L =0 

I I" 
a njeni su korijeni: 

(0) 

(p) 
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Iz druge jednacine (n) dobice se oOOos amplituda: 

dok se zamjenom kruznih frckvencija (p) dobijaju koeficijenti oblika za prvu i drugu 
frekvenciju: 

1) =i!J..= 2-Ji =Ji 1) E, 
, A, Ji-l "A, 

paje 

-2-Ji 
Ji+l 

Ji, 

Na osnoYU ovoga opsta rjesenja diferencijalnih jednacina gJase: 

'PI = A, sin({)),t+a,) + A,sin({)),t+a,) , 

'P, = JiA,sin({)),t+a,) - JiA,sin({)),f+a,). 

Integracione konstante AI i Az se mogu odrediti na osnovu pocetnih uslova, Sl. 5.3: 

o 

MIO 

Sf. 5.3. Poce/ni polozaj 
malemaJickog klatlla 
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'P,(O)=O,'P,(O)='Po ' 9,(0)=9,(0)=0. 

o 

a) b) 

Sf. 5.4. Glavni oblici oscilovanja 

(r) 

5, MALE QSCILAClJE MATERlJALNOG SISTEl\1A SA DV A STEPENA SLOBODE KRET ANJA 

Diferenciranjem jednacine (r) po vremenu, dobija se: 

'i'J =A,{)),cos({)),t+a,) + A,{)),cOs({)),I+a2 ), 

9, = JiA,{)),cos(m,t+a,) - JiA,{)),cOs({)),f+a,). 
(s) 

Zamjenom pocetnih uslova u jednacine (r) i (5), dobice se sistem jednacina po nepoznatim 

velicinama Aj ,A2 , ~ i 0:2 : 

O=A j sina]+A2 sina2 ! 

'Po =Ji A, sina, -JiA, sina, ' 
O=Aj £VI cosal + A2 OJ2 COSO:2 J 

O=Ji A, ()), cosa, -Ji A, ()), cos a,. 

Iz posljednje dvije jednaCine nalaze se rjesenja: 
1r 

casal =cosa2 =0, odnosno ~ =-=0:2, 
2 

pa prve dvije jednacine glase 

A,+A,=O, 

Ji 
A,-A'=T'Po' 

odakle slijedi minos 

Na osnovu ovoga rjesenja diferencijalnih jednacina su: 

Ji 1 ( ) 'PI =-'Po(cosm,I-COS{)),!), 'P, =-'Po COS{)),t+COS{)),t . 
4 2 

Na osnovu dobijcnih rjesenja (r) il. 19U se dobiti prve glavne oscilacije 

kao i druge glavne oscilacije 

(t) 

(ll) 

(z) 

101 



TEORlJA OSCILACIJA 

Oblici gJavnih oscilacija prikazani su na slid 5.4. 

U prvam obliku oseilavanja prvi stap je atklanjen za ugao cpP), a drugi stap za ugao 

rp;J) =..fi cpj(l) u istam smjeru, Sl. 5.4.a. Kad druge glavne aseilacije prvi stap se otkloni za 

ugao tpJ(2), a drugi Stap ce biti otklanjen u suprotnam smjeru za ugao cp~2} =-Ji tpt2) , 
SI.5.4.b. 

'5.1.3.2. Lancani i torzioni sistemi sa dva stepena slobode 

Izmedu lancanih i torzionih sistema postoji potpWla analogija, pa se ovi problemi mogu 
zajedno proucavati. 

Lancani sistem sa dva stepena slobode podrazumijeva sistem koji se sastaji od dva materijalna 
tijela (tacke) pavezana oprugama medusobno i eventualno zajednu iii dvije nepomiCne tacke, a 
njihova klizanje po povrsini vrsi se bez trenja. Pri tome pastoje tri razlicite mogucnosti 
povezivanja tijela, kao 5to je prikazano na slici 5.5. 

a) d) 

b) 
e) i! I J, (' I c 

8, e, 

0) 

Sl. 5.5. Lallcani i torziOlti sistemi sa dv .. :;-j.;.pena slobode 

Sistemi prikazani n,; slikama 5.5.a, 5.5.b i SSe nazivaju se redom: slobodni lanac,jednostrano 
vezani lanae i obostrano vezani lanae. 
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Aka mase koje se nalaze u laneu i pripadajuce apruge imaju istu vrijednost, tj. ako su maSe 

1111 =m2 =m i krutosti c1 =c2 =c, lanae se naziva homogenim, dok je u suprotnom 

nehomogen. 

lzmedu lancanih i torzionih sistema postoji analogija, taka da one 5to su mase 111 kod lancanih 

sistema, to su momenti inereije J diskova kod torzionih sistema, odnosno anD 5to su krutosti 
opruge C kad lancanih sistema, to su kad tarzionih krutosti uvijanja vratila c. 

Generaiisanim kaardinatama X kod lancanih sistema adgavaraju kad torzionih sistema 

generalisane koordinate e koje predstavljaju uvijanje. Pri ovim razmatranjima mase opruga i 
vratila se zanemaruju. 

Kineticke energije sva tri lancana sistema, SI.5.5.a,b,e, odredene su istim izrazom oblika 

(a) 

dok kod torzionih sistema, SI.5.5.d,e,f, izraz za kineticku energiju glasi 

1('2 '2) E, =2 J,B, +J, B2 . (b) 

Medutim, potencijalne energije su razlicite u ova tri slucaja. 

U slucaju slobodnog lanca, potencijalna energija kod lancanih sistema iznosi 

(c) 

a kad torzionih sistema 

(d) 

Diferencijalne jednacine kretanja za lancani slobodni lanae dobiCe se primjenom Lagranzovih 
jednacina II vrste: 

m,.;" ·~.f;(x,-Xl)=O, 
m2),;2 +C(X2 -X

J
) =0, 

Za slobadni torzioni lanae ave jednaCine glase: 

(e) 
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J/j,-c(B, -B,) =0, 

J, 8, +c(B, -B,) =0. 

Aka se zbroje diferencijalne jecinacine (e), dobi6e se: 

a nakon integracije 

(f) 

(g) 

Jednacina (g) govori 0 tome da je karl lancanih slobodnih lanaea koliCina kretanja sistema 
konstantna, sto znaci da ce se, zavisno od pocetnih us!ova, centar inercije sistema kretati 
jednoliko i pravolinijski iii cc sistem mirovati. 

Ponavljanjem istog postupka kad torzionih slobodnih lanaca, dakle sabiranjem diferencijainih 
jednacina (f), dobice se sljedeca jednacina: 

lntegracijom gomje jednacine dohija se 

(h) 

sto znaci da je karl torzionih slobodnih lanaea kineticki moment za obrtnu osu konstantan. 

Ovo svojstvo ce u aba slucaja imati za posljedicu to da ce jedan od korjenova frekventne 
jednacine bitijednak nuli, tj. bit ce zadovoljen uslov 

Drugi korijen frekventne jednacine kod lancanih slobodnih lanaea bice jednak 

, c(m,+m,) 
11) , 

m1m2 

dok ce kad torzionih slobodnih lanaca iznositi 

11)' 

Za sistemjednostrano vezanog lanea, SI.5.5.b, kineticka i potencijalna energija iznose: 
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1 21( )' E =-c,x] +-c2 X2 -Xl ' 
P 2 2 

pa su diferencijalne jednacine kretanja 

mIXj+clXj-C2(X2-X\) =0, 

m2x2 +c2 (X2 -Xl) =0. 
(i) 

Na analogan nacin se mogu postaviti difereneijalne jednaCine kretanja za jednostrano vezani 
torzioni lanac, SI.5.5,e. Kineticka i potencijalna energija u oyom slucaju gJase: 

pa su diferencijalne jednacine kretanja 

J,B, +c,B,-c,(B2-B,) =0, 

J,82 +c2 (B, -B,) =0. 

Gl 

(k) 

Diferencijalne jednacine (k) rijesit ce se do kraja u cilju dobijanja zakona kretanja. Na 
analogan nacin se provodi postupak i kod jednostrano vezanog lanea, 

Partikulama rjdenjajednacine (k) potrazice se U oblieima: 

B, =Acos(lll'-a) , B, =Bcos(lll'-a) , 

pa ce se dobiti sistem ad dyije homogene jednacine oblika 

Al(c,+c2 )-J,I1)' J-Bc, =0, 

- AC2 + B(c, -J2 11)' )=0. 

FrekYentnajednacina u ovom slucaju glasi 

iIi u razvijenom obliku 

(1) 

(m) 
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IzjednaCina (I) mogu se dobiti koeficijenti glavnih oblika oscilacija 

(n) 

Na isti nacin mogu se izvestijednaCine za obostrano vezani laneani torzioni sistem. 

Tako naprimjer, izraz za potencijalnu energiju u nesto izmijenjenom obliku glasi 

dok je izraz za kinetieku energiju istovjetan prethodnom, pa su diferencijalne jednacine 
kretanja: 

J, 8, +c, B, -c, (B, -B,) = 0, 

J, 8, +c, (B, -B, )+c3 B2 = 0. 

Postupak se dalje provodi kao u prethodnom slueaju. U svakoj od dobijenih diferencijalnih 
jednaCina kretanja Sil spregnuta po koordinatama. 

Za vertikalne jednostrane i dvostrane lancane i torzione sisteme vaze sve forrnule koje su 
izvedene za horizontalno postavljene sisteme, S1. 5.6, 

J, 

J, 

Sf. 5.6. Vertikabli sistemi 
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5.1.3.3.0scilacije vozila 

Oscilacije vozila bi trebalo posmatrati kao oscilacije sistema sa vise stepeni slobode. Medutim, 
ovdje ce se izucavati oscilacije vozila u najjednostavnijem obliku tako 5tO ce se problem 
posmatrati kao ravninski. 

A 

b a 

Da bi se posmatrani sistem jos vise 
uprostio, vozilo ce se posmatrati kao 
stap koji se krece u vertikalnoj ravni 
i oslonjen je svojim krajevima na 

dvije opruge krutosti c1 i c2 ' koje 

simuliraju krutost pojedinih parova 
toekova, SI.5.7. 

Moment inercije vazila za poprecnu 
aSu koja je upravna je na ravan 

crteza i prolazi kroz centar C 

inercije vozila (stapa) iznosi J, a 

masa vazila je Ai . 

Postavljeni zadatak ima dva stcpena 
siobode kretanja, odnosno za 
definisanje kretanja potTebne su 
dvije gelleralisane koordinate. U tom 
smislu usvojit ce se sljedece 
generalisanc koardinate: vertikalna 
pomjeranje :; centra inercije C i 
ugaa obrtanja rp aka papreene ose 

kroz tacku C . 

Sf. 5,7. Model vozila 
Pri rjesavan.iu zadataka pretpostavice 

se da je tezina vozi!a G 
uravnotezena sa e[asticnim silama U oprugama l! poiozaju staticke ravnatdc, pa kod 
postavljanja diferencijalnih jednacina ne lreba uzimati u obzir njeno djelovanje. 

Lagranzove jednacine druge vrste za slucaj malih osci!acija v()?ih,glase: 

d dEk + dE, =0 
dt di dZ ' 

d (JEk (JEp 
--+-=0. 
dl dip (Jrp 

(a) 
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Kineticka i potencijalna energija sistema iznase: 

(b) 

Kako Sll ZI =z+arp i Z2 =z-brp, to ce izraz za potencijalnu energiju glasiti: 

1 1 
Ep ~-c,(z+a9f +-c,(z-b9f. 

2 2 

Primjenom Lagranzovih jednacina II vrste na izraze (b) dobijaju se diferencijalne jednaCine 
kretanja U obliku: 

M z+(c, +c, )z+(c1 a-c,b)9 =0, 

J¢+(c1 a-c,b )z+(c1 a' +c,b' )9=0. 

Partikulama rjesenjajednacine (c) potrazice se u oblicirna 

z=Acos(mt-a) i 9=Bcos(aJt-a), 

pa ce se dobiti dvije hornogene jednaCine: 

A l(e1 +c2 )-M m' J+ B(c1 a -c, b)= 0, 

A(c1 a -c, b)+ B[(c1 a' + c, b')- J m']= 0. 

Frekvel1tnajedl1aCina za postavljeni zadatak glasi: 

il) u razvijenom obhku 

lzjednacina (d) dobijaju se odnosi amplituda u obJiku 
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(d) 

(e) 
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B 
1)=-= 

A 

[(c1 +c,)-Mm'] (c,a-c,b) 
(c1 a - c, b) = - [(c1a' + c,b' )- J m'l 

Diferencijalna jednacina kretanja (c) moze se prikazati i u rnatriCnom obliku: 

(t) 

5.2. Glavne koordinate 

Kako je vee navedeno, diferencijaine jednaCine malih oscilacija konzervativnih sistema sa dva 
stepena slobode su spregnutc i po koordinatama i po ubrzanjima, tj. 

all ijJ + a12 ij2 + Gil qj + en q2 == 0 

a 21 ql + a22 q2 + ell ql + en q2 = o. 
(5.32) 

Spregnutost Dvm jednacina po koordinatama i ubrzanjima izaziva odredene poteskoce pri 
njihovorn rjesavanju. Stoga se postavlja pitanje da Ii se mogu odabrati takve generalisane 
koordinate da izrazi za kineticku i potencijalnu energiju imaju sarno kvadratne clanove za 
brzine i koordinate, Ovakve generalisane koordinate nazivaju se glavnirn koordinatama i one 
ornogu6avaju dobijanje razdvojenm diferencijalnih jednacina. 

Ako se glavne koordinate obiljeze sa;1 i ;2' diferencijalne jednaCine kretanja ce irnati oblik 

(5.33) 

pricemusu ~ >0 i ~ >0'. 

Rjesenja jednacina (5.33) neposredno glase: 

~, = A2 cos(ji; t -a, ), 

gdje su A], A2 , 01 i 02 proizvoljne konstante. 

Diferencijalne jednaCine krctanja oblika (5.33) dobice se sarno u slucaju kada su funkcije Ek i 

E p date u oblicima: 
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E, =~(a, ¢,' +a2 ¢;), 

EI'=~(C,¢,2 +c2 ¢i), 
(5.34) 

gdje su: a l i °2 - novi inercijalni koeficijenti, Cr i C2 - novi elasticni koeficijenti, koji se 

razlikuju od ranijih koeficijenata all' a 12 , an' CII , e12 i c22 · 

Da bi se sa koordinata qr i q2 presio na glavne koordinate q] i ;2' potrebno je izraze (5.l) 

transformisati U oblik (5.34). To je moguce preko lineame algebarske transfonnacije: 

(5.35) 

gdje su 'i, r2 , S1' S2 brojevi koje treba odrediti. 

1z vise aigebre .Ie poznato da se ovaj obiik transfonnacije ne mijenja ako se uzme r1 ::':::1'2::'::; 1 , pa 

ce linearna transformacija (5.35) dobiti oblik: 

(5.36) 

Da bi se preslo na glavne koordinate, Illoraju se odrediti brojevi SI i S2' 

Na osnovu (5.36), izrazi za Ek i Ep (5.1) mogu se pisati U obliku: 

E 1( ., 2 .. .,) 
"k =-:;- allq]- + a12 ql q2 +a22Qi. ::.::: 

=Ma" (~, +~2 )'+ 2al2(~' +~,)(s,~, +s2~,}+a22 (sl, +S'~2) 1 
LJkoliko se izvrsi grupisanje Cianova uz glavne brzine dobice se: 
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Ek = ~{q/(Oll + 2a12s] + a22S~)+ q;(a! 1+ 2al2s2 + a22S~)+ 

+ [2a" +2([I2(s, + .1',)+ 2a"s,s,] ~l,}. 

Na isti nacin se maze dobiti izraz za potencijalnu energiju: 

E P =~k12(Cll + 2el2s] +Cn Sj

2 )+q;(C1J + 2e l2s2 +C22 S;)+ 

+[2c" + 2c12 (s, + s,)+ 2c"s,s,] ¢,¢,}. 

Da kineticka i potencijalna energija ne bi sadrzavale mjesovite Clanovc mora biti 

all +a12 (S] +82 )+U22 81S2 =0) 

CII +C!2(SI +S2 )+C21 S IS2 =0. 

1z izraza (5.39) vidi se neposredno da su SI i S1 korijeni kvadratne jednacinc 

(5.37) 

(S .38) 

(5.39) 

(5.40) 

Sada ce se izvrsiti uporedba kvadratne jednacine (5.40) sa kvadratnom jednaCinom koja se 
dobije izjednacina (5. J 6) u kojirua figurisu konSlante A i B . 

Dve jednacine glase: 

A(cJI - allol)+ B(c12 - a]2o/)::,::: 0, 

A(C21-a210i)+B(C22 -a220/)=0) 

a iz njih se nalazi adnos amplituda 

B 
17=-=-

A 

, 
cll-alloT 

e21 - al2 oJ 
iii 1]=-

, 
ell - ([21 ill , 
C22 - an OI 

(5.4!) 
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kao i frekventna jednacina (5.17). Rjesavanjem jednacina (5.41) po 
rjesenja, dobija se kvadratna jednaCina oblika 

1]2 + at jel2 - °ne!l 

G12e22 - G 22 C!2 

6iji su korijeni Th i 7]2 . 

1] + a llc12 - anel! 0, 
G 12 Cn Q22C12 

ai i izjednacavanjem 

(5.42) 

Uporedbom jednaCina (5.40) i (5.42), postaje oCigledna njihova identiCnost. To znaci da su 

trazeni parametri S1 i S2 ustvari koeficijenti giavnih oblika oscilovanja 1]] 1]2' pa lineame 

transfonnacije (5.36) dobijaju oblik 

Da bi se sa obicnih generalisanih koodinata q] i q2 presio na glavne generalisane koordil1ate, 

odrediCe se iz jednaCine (5.42) mnozitelji s] =1]1 i S2 =1"h za formiranje jednacine (5,43). 

Uporedbomjednaeine (5.34) sa (5.37) i (5.38), mogu se uvesti oznake: 

, 
a11 + 2a)2 s1 +a22 s; =a2, 

ell +2c12 sJ +e22 s1
2 

=C]' 

ell +2C12 S2 +C22 S; =C2' 

pa ce jednacine krctanja sistema doblti oblik 

Rjesel1ja ovih jednaCina su: 

gdje su A
J 
,A2 , a j i a2 lntegracione konstante. 

(5.44) 

(5.45) 

(5.46) 

Krume frekvencije OJ] i OJ2 odredice se iz frekventne jednacine (5.17) iii iz diferencijalnih 

jednacina kretanja (5.45): 
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ol C, Gil + 2e12 Sl +C22S)2 , 
2 ' a, all + 2a12 s J

+an s] 
(5,47) 

ol 
c2 Gil +2C12 S2 +C22S~ 

2 , . 
G2 all +2a12 8 2 +a22 s2 

Posta frekvencije ne zavise od izbora dinamickih parametara, to izbor koordinata sistema u 
sustini nije oj bitan, a to pruza mogucnost njihoYog odredivanja na vise oaeina. 

Kao 5tO se vidi iz izraza (5,46), glavne koordinate ~J i ~2 se mijenjaju po hamlOnijskom 

zakonu sa frekvencijorn koja odgovara jedl10j od frekvencija glavnih oscilacija sistema. Ovi 
hannonijski zakoni po kojima se mijenjaju glavne koordinate medusobno su potpuno 
nezavisni, jer imaju razlicite A, OJ i a 

Za pocetne uslove kretanja oblika 

tokom cijelog kretanja 6e biti ;2 =0, a sistem 6e oscilovati po zakonu 

Sliena tome, za pocetne uslove 

sistem 6e oscilovati po zakonu 

¢2 =A2coS(OJ21-a,). 

Uporede Ii se opstejednaeinc kretanja (5.27) oblika 

q, = A, COS (OJ, I-a;)+ A2cos(OJ2 I-a'), 

q2 = A, 77,cos(OJ, I-a;)+ A2772cos(OJ2 I-a,), 

sa jednaCinama (5.43), dabija se neposredan uvid u oblik lineame tral1sfonnacije, odnosno u 
prelazak sa proizvoljnih gcneralisanih koordinata na ghvne koordinate. 

1z izraza (5.43) proizilazi da se glavne koordinate mogu izraziti i u obliku: 

(5.48) 
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S prakticnog gledista, prelazak na glavne koordinate ne donosi nikakvu korist oiti olaksicu, pa 
je potpuno svejedno da Ii se problem rjesava preko generalisanih iii glavnih koordinata. Glavne 
koordinate, medlltim, imaju veliku teorijskll va7.nost. 

Slozena kretanja u opstem slucaju nisu periodiCna. Uvodenjem glavnih koordinata, koje se 
mijcnjaju po harmonijskim, odnosno periodicnim fuokcijama, moguce je slozeno kretanje 
razloziti oa vise prostih kretanja. U prikazanom slucaju to su bila dva prosta kretanja. 

Pri daljcm razmatranju glavnih koordinata, potrebno je analizirati dva poscbna slucaja j to 
slucaj kada je jedna od glavnill oscilacija sistema jednaka nuli i slucaj kada su frekvencije 
glavnih oscilacija jednake. 

5.2.1. Slucaj kada jc jedna od frekvencija glavnih oseilacija sistema 
jcdnaka nuli 

U slucaju kada je jedna od glavnih oscilacija sistema jedoaka nuli dobija se 

C 
OJ,2 =-'-",0, 

0, 

pri cemuje c1:::::::0 i a2 ;t0, a energije iznose 

Diferencijalne jednaCine kretanja glase: 

dok Sll njihova rjesenja 

a,?, +c,~, =0, 

a2~' =0, 

~,=A, cos(OJ,t-a,), 

~2=C,I+C2' 

(5.49) 

(5.50) 

Ovim je pokazano da se glavna koordinata ~l mijenja po harmonijskom zakonu, odnosno ovo 

kretanje predstavlja slobodne oscilacije sa krumom fekvencijom CV]' dok je druga glavna 

koordinata ~2 konstantna tokom vremfma (u slucaju C]:::::::O) ili neograniceno raste 

proporcionalno vremenu zavisno ad pocetnih uslova. 

5. MALE OSCILACIJE MATERIJALNOG SISTEMA SA OVA STEPENA SLOBOOE KRET ANJA 

5.2.2. Slucaj kada su frekveneije glavnih oseilacija sistema jednakc 

Korijeni frekventne jednaCine (5.18) bice jednaki karla bude zadovoljen uslov 

(5.51) 

iIi 

jerje 

Obje glavne koordinate mijeojaju se po hannonijskom zakonu sa kruznom frekvencijom 

Iq =OJ2 =OJ: 

~,=A, COS(OJI-a,), ~,=A2 cos(OJt-a,). (5.52) 

Amplitude i fazne razlike odredllju se nezavisno za svaku koordinatu prema pocetnim 
uslovima. 

5.2.3. Svojstva glavnih oseilacija sistema 

Posmatrace se kretanje materijalne tacke A11 II materijalnom sistemu t A{ , 

i::::::: l,2, ... ,n. 

Vektor polozaja tacke )\11 obiljezice se sa ~,a vektori polozaja tacaka AI u kojima se sistem 

nalazi u ravnoteii sa ~o == ~ (0). 

Polozaj tacke A1, U odnosu na ravnoteini polozaj odredenje prirastajem vektora polozaja 

Vektore ~ moze se izraziti preko generalisanih koordinata ql i q2 pomocu relacija: 

~ = ~ (q"q,), i = l, ... ,n . 
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Razvijanjem ovih vektorskih funkcija u red U okolini ravnote.tnog polozaj<t Ai odredenih 

vektorima ~o = ~(O,O) i zadrzavajuCi se na malim velicinama prvog reda dobija se 

pa pomjeranja ~ tacke Mi iznase: 

(5.53) 

Ukoliko se zamijene koordinate q] i q2 odgovarajucim funkcijama vremena, dobice se 

jednaCine kretanja tacke M/ . 

Ako sistem vrsi prvu glavnu oscilaciju, treba smijeniti generalisane koordinate 

q;l) = Aj cos(a-'!l -aj), 

qll) =1/A cos(av -aj), 

u jednacine (5.53), pa ce se za j = 1, 2, ... , n dobiti jednaCine prve glavne oscilacije sistema u 
vektorskom obliku, koje glase 

(5.54) 

Isti postupak se provodi i ukoliko sistem vrsi drugu glavnu oscilaciju. 

Na osnovu jednaCine (5.54) mogu se izvesti sljedeCi zakljucci: 

1. Glavne oscilacije sistema su harmonijske; 

2. Po!to je vektor (5.54) konstantan i odreduje pravac, to jednacina (5.54) predstavlja 
pravu liniju koja prolazi kroz polofaj stabilne ravnoteze; 

3. Frekvencije slobodnih ociJacija ne zavise od pocetnih uslova kretanja; isto vaZi i za 

periode oscilovanja T; i 1~ ; 

4. Konstante A] i a] prema (5.54) su proizvoljne integracione kosntante koje zavise od 
pocetnih uslova kretanja. Ako sistem vrsi jednu ad svojih glavnih oscilacija, onda 
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amplituda oscilovanja tacaka sistema, kao i uglovi faznih razlika, zavise od pocetnih 
uslova kretanja; 

5. Faza (OJ] t-a) je zajednicka za sve tacke sistema, sto znaci da sve tacke sistema 

osciluju u fazi kad sistem vrsi jednu od svojih glavnih oscilacija. Sve tacke sistema 
istovremeno pro laze kroz ravnotezni polozaj i istovremeno dostizu svoje maksimume, 
pa se takve oscilacije nazivaju sinhronirn. 

U posebnom slucaju kada su aJ
j 

:::: OJ2 prethodni zakljucci oe vaze. Opsti integrali jednacma 

kretanja su tada: 
(5.55) 

a jednacina (5.53) predstavlja ravan koja je odredena vektorima 

(dr,) (dr,) 
dqj 0 dq, 0 

(5.56) 

Dve ravni prolaze kroz ravnoteme polozaje Ai tacaka M/ ' koji su odredeni vektorima ~O' 

Ako se postavi koordinatni sistem O~1J (pokretni) u ravan kretanja i ~te tacke i zamijene 

koordinate q] i q2 iz jednacina (5.55) i (5.53), eliminacijom vremena t dobija se jednacina 

putanje tacke koja predstavlja elipsu u pomenutoj ravni. 

5.2.4. Pojava podrhtavanja (bijenja) 

Pojava podrhtavanja nastaje kada se frekvencije glavnih ocilacija (VI i (V2 materijalnog 

sistema sa dva stepena slobode vrlo malo razlikuju po brojnoj vrijednosti, tj. kada vrijedi 

Argumenti cosinusnih funkcija u opWm integralima diferencijalnih jednacina iznase: 

rpj = a1l - a j , rp, = a;,t - a, ' 
pa je njihova razlika 

(5.57) 

U pocetnom trenutku je 
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ali imajuci u vidu da je (~ - CUI) mala veliCina, to ce promjena funkcije ({J tokom vremena 
biti spara. 

Prema izrazu (5.57), moze se napisati daje 

pa opsti integrali diferencijalnihjednacina kretanja (5.29) gJase: 

q, = A, cas(m, /- a,)+ A,eas(m, 1- a,), 

g, = A,1), eos(m, /- a,) + A,1), eas(m, /- a,). 

Sada ce prema navedenim uslovima biti: 

g, = A, COS(m,I- a,) + A, [eos(m,I- a, )eos q>- sin(m,t- a,)sinq>] = 

= (A, + A, cosq> )cas(m,t- a,)- A, sin q>sin(m,I- a,), 

g, = (1),A, +A,1),easq»cos(m,I-a,)-A,1),sinq>sin(m,I-a,). 

Uvodenjem novih oznaka 

A,l], + A,1), cos q> = C, cas 8, A,1), sin q> = C, sin 8, 

jednaCine kretanja (5.58) dobijaju oblik: 

U gornjim jednacinama su: 

C, =~AJ+2A,A,easq>, 

C, = ~ (.4,1),)' + (A,1)2)' + 21),1), A, A, cas q>, 

I B _ A,sinrp 
g ,- , Ig8, 

A, + A, eosrp 
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Kako u izraze za amplitude C1 i C2 (5.60) i za 81 i 82 (5.61) ulaze sinusna i cosinusna 

funkcija ugla ({J koji se mijenja vrlo sporo tokom vremena, to oscilacije predstavijene izrazima 

(5.59) nece biti hannonijske. 

Period promjene amplitude Tamp znatno je veci od perioda samih osciJacija T, Sl. 5.8. 

Posto je (OJ2 - ~) mala velicina prema jednacini (5.57), funkcije sin ({J i cos rp ce imati 

vrlo duge periode. Stogaje promjena amplitude periodicna sa periodom 

2J( 

q, ----"-"~ 

.-~. .~ 1\\1 ~-'} ~ 
aJ 

0 \ I 

Tamp 

q, ----"-" ~ 

\ 

l~ ~ ~.--.- b) 

Ii \ 

Sf. 5.B. Pojavtl podrhtavuflja 

IzjednaCine (5.60) vidi se ~a se amplitude C] i C 1 mijenjaju periodicno pri sporom mijenjaju 

cos rp od vrijednosti - 1 do + 1 . Granice promjene ovih amplituda su: 
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a) amplituda CI 

od (AI-A,) do (AI +A,), 
(5.62) 

b) amplituda C, 

Aka koeficijenti glavnih oblika oscilacija 171 i 772 iroaju razlicite predznake, aoda ce 

maksimalnoj vrijednosti C1 odgovarati minimalna vrijednost C2 ' sto je prikazano oa slikama 

5.8.a i 5.8.b. 

Ukoliko su frekvcncije (VI i OJ2 bliske po vrijednosti, amplitude ce se mijenjati periodicl1o. 

Povecanjem prve giavne osciiacije, druga se smanjuje i obrnuto. To znaci da se energija 
sistema mijenja i naizmjenicno koncentrise u jednom, pa u drugom clanu koji osciluje. 

1'5.3. , Poprecne oscilacije sistema sa dva stepena slobode 
'-.j 

Posmatrace se prosta greda na kojoj se nalaze dvije koncentrisane mase m] i m2 , Sl. 5.9. 

Ukoliko se nosac sa koncentrisanim masama savije u vertikalnoj ravni, a zatim pusti, nosac ce 
usljed elasticnih svojstava materijaia poceti oscilovati u vertikalnoj ravni oko svog ravnoteznog 
polozaja. 

A 

y y, y, 

Sf. 5.9. Popreene osci/acije grede 

Pri tome ce se usvojiti sljedeee pretpostavke: 

B 

B 
-.-.~ , 

a) koncentrisane mase se krecu sarno u pravcu ose y; 05tala eventualna pomjeranja u 

drugim pravcima ce se zanemariti; 
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b) mase m
J 

i m1 su mnogo vece od mase nosaca, pa se masa nosaca zanemaruje; 

c) diferencijalne jednacine problema postavljat ce se U odnosu na palazaj staticke 

ravnoteze masa m] j m2 , pri cernu se nece uzimati U obzir tezine mig i m2g ; 

d) za generalisane koordinate usvojit ce se poprecna pomjeranja masa YI i Yz, Sl. 5.9. 

Izraz za kineticku energiju posmatranog sistema ima obIik 

E 1(., .,) 
k = - m1 Yl + m2 Y2 . 

2 

Prema Klapejronovoj teoremi, potencijalna energija deformisanog nosaca iznosi 

(5.63) 

(5.64) 

gdje su F; i F2 inercijalne sile, koje su u ravnotemom polozaju jednake nuli, a na kraju 

deformacije imaju najvecu vrijednost. 

U podrucju elasticnosti postoji lineama zavisnost izmedu defonnacija i opterecenja, sto se 
neposredno odnosi i na vezu izmedu opterecenja i ugiba kod poprecno opterecenih nosaca. 

Lineama zavisnost izmedu opterecenja i ugiba grednih nosaca uspostavlja se preko 

Maksvelovih utieajnih koefieijenata aij' sto u ovom slucaju prema sliei 5.9 daje odnose: 

YI = F;all + F,a12 ' 

y, = F;a'i + F,a22 . 

(5.65) 

gdje su aij Maksvelovi uticajni koefieijenti, pri cernu indeksi oznacavaju mjesto deforrnaeije 

(i) i pripadnost opterecenju (j ). 

Ukoliko se jednacine (5.65) rijese po F; i F2 dobiee se 

FI = fJllYI + fJI'Y' ' 

F, = fJ21YI + fJ22Y' ' 

gdje su flij Maksvelovi dualni koeficijenti, odnosno: 

(5.66) 
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/3 a" 
IJ=~J /3 - /3 - ai, 

12 - 21 --~' (5.67) 

Dualni koeficijenti se, dakle, mogu izracunati iz uticajnih koeficijenata koristenjem izraza 
(5.67). 

Aka se izrazi (5.66) smijene II izraz za potencijalnu energiju (5.64), dobice se potencijalna 
energija u vidu 

(5.68) 

5tO predstavlja kvadratnu funkciju generalisanih koordinata YI i Y2' 

Lagranzove jednaCine druge vrste za generalisane koordinate y\ i Y2' uz pretpostavku da 

sistem vrsi male oscilacije, glase: 

d dE, dEp ---+--;0 
dl d YI d YI ' 

d dE, dEp 
---+--;0. 
dl d .Y, d Y2 

Ako se u ave jednacine stave pripadajuCi izrazi za Ek i Ep dobiee se 

Inl YI + /311 YI + /312 y, ; 0, 

In, Yo + /3'1 YI + /322 y, ; o. 

Rjesenja ovih jednacina potrazice se u oblicima: 

YI ; AcoS(OJI-a) , 

Y2 ; Bcos(OJI- a), 

Na taj naein se dobije sistem algebarskih jednacina po konstantama A i B, koji glasi: 

A(fJlI - mlOJ)' + B/312 ; 0, 

A/321 + B(/322 - m,O)), ; 0 , 

lz sistema jednat:ina (5.72) moze se forrnirati frekventna jednacina oblika 
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(5.73) 

iIi u razvijenom obliku 

Iz prve jednacine izraza (5.72) dobijaju se koeficijenti gJavnih oblika oscilovanja 

Y, B 
~;-;rJ; 

YI A 
(5.74) 

Postavljanje diferencijalnih jednacina posmatranog zadalka preko Lagranzovih jednaCina II 
vrste je prilicno slozeno, jer je potrebno da se izraz za potencijalnu energiju sistema dovede u 
oblik kvadratne forme generalisanih koordinata. Takode, za ovakav postupak rjesavanja 
potrebno je izracunavanje Maksvelovih uticajnih i dualnih koeficijenata. 

lednostavnija metoda od gore predstavljene je metoda koristenja superpozicije defonnacija. Na 
ovaj nacin se diferencijalna jednaeina kretanja postavlja neposredno preko uticajnih 
koeficijenata. 

U ovom primjeru, S1.5.9, ugib usljed sile 1; na mjestu gdje se nalazi masa Ill] obiljezice se 

sa};!, a ugib usljed sile F2 na mjestu m! sa 1;2' Slieno tome, ugibi na mjestu mase 1112 

usljed sila F; i F2 oznacit ce se sa fll i /22' respektivno. Ukupna deformacija od vise 

pojedinacnih opterecenja na nekom mjestu deformabilnog tijela (nosaca) jednaka je zbiru 
parcijalnih deformacija na tom mjestu ad svih pojedinacnih opterecenja. 

Opterecenja nosaca posmatranog zadatka nastaju usljed inercije masa 111J i tn2: 

(5,75) 

Na asnovu principa superpozicije deformacija, ugibi na mjestima masa tn] i tn2 iZJlosice 

Kako su 

YI ; III +1;, ' 
Y2 = /21 + 1;2 

IJI ; F;a ll ' /;2; F,al2 
121 = F;a21 , 122 = F2a 22 ' 

(5.76) 

(5.77) 
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to se njihovim uvrstavanjem ujednaCine (5.76) dobijaju: 

y, = (- m, y,)a" + (- »1, y,)a" , 
y, = (-m,y,)all + (-m,y,)a22 · 

lz (5.78) dobijaju se diferencijalne jednacine kretanja 

mj 0Il j.\ + rn2 °12.h + Y1 =0, 

mj all j\ + m2 an Y2 + Y2 ;;::;; O. 

Dalji postupak rjesavanja ovih jednacina isti je kao u prethodnorn primjeru. 

(5.78) 

(5.79) 

Na slid 5.10 prikazani su neki moguci slucajevi poprecnog opterecenja nasaea sa dvije rnase, 
koji se mogu jednostavnije rijesiti metodom superpozicije defomlacija. 

c) 

Sf. 5.10. Nosali sa dvije muse 

5.4. Slobodne prigusene oscilacije sistema sa dva stepeDa slobode kretanja 

Do sada razmatrane slobodne oscilacije materijalnog sistema sa dva stepena slobode odnosile 
su se iskljuCivQ oa idealne veze, pri cemu su svi otpori kretanju bili zanemareni. 

Sada ce se posrnatrati sistem materijalnih tacaka MI, ... ,Mn , na koji osim konzervativnih 

elasticnih sila F:I,,,.,F:n' djeluju i sile otpora FwI,,,.,Fwll proporcionalne prvom stepenu 

brzina tacaka sistema. 

Generalisana sila otpora, kako smo je vee pokazano, izracunava se preko Relejeve funkcije 
disipacije 

(5.80) 
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Takode, ranije je pokazano da izrazi za kineticku energiju sistema, potencijalnu energiju i 
funkciju rasipanja imaju oblike: 

Ek ~ ~(all g,' + 2a" g, g, + a22 gi), 

E 1 ( , ,) , ~ '2 c" q, + 2c" q, q, + e" q, ' (5.81) 

<!> ~ ~(b" g,2 + 2b" 4, g, + b22 4i). 

Svi ovi izrazi predstavljaju pozitivne definitne kvadratne fonne, pri cemu koeficijenti inercije i 
elasticnosti zadovoljavaju kriterijume Silvestera, dok koeficijenti prigusenja zadovoljavaju 
slicne uslove: 

Lagranzove jednaCine druge vrste u ovom slucaju ce glasiti: 

d dEk dE, d<!> 
---+--+-=0 
dt dg, dq, dg, ' 
d dE, dE, d<!> 
---+--+-=0. 
dt dq, dq, dq, 

(5.82) 

Ako se izrazi (5.81) uvrste u (5.82), dobice se diferencijalne jednacine slobodnih prigusenih 
oscilacija materijalnog sistema sa dva stepena slobode u prisustvu otpora: 

all ij, + a" ij, + b" g, + b" 4, + CII q, + c" q, = 0, 
all ii, +a22 ii, +bll 4, +b" g, +c" q, +c"q, = O. 

Partikulama rjesenja ovih jednacina potrazice se U obJiku 

gdje su c I ' C2_ j A neki konstantni brojevi. 

Zamjenom partikuiamih rje!enja (5.84) ujednacine (5.83), dobija se: 

CI (aII;e +blJ A+CJ1 )+C2 (an A? +b12 ,4+CI2 )=0, 

CI (a21 ,42 + b21 ,4 + C21 )+ C2 (an,42 + b22 ,4 + C22 )= 0. 

(5.83) 

(5.84) 

(5.85) 
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Ove algebarske jednaCine pO veliCinama c1 i c2 Sll lineame i homogene, pa ce netrivijaino 

rjesenje postojati sarno ako je determinanta sistema jednaka nuli, ~. aka je 

l
a]]A?+b11 /l..+C12 

all /1..
1 + b21 A + C2l 

all}.' + bl2 A + c121 = 0. 
a21 /1..

2 + h22 A + C22 

(5.86) 

Ukoliko· se determinanta (5.85) razvije dobice se jednaCina cetvrtog stepena po A, 5to 
predstavlja karakteristicnu jednacinu u razvijenom obliku. 

Korijeni ove jednacine mogu se pojaviti U oblicima: 

A =-o±pi, 
gdje su 0 i P realni brojevi. 

A=-O, A=±pi, 

Opsti integral jednacine (5.83) dobice se sabiranjem partikularnih integrala (5.84) za svaki 

korijen A, karakteristicne jednacine, tj. 

(5.87) 

lz homogenih algebarskih jednacina (5.85), za svaki korijen A, karakteristicne jednacine mogu 

se odrediti konstantni odnosi izmedu C1, i CII U obliku 

C2i = all A,2 + bll }~I + Cll 

Cli a l2 A; + bl2 A, + C12 

a21 }~; + bll AI + C21 

an J~~ + bE A, + C12 

7], . (5.88) 

Da bi se pojednostavio pastavljeni zadatak, sa obicnih generalisanih koordinata q1 i q2 preci 

ce se na glavne koordinate r;] i Q2' Prj ovome takode treba transfonnisati homogene 

kvadratne forme Ek , E pi <P u izraze koji sadrze glavne koordinate. 

Prema linearnoj algebri, samo dvije od ovih funkcija se mogu svesti na oblike koji ne sadrZe 
mjesovite clanove. U ovom slucaju to ce biti izrazi za kineticku i potencijalnu energiju: 

1(., .,) 
Ek = - al ql- + a, q, ' 

2 

dok ce funkcija rasipanja glasiti 
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U gomjem izazu su hI' b2 i bo novi koeficijenti prigusivanja razliciti od starih bll , b
l
? i hn . 

Veza izmedu obicnih i glavnih koordinata dataje vee poznatim relacijama: 

ql =ql +q" 
q, = sll + s,q, . 

lzjednacina (5.90) mogu se izracunati glavne koordinate r;] j r;2' 

Sada se mogu primijeniti Lagranzove jednacine II vrste 

i = 1,2, 

cime se dobijaju diferencijalne jednaCine malih oscilacija: 

al?1 +bl ~I +b,,~, +cI ql = 0, 

a, ?2 + b" ~I + b, ~, + c, q, = 0. 

Partikularna rjesenja ovih jednacina trazice se u obliku 

pa se njihovom zamjenom ujednacine (5.91) dobija sistem homogenihjednacina: 

DI (al A' + bl A + cJ+ D, bo A = 0, 

Dlbo A+ D2 (a, A' +b, ;,+c2)= o. 

(5.90) 

(5.91 ) 

(5.92) 

(5.92) 

Sistemjednacina (5.92) imace rjesenja za Dl i D2 razliCita od nule ako je zadovoljen us!ov 

I 
(al A' + bl A + cJ 1 bo A I = O. 

bo A (a2 A +b, A+C,) 

Razvijanjem prethodne determinante (5.93) dobice sc jednacina cetvrtog stepena 

ala, t + (alb, +bla,)i + (alc, +a,cI +blb, -bg)A' + 

+ (blc, + b2cI)A + CIC 2 = 0. 

(5.93) 

(5.94) 
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Uvedu Ii se krace oznake za pojedine koeficijente na nacill 

AD :::: a l a2 , Al ::::; (a l b2 + b1G 2 ), 

A2 ::::; (a l e2 + a~cl + blb2 - bg), 
A3 ::;::; (b l e2 + b2c1 ), A4:::: CIC2 , 

jednacina (5.94) se moze pisati u obliku 

Ovo je karakteristicna jednacina sistema diferencijalnih jednacina (5.9 J). 

(5.95) 

Imajuci u vidu da su izrazi (5.89) pozitivno definitne kvadratne fomle, prema Silvesterovom 

kriterijumu koeficijenti aj , b
l 

i cj moraju zadovoljiti sljedece us love: 

GI > 0, G2 > 0, ci > 0, c2 > 0, 
(5.96) 

Uz uslove (5.96) svi koeficijenti Ao, AI' AI' A3 i A4 bice pozitivni. Karakteristicna jednacina 

(5.95) u opstem slucaju ima dva para konjugovanoMkompleksnih korijena. 

Posta se materijalni sistem krece u sredini u kojoj postoje otpori, to ce se pri kretanju sistema 
trositi energija, Stoga ce kretanje biti priguseno, 

U zavisnosti od uticaja pojedinih pararnetara mogu se razlikovati dva slucaja: 
kada je prigusenje sistema malo, 
kada je prigusenje sistema veliko. 

5.4.1. Slucaj malog prigusenja. Raut-Hurvicov kriterijum stabiluosti 
kretanja 

Da bi materijalni sistem vrsio prividno periodicno kretanje potrebno je da realni dijeJovi 
konjugovano~kompJeksnih korjenova karakteristicne jednacine (5.95) budu negativni, odnosoo 
da korijeni porn en ute jednacine imaju oblik: 
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j - ~ + . 
/'12 --ul -P1 1 , 

j - ~ + . 
/~4 --u2 -P2 1 , 

(5.97) 
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gdje su 0], O2 , PI i P2 pozitivni brojevi. 

Pitanje stabilnosti materijaillog sistema rjesava se postupkom koji se zasniva fla odredivanju 
korijena karakteristicne jednaCine, koji su prema (5.97) konjugovano~kompleksni. Pri tome 
mogu nastupiti sljedeca tri slucaja: 

kada je rcalni diD bar jednog korijena pozitivan; tada je prema prvom priblizenju 
kretanje nestabilno, sto je potvrdeno i metodom Ljapunova; 
kada svi korjenovi karakteristicne jednacine irnaju negativne rcaine dijelove, tada je 
kretanje stabilno; 
kada medu reainim dijelovima korijena nema pozitivnih, ali ih ima jednakih nuli, tada 
ce kretanje biti stabilno, ali se mora dodatno potvrditi dopunskim ispitivanjem. 

Kriterijum pomocu kojeg se utvrduje da Ii su svi realni dijelovi karakteristiCne jednacine 
negativni dao je Hurvic na bazi lineame algebre. 

Kod algebarskih jednaCina bilo kojeg stepena n oblika 

(5.98) 

sa realnim koeficijentima A· , i:::: 0,1,2, .. " n , potreban i dovoljan uslov da bi realni dijelovi 

svih korjenova ave jednacine bili negativni, uz uslov da je Ao > ° , jeste taj da sljedece 

determinante budu pozitivne: 

AI A3 

An A2 
0 AI 

I'> = 
" 0 Ao 

0 0 

pri cemu je Ar :::; 0 akoje r > n, 

A, 
A4 
A3 
A2 

0 

A, 

A4 ,···,1'>4'· 

A3 

A2n~1 

A2n~2 
A

2n
_

3 

A2n_
4 

A" 

RaulMHurvicov kriterijum se u rnehanici naziva kriterijum stabilnosti. 

(5.99) 
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Pri fonniranju algebarske jednacine (5.98) prema ovom kriterijumu, odnosno odredivanje 

koeficijeoata Ai' i == 1,2, ... ,n , pomo6u parametara u
l

' b
l 

i c i mehanickog sistema, potrebno 

je fonnirati detenninante .6../) i == 1,2, ... ,n , i odrediti njihove predznake. 

Odredivanje koeficijenata Ai prcko mehanickih parametara posmatranog sistema predstavlja 

odredeno ograoiccnje oa mehanicki sistem, koje mora biti zadovoljeno da bi kretanje sistema 
bilo stabilno. 

Posto parametri oa osnovu kojih se odreduju koeficijenti Ai uticH neposredno na konstrukciju 

masina, a samim tim i oa rezim rada i dinamicki sistem, to se ani moraju buati taka da 
zadovolje Raut-Hurvicov kriterijum. 

U slucaju sistema sa dva stepena slobode kretanja, Raut-Hurvicavi uslovi imaju obIik: 

"', = A, > 0. 

"'2 = A,A, - AOA) > 0, 

A, A) ° "',= AD A, A4 = A, "'2 - A,' A4 > 0, (5.100) 

° A, A, 

A, A, ° 0 

Ao A, A4 0 
L'. - = A4"', > 0. 4 -

° A, A3 ° ,0 Ao A2 A4 

Prema gore postavijenim nejednakostima mogu se izves1i adredeoi zakljucci. 

Prva nejednakost zahtijeva da je Al > 0 . Iz cetvrte nejednakosti slijedi da je A4 > 0, a 1Z 

trece onda slijedi da je A3 > O. 

Kaka je Ao > 0 ) to iz druge nejednakosti proizilazi da je i ~ > o. Na ovaj nacin prirnjenom 

Raut-Hurvicovih kriterijuma proizilazi da Sll sva cetirl koeficijenta Ai pazitivni. Kako su prema 

(5.100) ispunjeni svi uslovi da sva cetiri karijena karakteristicne jednacine budu negativna, to 

je, kako je vee navedeno, usiav da su koeficijenti AI > 0 sarno posljedica uslova (5.100). 
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Polazeci od pretpostavke da su ispunjeni Raut-Hurvicovi uslovi, odnosno da su korijeni 
karakteristicne jednacine (5.95) konjugovano-kompleksni sa negativnim predznakom, opsti 
integra! jednaCina (5.91), odnosno (5.92), moze se prikazati u vidu zbira partikularnih 
integrala: 

4 

;1;;:;:; IDlie A11
, 

I'd 

4 

r;2 == LD2i e,111. (5.101 ) 
1001 

Pri tome se odoosi izmedu koostanti D21 i D 11 , za korijen AI' i;;:;:;l, ... ,n, odreduju 1Z 

jednaCine (5.92), tako da se dobija 

alA; +blA, +c j 

bo A., 
1), (5.102) 

Zamjenom korijena karakteristicne jednacine (5.97) i primjenom Moavrovog obrasca, opsta 
rjesenja (5.lD1) postaju: 

~ D ~ D ~'+D ~+D ~, !:ol;;:;:; ! 1 e + 12 e - 13 e 14 e :;:: 

;;:;:; e-O,l (Dl! elPJI + Dl2 e- Ptl )+ e-011 (D13 elP11 + Dv, e- IP11
);;:;:; 

= e-5"(A;') cas p,t+ B;') sinp,t)+e'J"(A,12) casp2' + B,(2) sinp,t) , 

~ - e"J" (AI') casp' + BI') sinp ,)+ e-8" (AI2) casp ,+ B(2) sin]" ,) 
!:o2 - 2 1 2 1 2 2 2 2 ' 

pri cernu su konstante: 

A,I') = DII + D12 , Ai') = Dil + DI4 ' 

B,I') = i(DIl - D
12

). B,(2) = i(D
Il 

- D,J, 

Al') = D'l + D22 , Al2
) = D2] + D" ' 

Bl')=i(D2I -D22 ), Bl2)=i(D23 -D,,). 

Ovih osarn konstanti se mogu prernajednacini (5.102) izsaziti preko cetiri kanstante: 

D 
1)2 = D22 , 

12 

D 77. :;::-li. 
q D

14
' 

lz gore navedenih odnosa mogu se dobiti odredene veze. Taka naprimjer: 

(5.103) 

(5.104) 
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JednaCine (5.103) pokazuju da se glavne koordinate ~l i q2 mijenjaju po zakonu koji odgovara 

zbiru dviju prigllsenih oscilacija, pa kretanje sistema ima prividno periodiCan karakter. 

Ove oscilacije imaju iste prinudne kruine frekvencije PI i P2 i koeficijente prigusenja OJ i 02 ' 
ali se medusobno razlikuju po amplitudama i uglovima faznih razlika. 

Cilj prelaska na glavne koordinate bio je da se problem pojednostavi. Medutim, u tome se malo 
uspjelo, jer SU i ove koordinate, kako se vidi iz izraza (5.103), izrazene u dosta slozenom 
obliku. 

Dalje se moze vidjeti da se u izrazima za glavne koordinate pojavljuje osam konstanti. One 

zavise od konstanti Dli i D21 , i == 1, 2, 3, 4, koje moraju zadovoljiti uslove (5.102), pa se u 

rje5enjima (5.1 03) pojavljuju sarno cetiri konstante. 

Konacno rjesenje opstih integrala diferencijalnih jednacina je 

i' = e-6
" [All) cosp I + BI I

) ,inp IJ+ e-J
" [A (2) cosp I + Biz) sinp IJ ~l I 1 l' I 1 2 I 2' 

(5.105) 

OVdje se pojavljuju sarno cetiri integracione konstante: AtJ), Bj(l), Ai2) i B
j
(2) , koje se mogu 

odrediti iz pocetnih uslova kretanja 

~I =((~J)o I. 
;'2 = ;'2 0 

(5.106) 

5.4.2. Slucaj velikog prigusenja 

Ovo je slucaj kada su korijeni karakteristicne jednacine (5.95) realni i raz]iciti, odnosno: 
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"'.2 = -0; ± XI • 

A, 4 = -02 ± X, . 
(5.107) 
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U ovom slucaju ee, kako je pokazano prethodnim postupkom, opsti integral za sistem 
diferencijalnih jednacina (5.91) biti 

(5.108) 

Dakle, opsti integrali U ovom slucaju nece biti prikazani preko trigonometrijskih funkcija, vee 
preko hiperbolnih funkcija. 

To znaci da ce kretanje sistema biti aperiodicno, 5to je uvijek u slucaju kada postoji veliko 
prigusen)e u sistemu. 

Ukoliko bi dva korijena karakteristicne jednacine bila konjugovano~kompleksna, a druga dva 
realna i razlicita, tj. u slucaju kada su 

"'.2 = -°1 ± pi. 

A,.4 =-oz±x. 

onda ce opsti integrali sistema diferencijalnih jednacina imati oblik: 

;'1 = e-8
" [Ail) cos pI + BP) sin ptj+ e-5

" lA?)chxt + BI(2)shxtj. 

;'2 = e-6
" [All) cos pI + BlI

) sin pr]+ e-6
" [Al2)chxI + Bl2)shxI I 

(5.109) 

(5.110) 

lz jednacina (5.110) se vidi da je kretanje sistema sastavljeno od prigu5enih oscilacija i 
aperiodicnog kretanja. 

Ukoliko je t dovoljno veliko preovladace aperiodicno kretanje. I ovdje se pojavljuju sarno cetiri 
integracione konstante 0 kojima je bilo rijec u prethodnom izlaganju. 

5.4.3. Primjeri 

Primjer hr. 1. 

Odrediti period malih oscilacija klatna koje na kraju nasi koncentrisanu masu mI' Stap 

AM je duzine I i zanemarljive mase. Tacka A stapa nalazi se u- centru homogenog diska, 

mase m2 i poluprecnika r . Disk se moze kotrljati bez klizanja po horizontalnoj povrsini. Stap 

i disk medusobno su zglobno vezani u tacki A, S1. 5.11. 
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Rjesenje: 

Sistem v ima ,dva ~~epena siobode. kretanja i to kretanje moze biti predstavljeno sa dvije 
Lagranzove jcdnacme. Za generahsane koordinate odabrat ce se nezavisne veliCine rp i X. 

Kineticka energija sistema iznosi 

SI.5.]l. Male oscilaci;e kia/nu 

Ek = Ek, + Ek2 = 

1 [" (J')2 2'1' 1 3 " = -n1 j x- + rp + X rpcosrp +-m~ .·C = 
24· 

1 (' J')2 3 " =-n11 x+ rp +-m2 x 
2 4 

gdje je R - poluprecnik diska, a zbog malih 
oscilacija rp --? 0 usvojena je priblima vrijednost 

cos!p = 1 

Potencijalna energija sistemaje u slucaju malih oscilacija 

, 
Ep = m, gl(l-cos!p(= mlgl~, 

2 

Koristenjem Lagranzovih jednaCina dobijaju se diferencijalne jednaCine kretanja dato(~ sistema 
u obliku: e> 

lm,+%m2)x+m,I¢=o, (a) 

x+l¢+g!p=O, (b) 

~jesenja dob~jenih d~ferencijalnih j~~.acina trazit ce se U obliku harmonijskih funkcija, pri 
c~mu ~eternllnant~ SIstema ~ora bitt Jednaka nuli da bi postojala rjesenja osim trivijalnih. 
~JesenJem determmante fonmra se frekventna jednacina iz koje se nalazi vlastita frekvencija 
SIstema. 

U kon~etnom primjeru, period malih oscilacija ce se jednostavnije naCi ako se iz jednaCine (a) 
izrazi X i uvrsti ujednacinu (b), koja tada dobija sljedeci oblik: 
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3 
mj +-m2 2 g 

3 J 
-m 
2 ' 

2m, +3"" g, 

3m, 1 ' 
0/ 

271: 3m, 
T = -, T = 271: I--=:':~-

OJ 2m! +3m2 g 

Primjer hr. 2. 

Teski elektromotor mase m pricvrscen je oa gredu duzine 31 . Pri obrtanju rotora motara koji , 
ima masu In] nasiaje centrifugalna sila inercije F() = m1oxe, pri cemu je e -ekscentricitet 

mase rotora, a OJ ~ugaona brzina rotora, SL 5.12. 

R 
A 

21 

Sf. 5.12. OsdJacije grede sa eleklricnim motorom 

Rjesenje: 

Odrediti vlastite frekvencije oscilacija i 
amplitude prinudnih oscilacija sistema, 
ako je rastojanje od ose grede do centra 

mase motora R =1/4, moment 

inercije mase motora U odnosu na 

centralnu osu J o = mI 2/4, a ugaona 

brzina obrtanja 0)= 2~EJx/mI3 . 
Masu grede U odnosu na masu motora 
zanemariti. 

Sistem ima dva stepena slobode kretanja jer je polotaj centra mase motora u bilo kojem 
trenlltkll vremena odreden dvjema nezavisnirn koordinatama: vertikalnim pomjeranjem y i 

uglom zakretanja rp. 
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Ukupnu silu inercije Fo neophodno je razloziti oa dvije kornponente: 

koje djeluju u pravcu poprecnom oa gredu i uzduz nje. 

Koristeci metod pornjeranja, dobivaju se diferencijalne jednacine oscilovanja sistema: 

Y = (Fy - my Jail + (F,R - J i/J)8I " 

rp = (Fy - m ji )8,1 + (F,R - J i/J) 8" , 
(a) 

gdje je veliCina J = J 0 + mR 2 - moment inercije mase motara U odnosu oa njegovo postolje, 

Uticajni koeficijenti, koji se javljaju u gornjim jednacinama, mogu se naci u tablicama iz 

otpomosti materijaia i iznose (J.r ~ aksijalni moment inercije grede): 

413 

a =--
II 9EJ' , 

21' 
~2 =°21 =--, 

9EJ, 
8 =_1_ 
" 3EJ' 

3 

(b) 

Frekvencija slobodnih oscilacija sistema odreduje se iz gore napisanih diferencijalnihjednaCina 
kada se u njih uvrste Fx = F;, = 0, pri cemu se opsta rjesenja traze u obliku: 

Detenninanta sistema ce biti 

1- allmOJ~ 
Ll = , 

- 021 m aJo 

- JOJ(~012 

1- J OJ; 8" 
=0. 

(e) 

(d) 

Rjesenja ove detenninante predstavljaju frekvencije slobodnih oscilacija sistema i one iznose 

OJ", =13,96~EJ; . 
ml 

(e) 

Rjesenja sistema diferencijalnih jednacina, koja predstavljaju prinudne oscilacije sistema, 
mogu se potraziti i u obliku: 
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y = Al sin OX + A, cos OX , 

rp = BI sin OX + B, cos OX . 
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Uvrstavanjem Dvih izraza i njihovih drugih izvoda 

.. 'A' 'A-Y = -OJ I sm«i -OJ 2 COSUA:, 

.. 'B' 'B r.v rp = -OJ I smOX -OJ , cos~ , 

u diferencijalne jednacine dobija se sljedeci sistem jednacina za odredivanje 

konstanti Al ' A2 ' B] i B2 : 

(1- m OJ' all )AI - J OJ' 81lBI = F, all 

(1- m OJ' all )A, - J OJ'81,B, = F" R 81, 

(1- J OJ' 8" )BI - m OJ' 8'1 Al = F" 8'1 

(I-J OJ' 8,,)B, -mOJ'821 A, = F" R8". 

Rjesavanjem ovog sistema jednacina dobijaju se konstante: 

F, f( ,L , <,]_ 104 F" 1
3 

Al =-[I-JOJ 8"JUl\+JOJ U\2 -------
Ll - 227EJ, 

F" [( ,\< , ]_ 72 F"Z' 
BI =- I-mOJ allJUIl +mOJ 812 al\ --22 -J 

Ll 7 E , 

F"R r,( ,\< '8 8]- 18 Fo I' 
A, = ~rl- J OJ 8" JUIl + JOJ I' " - - 227 E J, 

5 [' 

227 EJ, 
F"Rr,( ,)< ,<,]_ 

B2 =--rl-mOJ all U 22 +maJ U12 -
Ll 

gdje je Ll ~ determinanta sistema. 

lz pretpostavljenih rjesenja slijedi da su amplitude prinudnih oscilacija 

Primjer hr. 3. 

Ispitati stacionarno kretanje centrifugalnog reguiatora dato ugaonom brzinom 0)0 i uglom 

relativne ravnoteze a. Regulacioni moment je proporcionaian porcmecaju ugla. Zanemariti 
mase stapova. Na slid 5.13 dati su osnovni podaci 0 regulatoru. 
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Rjescnje: 

Prema datim uslovima sistem ima dva stepena slobode. Za generalisane koordinate odabrace se 
uglovi ¢ i (), pa vrijedi 

E, =ml'(ii sin2rp+¢'), (a) 

Ep =2cl'(I-cosrp)' +2mgl(l-cosrp), (b) 

<I> = 2bl' ¢' sin' rp, (c) 

odakle se primjenom Lagranzovih jednaCina druge vrste dobijaju diferencijalne jednacine 
kretanja sistema: 

2ml'(¢ - Ii sinrpcosrp)+ 4bl' ¢sin' rp + 

+ [4cl'(1 - cosrp) + 2mg Ilsinrp = 0, 
(d) 

2ml'sinrp(Osinrp+2¢fJcosrp)=M (e) 

Za stacionamo kretanje je e ::;:;; OJj i ¢ = a = const. , 
pa iz (d) i (e) se dobija 

(I) 

mg+2cl 
a l ;;::: arccos 2 ' a2 = O. (g) 

mlm" + 2e1 

Sada ce se ispitati sarno kretanje odredeno uglom a
l 

. 

Poremeceno kretanje ce se omaciti sa 1J i fj, 
poremecaji sa ci ' a brzina porernecaja sa Ei . 

Ovdje je sa ci oznacena razlika izmedu dva rjesenja, pri 

cernuje i=1, ... ,I1. 

Prema teoremi Ljapunova, osnovno kretanje 

Sf. 5.13. Celltrifugailli regulator 
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je stabilno ukoliko se mogu naei pocetni poremecaji 0
1 

, •• OJ On takvi da poremecaji £1 ) .. OJ cn 
ostanu tokom citavog intervala kretanja u zadatim granicama, bez obzira na to koliko uske one 
bile. To znaci da se poremeceno krctanje maze definisati oa sljedeci nacin: 

q; = q, +Ei ,itd. 

1J = m,l + .o,(t), ¢ =a+.o,(t). 

Zamjenom u Cd) i (e) i poslije linearizacije dobija se (uz M = -kE2 , k = canst.) 

gdje su konstante: 

E i', + C 1':2 + k .0, = 0, 

A=2ml' >0, 

B=4bI2sin 2a>0, 

C = 2m 12m" sin' a > 0, 

D = 2(2c+mm;) I' sin' a> 0, 

E = 2ml' sin 2 a> 0. 

Rjesenja sistema (h) i 0) traze se u obliku 

3to zamjenom u (h) i (0 daje 

-ACA, +(D+AB+A2A)A, =0, 

A2EA, +(k+AC)A2 =0. 

(h) 

(i) 

(k) 

Gomji sistern algebarskih jednacina ima netrivija!na rjesenja po Aj i A2 ako je determinanta 

sistema jednaka nuli, tj. ako je 

M A) =I-;C D+AB+A2 AI = -A [AEA3 + BEA2 + (DE +C' )A+kc]= 
A E k+AC (I) 

=-A(a3 A3 +a,A'+a,A+o,,)=0. 

Kretanje ce biti stabilno ako gornja jednacina ima korijene sa negativnim realnirn dijelovima, 
5to je definisano Hurvicovim uslovima: 
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Il, = a, = DE + C 2 > 0, (m) 

ao I = a,a, -aOa3 = E[B(DE + C')- kAe]> 0, 
a, 

(n) 

a, ao ° 
113 = a3 a, a, = a31l, = AE 112 > 0. (0) 

° ° a3 

Ovi uslovi ce hiti zadovoljeni (vidjeti 0)) za odnos 

(p) 

Gornji podataka je veoma znacajan za konstrukciju opisanog regulatora. 

Prema tome, aka je ispunjen llslov (p) stacionamo kretanje centrifugalnog regulatora ce biti 
stabiino. To maci da se trenutni poremecaj u radu masine koja se regulise mora smanjivati 
tokom vremena da bi se dobio miran rad masine. 

{5.S. , Prinudne neprigusene oscilacije sistema sa dva stepena slobode 
'. 
Posmatrace se slucaj kretanja materijalnog sistema Mi , i :::; 1,2, .. " n , oa koji pored elasticnih 

sila F
el

, djeluju i prinudne sile Fni koje se mijenjaju po zakOllU 

(5.111) 

GeneraJisane poremecajne sile za sistem sa dva stepeoa slobode ce se mijenjati po periodicnim 
zakonima: 

Q,n =Q,eosQr, 

Q~ = Q2 eosQr. 

Generalisanim poremecajnim silama odgovaraju generalisane koordinate ql i q2 . 

Lagranzove jednaCine druge vrste u siucaju maiih oscilacija glase: 
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daEk aEp n 
---+--=Q, . 
dt ag, aq, 

Na osnovu gornjihjednaCina i izraza (5.1) za Ek i E p mogu se izvesti diferencijalne jednaCine 

malih neprigusenih oscilacija sistema sa dva stepena slobode pod dejstvom poremecajnih sila: 

all iii +a12 ij2 + CIl qj + c12 q2 = QiJ , 

a21 ijl +a22 ij2 + C21 ql + c22 q2 = Q~. 
(5.112) 

Ovo su dvije nehomogene linearne diferencijalne jednacine drugog reda sa konstantnim 
koeficijentima. 

Opsti integral ovih diferencijalnih jednaCina bice jednak zbiru opstih integrala homogenih 
jednaCina i partikularnih integral a nehomogenihjednacina: 

Rjesenja homogenih dijelova ovihjednaCina imaju oblik: 

(5.113) 

Partikulama rjesenja sistema jednacina (5.112) trazice se u obliku: 

(5.114) 

Zamjenom ovih rjesenja i njihovih izvoda u jednacine (5.112) dobija se sistem algebarskih 
jednacina: 

C, (e" -a" Q2)+C2 (e 12 -a12 Q2)= Q" 
C, (e 21 -all Q2 )+C2 (c" -an Q2)= Q2' 

lz ovih jednacina odreduju se amplitude C l i C 2 prinudnih oscilacija sistema: 

C _ Q, (e" - a22 Q2)_ Q, (e" - a12 Q') 
1 - {C

lI 
_ a

11
0 2 )(C

22 
- G

22
0 2 )- (e

12 
_ G

l2
0 2 ) ) 
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(5.115) 

Opsti integrali homogenih jednacina (5.113) predstavljaju slobodne oscilacije materijalnog 

sistema, dok partikulami integrali (5.114) u kojima su konstante C 1 i C 2 odredene izrazima 

(5.115) predstavljaju prinudne oscilacije. 

Za prinudne oscilacije sistema sa dva stepena slobode moze se konstatovati sljedece: 

a) Prinudne oscilacije su periodicne (hannonijske) i imaju istu kruznu frekvenciju i fazu 
kao i poreme6ajne sile; 

b) Amplitude prinudnih oscilacija ne zavise od pocetnih uslova kretanja vee od 
dinamickih parametara sistema. 

Opsti integrali nehomogenih jednacina (5.112) mogu se napisati u obliku: 

q, ~ A, cos(OJ,t - lX,)+ B, COS (OJ,t - lX,l+ C, cosQt, 

q, ~ 1], A, cos (m,t - lX,)+ I],B, cos (m,t - lX,)+ C, cosQt. 
(5.116) 

Frekvencije slobodnih oscilacija sistema ~ i ~ mogu se odrediti 1z frekventne jednaCine 

slobodnih oscilacija (5.18), dok se koeficijenti glavnih oblika oscilacija mogu dobiti pomoeu 
formule (5.25). 

Proizvoljne integracione konstante A] , B] , a l ia2 mogu se odrediti iz pocetnih uslova 

kretanja: 

q,=(tl,)o 
q, = (tl,)o . 

Po~to su nazivnici u fonnulama (5.115) predstavljeni kao kvadratna fonna po Q 2 i posto su 
korijeni ove kvadratne jednacine istovremeno i kvadrati kru1nih frekvencija slobodnih 

oscilacija OJ]2 i tV; , to se izrazi (5.115) mogu napisati u obliku 

C, 
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Q2 (ell - Gil 0.2
)_ QJ (CJ2 - GI2 .0

2
) 

(all a" - G,',)(Q' - OJ,' )(Q' - OJi)' 

(5.117) 
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\ 

55.1. Pojava rezonancije 

Ukoliko u slucaju kretanja materijalnog sistema na koji djeluju poremecajne sile vrijede 

jednakosti Q::::: OJ! iIi Q:=;; OJ2 ' amplitude prinudnih oscilacija C] i C 2 prerna izrazima 

(5.117) neograniceno rastu tokom vemena. Tada nastaje pojava koja se naziva rezonancija. 

Partikularna rjesenja sistema nehomogenih jednacina (5.112) u ovom slucaju neee biti data 
izrazima (5.114), vee se moraju posebno odrediti. Odredivanje partikulamih rjesenja obavit ce 

se prelaskom na glavne koordinate q1 i ~2' pri cemu se jos moraju izracunati nove 

poremecajne sile koje odgovaraju ovim glavnim koordinatama. Prelazak sa obicnih koordinata 

q1 i q2 na glavne koordinate uspostavit ce se na osnovu jednakosti virtualnih radova 

generalisanih sila koje odgovaraju koordinatama q1 i q2 i glavnim koordinatama q] i ~2' 

Vee ranije je uspostavljena veza izmedu obicnih i glavnih koordinata U obliku: 

(5.118) 

Variranjem izraza (5.118) dobice se 

(5.119) 

Preko virtualnog rada sila koje djeJuju na materijalni sistem uspostavice se veza izmedu 
generalisanih sila koje odgovaraju ovim koordinatama: 

Ako se izrazi (5.119) zamijene u (5.120) dobice se 

odnosno 

Uporedivanjem izraza uz iste varijacije dobija se 

(Q~' J = Q,n + s, Q~ ~ (Q, + s, Q,)cosQr , 

(Q~) ~Q,n+S2Q~ =(Q, +S2Q,)COSQt. 

(5.120) 

(5.12!) 
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Treba ponoviti da brojevi SI i S2 imaju iste vrijednosti kao i koeficijenti gJavnih oblika 

oscilacija '71 i ''12 ,prema (5.43), pa vrijedi 

sJ ::::; rh i S2 = 172 . 

Diferencijalne jednacine prinudnih neprigusenih oscilacija materijalnog sistema sa dva stepena 
slobode izraicne prcka glavnih koordinata gJase: 

.. Q +7] ° q, + wi q, =' , _2 cas Ot, 
0, 

;2 + wi q2 = Q, + 7]2 Q2 cosOt. 

°2 

(S.122) 

Vidi se da su diferencijalne jednaCine razdvojene, pa je odredivanje partikuiarnih integrala 
svedeno na sJucaj osciJacija sistema sa jednim stepenom slobode. 

Ako je Q=tVj , u rezonanciji je sarno prva glavna koordinata, pa se partikularno rjesenje trazi 

u obliku 

lz pocetnih uslova odredice se konstante: 

K,=O, K, 
o,+7],Q, 

20o, 

Na osnovu ovoga, partikuJami integral prve jednacine (5.122) ce biti 

Q, +7], Q, t sinOt Q, +7], Q2 t cos(Ot- tr:). 
20a, 20o, 2 

Slicnim postupkom se moze doci do partikulamog integraia druge jednaCine u (5.122): 

() • '. Q, + 7], Q, 
q2 =K,casOt+K,sznOt= ( 2 j"asOt. 
Paw _02 

2 2 

(5.123) 

Zamjenom koordinata (;\)p i (;2)p u jednaCine veze (5.118) uvaZavajuCi jednakosti 

81 =171 i S2 =172 dobija se 

(5.124) 
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Ovo bi, dakle, bila partikularna rjesenja diferencijalne jednacine (5.112) za slucaj rezonancije 

prve glavne frckvencije Q=lVj , Na sliean oaein se postupa u slucaju rezonancije druge glavne 

frekvencije. 

U slucaju karla sistem osciluje bez trenja, mnozitelj t ujednacini (5.123) izaziva neograniceno 
pove6anje amplitude generalisanih koordinata. 

Na osnovu jednacine (5.117) moze se naCi acinos amplituda prinudnih oscilacija: 

Q2(cIJ -aI1 [22 )-QI (C12 -aI2 0 2) 

Q, (c" -022 0 2 FQ2 (c12 -012 0
2 

) 

U~slucaju Q=~ , izjednaCina (5.125), ukljucujuci koeficijente 171 172 ' dobija se: 

U slucaju Q=tV2 vrijedi 

7]2 . 

(S.12S) 

(S.126) 

(S.127) 

Iz odnosa (5.126) i (5.127) se vidi da su oblici prinudnih oscilacija sistema jednaki 
odgovarajucim odnosima glavnih oblika oscilacija sistema. 

5.5.2. Slucaj kada je jedna od generalisanih sila jednaka nuli. 
Dinamicki apsorber bez prigusenja 

Posmatrace se slucaj kadaje jedna od generalisanih poremecajnih sila jedmka noli, naprimjer: 

Q,il = Q, cosOt i Q~ = o. 

Prema izrazima (5.115) amplitude prinudnih oscilacija postaju: 
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C , 

C, 

(Cll-aIIOl )(C22 -a22!i )-(cI2 -a12 .o2 f! 
-Q(c12 -a12 .Q2) 

(5.128) 

U slucaju da je ispunjen uslov 

odnosno 

(5.129) 

amplitude prinudnih oscilacija (5.128) ce biti 

C,=o, C, Q, 
(5.130) 

Iz ovih odnosa se moze uoCiti da, kada je zadovoljen uslov (5.129), prinudne oscilacije koje 
odgovaraju prvoj generalisanoj koordinati nece postojati. Upravo na ovoj konstataciji je 
zasnovana teorija dinamickog apsorbera bez prigusenja. 

Dinamicki apsorber bez prigusenja sa jednim stepenom slobode prikazan je na slici 5.14. 

Na teret mase m], kojije oslonjen na oprugu c j , djeluje periodicna poremecajna sila 

176 

F a 

St. 5.14. Dinamitki apsorbersajedllim 
stepenom !J·lohode 

Fa =F;,cosQt. 

Kineticka i potencijalna energija ovog 
sistema su: 

(5.131) 

Diferencijalna jednacina kretanja za 
postavljeni problem glasi 

(5.132) 
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paje frekvencija slohodnih oscilacUa sistema: 

[.' 0)= -

m, 
(5.133) 

Zakon kretanja mase m l ' odnosno ojena oscilovanje prinudnim putem glasi: 

2, (5.134) 

Dinamicki apsorber oscilacija bez prigusenja sa dva stepena slobode kretanja prikazan je oa 
slici 5.15. 

N a tijelo mase ml djeluje periodicna promjenljiva sila Fn ;:;:; F;) cos Of . Prinudna kruma 

frekvencija n podesice se taka da se poniste prinudne oscilacije tijela mase m l . 

Diferencijalne jednacine prinudnih oscilacija sistema postavice se U odnosu na staticki polozaj 

ravnoteze koordinata ZI i Z2' Kineticka i potencijalna energija sistema odredene su izrazima: 

Sl. 5.15. Dinamii!ki apsorber sa 
dva stepena slobode 

(5.135) 

Diferencijalne jednacine kretanja ovog sistema 
imaju oblik: 

ml Zj +(c j +c2 )ZI-C2 Z2 =Fo cosQt 

m2 22 -c2 Zj +c2 Z2 =0. 

Ukoliko bude zadovoljen zahtjev daje 

.0 2 =2, 
m, 

(5.136) 

prinudne oscilacije ovog sistema ce glasiti: 

F 
Z2 = __ 0 cosQt. (5.137) 

c 2 
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Na ovaj nacin, prema datim usiovima, prinudne oscilacije prve mase sistema ne6e postojati. 

Unosenjem jednaCine kretanja Z2 iz (5.137) u prvu diferencijalnu jednacinu dobija se 

odnosno 

(5.138) 

Kako je pokazano, ova jednaCina se svodi oa homo genu diferencijalnu jednacinu. 

Funkcionisanje dinamickog apsorbera bez prigusenja sastoji se u djeJovanju druge mase na 
prvu tako da dolazi do uravnotezenja prinudne sile, a sto omogucava slobodne osciiacije prve 
mase sa kruznom frekvencijom 

2 CI +C2 lUI ::'::---. 
rn l 

(5.139) 

Prema izrazu (5.130), parametre an i cn treba birati tako da nazivnik bude dovoljno veliki, 

kako amplituda C2 

ne bi bila velika. 

5.5.3. Rezonantni dijagrami 

Posmatrace se prinudne oscilacije materijalnog sistema sa dva stepena slobode u slucaju 
sJjedecih vrijednosti generalisanih prinudnih sila: 

Polazeci ad ovoga, a na osnovujednn,~ir.q (5.128), amplitude prinudnih oscilacija C
J 

slucaj Q~ = 0 iznase: 

C
I 
= ct QI (c 22 - a22 0.') 

D 
C, =C~ = 

gdje se gomji indeks "d" odnosi na dinamicke amplitude. 
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Nazivnik D ujednaCinama (5.128) iznosi 

(5.142) 

gdje je Q promjenljiva sa koeficijentima clJ i alJ istog oblika kao u frekventnoj jednaCini 

.6.(m2) slobodnih oscilacija sistema sa dva stepena slobode. Nule polinoma D bice ostvarene 

k d . ,,2 2. ", r.,2 a aJc ~t;1 == OJ1 1 ,),"2 == LV2 . 

Ukoliko je prinudna sila staticka, Q =: 0, dinamicke amplitude 

C(0.')-C d 
I - I 

postaju staticke i iznose 

(5.143) 

Dinamicki faktori pojacanja, tj. odnos izmedu dinamickih i statickih amplituda prinudnih 

osciiacija za obje koordinate, napisat ce se u funkciji od promjenljive (22: 

d ct (en - a22 .02
) (Cll C22 - C~2) 

1}1 = C" = cD' 
I 22 

d C: (c12-aI2Q2)(cIlC22-C\22) 
1}, = C" c D 

2 I' 

(5.144) 

Dijagrami funkcija 7Jt (02
) i 7J~ (02

) nazivaju se rezonantni dijagrami i prikazani su na 

slikama 5.16 i 5.17. Na ovim dijagramimaje frekventna bikvadratna forma D predstavljena 
isprekidanom linijom. 

Za 0. = 0, prema (5.142), s1ijedi daje D = ell c 22 - C;2' a 1}t = 1 

U intervalu ml' :<; 0.2 :<; m; vrijednost D < 0, izuzev za 0.2 = ml' 

D =0. 

C 
Za 0 2 

::.:: ~ , vrijednost faktora 1]ld = O. 
a22 

170 

i Q2 =m; kadaje 



TEORllA OSCILACIJA 

ry; 

5J... 2 / 
"- a" a" / 

/ 
"- / 

0 (0' , { -~/ ( 
0.' 

St. 5.16. Rezonantni dijagram za 17/ 

2 2 C 22 ., . d ... 2 
Za tDj <0. <-- blce D<O I 'fJ1 <O,JerJepoStlvesteru c l1 C22 -C12 >0. 

all 

Kada ml
2 

f-Q2 ondaje D=O,a r;t -7-00 , 

U intervalu C:<2 < 0. 2 < mi ce biti D < 0, ali uz negativan brojnik dobija se 1] jd > O. 
all 

Kada Q 2 -7 mi onda vrijednost 7Jl
d 

-7 +00. 

U intervalu wi < Q 2 < 00 ce biti D > 0 , pa je brojnik negativan tj. 771d < O. 

Kada OJ; f-- Q2 dobija se 77ld -7 -00, a za Q2 -700,77; -7 O. 

Na isti nacin kao u prethodnom slucaju moze se konstruisati dijagram 77; (.0.) Sl. 5.17. 

U slucaju linearnog oscilatora kao na slici 5.5 bite al2 = 0 i e12 < 0, pa funkcija 17f (5.144) 

dobija nesto jednostavniji oblik: 

U slucaju kada je n = 0) vrijednost faktora 17; = 1. Kada 0 2 
-7 OJI

2 
, onda 77; -7 C<:I ) 

dok u intervalu OJI
2 < ,02 < OJ; vrijedi 17; < O. Kada .02 -7 OJi, funkcija 77f -7 -00, 

a kada OJI
2 ~ .02 vidi se da 17~ -7 -00. 
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U podrucju OJi < 0. 2 < +00 ce biti 1l~ > O. Kada mi f- Q2 ,onda funkcija 77; -7 +00, 

a kada Q 2 -1' 00 , vrijednosti faktora ry; -7 O. 

1 

o 0.' 

Sl. 5.17. Rezontmtni dijtzgram za TJ/ 

Ukoliko je sistem inercijaian, odnosno aka je a12 ;j;. 0, dijagram funkcije 17; imace drugi 

oblik. 

UporedujuCi medusobno prethodna dva dijagrama za thd 
i T]i ' maze se uoCiti sljedece: 

a) Ukoliko oba dinamicka faktora pojacanja imaju isti znak, tada i amplitude C~ i C: 
imaju isti znak, pa ce obje prinudne oscilacije biti sinfazne. Kada su razlicitog znaka, 
onda su prinudne oscilacije antifazne. 

b) Prinudne oscilacije koordinata ql i q2 ce biti u fazi sa prinudnom silom sa krumom 

frekvencijom n? u intervalima u kojima su oba dinamicka faktora 77t i 77; 
pozitivna, dok ce u intervalima u kojima su oba dinamicka faktora negativna prinudne 
oscilacije zaostajati za prinudnom silom za ugao Tr. 

5.6. Prinudne prigusene oscilacije sa dva stepena slobode 

Posmatrace se sistem materijalnih tacaka Mj) mase mj , na koji pored elasticnih sila Fej 

djeluje sila otpora proporcionalna prvom stepenu brzine FWI i poremecajna sila Foi' koja se 

tokom vremena mijenja po periodicnom zakonu: 
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~li :;;:; F;; COS Q t, i:;;:; l, ... ,n. 

Na sistem djeluju holonomne, stacionarne zadrzavajuce veze koje sistemu ornogucuju dva 

stepena slobode. Polozaj sisternaje odreden generalisanim koordinatama qj i Q2' 

Langranzove jednacine druge vrste u siucaju malih oscilacija i za date uslove imaju oblik: 

(5.145) 

Aka se u gomje izraze uvrste kineticka i potencijalna energija sistema, kao i funkcija rasipanja, 
dobice se diferencijalne jednacine kretanja obJika: 

all ijl +a12 ii2 +bIl iII +bl, iI2 +cIl ql +C12 q2 = QI cos 0. t = Q~ 
a'i ijl + 022 ij2 + b21 iII + b22 42 + C21 ql + e22 q2 = Q, cos 0. t = Q~' 

(5.146) 

Problem se, dakle, svodi na rjesavanje sistema nehomogenib linearnih diferencijalnih jednacina 
drugog reda sa konstantnim koeficijentirna. 

Opsti integrali diferencijalnihjednacina (5.146) bice jednaki zbiru opstih integrala homogenih i 
partikularnih integraia nehomogenihjednacina: 

ql = (ql)h + (qJp, 

q2 = (q')h +(q,)p' 
(5.147) 

lJ prethodnom pogJavlju izucavane su slobodne prigusene oscilacije koje se tokom vremena u 
datim uslovima brzo amortizuju i nestaju, pa nastaje rdim sarno prinudnog kretanja. Stoga ce 
se proucavati sarno prinudne prigusene oscilacije materijalnog sistema sa dva stepena slobode, 
odnosno sarno parktikulami integrali nehomogenih jednacina. 

Partikularni integrali nehomogenih jednaCina (5.146) potn'j.ice se u obliku 

iIi U obliku 
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(q,)p = C, cos (Qt - 'P2) 

5. MALE OSCILACIJE MATERIJALNOG SISTEMA SA DVA STEPENA SLOBODE KRET ANJA 

pri cemu su: 

(ql)p = Al cosQt+Blsin Qt, 

(q,)p =A,cosQt+B,sin Qt, 

Al = CI cos 'PI ' BI = CI sin 'PI' 

A, = C, cos 'P2' B2 = C2 sin 'P, . 

Iz (5.149) proizilazi da su konstante 

CI=~AI2+BI2, B 
tg'P =--L 

I A' 
I 

B 
tg 'P2 =_2 

A2 

(5.148) 

(5.149) 

(5.150) 

Zamjenom partikulamih integraia i njihovih izvoda u diferencijalne jednaCine kretanja dobice 

se sistem od cetiri algebarske jednacme u kojima su nepoznate Aj , A2 , Bj i B2 , koji glasi: 

AJcII - all 0.')+ BlbllQ+ A,(CI2 - ai, 0.2)+ BA2Q = Q\' 

- AlbllQ + BJcll -all 0.2)_ A2bl2Q+ B2k2 - al2 Q2)= 0, 

Al (C12 - al2 0.')+ Blbl2Q + A2(C22 - a22 0.2)+ B,b22Q = Q2' 

- Alb12Q+ BJcl2 - al2 0.')- A2b22Q+ B,(C22 - a22 0.2)= 0. 

(5.151) 

Iz ovih jednaCina odreduju se velicine AJ , A2 , BI i B2 , a na osnovu njih amplitude 

prinudnih oscilacija CI i C2 , kao i uglovi faznih razlika <PI i <P2 prema izrazima (5.150). 

Na ovaj naCin partikuiami integrali (5.148) ce biti potpuno odredeni, a samim tim i prinudne 
oscilacije posmatranog sistema. 

Nepoznate velicme AI' A2 , Bi 
jednatina (5.151): 

B2 najlakse se mogu dobiti preko eliminante sistema 

Cl1 -alin2 bllQ cl2 - al20 2 bl2Q 

~(Q2 )= 
-bllQ CII - allQ2 -b\2Q Cn - al2Q2 

(5.152) 
cl2 - a l2O? bl2Q c22 -a220

2 b22Q 

-bl2Q el2 - a120
2 -b22Q e22 -a220

2 

Clanovi koji se nalaze u ovoj determinanti su konstantni. 
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Aka se odgovarajuci minori determinante (5.152) 071laCe sa Ajk , gdje se indeks j odnosi na 

vrste, a indeks k na kolone detenninante, mogu se dobiti odgovarajuce fonnule za odredivanje 

velicina AI) A2 , BJ i B2 ; 

(5.153) 

Moze se pokazati da determinanta 1\(Q2) ne moze biti jednaka nuli ni pri kakvim 

vrijednostima frekvencije Q . Stavise, ova determinanta je uvijek pozitivna. 

5.6.1. Dinamicki apsorber sa prigusenjem 

U tehnickoj praksi se vrlo cesto javljaju pobudne sile koje vrla stetno djeluju na ponasallje 
konstrukcije masine. Da bi se prevazisli ovakvi nedostaci, pribjegava se raznim tehnickim 
rjesenjima, kao naprimjer uravnotezenju masa, elasticnom oslanjanju konstrukcije, upotrebi 
prigusivaca, itd. 

Posmatrat ce se primjer smanjenja oscilacija izazvanih pobudnim silama masine kojoj je dodata 
odgovarajuca masa u funkciji prigusivaca (apsorbera) oscilacija. Na taj nacin se dobija sistem 
sa dva stepena slobode, S1. 5.18. 

Kako je prikazano na slid 5.18, na masini mase m
l

, koja moze osciiovati u vertikalnom 

pravcu, nalazi se neuravnotezena obrtna masa, tako da se pri obrtanju ugaonom brzinom .Q 
javlja vertikalna sila F~ koja iznosi 

Fn = F" sinD.t , 

pri cemu je Fo - inercijalna sila jednaka 

gdje su m' - neuravnotezena masa, a e - ekscentricitet. 
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Fm =Fo 
r---~~~~~1~~~nt 

Masina mase ml oslonjena je na temelj mase 

m2 koji lezi na podlozi krutosti c2 

koeficijenta viskoznog prigusenja h2' Veza 

izmedu masine i temelja je elasticna krutosti 

c l ' a koeficijent viskoznog prigusenjaje bl , 

c, 
Za postavljeni primjer potrebno je odrediti 

prinudne oscilacije mase m! ' 

Za generalisane koordinate postavljenog 

zadatka usvojice se koordinate z\ i Z2' koje 

su ujedno i koordinate U odnosll na polozaj 

staticke ravnoteze gdje je E {' = 0, 

Sf. 5.18. Dillamitki apsorber sa prigll.l:enjem 
lzrazi za kineticku i potencijalnu energiju, kao 
i funkciju rasipanja glase: 

1 ., 1 .2 

Ek =2"lnl Zj +2"1712 2 2 , 

Ep = ~C, (Z, -Z2)' +~C2 Z;, (5.155) 

'" lb(' ')' 16 ., 
'¥ = 2" 1 ZI - Z2 + 2' 2 Z2 . 

Diferencijalne jednacine malih oscilacija postavice se preko Lagranzovih jednacina II vrste: 

nIl 0, + b, (2, - 22 )+ c, (z, - z,) = F" sin D./ , 

m2 'Z2 -b) 21 +(b) + h2)Z2 - c! ZI +(c! + c2 )Z2 = O. 
(5.156) 

Za proucavanje kretanja ovog sistema, iz vee navedenih stavova, mjerodavne c~ biti prinudne 
prigusene oscilacije, pa ce se partikulami integrali trazit: ,; pretpostuvljenom ob!Jku: 

(Z')r =A,cosD.t+B,sinD.t, 

(Z')f = A, cos D./ + B, sin D.1. 
(5.157) 
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Diferenciranjem Dvih funkcija po vremenu i zamjenom u (5.156), a zatim izjednacavanjem 
koeficijenata na lijevoj i desnoj strani liZ funkcije sin o't i cos Ot , dalazi se do sistema 
jednacma, koji napisan u matricnom obliku glasi: 

[ -mU'" 
-b,n -c, b,Q 

1~H11 b,n -m ln 2 +c1 -b,n -c, 

-c, b,n -m2o. 2 
+C] +c2 -(b, +b2 )n 

-b,n -c, (b, +b2 )n -m20
2 

+C] +C2 

(5.158) 

Konstante B1 i A] iznose: 

A -~ ,-
A 

(5.159) 

gdje je L'l je determinanta sistema, a .11 j L'l2 su deterrninante dobijene iz matrice 

koeficijenata sistema jednacina (5.158) kada se prva, odnosno druga kalona, zamijene 
vektorom koji je fla desnoj strani. 

Amplituda prinudnih oscilacija mase m1 iznosi 

(5.160) 

PotPUllO odstranjivanje uticaja pobudne sile Fn na osnovnu masu bi se ostvarilo ukoliko bi 

amplituda C) bila jednaka nuli, a to znaci da bi i konstante Al i B j trebaJe biti jednake nuli. 

Analizom jednaCina (5.158) moze se utvrditi da one nisu zadovoljene za Aj = BI = 0 . To je 

moguce jedino ako je i hj = b2 = 0 . 

Postizanje optimalnih uslova prigusivanja prinudnih oscilacija svodi se na analizu i utvrdivanje 
ekstrf''":'',.q funkcije 

5to je s obzirom na slozenost funkcija LlI ' Ll2 j Ll zahtjevan zadatak. 
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6.1. Slobodne neprignsene oscilacije 

Posmatrace se vezani sistem materijalnih tacaka M! ""J M,l' koji ima s stepeni slobode, ana 

koji djeluju eiasticne konzervativne sile F:I, ... ,F
en

. 

Pretpostavice se da su veze kojima je ograniceno kretanje sistema holonomne, stacionarne, 
zadrzavajuce i idealne. 

Polozaj sistema odredice se putem S generalisanih koordinata QI,q2, ... ,qr, ... ,qs' koje se 

mjere u odnosu na ravnoteZui polozaj. 

Sve generalisane koordinate Q r' r = 1,2, ... , S, i sve generaiisane brzine q r smatrace se 

malim velicinama prvog reda. 

Kineticka i potencijalna energija odredene su pribliinim izrazima: 

iIi u matricnom obliku 

gdje su: 

Ek ~~{qy [a]{q} 
2 

Ep ~ ~{qy [c 1 {q}, 

(6.1 ) 

(5. La) 
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{q}- vektor-kolona generalisanih koordinata (pomjeranja), 

{q Y -vektor-vrsta generalisanih koordinata, 

{q} i {q Y -vektor kalona i vektor vrsta generalisanih brzina, 

[a] i [c] -matrica inercijalnih i kvazielasticnih koeficijenata, odnosno rnatrica masa i matrica 

krutosti sistema. 

Aproksimativne funkcije za Ek i Ep predstavljaju pozitivne definitne kvadratne ronne, pa 

koeficijenti inercije ajk i koeficijenti elasticnosti ejk moraju zadovoljiti Silvesterove 

kriterijume stabilnosti. 

Diferencijalne jednacine malih oscilacija ovog sistema postavice se koristenjem Lagranzovih 

jednacina druge vrste za r -tu generalisanu koordinatu q r' r = 1,2, "'} S : 

gdje su 

d dE, dEp 
--+-~=O 
dt rig, dq, ' 

dEk ~ . 
-:;-:- = L., a Ik q k 
aqr k=I' 

r = 1,2, ... ,s, 

Na osnovu ovoga dobija se sljedeci sistem diferencijalnihjednacina: 

all iii +a12 ii2 +·'·+a1.l' (is +cll ql +c12 q2 +",+c1s q,l ::::: 0 

a21 iii +a22 ii2 +"'+a2s iis +C 21 qj +C22 q2 +.,.+ c2,1' qs:::::O 

(6.2) 

(6.3) 

Dve diferencijalne jednacine slobodnih neprigusenih oscilacija materijainog sistema sa s 
stepeni slobode mogu se prikazati u kracem obliku: 

f(a,k iik +C 'k qk)=O 
k=J' . 

j = 1,2, ... ,s (6.3.a) 

iIi u rnatriCfJ:orn obliku 

(6.3.b) 

Dpsti il1tegrali ovih diferencijalnih jednaCina (6.3) odredice se na osnovu svojstva ovih 
jednacina da su opsti integrali jedflaki zbiru partikularnih integrala: 
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q, = q,I') + q,(2) +." + q,le) + ... + q;') = fq;') 
1'=1 

(6.4) 

q, = q~') + q;') + ... + q:') + .. . +q;') = fq:') 
r",j 

Vidi se da se ovi partikula111i integrali trebaju traziti sputa. Taka naprimjer, r -t1 partikularni 
integrali ce se pretpostaviti U obliku: 

(6.5) 

Vee ranije kod slobodnih neprigusenih oscilacija sa dva stepena slobode obrazlozena je svrha 
pojednostavljenja ovog postupka. Da se i u ovom slucaju partikularni integrali ne bi tralili s 
puta, uz nepotrebno ponavljanje cjelokupnog postupka, ali uz razlicite indekse, ovi partikularni 
integrali ce se traiiti sarno jedanput pretpostavljajuci ih u obliku: 

q, =A,cos(wt-a). 

q, = A2 cos(wt- a), 

q, =A,cos(mt-a). 

(6.6) 

Nakon odredivanja partikulamih integrala (6.6), pri povratku na izraze (6.4) ce se staviti 
indeksi koji odgovaraju odredenim partikularnim integralima. 

Ako se izrazi (6.6) diferenciraju dva puta dobice se: 

ii, = -AI ai COS({[)f - a), 
ij, = -A, IV' COS({[)f - a), 

(6.7) 
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Uvrstavanjem (6.7) u (6.3), dobice se sistem homogenih algebarskih jednacina: 

(ell - all aT )A, + (c" - a" aT )A, + ... + (c" - a,; aT )A, = 0 

(e21 - all oJ )AJ + (e22 - a22 0/ )Al + ... + (C 2S - G2s 0/ )As =0 
(6.8) 

k, - a" (J)' )A, + k, - a" (J)' )A, + ... + (0" - a" (J)' )A, = 0 

koje napisane u matricnom obliku glase 

[H]{A}=O. (6.8.a) 

Ovdje .Ie sa [H] oznacena matriea koeficijenata sistema, a sa {A } matrica amplituda. Matrica 

[H J iznosi 

odnosno 

[HJ=[CJ-{J)' raj, 

a matrica amplituda 

el.f -alsOJ , 
C2s - a2sO) 2] 

. . 
en - ~ssOJ2 

lzjednacina (6.8) treba odrediti nepoznate A] , ... , Ar, .. , As' 

(6.9) 

(6.9.a) 

lednacine (6.8) ocito imaju trivijalno rjesenje A, = A, = ... = A, = ... = A, = O. OVO 

rjesenje nema nikakve vainosti s gledgta teorije oscilacija, jer sistem u tom slucaju uopste ne 
bi vrsio oscilatomo kretanje. 
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Homogene algebarske jednacine (6.8) mogu imati i rjesenja All ... ,Ar , ••• ) As razliCita od TIule, 

ukoliko je detenninanta sistema (6.8) jednaka nuli, tj. aka .Ie 

ell - Gl1 (O 
, , 

el2 - G12 0J CIs - a1s{(J 
, 

ell - a21 01 
, 

e22 - 0220) 
2 2 

C2s - a2s OJ 

det [H J = L\ ({J)2 )= 
, 

C31 -a31tv 
, 

en - GnOJ 
2 c3s - G3JJJ =0. (6.10) 

2 
C51 - Gs1lV C52 - OslO) 

2 
CS5 - as/v 

, 

JednaCina (6.10) se zove frekventna iii karakteristicna jednacina 2s -tog reda po OJ, odnosno 

s -tog reda po A, gdje je A = {J)2 . 

U opstem slucaju frekventna jednacina ima S korjenova: 

Maze se dokazati da su svi korijeni frekventne jednacine (6.10) reaIni i pozitivni. Zbog 
slozenosti postupka, ova tvrdnja ce se bez dokazivanja prihvatiti kao tacna. 

Ukoliko Sll korijeni jednacine (6.10) realni i pozitivni, time je u isto vrijeme dokazano da 
partikulami integrali imaju pretpostavljeni oblik (6.6). 

Korijeni frekventne jednacine (6.10) mogu biti: 
a) svi razliciti, 
b) neki od njih visestruki, 
c) neki od njihjednaki nulL 

Prvo ce se analizirati najopstiji siucaj naveden pod (a) i neka vrijedi: 

OJ2 <0)2 <"'<OJ2 
I 2 s ' (6.11) 

VeliCine OJ] , ... , OJr , ... , OJs predstavljaju kruz.ne frekvencije slobodnih neprigusenih 

oscilacija materijainog sistema. 

Najnih frekvencija OJ1 se cesto naziva osnovnom k:ruz.norn frekvencijom, a prva glavna 

oscilacija sistema koja ima tu kruz.:nu frekvenciju naziva se osnovnom oscilacijom. Razlog za 
avo lezi u tome sto oscilacije sa najniiom frekvencijom imaju primami znacaj u rezultujucem 
kretanju materijalnog sistema. 
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Krumc frekvencije {Ol' " J WI' , koje se .ios nazivaju i sopstvenim frekvencijama, zavise od 

rnaterijalnih karaktcristika sistema koji oscilllje, odnosno od inercijalnih alj i elasticnih 

koeficijenawe
'l 

. 

Jedan od najvecih problema pri rjesavanju zadataka malih oscilacija sistema sa konacnim 
brojem stepeni slobode jeste rjesavanje frekventne jednacine. Za proizvoljan stepen 
karakteristicne jednacine ne postoje analiticka fjcsenja u zatvorenom obJiku. Stoga su razvijene 
odredene numericke metodc pomocll kojih se korijeni odreduju aproksimativno sa dovoljnom 
tacnoscll. 

Uz pretpostavku da je frekventna jednaCina rijesena, tj. da SU dobijene vrijednosti 

CV; , r = 1 , .. J S , uvrstavanjem jednog od tih rjesenja U sistem (6.8) moze se utvrditi da je 

dobijeno (s - 1 ) lineamo nezavisnih jednaCina. Zbog toga ce se iz ukupnog sistema jednacina 
(6.8) izostaviti jedna jednacina, naprimjer prva, smatrajuci je prekobrojnom. Ostale jednacine 

se tada mogu padijeliti sa A] i transformisati taka da se na desnu stranu prebace slobodni 

clanovi, a na Jijevoj ostave clanovi koji sadrze kolicnike A2 I AI , ... ) As I AI . N a ovaj nacin 

se dobija sistem l1ezavisnih jednacina 

(6.12) 

odakle se moze odrediti ukupno (s - 1 ) nepoznatih odnosa amplituda 

A2 ~ 
AI' Al ,'" 

~ 
AI' 

(6.13) 

Ako se minori frekventne jednaCine (6.10), koji odgovaraju clanovima u prvoj vrsti, obiljeze sa 

"11 (m2
), "12 (m2

), ••. , "I, (m') ,.", "L< (m') , (6.14) 

onda ce nepoznati odnosi biti odredeni izrazima: 
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A, = 'h. "12 (m2
) 

A ql "ul(2) 'hi' 

A, q, "I, (2) 
. .. ,-=-= 2 =77r!, 

Al ql "11 m 

(6.15) 

Izbor prekobrojne jednacine je proizvoljan, posto dobijeni rezultat ne zavisi od toga. 

I sva ostala rjesenja u daljem izlaganju izvest ce se pod pretpostavkom da je kao prekobrojna 
odbacena prva jednacina sistema (6.8), tj. da su nepoznati odnosi (6.13) odredeni izrazima 
(6.15). 

Iz sistema jednacina (6.12) mogu se odrediti medusobni odnosi Azi A J A31 Al ! ••• , As/AI' 

koji zavise ad odabranog korijena CV = CVr ' itd. 

Pri izracunavanju odnosa AriA], r = 1, ... ,s, pomocu izraza (6.15), treba imati u vidu da 

pojedini minori frekventne jednacine (6.10) koji se nalaze u brojniku i nazivniku jednaCina 
(6.15) mogu biti pozitivni iii negativni zavisno od mjesta posmatranog ciana u detenninanti. 

Tako naprimjer, minor koji odgovara cianu frekventne jednacine (6.10) koji se nalazi u j ~t~j 

vrsti i k ~toj koloni imace znak ( - 1) j7k. 

K fi " t' , (m2) K '(m2) K " I., (m2) = KI.,. su koCaktori (minori) oe lClJen 1 illl = 11' ti l2 = 12"" ti l.i 

koji odgovaraju prvoj vrsti matrice sistema [H]. 

(C22 - Q 22 CV2 ) (C 23 - Q 23 CV2 ) (e2.1 - G2soi ) 

Kll = (_1)11+1) (e32 - G32 0i) (e33 -G33 0l) (C3.\ - G3sol ) 

(eS2 - Gs2 ol) (e.d - G.dol) (- _ 2) Css G:;x CV 

(e21 - G2l ol) (e 23 - Q230l ) (cl.1 - G2Iol ) 

K12 = (-lt2) 
(e31 - G31oi) (e33 - G33 oJ) (c3, - a3.,m' ) 

(c51 - G5]CV2) C - 2) Cx3 G.dCV (c" - a,,(2
) 
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(e2l - a210l ) 
(C31 - Q31 0}) 

(c,l - a'loi) 

(c" - a"oi) 
(C33 - a330i) 

(c" - a"oi) 

(C2,.H - Q2,S_l al ) 
(C3,S-1 - a3,s_lol ) 

(6.16) 

sv~, od ovih kofaktora (minora) zavisi od koeficijenata inercije sistema a
Jk

, koeficijenata 

elasticnosti C jk i frekvencije gJavnih oscilacija sistema ill; ,r :;:;; 1,2, .. " S . 

Posto sistem ima s glavnih oscilacija, to znaci da se svaki od ovih minora, kao i svaki od 
odnosa (6.15), maze izracunati za svaku ad frekvencija glavnih oscilacija sistema. 

U tom siucaju bi odnosi (6.15) za bilo koju frekvenciju glavnih oscilacija sistema, naprimjer 

r Rtu m; , bili odredeni izrazima: 

(6.17) 

r=1,2, ... ,s. 

Izrazi (6.17) odreduju koeficijente r -tog glavnog oblika oscilacija sistema. Ovi koeficijenti 
predstavljaju fizicke konstante koje zavise ad dinamickih parametara, a ne zavise od pocetnih 

uslova kretanja. Ima ih ukupno (s -1) s . 

Izjednacina (6.17) dobija se daje: 

Tako naprimjer, r -ti partikularni integrali (6.5), r = 1,2, ... , s, koji ujedno odreduju i r -tu 

glavnu oscilaciju sistema, bit ce odredeni izrazima: 

(6.19) 
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Iz izraza (6.19) magu se uociti svojstva glavnih oscilacija: 

a) Aka sistem vr~i jednu od svojih glavnih oscilacija, na primjer r -tu, r:;:;; 1,2, , .. , S , 

. k d' . Id Id I,) . (619) ouda se sve generahsane oor mate sIstema q] ,Q2 "UI qs ,prema lzrazu . , 

mijenjaju po hannonijskim zakonima. Sve generalisane koordinate mijenjaju se 
sinhrono, tj. istovremeno imaju uulte i ekstremne vrijednosti. 

b) Pri svakoj od glavnih oscilacija sistema, amplitude oscilacija stoje u konstantnim 

odnosima TJl~) J ." J 7]!~), koji ne zavise od pocetnih uslova, vee sarno od dinamickih 

parametara sistema. 

Pri gJavnim oscilacijama sistema, dvije koordinate su u fazi ako su koeficijenti glavnih 

oscilacija 11 > 0 , a nisu u fazi ako su 11 < 0 . 

Sada ce se ponovo razmotriti diferencijalne jednacine (6.3), odnosno njihovi opsti integrali 
(6.4), koji su odredeni izrazima: 

ql = Iq;') = IA;') cos (w,t - a,), 
,,,,1 r=1 
, , 

q, = Lq~') =LI7JI')A;') cos (w/-a,), 
r=J ,,,,1 (6.20) 

................................................ 
s s 

q = "ql,) ="1JI')AI,) cos (wt-a ). sL..,sL..,.I'Jl ,r 
,=J ,,,,1 

Jednacine (6.20) se mogu prika7..ati u razvijenom obliku: 

ql = A?) cos (ll\t - a l)+ All') cos (w,t-a,)+ ... + All,) cos (w,t- a..), 
q, = 1JlII)A?) cos (ll\t - a l )+ 1Jli) A;') cos (w,t- a,)+ .. ' + 1Jl~) A;') cos (w,t- a,), 
............................................................................................. 

q, = 1J::) AP) cos (ll\t- a
l
)+ 1J:i)AII') cos (w,t - a,)+ .. ' + 1J!;)AII,) cos (Wi - a,). 

(6.21) 

lz gomjih jednacina se moze uoeiti da se zakon kretanja za bilo koju od generalisanih 
koordinata dobija superponiranjem prostih harmonijskih kretanja. Medutim, rezultujuee 

slozeno kretanje za bilo koju od glavnih koordinata q r' r::;:; 1, ... , s , u opstem slucaju neee 

biti periodicno, ali ce, kako je ranije receno, imati oscilatomi karakter. 
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Periodicno kretanje maze se ostvariti pod uslovom da su frekvencije glavnih oscilacija sistema 

l.U1' {j)2' ... , OJ:; djeljive bez ostatka. 

U opstem intcgralu (6.21) pojavljuje se 2s integracionih konstanti: 

(6.22) 

koje se odreduju iz pocetnih uslova Iaetanja 

t = 01 q, : (q,)o ' q, : (q,)o , ... , q, : (q,)o , ... , q, : (q,}o , 
q, - (q,)o' q, - (q,)o' ... , q, - (q,)o' ... , q, - (q,}o 

(6.23) 

tj. iz sistema jednacina 

(q,)o=i>;;)A,id cosa" r=I, ... ,s, 
s",l 

(. ) -*' I')A(')· -I q, O--L.,..OJr 17rl 1 smar , r- , ... ,S. 

(6.24) 

sool 

Kako je vee receno, za prollcavanje slobodnih neprigusenih oscilacija materijalnog sistema 

treba prvo odrediti frekvencije glavnih oscilacija OJ1
2 

, ... , OJ.; iz frekventne jednacine, zatim 

k fi ·· I·h ·1·· Id (,). kr . oe ICIJente g avm OSCI aC1Ja Tl 21 , ••. ,Tl!!1 1 na aJu defmisati integracione konstante 

I· d A(') AI,)· I ' ·h lik ampltll a 1 ,"', 1 lugovelaZll1 raz a a1, ... ,Os' 

Gore primijenjeni postupak je dosta slozen i obiman za rjesavanje zadataka sa ve6im brojem 
stepeoi slobode (tri i vise), pa se u ovom slucaju pribjegava koristenju matricnog racuna. 

Kako u prakticnoj primjeni i analizi najve6i znacaj imaju prva (osnovna) frekvencija sistema i 
prva (osnovna) glavna oscilacija sistema, rjesavanje zadataka se cesto ogranicava na nalaZenje 
sarno ovih velicina. 

6.1.1. Glavne koordinate 

Glavne koordinate ;I' ... ';s' kako je ranije navedeno, uvode se S ciljem pojednostavljenja 

postupka racunanja oscilatornog kretanja. 
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Da bi se postupak prelaska sa obicnih koordinata ql , ... ,qs na glavne koordinate q!, .. "q, 
uspjesno proveo, potrebno je da svi inercijalni clanovi Gjk (j ::j:. k) u izrazima za kineticku 

energiju i svi elasticni koeficijenti C jk (j:t k) kad potencijalne energije budu jednaki nulL 

Drugim rijecima, potrebno je iZVTsiti transfonnaciju kvadratnih fonni. 

Izrazi za kineticku i potencijainu energiju (6.1) transfonnisu se U oblike: 

. II' ~., I( ~., ~' ~.,) E =- a =- a -+···+a +···+a. '2 "2 11 rr .IS 
r",1 

. I I·' ~' I ( ~' ~' ~2) E =- c =- c +···+c +···+c . P2 "2 11 rr .is 
r",l 

(6.25) 

Ovdje su a r i cr novi koeficijenti inercije, odnosno elasticnosti, koji se razlikuju od starih 

ajkicjk · 

Koordinate ;1' ···';s koje zadovoljavaju uslove (6.25) nazivaju se glavnim koordinatama. 

Prelaskom sa obicnih koordinata na glavne koordinate, sistem diferencijalnih jednacina (6.3) 
koji je spregnut preko koordinata i ubrzanja transformisace se u sistem medusobno nezavisnih 
koordinata, tj. razdvojenih diferencijalnih jednacina izraienih preko glavnih koordinata u 
obliku: 

a,?,+c,~, =0, 

a, ?, + c,~, = 0, 

Q,?, + c,~, = 0, 
(6.26) 

Ako se rijese diferencijalne jednacine (6.26), dobi6e se zakoni prornjene glavnih koordinata u 
obliku: 
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,;, = A, cos(m,t-a,), 

,;, = A, cos(cv,t -a,l, 

,;, = A, cos(CO,f -a,), 
....... , .. " ............. .. 

(6.27) 

Iz izraza (6.27) se vidi da se svaka od glavnih koordinata mijenja po harmonijskorn 
(periodicnom) zakonu, 

Integracione konstante A, i ar , r = 1, ... J S , u izrazima (6.27) magu se odrediti iz pocetnih 
uslova kretanja: 

1- 01';' =(';,)0' -1 - q, = (d, r - "S 
(6.28) 

Krume frekvencije m; ovih periodicnih kretanja mogu se dobiti iz odnosa: 

oi =:!.L , r=l, ... ,s, (6.29) 
a, 

gdje su c, i a, novi koeficijenti elasticnosti, odnosno inercije. Ovi koeficijenti se mogu izraziti 

preko odgovarajucih starih koeficijenata C jk i a jk ako se poznaju frekvencije glavnih oscilacija 
. , 1 slstema OJ, ,r= , ... ,s. 

Izvodenje izraza preko kojih se moze izvrsiti prelazak sa starih na nove koeficijente nece se 
ovdje prikazivati zbog sJozenosti postupka. Ovdje treba sarno napomenuti da se ovaj postupak 
maze sprovesti sarno ukoliko je zadovoljen takozvani uslov ortogonalnosti glavnih oscilacija 
sistema. 

Frekvencije oscilacija sistema SU, kako je ranije reeeno, fizicke konstante koje ne zavise od 
izbora parametara preko kojih se problem rjesava. Skup iii spektar kruznih frekvencija sistema 

slobodnih oscilacija ml
2 

, ••. , m.; moze se odrediti na vise naeina: rjesavanjem frekventne 

jednacine (6.10), difercncijalnihjednaCina (6.26) iii preko formule (6.29). 

PolazeCi od izraza (6.27), opsti integrali (6.21) mogu se napisati u obliku: 
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q, = I';, =,;, + ~2 +"'+,;, + ... +~" 
r:::1 
, 

q, = i)J);),;, = 17)',1,;, + 17);)';, + ... + 17);)';, + ... + 17;;)';" 
,,,,1 (6.30) 

Na ovaj naNn se slozena kretanja (6.21), koja su opisaoa koordinatama ql , ... ,qs i koja u 

opstem smislu nisu periodicna, magu razloziti u niz prostih periodicnih kretanja (6.27) opisanih 

glavnim koordinatama ;""";5' Kad proucavanja prigusenih oscilacija materijainog sistema i 
kad analize rezonancije prinudnih oscilacija sistema obicno se koriste glavne koordinate. 

6.1.2. Torzione oscilacije reduktora 

Vrlo cest slueaj slobodnih neprigu~enih oscilacija sistema sa vi~e stepeni slobode kretanja su 
torzione oscilacije vratila reduktora. 

Kako je paznato, reduktori magu imati veci broj zupcanika (diskova), Ciji broj zavisi od 
prenosnog odnosa. 

Sistem reduktora sa n diskova moze se uvijek redukovati na sistem koji predstavlja takozvani 

slobodni torzioni lanac sa (n + l)~ im diskom. 

U tom smislu ovdje ce se pokazati principi na kojima se zasniva navedena redukcija. 

Prema slici 6.1.a reduktor se sastoji od vratila I i II na koja su navucena po dva diska. 

Moment inercije prvog diska za vratilo I iznosi J1, dok moment inercije drugog diska za 

vratilo II iznosi J3 • 

Par zupcanika u zahvatu imaju momente inercije J 21 za vratilo I i J22 za vratilo II. 

Krutosti na uvijanje vratila I i II su c1 i c2 ' dok su uglovi uvijanja vratila I na mjestu diska 81 ' 

ana mjestu zupcanika 821 • 
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Na isti naem prema slici 6.1.a ugaona uvijanja oa vratilu II su 822 i 83 , 

Brojevi zubaca zupcanika TIa vratilu I i II obiljezice se sa Zj i Z2 ' njihovi precnici sa D1 i D2 ' a 

poluprecnici sa R1 i R2 . Ugaone brzme vratila I i II obiljezice se sa t21 i ~ , 

Prenosni odnos parova zupcanika u zahvatu ce iznositi 

, D, R, z, m, 0, 1 
1=-=- == - == -- :=-- =-, 

D, R, z, OJ, 0, k 
(6,31) 

gdje je k - koeficijent redukcije. 

Na osnovu izraza (6.31) mofe se napisati daje ugaona brzina drugog vratHa 

ilJ, = -kilJ, ' (6.32) 

J, J" 

a) 

J" B, 

e, B, 
B, 

:}Xii'/ c, c, ~ 
b) 
~ -

J, 
J, 

J, 

Sl. 6.1. Redu5;,wr. Torzioni lallac sa tri diska 

Kineticka i potencijalna energija sistema, prikazanog na slici 6.1.a, iznose: 

1[" " " "1 Ek = 2 .I, 0, +.1" 0" +.122 022 + .I) OJ 
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Ep=l:..k(o,,-o,),+c,(o]-O,,)']. 
2 

Kako je 0" = -kO" = -kO, jer je 0" = 0" to ce izrazi za Ek i Ep dobiti oblik: 

1 [ " ( ')" "1 Ek = 2 .I, e, + .I" + k .122 0, +.1] 0] 

Ep =.1ck (0, - e,)' + c, (0] + kO,),]. 
2 

(6.33) 

(6.34) 

Stoga se sistem prikazan oa SI. 6.1.a maze svesti oa slobodni torzioni lanae sa tri diska 
prikazan oa S1. 6.I.b. U tom smislu potrebno je da se na vratilo I redukuje moment inercije 

drugog diska J 3 , a zatim ugaa uvijanja 83 i krutost c 2 vratila II. 

Da bi se izvrsile ove redukcije, mora biti zadovoljen uslov da kineticka i potencijalna energija 
pri ovoj redukciji ostanu nepromijenjene. 

Redukovane veliCine obiljeZice se sa: J; J 8; J c;. 
Navedeni uslov ce dati adnose: 

• 1 
Uvede Ii se redukovani ugao 8 3 := --83 , uslovi (6.35) ce biti zadovoljeni ako su 

k 

paje tada: 

Redukovani moment inercije oba para zupcanika na OSU vratila I iznosi 

(6.35) 

(6.36) 
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• k 2 J2 = J 2I + J22 , (6.37) 

Za sistem prikazan na S1.6.1.b se sada mogu napisati izrazi za Ek i Ep kako slijedi: 

1 [ '2 .', .('.)2] Ek =- J,O, +J, O2 +JJ OJ ' 
2 

Ep =~[C, (0, -&,)' +c;(O; -0,)'], 
(6.38) 

jerje 

c2 (03 + k02l' = c2 (- kO; + kO,) = c; (0; - 0,) , 

Diferel1cijalne jednacine kretanja za slobodni torzioni lanae sa tri stepena slobode, koji je 
prikazan na SJ. 6.I.b, glasit ce: 

J,O,-C,(02 -0,)=0, 
J; ii, + c, (0, -0,)- c; (0; -0,)= 0, 

J; 0; +c; (0; -0,)=0, 

gdje su OJ, 82 j e; generaiisane koordinate, pri cemu vazi odnos 

• 1 0 OJ =-- l' k ' 

Partikularna rjesenja jednaCina (6.39) potrazice se u obliku: 

0, = A, cos (WI -a), 

O2 = A2 cos (mt- a), 
03 =AJcos(mt-a), 

Uvrsti Ii se (6.40) u (6.39), dobice se sistemjednacina 

A, (c, _10' J,)-A2 c, = 0, 

( . .,) , - A, c, + A, c, + c, - J, 10 - A3 c2 = 0, 
, ( • • 2) - A, c, + A3 c, - J, 10 = 0, 

(6,39) 

(6.40) 

(6.41) 

lz uslova da eliminanta sistema (6.41) mora bitijednaka nuli, dobice se frekventnajednacina: 
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(c,-J,ol) ° 1'1(10')= -C, -c; =0 (6.42) 

° 
. 

-c2 ( • • 2) 
C2 - J3 10 

iii u razvijenom obliku 

Sabiranjem diferencijalnih jednacina (6.39) dobija se 

(6.43) 

a nakon iotegracije 

J, e, + J; e, + J; eJ = canst. (6.44) 

Iz uslova (6.44) se vidi da je kineticki moment sistema konstantan, pa je prvi korijen 

frekventne jednaCine jednak uuli, {()~ =:: 0, a 05ta1a dva korijena coi i m; se rnogu odrediti 

izjedoacine (6.42). 

6.1.3. Primjeri 

Primjer br. 1. 

Materijalne tacke masa ml , 1112 i m], koje su vezane su oprugama krutosti c1 i c2 , mogu da 

se krecu pravolinijski po horizontalnoj idealno gJatkoj ravni, Sl.6.2. Napisati frekventnu 
jednacinu odrediti krume frekvencije slobodnih oscilacija sistema, ako je 

ml ::= 1n2 = m3 ::= 111, c1 ::: c2 ::= C . 

Rjesenje: 

Za generalisane koordinate odabrat ce se apsolutne koordinate Xl' X
2 

i X}' Kineticka i 

potencijalna energija sistema pri malim oscilacijama glase: 

(a) 



mORllA OSCILACIJA 

X, 

Sf. 6.2. Oscilatomi sistem sa tF; nUlse 

pa matrice koeficijenata inercije i krutosti iznase 

o 
m2 

o 

Frekventna jednaCina U ovom slucaju je 

2 
C1 -m,(i) 

A(m2 )=det[H]= -C, 

o 
iIi u razvijenom obJiku 

o 
-C2 =0, 

(c] - mjui )l(C1 + c2 - lH2Ui )(C2 - m30l)- c; J- c; (C2 - m30i)= O. 

Poslije kraceg sredivanja, ovajednaCina postaje: 

(b) 

(e) 

«i {-n1 j m2n1/j)4 +[m2 (C j m3 +Cz mj )+ n11 m3 (C j + (.'z)]ai -(m j +m2 +n23)Cj Cz}= O. 

OcigJedno je da je jedno rjesenje OJ) = 0, a druga dva su rjesenja kvadratne jednacine po ai , 
koja se dobija izjednacavanjem izraza u velikoj zagradi prethodne jednacine sa nuloffi. 

U slucaju zadatih vrijednosti m) = n12 := m) := m i C1 = C2 := C , rjesenja iznose: 
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(d) 

Primjer br. 2. 

Odrediti frekvencije slobodnih oscilacija sistema u vertikalnoj ravni, prikazanog oa slici 6.3. 

Masa homogenog stapa AB je 2m, mase tereta C i D Sll m. Duzina konaca je 

A01 ::;:;; B02 :::: C03 := D04 = 1. Masu konaca zanemariti. 

St. 6.3. Oscilacije honwgenog Jtapa 

Kineticka energija malih oscilacija sistema je: 

ili 

Rjesenje: 

Sistem irna tri stepena slobode 
kretanja (.'I' = 3), a generalisane 
koordinate koje karakteriSu sistem 
su: 

E m/
2
(4· 2 2" ·2 2" .2) k =-- fP, + fP, fP2 +fP2 + fP, fP, +fP3 . 

2 
(b) 

Matrica koeficijenta inercije je: 

[

4m/2 
[a] = mil 

m/ 2 

ml' 

ml' 

o 
m~21=mI2 [~ ~11. 
m/2 1 0 

(e) 
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Potencijaina energija sistema je 

odnosno za slucaj malih oscilacija kada je cos rp ::::. 

pa matriea koeficijenta krutosti ima oblik 

2 

1 - P.- dobija se 
2 

o 

o 

(d) 

(e) 

Diferencijalne jednacine slobodnih oscilacija posmatranog sistema u matricnom obliku gJase 

iii u razvijenom obliku 

1 1] [4 1 0 {¢:i}+ g 0 

° 1 ° 
° 
o 

41¢:i1 +I¢:i, +Z¢:i, +4gq>1 =0, 

l¢:il +1¢:i2 + gq>2 =0, 

l¢:i, +1¢:i,+gq>3 =0. 

(f) 

(g) 

Uvr~tavanjem U Dye jednacine rje~enja rpJ ::.::: A J sin( cvt + /3), j::.::: 1,2,3 , dobija se sljedeci 

sistem algebarskih jednacina: 

4(IOJ2 -g)AI+IOJ' A2+IOJ2 A3=0, 

IOJ2 Al +(1 OJ2 - g) A2 = 0, 

IOJ' A,+(IOJ2-g)A3=O. 

Frekventna jednacina dobijena iz gornjeg sistema ima oblik 
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(i) 

Njenirn rjeSavanjem dobijaju se vrijednosti frekvencija: 

0/ = If. 
2 I' U) 

Aka se zele uaCi fonne glavnih oscilacija koje odgovaraju nadenim frekvencijama, potrazit ce 
se prva odnosi amplituda 

A, 
-= 
Al 

Za prvu glavnu oscilaciju se dobije 

za drugu glavnu oscilaciju 

a za trecu glavnu oscilaciju 

10/ A, I OJ2 

IOJ2 _g 2 ' IOJ -g Al 

A =0, A2 =-1 
A ' 

3 

GJavne oscilacije imaju fonne prikazane na Sl. 6.4. 

D 

SL 6.4. OMici glavnih osciladja si.~tema 

Primjer br. 3. 

1,41 . 

Formirati diferencijalne jednacine malih slobodnih oscilacija karoserije automobila, koja irna 

masu m i moment inercije U odnosu na centralnu poprecnu osu.fa, S1. 6.5. Mase prednjeg i 
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zadnjeg mosta sa tockovima su ml im2 , krutost gibnjeva prednjeg i zadnjeg vjesanja C1 iC2 , 

krutost guma prednjih i zadnjih tockova c i 2c. 

Napomena: Smatrati da u gibnjevima postoji trenje s koeficijentom trenja a . 

m 

c 

Sl. 6.5. Model vozila sa cetiri l'tepeltu slobode 

Rjesenje: 

Uocljivo je da dati sistem ima cetiri 
stepena slobode. 

Kao generalisane koordillate usvojit ce se: 

Y M vertikalno pomjeranje centra masa 

karoserije, 

rp w ugaa zakretanja karoserije, 

Y1 vertikalno pomjeranje prednjeg 

mosta, 

Y2 ~ vertikalno pomjeranje zadnjeg 

mosta, 

Za taka definisane generaiisane koordinate, energije oscilatornog sistema i fllnkcija disipacije 
sistema iznose: 

E I J.' I ·2 I ., I ·2 
k:':;::- o(jJ +-my +-m1yj+-m2Y2' 

2 2 2 2 

E i( )21( ),1 2 1 2 
p =-c, y+brp y, +-c2 v-arp- Y2 +-cy, +-2CY2' 

2 2 . 2 2 

'" 1 (. b . . )21 ( ... )' w="?ay+ rp-y, +-ay-arp-Y2 . _ 2 

Lagranzova jednacina II vrste gJasi u ovom slucaju 
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(b) 

pa kada se primijeni fla generalisane koordinate rp i Y daje sljedece diferencijalne jednacine: 

J, ijJ+ ably + bq,- y,)- aaey - aq,- Y2)+ c, b(y +brp- y,)

-c2a(y-arp- Y2)=0, 

J, ijJ+ a(a2 + b' )q,+ (c 2 a
2 +c, b2 )rp+ alb - a)y + (c, b - c, a)y

-aby, -c, by, +aaY2 +c2 y, a=O, 
(c) 

my+ a(y+ bq,- y,)+ a(y - aq,- Y2)+ c,(y+ brp- y,)+c,(y- arp- Y2) = 0, 

my + 2a j' + (c, + c,)y+ alb -a)q,+ (c, b - c,a)rp-ay,-c, y, - ay2 - C'Y2 = 0, 

a za generalisane koordinate Yl i Y2 daje: 

m, y, - a(y +bq,- y, )-c, (y +brp- y, )+c y, = 0, 

m,y, +ay, +(c+c)y,-abq,-c,brp-ay-c,y=O, 

m2 Y2 -a(y-aq,- y,)- C2 (y - arp- y,)+ 2c y, = 0, 

m2 y, +a y, + (2c +C')Y2 + a aq,+c, arp- a y - c2 Y = 0. 

Primjer hr. 4. 

(d) 

Torzioni sistem prikazan na SI. 6,6 sastoji se od diskova 1, 2 i 3, ciji su momenti inercije za 

osu obrtanja J, 2J i 3J, Vratilo za koje su diskovi kruto vezani ima precnik d i 
zanemarljivu masu, Odrediti: 

a) krume frekvencije slobodnih oscilacija diskova, 
b) koeficijente glavnih oblika oscilovanja diskova i nacrtati glavne oblike, 

Duzine stoje u odnosu L
J 

= L2 :,:;:: L . Trenje zanemariti. 

Rjesenjc: 

a) Sistem ima tri stepena slobode kretanja i za gcneralisane koordinate ce se usvojiti uglovi 

obrtanja diskova ({J!, (jJ2 i (jJ3 

Lagranzove jcdnacine druge vrste za ovaj sistem glase (i = 1,2,3 ): 
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KinetiCka energija sistema je: 

d dEk dEp --+-=0 
dt dip, df, ' 

E IJ'2 J.2 3 J ' 2 
k =- fl + f2 +- f3' 

2 2 

(al 

(b) 

Potencijalna energija sistema sastoji se od potencijalne energije elasticnih vratiJa duzine L
J 

i 

L2· Pod pretpostavkom daje fP3 > tp2 > tpl ' potencijalna cncrgijaje 

1( )21( )' Ep =-cI f,-fl +-c, f3-f, . 
2 2 

(e) 

S obzirom na to da su diskovi naglavljeni 
na vratilo koje po cijeloj duzilli ima isti 

poprceni presjek, a i duzine LI , L1 i L 
su jednake, to su i krutosti jednake i iznose 

Sf. 6.6. Tonjo"i sis/em sa Ir; steoena sJobode 

gdje je 10 polarni moment inercije 

poprecnog presjeka, a G madul klizanja 
materijala vratila. 

Aka se odgovarajuci izvodi izraza (b) i (c) uvrste u (a), dabice se diferencijalne jednacine 
oscilovanja sistema: 

JiA -c(f, -fl)=O, 

2J!P2 + C(f2 - fJ- C (f3 - f,) = 0, 

3J!P3 +c(f] -f,)=O. 

Pretpostavi Ii se rjesenje sistema (d) u obliku 

f, = A, cos Wi , 

(d) 

te potrafc drugi izvodi ;Pi i zajedna sa rpl uvrste u jednacine (d), dobice se sistem algebarskih 

jednacina po nepoznatim konstantama AI' A2 i A): 

210 

6. MALE OSCILACIJE MATERIJALNOG SISTEMA SA KONACNIM BROJEM STEPENI SLOBODE 

(c - J oJ' ) Al - C A2 = 0, 

- c A + (2c - 2J oJ') A2 - c A3 = 0, (e) 

- c A, + (c - 3J w2 ) A3 = 0, 

Da hi sistem (e) imao i dmgih rjesenja osim trivijalnih (A;;;;; A2 == A3 ;;;;; 0), deterrninanta 

sistema mora biti jednaka nuli: 

c-Jm' o 
-c 

° 

-c 

2c-2Jw' 

-c 

-c =0. 

c-3Jw2 

Razvije Ii se dcterminanta (f), dobice se fTckventna jednaCina sistema u obliku 

IzjednaCine (g) se dobijaju frekvencije oscilovanja sistema: 

WI =0, w, =0'755~, w] = 1,33 /C. VJ 
b) Koeficijenti oscilovanja su defmisani kaa adnosi amplituda 

A, 
A' I 

lz prve i trece jednaCine sistema (e) dobije se 

A3 
1731 =-. 

Al 

c c-Jw' 
17,1 = 

c c-3J w' 
odnosno 

17 
- A3 _ A]/AI _'hl 

32 --------, 
A2 A,I Al 1],1 

odakle je 17)1 =. 1732 1711 ) te je 

(I) 

(g) 

(h) 

(i) 
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c - J OJ' 

c -3J OJ" 

Za ranije izracunate frekvencije (h) koeficijenti glavnog oblika oscilovanja SU: 

za OJ1 ' 17(1) - 7/') -1 
21 - 31 - J 

za 0)2 ' 17li) = 0,435, (2) 06 1731 = - , 15, 

za 0)3 ' 17Jil = -0,77, 17;i) = 0,179 . 

Na slici 6.7 prikazani su glavni ahlici oscilovanja ovog torzionog sistema. 

SL 6.7. Glavni oblici oscilovanja tonionog sistema 
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U tehnickoj praksi je od posebnog znacaja utvrdivanje brzine obrtanja vratila pri kojoj nastaje 
pojava rezonancije. 

Kao 8tO je poznato, pri izvjesnim povecanim brzinama obrtanja, vratila mogu postati dinamicki 
nestabilna usljed pojave velikib amplituda oscilovanja prouzrokovanih rezonancijom. 

Broj obrtaja vratHa pri kojem Sll amplitude oscilovanja nedopuSteno vel ike, tj. kada nastaje 
pojava rezonancije, naziva se kritiCnim brojem obrtaja vratila. 

U ovom podrucju istra;?jvanja postoji veJiki broj postupaka na osnovu kojih se moze odrediti 
kriticni broj obrtaja brzohodnih vratila sa zadovoljavajucom tacnoscu. 

7,1. Vertikalno vratilo sa jednim diskom 

Na slici 7.1 prikazana su vertikalna vratila sa jednim diskom. Masa diska je m, tacka C je 

srediste homogenog diska, a tacka S srediste srednjeg presjeka vratila. Zanemarit ce se uticaj 
sopstvene tezine 'Yratila i diska, cime ce se postavljeni zadatak znatno pojednostaviti. 

Na slici 7 .I.a prikazano je vertikalno vratHo sa idealno centriranim disk om. 

Ukoliko se vratilo obrce ako vertikalne ose AB ugaonom brzinom .Q zauzece polozaj kao na 

S1. 7.I.b. Ugib vratHa usljed djelovanja centrifugalne sHe my~i oznaCice se sa y, pa 

elasticna sila . DB vratilu iznosi cy. Ovdje je C krutost pri savijanju vratila i predstavlja 

velicinu sile pei kojoj bi se vratilo pomjerilo zajedinicu duzine. U posmatranam slucaju krutost 
C se moze izracunati na osnovu izraza 

EI48 
c=-1-3 -' (7.1 ) 
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n < at, n > atr 

1/2 

~B~!------~-------1ff.4t-------1~---
(!~n !\ !\ II 
Y I· I. I 

I Ii! iii 
c! s rCY ! :c myQ2 cy is: c m(y+e)O? cy !c:s m(y_e)02 

--+-l·+ . YY i is, e , e 

112 Ii. y I. y i. ). 
! . I . I . I 
I I· .1· 10 

~~i.· _______ aa! _________ IDq _________ ~W:I----
1tlf ~ ~tJ 

A A A A 

al bl cl dl 

Sf. 7.1. Vertikalna vratila it/ozena kriticnim obrtajima 

Centrifugalna sila diska prouzrokovana ugibom vratila nalazi se u ravnotezi sa elasticnom 
silom, pa vrijedi odnos 

myO'=cy. (7.2) 

Posljedica ovakvog stanja pri rotaciji vratila ugaonom brzinom Q su bocne oscilacije vratiJa, 
pri cemu difereneijalna jednaCina kretanja sredista diska C ima oblik 

my=-cy, 
odnosno 

mY+cy=O. 

Krufua frekveneija diska u ovom slucaju iznosi 

2 C 
(j) =-

m 

dok je prema jednacini (7.2) ugaona brzina vratila 
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0 2 =.::... 
m 

(7.3) 

(7.4) 

(7.5) 

7. KRITICNE BRZINE BRZOHODNIH VRATILA 

Dakle, n je ugaona brzina vratila pri kojoj nastaju bocne oscilacije vratila. lednakost (J) :::: n 
daje broj obrtaja vratHa pri kojem nastaje rezonancija, tj. kriticna ugaona brzina obrtanja vratila 
iznosi 

, C 
OJer :::::- (7.6) 

m 

Na asnovu prcthodnog maze se reci da je kriticna brzina obrtanja vratila ana ugaona brzina pri. 
kojoj se broj obrtaja vratila u sekundi poklapa sa kruznom frekvencijom slobodnih bocnih 
oscilacija, .Q = OJ = OJer • 

U slucaju kada je srediste C ekscentricnog diska na udaJjenosti e od centra vratila S , prema 
S1. 7.1.c, iz uslova ravnoteze slijedi: 

y 

m{y+e)O' =cy 

meO' 

c-mO' 
e 

c 
---1 
mO' 

(7.7) 

Ovaj izraz pokazuje moguca odstupanja u bocnom pravcu vratila. Ukoliko se Q pribliZava 

vrijednosti lVer , tada ce y teziti beskonacnosti, odnosno nastupit ce rezonancija pri kojoj ce 

vratilo imati nedopu~teno veliku amplitudu oscilovanja. 

Eksperimentalno je utvrdeno da ce se amplituda oscilovanja smanjiti ako se broj obrtaja vratila 

povecava iznad (J)er' odnosno ako je 

(7.8) 

U ovom slucaju dolazi do stabilizacije obrtanja vratila koje je u pocetku bilo nestabilno. Ova 
pojava se naziva De Lavalov paradoks. Eksperimenti su pokazali da se u ovom slucaju srediSte 
diska C nalaz! izmedu defonnisanog vratila i pravea AB , Sl. 7.1.d. 

Na osnovu uslova ravnoteze za ova dinamicko stanje se maze dobiti da je 

m{y-e)Q' = cy. 
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e 
y= ,. 

1-( 6) 
(7.9) 

Iz gornjeg izraza (7.9) se vidi da kada aJc,/Q --7 OJ odnosno kada se ugaona brzina vratila 

povecava dolazi do smanjenja amplitude, tj .. y --7 e . 

7.2. Horizontalno vratilo sa vise diskova. Obrazac Morleja 

Sada ce se predstaviti metoda koja spada u klasu energetskih metoda, a prema kojoj je, ukoliko 
sistem vrsi oscilatorno kretanje, maksimalna kineticka energija jednaka maksimalnoj 
potencijalnoj energiji 

E kmax = Epmax . (7.10) 

Pri izvodenju Morlejevog obrasca pretpostavlja se sljedece: 

masa vratila je u poredenju sa masama diskova zanemarljivo mala, ali se i ona moze 
uzeti u obzir aka je potrebno; 
vratilo pri svom najnizem obliku oscilovanja, tj. u slucaju oscilovanja sa najnizom 
frekvencijom, osciluje u obliku staticke elasticne linije koja bi se formirala pod 
djelovanjem tereta navucenih diskova, Sl. 7.2. 

•

A .. _._._._._~_., __ ._._._. 
........... -.. -

, ~ it • - .. 

. fi 
y I 

t 

B 
._._._._. '-'-;..~f\'-'-'-'-'-~ 

.. _ .... z 

h . 

st. 7.2. Deformacija bnollOdllog l'ratila sa 11 diskova 

Ukoliko je broj obrtaja vratila .Q jednak frekvenciji OJ osnovnog oblika oscilovanja 
slobodnih oscilacija sistema, tj. ako vrijedi 

(7.11) 

broj obrtaja vratila 6e biti kritican. 
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Staticki ugibi centriranih diskova, cije su tezine G1J G2,,,., Gil'''' Gn , oznaCice se sa 

J;,i2 J •• "J;""'/n' uz pretpostavku da centri inercije diskova osciluju u vertikalnoj ravni po 

zakollu 

Yi = J; COS OJ{ 

Potencijalna energija sistema ce iznositi 

1 n I n 

Ep =-L:Gi y, =-g L:miy" 
21"'1 2 i=1 

dok ce kineticka energija biti 

1 n .2 1 211 2.2 
Ek =-L:m'Yi =-llJ L:m,J; Sin llJl. 

2,:01 2 1=1 

Maksimalne vrijednosti E pmm: i Ekmm: iznose 

1 " 
Epmm: = -2 g Imj.t; 

I"'] 

E 1, f. {'2 
kmax :;;;: -2 OJ ~m,J I . 

i=1 

Izjednace Ii se ove dvije energije prema (7.10), dobice se 

" " g'i.,miJ; g'i.,G,}; 
m' ,"'1 1=] 

" " 'i.,m, J;' 'i.,Gf 
I"'] ''''] 

(7.12) 

(7.13) 

(7.14) 

(7.15) 

(7.16) 

lzraz (7.16) predstavlja Morlejev ohrazac pomoeu kojeg se maze odrediti pribli.711a vrijednost 
kriticne ugaone brzine vratBa. 

Obraz.'}(' je tacniji ukoUko je veCi broj diskova. 

Aka je masa vratila AI velika u adnasu na masu diskava, onda se masama diskova trebaju 

dadatijos i vrijednasti M / n , taka da ce masa i ~tog diska biti m: :;;;: mi + M / n . 
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7.3. Relejev obrazac 

U odnosu na prethodnu metodu, ovdje se uzima U obzir i masa vratila, a maze se uzeti U obzir i 
masa diskova za odredene kriticne brzillc. 

Karl ave metode se kao kriva prvog oblika oscilovanja ne mora usvojiti staticka elasticna linija 
nosaca, vee se moze pretpostaviti bila koja druga kriva jednostavnija od elasticne linije. 

I ovdje se koristj princip jednakosti maksimalne potencijalne i kineticke energije. 

Pretpostavice se da je f(z) neka kriva koja u dovoljnoj mjeri aproksimira krivu prvog gJavnog 

oblika oscilovanja, S1. 7.3. 

::::;:0;--------->-

z dz fez) , 

Sf. 7.3. Kriva prvog g/avnog ohlika ().~cilovallja 

Aka se sa p' oznaCi masa jedinice duzine vratila, tada je elernentama masa dm == p'dz , a 

njena kineticka energija 

(7.17) 

gdje je v
t 

brzina uocenog elementarnog dijela dz koji se nalazi na rastojanjll Z od kraja 

vratiJa A. 

Na osnOVll navedenog moze se pretpostaviti da ce pojedini eiementi vratila oscilovati po 
zakonu 

y(Z'/) = f(z) cos aJI =;.y(z) cos aJI , (7_18) 

gdje je j{z) kriva prvog gJavnog oblika oscilovanja. 

Brzina eJementarnog dijela na rastojanju Z ima vrijednost 

v, = y(z,I)=-f(z)msinml_ (7_19) 
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Maksirnalna kineticka energija elementa vratila iznosi 

jer je 

1 V,mml = If(Z )ml· 

Maksimalna kineticka energija vratila raspona I iznasice 

I 1 I 
Ekmm = Jd Ekmm =-p' (O2 If2(Z)dz_ 

o 2 0 

Potencijalna energija defarmisanag vratila adredena je izrazom 

Na asnavu izraza (7.18) vrijedi 

Y"(Z) = {'(z )COS aJI • 
adakle je 

Na osnovu toga se maze napisati 

Epmax 

1 I 2 

= -E I" Ilr(z)] dz. 
2 0 

Aka se izjednace Ekmax, i E pmax dabice se 

I 2 

E I, l(j" (z)] dz 
ai = __ ';-0 ___ _ 

I 

p' If2 (z)dz 
(p .• 

(7.20) 

(7.21) 

(7.22) 

(7.24) 

(7.25) 

Izraz (7.25) predstavlja Relejev obrazac, koji omogu6ava odredivanje priblime vrijednosti 
krume frekvencije prvog osnovnog oblika oscilovanja vratila. 

Ukoliko se na vratilu nalazi n diskova, anda se uzimanjem u obzir kineticke i potencijaine 
energije tih diskova kaa u Moriejevoj metodi i dodavanjem izraza za kineticku i potencijalnu 
energiju (7.21) i (7.24) dobija kruma frekvencija u vidu izraza 
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oJ' 

I l 

E1, fL["(z)] dz+ L:G,;; 
o H 

I 1 II • 

p' fj2(z)dz+- L:G,;;2 
o g 1",,1 

Ovaj izraz je kombinacija obrazaca Morleja i Releja, a koristi se za rnasivna vratila sa 
diskovima. 

7.4. Denkerlejev obrazac 

Denkerlejev obrazac se koristi za odredivanje kriticne ugaone brzine obrtanja brzohodnih 
vratila sa veCirn brojem diskova. Prema ovoj metodi obicno se zanemaruje masa vratiia, ali se 
moze i uzeti U obzir analogno Reiejevom obrascu. 

Kao i u prethodnim slucajevima, izvodenje Denkerlejevog obrasca polazi ad toga da se odredi 
frekvencija prvog glavnog oblika oscilovanja slobodnih oscilacija vratila OJ, pa se kritican broj 

obrtaja vratila .Q dobija iz uslova .Q :;::: OJ:;::: OJer • 

Metoda Denkerleja koristi diferencijalne jednacine malih neprigusenih poprecnih oscilacija 
vratila sa koncentrisanim masarna, Sl. 7.4. 

A fr{:~---~}··------'-r-2.·:;'---------~L}·· ---1..''.'-----~--B ________ > 
~ ····Yl ····y2 y; .... yn···· .. , z 

~i" i!!i(.., •• 1,j~"""· 
y I - .~,K "_"_',' 

J.,. m mil 
"' I m2 mj 

Sf. 7.4. Deformacija hrzohodnog vratila sa n masa 

U slucaju prikazanom na slici 7.4, kada se na vratilu nalazi n diskova masa mj , 

i :;::: 1, ... ,n , ugibi imaju vrijednosti: 

y, = III + 1;, +. -. + 1;.,,-, + 1;." = F,all + F,a" + .. -+ Fp,,, ' 
(7.26) 
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Na vratilo djeluju odgovarajuce sHe inercije 

pa diferencijalne jednacine kretanja sistema dobijaju oblik: 

Yl =-m1 j\ all -m2 Y2 a l2 -· .. -mn'vn all! J 

Y2 = -m1 j\ a 21 - m 2 Y2 a 22 -'" - mn Yn 02n ' 

Ukoliko se pretpostavi rjeScnje jednaCina (7.27) U obliku 

Yk = Ak cos(OJI-a), 

dab ice se frekventna jednacina u obliku 

Uvedu Ii se oznake: 

-m2D:i20l 
(1- m2a220i) 

frekventnajednacina dobice oblik 

(z - z,) -m2cx12 

L\. (z) = - m,a" 
n : 

(Z-2,) 

-rn2cxn2 

-mna1nol 
2 - mncx211 0J 

-mnaln 

-mlla]n 
=0. 

(z-zJ 

Razvijanjem frekventne jednacine dobice se polinom n -tog reda oblika 

,,(-- -)'<-10 Z - ZI +Z2 +",+zn Z + ... = , 

(7.27) 

(7.28) 

=0. (7.29) 

(7.30) 
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koji ima n korjenova 

Iz vise algebre je poznato da je 

pa se na Dsnovu ave veze moze se daCi do zakljucka da je korijen ZI znatna veti ad ostalih 

ko~jenova i njihovog zbira. Stoga se prethodna jednakost maze napisati U obliku 

Odavde je 

" 
zmax = ZI :::;(Z1 + 22 + .. ,+ Zn)= LZI' 

1=1 

(7.31) 

(7.32) 

Izraz (7.32) predstavlja Denkerlejev obrazac. lz njega se vidi da je reciprocna vrijednost 
kvadrata najnize kruzne frekvencije sistema koncentrisanih masa manja iIi jednaka zbiru 
reciprocnih vrijednosti kvadrata sopstvenih krumih frekvencija svih masa sistema izracunatih 
pod pretpostavkom da svaka masa posebno sarna osciluje na vratilu. 

Ukoliko se broj diskova povecava i neograniceno raste, tj. kada n ~ 00, obrazac (7.32) moze 
se napisati u obliku integral a 

1 
-, ~ ja"dm, 
I1J v 

koji odreduje najnizu frekvenciju sistema kada je uzeta u obzir sarno masa vratila. Obrazac 
(7.32) daje dobre rezultate kadaje na vratilu veliki braj diskova. 

??? 

8. PRIMJENA RAClJNARA. PRJ RJESA VANJU D1NAMICKIH I OSCILATORNIH PROBLEMA 

8.1. Uvod 

S obzirorn na sve vece zah~jeve za boljim kvalitetom proizvoda, s jedne, j stalni razvoj 
racunarske tehnike, s druge strane, racunari danas zauzimaju vaino mjesto i imaju 
neprocjenjivu vrijednost u procesu konstruisanja i projektovanja, kao i u daljern razvoju 
inzenjerskih konstrukcija. Poznato je da se u svim veCim svjetskim finnama mocteliranje, 
optimizacija, proracun, kao i osvajanje novih proizvoda vrsi uz gotovo apsolutnll llpotrebll 
raclloara. Ako se ovome pridoda staloi treod povecanja brzine rada, opr. brzine automobila, 
broja obrtaja brzohodnih vratila i slicno, onda je jasno da proracun dinamickih karakteristika 
struktura sa mogucnoscu optirniranja daje jedan novi kvalitetniji nivo procesu konstruisanja. 

Za proracun dinamickih karakteristika masioskih elemenata i sistema danas je u svijetu 
razvijen niz programa. Neki od njih koriste analitiCke metode, kao oaprimjer EDV ~program, 
koji po metodi transfer matrica omogucuje ocjenjivanje konstrukcije vratila s aspekta 
dinamiCkog ponasanja jos u projektnoj fazi. Najsiru primjenu danas su ipak nasle numericke 
metode i to u prvom redu metoda konacnih elemenata (MKE). 

U ovom poglavlju predstavit ce se software I-DEAS, jedan od programa koji pri proracunu 
koriste metodu konacnih elemenata. Software I-DEAS se sastoji od vise programskih paketa, a 
nekoliko njih je namijenjeno statickoj i dinamickoj anaHz! struktura. Ovaj program omogucuje 
proracun slobodnih i prinudnih oscilacija strukture, pri cemu daje graficku predstavu glavnih 
oblika oscilovanja i animaciju slobodnih osdlacija. Na nekoliko jednostavnih primjera, cije se 
rjesenje u zatvoreoom analitickom obliku moze naci u literaturi, pokazat ce se naeill koristenja 
ovog programa i rezultati. 

8.2. Teorijske osnove programa I-DEAS 

Proracun i analiza dinamickog mode!a uspostavijena ovim programom predstavija praces koji 
se sastoji od niza aktivnosti, polazeci od modeliranja konkretne konstrukcije do dobijanja 
rjesenja u numerickom i/ili grafickom obliku. Svaka grupa aktivnosti je podrtana jednim 
modelom, tako da postoji konacno definisan sistem modela koji je predstavljen na slid 8.1. 
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Na osnovu reaine konstrukcije strukture usvaja se simpHficiran (pojednostavljen) model. Ovaj 
model se dalje diskretizuje raspolozivim konacnim elementima. U programu J-DEAS magu se, 
izmedu ostalog, koristiti sljedeci tipovi konacnih e~emenata: 

a) jednodimenzionalni - ID - !lap (ROD), greda (BEAM), cijev (PIPE), 
b) d"lodimenzionalni - 2D - tanka Ijuska (THIN SHELL), element sa ravnim stanjem 

napona iIi deformacije (PLANE STRESS, PLANE STRAfN), 
c) trodimenzionalni - 3D - razni poliedri, 
d) ostali - koncentrisana masa (LUMPED MASS), translaciona rotaciona opruga 

(TRANSLATIONAL SPRfNG, ROTATIONAL SPRfNG), itd. 

Za proraeun je dalje potrebno definisati granicne uslove, odnosno nacin oslanjanja i vrstu, 
polozaj i intenzitet djelovanja spoljasnjih opterecenja na strukturno 

Na osnovu diskretizovanog modela uspostavlja se matematicki model, koji se sastoji od niza 
jednacina koje se izborom odgovarajuceg algoritma rjesavaju. Dobijeni numerieki rezultati se 
mogu na vise naCina grafieki predstaviti i animirati. 

REALNA STRUKTURA 

SIMPLIFIClRANI MODEL 

DISKRETlZOV ANI MODEL 

MATEMATICKI MODEL 

REZULTATIPRORACUNA 

SI. 8.1. Sistem mode/apr; ana/hi pomocu programa J-DEAS 

8.2.1. Slobodne neprigusene oscilacije sistema 

Proracun slobodnih neprigusenih oscilacija, tj. glavnih oblika oscilovanja i pripadajuCih 
sopstvenih frekvencija, zasniva se na osnovnoj dinamickoj jednaeini matricnog oblika 

[M]{q}+ [K]{q} = {a} (8.1) 

gdje su: 

[M] -matrica masa strukture, 
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[K] -matrica krutosti strukture, 

{q} -vektor cvornih pomjeranja, 

{q} -vektor ubrzanja cvorova. 

Tokom proracuna se odreduju: 

sopstvene frekvencije J;, i = 1, .. " n , 
sopstveni vektori, odnosno oblici oscilovanja, 

gdje je n broj stepeni slobode strukture. 

Sopstveni vektori opisuju giavne oblike (modove) slobodnih osciJacija strUktura i daju se u 
normiranom obliku. 

lako broj sopstvenih frekvencija oscilovanja 1: koje se mogu izraeunati odgovara broju 

stepeni slobode modela, obieno se raeuna sarno nekoliko prvih frekvencija, jer u ve6ini 
slueajeva sarno one imaju praktiean znaeaj. 

8.2.2. Prinudne oscilacije sa prigusenjem 

Osnovna dinamieka jednaeina prinudnih prigusenih oscilacija strukture diskretizovane 
konacnim elementima glasi u matricnom obliku 

[M]{q}+ [B]{q} + [K]{q} = {F(t)}, 

gdje su: 

[M 1 [Bl [K] -matrice rnase, prigusenja i krutosti 

{q}, {q}, {ij} -vektori pomjeranja, brzina i ubrzanja cvorova, 

{F(t)} -veklor pobudnih sila. 

(8.2) 

Na OSnovu karaktera pobudne sUe izracunavaju se odgovaraju6a pornjeranja, brzine i ubrzanja 
pojedinih cvorova u specificiranim pravcima. 

8.3. Primjeri dinamickog proracuna upotrebom programa I-DEAS 

Primjer br. 1. 

Masa m =1 kg nalazi se na horizontalnoj glatkoj podlozi i vezanaje oprugom krutosti c=IOOO 
N/m za zid. Odrediti: 
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a) sopstvenu frekvenciju osciloval1ja, 
b) pomjeranje mase U slucaju prinudnih oscilacija kada oa masu djeluje poremecajna sila 

intenziteta Fo ::::: 100 N koja se mijenja po sinusnom zakonu frekvencije In ::::: 25 Hz. 

SI. 8.2. Oscilovanje mase na horizontalnoj podJozi 

Rjesenje: 

a) Sopstvene oscilacije 

3.1) Teoretsko rjesenje 

lednacina kretanja mase u horizontalnom pravcu prema (3.2) glasi: 

mx+cx=O. (8.3) 

Sopstvena frekvencija oscilovanja je 

/=_1 Ic =_1 ~1000 =5,0329 Hz. 
27f V -;;; 27f 1 

(8.4.) 

3.2) Rjesenje primjenom programa I-DEAS 

Da bi se zadatak rijesio upotrebom programa koji se zasniva Da metodi konacnih elemenata 
potrebno je : 

defipisati cvorove 
defmisati clemente. 

U slucaju slozenijih struktura, generisanje mreze konacnih elemenata obavlja sam program 
prema opcijama koje mu zadaje korisnik. No, u ovom jednostavnom primjeru cvorove i 
elemente ce definisati sam korisnik. 

U dijelu programa pod nazivom MESHING definisat ce se sljedeci cvorovi: 

.:. Nl (0,0,0) - na mjestu zida i 

.:. N2 (0.5,0,0) - na mjestu rnase, pri cernu je udaljenost (0.5 m) odabrana proizvoljno. 
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Usvojit ce se sljedeci elementi: 

a LUMPED MASS mase I kg u evoni N2, 
a TRANSLATIONAL SPRING krutosti 1000 N/m kaja povezuje evorove Nl i N2. 

PreJaskom na zadatak BOUNDARY CONDITIONS usvojit ce se sljedeci granicni uslovi: 

u cvoru Nl - sva pomjeranja i zakretanja jednaka nuli (SPECIFIED RESTRAINT -
sva 'pornjeranja i rotacije FIXED na 0) 
u cvoru N2 - sva pomjeranja i zakretanja jednaka nuli osim pomjeranja u x pravcu 
(SPECIFIED RESTRAINT - X TRANSLATION FREE, sve ostala FIXED na 0 ) 

Nakon obavljenog proracuna koji je pokrenut u zadatku MODEL SOLUTION, dobijaju se 
rezultati koji se mogu prikazati u POST PROCESSING zadatku. 

Dobijeni rezultat (frekvencija f = 5.032921 Hz), kao i generisalla mreza konacnih elemenata, 

prikazani su na slici 8.3. 

" RESULTS, 1. e c. 1. NORM<>.L_fI/ODe 1. DI SPLACElMeNr_1 
M::)Oe: 1 FREO: 6.032921 
DI S:PLAce....-eNT - MA.G M N: 0_ OOffi+OO I\M.X, 1. ooe-tOo 
OEFORMA.TI ON: 1· e. C. ,. NDRMA.L_M::lOE 1. 01 SI"I..Acerue-NT 1 
rvoOE: 1 "'Reo: 6 O~2S21 
01 $PLACeMeNT· M<\G M N O.OOE+OO M"'-X' 1.00E-tOO 
FRAMe OF REF: PART 

y 

~-~ ! 
~*~, _ . .i.: ---:X0-----'il,V!,\---- ---tfl'~, _ .. 

SI.8.3. Diskretizovani IIwdel i sopstvenajrekvencija 

b) Prinudne osciIacije 

b.1) Teoretsko rjesenje 

Jednacina prinudllih neprigusenih oscilacija za ovaj slucaj glasi (3.85): 
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mx+ ex = F, sin(Ot + fJ) = 100sin(2n-. 25 t+ 0). (8.5) 

Zakon kretanja mase prema (3.95) glasi: 

x = Xo cos OJt + Xo sin OJ! 
OJ 

,h 2 (Sin fJ cos OJt + 0 cos fJ sin OJI 
OJ -0 OJ ) + (8.6) 

h . 
+ 2 ,szn(OI+fJ)· 

OJ -0 

Uz usvojene pocetne llslove (t == 0, Xo = 0, Xo = 0), pocetni fazni ugaa jJ == 0 , vrijednost 

h == Fo/m = 100" sopstvenu krutnu frekvenciju (J) = 21&·5.035 i krufuu frekvenciju sile 

Q = 27r . 25 , ovaj zakon se syodi na oblik: 

x=O+o 100 ( 
(2n-. 5.035)' - (2n-· 25)' 

sinO" eos(2,,·5.035.1)+ 

+ cos 0' sin (2n-. 5.03 5 . t) + sin (2n-. 25 . I) 
2n-·25 ) 100 

2n-·5.035 (2n-·5.035)' -(2n-·25)' 
(8.7) 

Na osnovu datog izraza mogu se izracunati pomjeranja mase u pojcdinim vremenskim 
trenucirna i diD ovih podataka prikazan je u tabeli 8.1. 

Tabela 8.1. Pomjeranja mase tokom vremena 

I(S) 0.034 0.052 0.266 0.536 0.552 0.768 

x(m) 0.021872 0.016899 0.021175 -0.02238 -0.0166 -0.01959 

b.2) Rjesenje primjenom programa I~DEAS 

U zadatku RESPONSE ANALYSIS je potrebno prvo definisati sHu. Ovdje ce se definisati sila 

koja se mijenja po sinusnom zakonu sa frekvencijom fn = 25 Hz. Vremenska promjena ove 

sile u periodu od jedne sekunde data je na slid 8.4. Intenzitet sile od Fo == lOON se dobija 

usvajanjem vrijednosti 100 za SCALING FACTOR. 
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I 
. 0 .000 ~'-I-l-\,411~~'-+I-tI'-+I-tI-+HI-+HI-+HI'-+I-tI-+HI--+Hl 

SLBA. Vremenska promiena prinudne sUe 

O··o·L---~----------~--~----~----~~~----~ o .• 000 
,., mo ( •• qonu.) 

---""+ , 
, ... , "WON' 00,",' v 
No~." ,,+ 

SI.B.5. Rezultuiuce pomieranie mase (sopstvelte i prinudne o,<icilaciie) 

Pomjeranje mase u funkciji ad vremena koje je nastalo superpaniranjern sopstvenrn ascilacija 

frekvencije 1= 5.032921 Hz i prinudnih oscilacija frekvencije In = 25 Hz prikazano je 
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ua slid 8.5. Vidi se da se parovi vrijednosti vrijeme-pomjeranje naznaceni na slid dobro slam 
sa vrijednostima datim u tabeli 8.1., a koje Sll izracunate po fannuli (8.7). 

Unosenjem vrijednosti prigusenja moze se dobiti i rjesenje za prinudne prigusene oscilacije. 
Pored odziva na vremenski promjenljivu silu, program ornogu6ava i nalazenje odziva u 
frekventnom domenu, kao i u slucaju kada oa strukturu djeluje stohasticki promjenljiva sila. 

Primjer hr. 2. 

Za gredu duzine L i zanemarljive mase opterecenu koncentrisanim masama prerna slid 8.6., 
odrediti sopstvene frekvencije i glavne modave oscilovanja. 

Podaci: L ~ 0,3 m, m ~ 0,02 kg, E ~ 2,068'10 11 Nlm2, precnik grede d
g

, ~ 10 mm. 

A m 
Ely 

m B 

I ! Ll3 Ll3 Ll3 

8.6. Simpiijiciralli model grede 

a) Analiticko rjesenje 

Posmatrat ce se savojne iii transverzalne slobodne oscilacije grede opterecene sa dvije 
koncentrisane mase m , 

Primjenom metode superpozicija deformacija i koristenjem MaksveIovih uticajnih 
koeficijenata, zadatak se moze rijeSiti analiticki u zatvorenom obliku, [12], Dobijene 
vrijednosti sopstvenih frekvencija oscilovanja su sljedece: 

gdje je sa p oznacena konstantna vrijednost u iznosu 

L3 
p=

E1, 
Vrijednosti frekvencija za zadate podatke su 
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(8.8) 

(8.9) 

8. PRIlvUENA RACUNARA PRJ RJESAVANJU DINA!v1ICKIH I QSCILATQRNIH PROBLEMA 

/01 ~ 392,768 Hz, ;;2 ~ 1532,754 Hz . (8.10) 

GIavni oblici oscilovanja defmisani su koeficijentima glavnih obIllea oscilovanja koji iznose 

(8.11) 

Na 51. 8.7 prikazani su graficki glavni oblici oscilovanja ovog sistema. 

i , , ~ 
! I: ! ! 
; ----------------i----------------!--------------- i 
1 , 
: i 

! ~'i 1 , 
i .! 
:i~i 

:~ i7 ! 
i ------.--- ! 
: 1 i 1 • 

St. 8.7. Glavni oblici oscilovallja sistema 

b) Numericko rjesenje primjenom programa J-DEAS 

Za dobijanje rjesenja koristenjem programa J-DEAS potrebno je d~finisati sljedece: 

• geometriju grede (u zadatku MESIllNG) 
- polozaj cvomih taeaka; usvojeno 10 cvorova Nl-~lO.' . v • • 

kanacni elementi izmedu cvornih tacaka; usvoJcm su gredm konacm elementl 

(elementi EI-E9) punog presjeka sa precnikom d = 10 mm (u zadatku BEAM 

SECTIONS), 
koncentrisane mase u dvije cvome tacke, elementi EIO i Ell, mase m ~O.02 kg, 

madul elasticnosti materijala grede, E = 2,068·10
J1 N/m2, . 

spccificna masa materijala grede; usvajit ce se mala gustina p =O.Oql kglm3 
kako bi 

masa vratila bila vrlo mala u odnosu na kanc.entrisane rnase, 
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• granicne uslove (u zadatku BOUNDARY CONDITIONS) 
nepokretni oslonac na lijevom kraju (PIN, Z M axis of rotation), a pokretni aslanae na 
desnom kraju grede (ROLLER, Z-axis of rotation, X-tran~lation) 

Diskretizovani model grede sa dvije koncentrisane mase prikazan je na slici 8.8. 

y ! --I 
Ell E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 t X t I I :I( XI ~, !\il!J I W I )f~ ! Jii!!J I ~l.' ! * I * I.' . , .K 

NI N2 N3 N4 N5 N6 N7 N8 N9 NIO 

St. 8.8 Diskretizovani model grede sa dvije koncentrisane muse 

Nakan unosenja broja trazenih modova i definisanjem minimalne traiene frekvencije u iznosu 
ad I Hz (kako bi se izbjeglo trazenje frekvencija bliskih nuIi) u zadatku MODEL SOLUTION, 
dobijaju se vrijednosti sapstvenih frekvencija oscilovanja: 

/'J ~ 392, 357S Hz, /" ~ 1513,018 Hz. (S.12) 

Razlika izmedu dobijenih vrijednosti frekvencija (S.12) i vrijednosti datih izrazam (S.lO) je 
mala, a nastala je prvenstveno usljed toga 5to je vratilu u numerickom primjeru ipak data 
odredena masa. 

Na osnovu podataka a modalnim oblicima, program II zadatku POST PROCESSING daje 
graficku predstavu i omogucava animaciju traienog prvog i drugag glavnag oblika oscilovanja, 
Sl. 8.9. 

I .. 
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SL8.9. Prva dva oblika oscilovanja grede sa kOllcentrisanim masama 

:::~ 

8. PRIMJENA RACUNARA PRJ RJESAV ANJU DINAMICKIH 1 OSCILATORNIH PROBLErvtA 

Primjer br. 3. 

Zadatje okvirni nosac prikazan na slici 8.lD. Stubovi AB i CD imaju krutost EI, a precka 

Be je idealno kruta. Odrediti frekvenciju oscilovanja ovog Ilosaca aka su zadati sljedeCi 

podaci: dimenzije pOpfeCTIog presjeka sva tri stapa b X h = 0.5 m X 1 m, madul elasticnosti 

materijala stubova E := 31. 5 OPa, masa precke po jedinici duzine m[ = 10000 kg/m. 

£1 

,. 
; D 

.. - .. - .. - .. - .. ~ .. - .. - .. - .. - .. - .. - .. - .. - .. - .. -

3m 

a) Analiticko rjescnjc: 

, 
; 
; 
; 6m 

Sf. 8.10. Ohirni nOSllC 

Lagranzova diferencijalna jednacina za ovaj slucaj glasi 

a odatle se maze dobiti diferencijalnajednacina kretanja u obliku 

4m 

(8.13) 

(S.I4) 

gdje su m * i k * reducirana masa i krutost nosaca, a UJ llsvojena generalisana koordinata 

(translacija precke u horizontalnam pravcll), 81. S.11. 

Na osnaVll (8.14) se maze dabiti sopstvena krufua frekvencija sistema: 

.g;* (j)= -m* . 
(S.I5) 
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Za nalazenje redukovane mase m * potrebno je odrediti kineticku energiju sistema, S1. 8.11: 

a odavde su: 

E 1 ·2 1 ( , 6) ·2 
;k =2"'m,u1 ="2' m' -U 1 ' 

aE, , . 
--=111 ·6·u a· j' uj 

d (dE, ) '6" * .. 
dt a,ij = m· . U j = m U j • 

Dakle, m*::::: m', 6. 

.' 

, ....... / •• / D 

"-.~;"{:.:.-"-"--'-"-'--"-"-"-"-'--"-"-

~ 

Sf. 8.11. Killematska shema ltosaca 

(8.16) 

(8.17) 

Krutost k* ce se odrediti proracunavanjem fleksibilnosti strukture prirnjenom Maksvel

Morovih integrala, [26]. U tom cilju ce se u smjeru generalisane koordinate u1 nanijeti 

jedinicna silaR, 81. 8.12, a zatim ce se izracunati momenti po karakteristicnim poljima, S1. 

8.13. 

1- prvo polje (lijevi stub); 
, 4 3 4 

M =-F costx·z=--·-·z=-_·z· 
,A 9 5 15' 

Tacka B: M' =_~.5=_i. 
B 15 3 ' 

1I - drugo polje (precka): M' =-F (3+z)=_i.(3+z)=-~-~.z 
,A 9 3 9 ' 

III - trece polJ'e (desni stub): Md = -X . z;;;:; -z . , B , Tacka c: M~ =-1·4=-4. 
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z 

B c 

4m 

z 

9m D.o..f-l-_ 

SL 8.12. Reakcije lID jedinicllo optereeellje 

-4 

- 4 

st. 8.13. Dijagram momenata savijallja usljedjedinicllog optereeenja 

Fleksibilnost se racuna koristenjem Maksvel-Morovih integrala: 
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I 5 ( 4)' I 6 ( 4 4)' I 4 2 /*=--f --Z dz+--f ----Z dz+--f(-Z) dz= 
(E1)/o IS (EI)ll 0 3 9 (E1)111 0 

1 5 ( 4)2 2 1 4, 1 16 53 1 4' =-f - z dz+O+-fz dz=----+--. 
E1 0 15 E1 0 E1 225 3 E1 3 

Odavde se dobije 

gdje je 

f* = 656 , 
27E1 

E1=E(bh 3 112)=3.15.1010 .0.5.13 /12=1.3125.10' Nm' 

Krutost je inverzna fleksibilnosti: 

pa je sopstvena frekvencija 

k*=_I_=27E1 
f* 656' 

27 ·1,3125 ·10' = -1-30,005 = 4,77 Hz . 
656·10000·6 2" 

b) Numericko rjescnje primjenom programa I-DEAS: 

(8.18) 

(8.19) 

(8.20) 

U programu je prvo potrebno kreirati cetiri karakteristicna evora za tacke A. B, C i D. 
Izmedu evorova NI i N2 (stub AB ), odnosno N3 i N4 (stub CD), kreirat ce se jos po devet 
cvorova kako hi se magaa dobiti savijeni oblik stubova tokom oscilacija. Izmedu navedenih 

elernenata postavit ce se gredni elementi poprecnog presjeka b X h, krutosti 
E1 (E = 31.5GPa) i zanemarljive mase (usvojeno p = O.OOlkg/m'). Izmedu cvorova N2 i 

N3 (precka Be) dovoljno je postaviti jedan gredni element velike krutosti (usvojeno 

E = 2 .10
14 

N/m2
) i specifiene mase p = 20000 kg/m', eime precka popreenog presjeka 

b X h dobija masu po jedinici duzine u iznosu m' = 10000 kg/m, SI. 8.14. 

Zadavanjem granicnih uslova U cVOfovima NI (ROLLER, X~Axis of Translation, Z-Axis of 
Rotation) i u Cyoru N4 (PIN, Z~Axis of Rotation) i pokretanjem proracuna, dobija se trazena 
frekvencija i karakteristicni obIlli. oscilovanja ovog okvira, sto je prikazano oa slici 8.15. 
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NI 

Sf. 8.14. Diskretizovani model okvirnog nosaca 

c ~v I r 
RESlUt... TS: 2_ e, C. 1. NORMA.L_M::lDE :2. 01 SPLACElvENT_2 
lv'OOe: :2 FI.,:!~a: -4.6306.016 
01 SPLAcelvENT • """'13 M N: O. 001':"'00 ~: 1. ooe..oo 
OEFORIvl<>.TI ON: 2_ e. C. ,. NOFU,,\A,L_t...OOE :2. 01 SiPLACEt.ENT _2 
M::lOE; :2 "'Rea: 4.63",6"6 
01 SPI-ACelVENT _ M<>..G M N O.OCE+oO Mo\X: 1.00E+OO 
FRArvE OF ReF: PAf'lT 

Sf. 8.15. GlavlIi obik oscilovanja okvirnog nosaca prj jrekvenciji j--4.63 Il z 
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Primjer hr. 4. 

Za kotao obI ika prikazanog na slici 8.16. odrediti frekvencije i oblike prvih globalnih modova 
oscilovanja. Kataa je gomjom stranom elasticno vezall :t;a podlogu. Kraci diD modela je 
takoder elasticno vezan i oslanja se na dva kompenzatora. Masa kotla je 650 000 kg. 

Rjesenje: 

Zbog slozenosti nalazenja analitickog rjesenja, pokazat ce se sarno Ijesenje dobijeno numericki 
koristenjem programa I~DEAS. 

dva 
kompenzatora 

Sf. 8.16. Simplijiciralli nwdel kotla Sf. 8.17. Diskretizovulli model kotla 
sa grallic"im uslovima 

Diskretizacija modela je izvedena pomocu SHELL ELEMENTS (952 elementa), pn cemu su 
debljina elemenata i njihova specificna masa odabrani taka da se dobije ukupna masa katla 
m = 650 000 kg , SI. 8.17. 

Usvojeni su sljedeci granicni uslovi: 
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elasticno osianjanje gornje podloge pomocu lOx TRANSLATIONAL SPRING sa 

krutostima Cx = Cy = Cz =50000 N/m , 

elasticno osianjanje kraceg dijela prema zagnJaclma ostvareno je pomocll 5 x 

TRANSLATIONAL SPRING sa c, =Cy = 50000 N/m, c, =0, 

8. PRIMJENA RACUNARA PRJ RJESAVANJU DINAMICKIH I OSCILATORNIH PROBLEMA 

uticaj dva kompenzatora sa strane simuliran je kori~tenjem 2 x TRANSLATIONAL 

SPRING sa Cx=Cy = 50000 N/m, c,=O. 

Program izracunava traieni broj modova oscilovanja. Mnogi od dobijenih modova su lokalni, 
tj, osciluje sarno diD modela, Ovakvi modovi Sil cesto rezultat diskretizacije modela i malo su 
vjerovatni u stvarnosti. Dva najniia globalna moda oscilovanja frekvencija 1,221162 Hz i 
2,192326 Hz prikazana su na slid 8.18, Uocava se ne sarno njihanje dijelova kotla nego i 
njihovo savijanje i zakretanje, tako ~a su ovo vrlo slozeni modovi. 

Sl. 8.18. Dva karakteristicna ohlika oscilovanja modela kotla 
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