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7. DIMENZIJSKA ANALIZA

Dimenzijska analiza i teorija sli¢nosti predstavljaju znanstveni temelj eksperimentalnom
istrazivanju slozenih fizikalnih pojava kako u mehanici fluida, tako i u ostalim podrucjima
fizike. Primjenom dimenzijske analize minimizira se potrebni broj mjerenja za istraZzivanje
neke pojave, a olakSavaju se prikaz 1 tumacenje rezultata mjerenja. Teorija slicnosti daje
podlogu za primjenu modelskih istrazivanja i primjenu analogija u fizici.

7.1 Osnovna jednadzba metrologije

Sadrzaj fizikalne veli¢ine O izrazava se produktom mjernog broja O i mjerne jedinice [Q] .

0=0[0]

Npr. ubrzanje a =4m/ s’

7.2 Skup osnovnih i izvedenih fizikalnih jedinica

Dimenzija [Q] odnosno jedinica [Q]SI svake fizikalne velicine O u mehanici fluida se

moze prikazati produktom potencija osnovnih dimenzija odnosno jedinica u obliku

[0]=ML'TO" Q] =ke'm"s’K"
gdje su osnovne fizikalne veli¢ine (€ije su dimenzije osnovne) u mehanici fluida
VeliCina Oznaka Dimenzija Jedinica u SI sustavu
duljina L L m
vrijeme t T s
masa m M kg
temperatura T ® K

a eksponenti a, b, ¢ 1 d tipi¢ni za fizikalnu kategoriju Q. Nisu uvijek potrebne sve Cetiri
osnovne dimenzije. Tako se dimenzije svih fizikalnih veli¢ina u kinematici fluida mogu
opisati s dvije dimenzije: duljine 1 vremena. U dinamici nestlac¢ivog strujanja fluida gdje
temperatura fluida ne igra ulogu dovoljne su tri dimenzije: duljine, vremena i mase, a tek u
dinamici stlacivog strujanja taj skup se prosiruje dimenzijom temperature.

Oznake, dimenzije i jedinice nekih izvedenih fizikalnih veli¢ina u mehanici fluida

Fizikalna veli¢ina Oznaka Dimenzija | Jedinica u
SI sustavu
brzina, brzina zvuka Vv, C LT! m/s
sila F MLT" N
gravitacija g LT~ m/s’
tezinski protok G MLT™ N/s
volumenski modul elasti¢nosti K ML'T" Pa
maseni protok m MT! kg/s
moment sile M MLT™ Nm
snaga P ML’T? \\
tlak p ML'T* Pa
volumenski protok 0] LT m’/s
plinska konstanta R L'T?Q" J/kgK
potencijal masene sile U LT m’/s”
specifi¢na unutrasnja energija u LT~ J/kg
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rad sile, energija W, E ML’T™ J
gustoca fluida o, ML~ kg/m’
kinematicka viskoznost v LT m’/s
dinamicka viskoznost u ML'T Pas
Kutna brzina w T rad/s
naprezanje 7 0,0 ML'T? N/m’
kut o - rad
povrsinska napetost o MT™ N/m

7.3 Dimenziono nezavisan skup

Treba naglasiti da je izbor skupa osnovnih fizikalnih veli¢ina u principu proizvoljan, te se
moze koristiti bilo koji skup od ¢etiri dimenziono nezavisne fizikalne veli¢ine. Dimenziona
nezavisnost osnovnog skupa fizikalnih veli¢ina podrazumijeva da se dimenzija niti jedne
od fizikalnih veli¢ina izabranog skupa ne moze prikazati dimenzijama preostalih fizikalnih
veli¢ina u tom skupu, $to je sadrzano u teoremu o dimenziono nezavisnom skupu koji
glasi:

Ako samo trivijalno rjeSenje a;=a>= ...=a,=0, ¢ini produkt potencija Q*-Q;?-Q™
bezdimenzijskim, onda je skup n fizikalnih velicina Q,,Q,,...,Q, dimenziono
nezavisan. Ako je n>k, gdje je k broj osnovnih dimenzija (mjernih jedinica) u skupu, tada
skup n fizikalnih velicina ne moze biti dimenziono nezavisan.

Primjeri:

1. Sila, masa i ubrzanje su dimenziono zavisne veli€ine, jer su vezane drugim Newtonovim zakonom.

2. Skup od n=3 veli¢ine: brzina, ubrzanje i kutna brzina ¢ije su dimenzije opisane s dvije osnovne dimenzije
duljine i vremena (k=2), zbog n>k ne mogu biti dimenziono nezavisne.

3. Ispitati dimenzionu nezavisnost skupa veli¢ina p, v, L

Prema teoremu o dimenziono nezavisnom skupu trazi se rjeSenje za eksponente a, b, ¢, koji ¢ine produkt
potencija veli¢ina bezdimenzim, tj.

[ P (L) =mLfT?
Ako se dimenzije p, v, L izraze pomocu M, L, T, gornja jednadzba prelazi u oblik:
31 1P ryre 07 00
(ML LT L = MOLT
IzjednaCavanjem eksponenata nad istim bazama lijeve i desne strane gornje jednadzbe, slijedi sustav
linearnih algebarskih jednadzbi

M: a =0
L: -3¢ +b +c¢ =0
T: -b =0

kojeg je rjesenje trivijalno (a=b=c=0), $to znaci da je skup veli¢ina p, v, L dimenzionalno nezavisan.

7.4 Backinghamov teorem (Pi-teorem)

Klju¢no znacenje u dimenzijskoj analizi ima Pi-teorem koji glasi:

Svaki fizikalni zakon izmedu n fizikalnih velicina Q,,Q,,...,Q,,, izrazen funkcijom
G(Q,.Q,,....Q,)=0, neovisnom o promjeni mjerila (velicinska jednadzba), moze se
izraziti kao funkcija n-k bezdimenzijskih varijabli u obliku F(Hl,l_lz, an) =0, gdje je k
broj osnovnih velicina cijim se dimenzijama mogu opisati dimenzije citavog skupa n
fizikalnih velicina.
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Ilustracija: Promjena puta pri pravocrtnom gibanju konstantnim ubrzanjem s = vt +Eat2 je fizikalni zakon

izmedu n=4 fizikalne veli¢ine u ¢ijim se dimenzijama pojavljuje samo put i vrijeme (k=2), pa se zakon moze
prikazati pomocu dvije bezdimenzijske varijable. Dijeljenjem gornje jednadzbe s v,¢ dobije se
S — el ediesu == i, =

Vot 2v, 2 Vot Vo

Primjenom Pi-teorema se smanjuje broj varijabli u pojavi, ¢ime se smanjuje potrebni broj
mjerenja i olakSava analiza rezultata. Pi-teorem se opcenito realizira kroz sljedece korake:

1) Pretpostavlja se skup n fizikalnih veli¢ina za koji se smatra da upravlja fizikalnom
pojavom, te se sastavi tablica s njihovim simbolima i1 dimenzijama ili mjernim
jedinicama, iz koje se odredi broj &, dimenziono nezavisnih veli¢ina.

2) Iz skupa od n fizikalnih veli¢ina izabere se k£ dimenziono nezavisnih veli¢ina i dokaze
dimenzionu nezavisnost izabranog skupa prema danom teoremu.

3) Od svake fizikalne veli¢ine izvan skupa dimenziono nezavisnih veli¢ina formira se
bezdimenzijski Il parametar na nacin da se njena dimenzija prikaze dimenzijama
fizikalnih veli¢ina iz dimenziono nezavisnog skupa, u obliku

- LOY.0%. . O% =1 n-
0, =0.,-0"0y7 ...0F, =l,nk

Na taj nacin skup od #» fizikalnih veli¢ina zamijenjen je skupom od n-k bezdimenzijskih IT

parametara. Pri tome vrijede sljedeca pravila:

a) ako je n-k < 0, Sto znaci da se ne moze formirati niti jedan IT parametar, ukazuje da je
skup od 7 utjecajnih veli¢ina nepotpun;

b) ako je n-k=1, moguce je saciniti samo jedan Il parametar, a problem se svodi na I'(IT)=0
ili TT=konst, Sto znai da je problem principijelno moguée rijeSiti samo jednim
mjerenjem.

¢) Funkcija medu bezdimenzijskim IT parametrima, identi¢nog je oblika za beskona¢nu
obitelj geometrijski, kinematicki i dinamicki slicnih pojava. Sli¢nost dvaju pojava
podrazumijeva da se iz rezultata dobivenih na jednoj pojavi mogu odrediti rezultati na
drugoj pojavi jednostavnim mnoZenjem rezultata prve pojave s konstantnim
koeficijentom (koeficijentom sli¢nosti). Posebno, ona je jedna i ista funkcija za
modelsku i prototipnu pojavu.

d) Bezdimenzijska veli¢ina (npr. kut) ve¢ je sama po sebi Il parametar i ne moze biti
ukljucena u skup dimenziono nezavisnih fizikalnih veli¢ina.

e) Postoji viSe moguénosti izbora skupa dimenziono nezavisnih veli€ina, a u taj skup se ne
stavljaju fizikalne veliCine ¢iji se utjecaj zeli promatrati izolirano (cilj je da se
pojavljuje u samo jednom IT parametru).

f) Svaki IT parametar se smije potencirati i mnoziti proizvoljnom konstantom.

g) Ukoliko je neka od utjecajnih fizikalnih veli¢ina ispuStena iz polaznog skupa, rezultati
mjerenja nece lezati na krivulji nego ¢e biti rasuti po ¢itavom dijagramu.

Primjer: Treba istraziti zavisnost sile otpora R hidrauli¢ki glatke kugle promjera D potopljene u fluid
(gustoée p, koeficijenta dinamicke viskoznosti ) kroz koji se ta kugla giba stalnom brzinom v u
horizontalnoj ravnini.

Pretpostavlja se dakle da je sila otpora definirana nekom funkcijom G (R,D, 05 p,v) =0 medu n=5 fizikalnih

veli¢ina.

Prvi korak je formiranje tablice s dimenzijama svih fizikalnih veli¢ina u pojavi.
| Velicina | D | v | p | R | u
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| Dimenzija | L | LT' | ML" [ wMLT? | wML'T!T |
Iz tablice je vidljivo da se od osnovnih dimenzija pojavljuju M, L, T, dakle £=3, $to omogucéuje izbor skupa
od tri dimenzionalno nezavisne fizikalne veliine, odnosno mogu se formirati dva I1 parametra.

Drugi korak je izbor skupa dimenziono nezavisnih veliCina, za Sto postoji viSe mogucnosti. Ako se trazi
zavisnost sile otpora R, ona se nece ukljuciti u taj skup, a obzirom da je ona posljedica viskoznosti ¢iji se
utjecaj zeli posebno analizirati, koeficijent dinamicke viskoznosti takoder nece uci u taj skup, te ostaje skup

p, v, D ¢ija je dimenziona nezavisnost ve¢ dokazana u prethodnom primjeru (gdje je uzeto L umjesto D)

U tre¢em koraku formiraju se bezdimenzijski IT parametri, jedan od sile F, a drugi od koeficijenta dinamicke
viskoznosti £ u obliku

I, = Rp“'D°
ili pomocu dimenzija
a b
MLT® =MLT? (ML [ LT L]
Nakon izjednacavanja eksponenata nad istim bazama na lijevoj i desnoj strani gornje jednadzbe slijedi sustav
tri linearne algebarske jednadzbe

M: 0= 1 +a
L: 0= 1 -3a +b +c
T: 0= -2 -b
kojeg je rjeSenje a=-1, b=-2, c=-2, §to uvrsteno u definicijsku jednadZbu za parametar II; = R p“vb D¢ daje
II, = %
pv°'D

Pozivajuéi se na pravo mnozenja I1 parametara proizvoljnom konstantom parametar I'l; se moze preurediti u
oblik koeficijenta sile (koeficijenta otpora)

R
Chy=——7+—
oy 2 D
2 PV Ty
gdje je (1/ 2) pv? dinamicki tlak, a D27T/ 4 povrsina presjeka kugle suprostavljenog strujanju fluida.

Analogno se definira drugi IT parametar u obliku

I, = pp™’D°
iz kojeg slijedi sustav tri linearne algebarske jednadzbe:
M: 0= 1 +a
L: 0= 1 -3a +b +c
T: 0= -1 -b
Rjesenje kojega je a=-1, b=-1, c=-1, §to uvriteno u definicijsku jednadzbu I1, = yp“v’ D¢ daje
m, =—£
pvD
koji oznacuje recipro¢nu vrijednost Reynoldsova broja
1 D
Re= — L
I, K

Prema tome, funkcija G medu pet fizikalnih veli¢ina, prevodi se u funkciju medu dva IT parametra oblika

2
Cp =®(Re) ili R:%pvz R

I

D

Jednom odredena bezdimenzijska funkcija ®(Re) moze posluziti za odredivanje sile otpora R pri gibanju
kugle bilo kojeg promjera, bilo kojom brzinom u bilo kojem fluidu. Ako bi se raspolagalo samo jednim
mjerenjem Cp;=®(Re;), ono bi jos uvijek moglo posluziti za odredivanje sile R u velikom broju situacija
kojima je zajednicka vrijednost Reynoldsova broja Re, iz koje slijedi jedna te ista vrijednost koeficijenta sile
Cp,, dakle padaju u istu tocku prostora bezdimenzijskih varijabli. Opcenito za pojave koje su opisane istim
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fizikalnim jednadzbama i koje su karakterizirane istom tockom u prostoru bezdimenzijskih varijabli kaze se
da su fizikalno sliéne. Tako bi se npr. iz sljede¢ih podataka mjerenih u vodi: p=999,8 kg/m’,

/z:1,03-1073 Pas, D=300 mm, v=0.142 m/s, R=0,3 N, mogao izraunati koeficijent otpora

Cp= ﬁzo.ﬂl, pri Reynoldsovom broju Re= D =4.135-10*. Iz tih se podataka moze
2 m H
—pv
27y
izracunati sila na kuglu promjera D, =50 mm, koja se giba u ulju gusto¢e p, =820 kg/m’, viskoznosti
. Re . - . .
= 0.08 Pas,  brzinom v = —D’ul =80.7 m/s pri  kojoj ¢e sila  otpora  biti
P

1 D}

Ri=— Vv =2207N.

Bezdimenzijski I1 parametri u mehanici fluida se mogu svrstati u nezavisne parametre ili
kriterije sli¢nosti koji potjeCu od nezavisnih veli¢ina u pojavi, te zavisne parametre koji
potjecu od rezultata. Tako na primjer sila otpora u prethodnom primjeru zavisi od veli¢ina
s kojima se formira Reynoldsov broj kao nezavisni parametar, a sila otpora se prikazuje
pomocu bezdimenzijskog koeficijenta sile, koji je zavisni parametar. Sljedece tablice daju
pregled najces¢ih nezavisnih i1 zavisnih bezdimenzijskih parametara u nestlac¢ivom
strujanju fluida.

Nezavisni bezdimenzijski parametri (kriteriji slicnosti)

Naziv Oznaka Definicija
vL pvD 4
Reynoldsov broj Re, Rn =P P9
po p mDp
2
v v
Froudeov broj Fr, Fn , —
JelL gL
L wD
Strouhalov broj Sh —, =
vi v
Py
Eulerov broj Eu |
2"

Neki zavisni bezdimenzijski parametri

Naziv Oznaka Definicija

P~ P T Ty

Koeficijent tlaka, trenja C,.C,,C 1571 57
—pv —pv- —pv

2 2 2
F £y £

Koeficijent sile (otpora, uzgona) | C.,Cp,C, Ly ’ ey ’ [y
2
M
Koeficijent momenta Cy LAl
2
Fak . .. Ap; Ahy
aktor trenja za strujanje u \ DY AR

cijevima Py
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Doprinos dimenzijske analize je u smanjenju broja varijabli kojima je opisana neka pojava,
a ona ne moze dati odgovor o funkciji koja povezuje bezdimenzijske parametre. U
pojedinim slucajevima se razmi$ljanjem moze do¢i do nekih zaklju¢aka o nepoznatoj
funkciji, koja povezuje bezdimenzijske parametre. Tako bi se u prethodnom primjeru
moglo pretpostaviti, da su pri gibanju kugle malom brzinom v (to¢nije pri niskim
vrijednostima Reynoldsova broja Re <1), inercijske sile zanemarive u odnosu na viskozne
sile, pa u tom slucaju sila otpora nece zavisiti od gusto¢e p fluida (koja je predstavnik
mase, odnosno inercijskih sila). Uzimajuci u obzir da je sila otpora pri mirovanju kugle
jednaka nuli, zakljucuje se da zavisnost koeficijenta otpora o Reynoldsovu broju mora biti

oblika C, = k(;nSt , odnosno sila otpora je R=konst-vDy. Ovo je potvrdeno
e

eksperimentima 1 vrijedi ne samo za kuglu nego za optjecanje bilo kojeg tijela (vrijednost
konstante ovisi o obliku tijela), a donja tablica daje neke primjere.

Koeficijenti otpora pri malim vrijednostima
Reynoldsovog broja (Re = pUD/p, A = 7D*/4)

. Cp = 9/(pUAI2)
Objekt (for Re < 1)

a. Kruzni disk okomit na 20.4/Re
smjer strujanja

U =t D

b. Kruzni disk paralelan sa  13.6/Re
smijerom strujanja

24.0/Re

22.2/Re
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100 ‘ .
6 } -t
4
2 N
10 ~
& Stokesov zako vV
4 Cp=-4-"1 - 4 Kugla v X i
2 N —-| d Disk
P, ' 3
Cp 1.0 N :
: =
2 ] =
0.1 ; p
6 +1% I NPL
4 I ::.- Aeroprofil +H
2 , t l
01 l |

01 2 4610 2 4610 2 461022 4610°2 4610*2 45610%2 46 10°
Reynoldsov broj. R = V,d/v

Gornja slika prikazuje u logaritamskom mjerilu zavisnost koeficijenta otpora kugle u Sirem
rasponu Reynoldsova broja. Uocava se podrucje Reynoldsova broja u kojem je koeficijent
otpora priblizno konstantan, i podrucje u kojem dolazi do pada koeficijenta otpora zbog
promjene slike strujanja (pomicanja tocke odvajanja prema straznjem dijelu kugle, Sto ¢e
se objasniti u MF II).

Tijela drugacijeg oblika imaju slicne funkcionalne zavisnosti koeficijenta otpora o
Reynoldsovu broju. Slijede¢a slika prikazuje dijagram koeficijenta otpora za razlicite
profile (od ravne ploce do kruznog cilindra) i to pri viSim vrijednostima Reynoldsova
broja, koje se u praksi ¢eS¢e pojavljuju. U svim slucajevima se moze uociti podrucje
konstantne vrijednosti koeficijenta otpora, a $to je profil tanji to je podrucje pomaknuto
prema visim vrijednostima Reynoldsova broja.
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Ravna plo¢a |

Krug

1.0 ™\ |-—D——-| -
. Elipsa \/ / %jﬁ
i
/

. \
© g1

\W \_
™\l Ravna

. 0.18 D
0.01 & \ Hﬁi
. e —— 22 1
202 bD \/ o |
__ -
b = Duljina
104 10° 108 107

Re = —
14

Sljedece tablice daju vrijednosti koeficijenata otpora za razliCite oblike profila i tijelaito u
podru¢ju Reynoldsova broja gdje su one priblizno konstantne. Pri viSim vrijednostima
Reynoldsova broja strujanje prelazi iz rezima laminarnog strujanja u rezim turbulentnog
strujanja. U reZzimu laminarnog strujanja Cestice se gibaju pravilno u slojevima, a putanje
Cestica su glatke krivulje. Turbulentno strujanje je izrazito nestacionarno strujanje u kojem
se Cestice fluida gibaju po vrlo nepravilnim putanjama i intenzivno se mijesaju, a brzina,
tlak 1 ostale veli¢ine pokazuju slucajne pulzacije. U turbulentnom strujanju sila otpora je
funkcija i hrapavosti povrsSine pri ¢emu s poveéanjem hrapavosti u pravilu sila otpora raste.
Povecanjem hrapavosti se smanjuje i vrijednost Reynoldsova broja pri kojoj laminarno
strujanje prelazi u turbulentno.
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Referentna _
Oblik povisina Koeficijent otpora Reynoldsov broj
A Co
l Puna _F —_— 117 4
D polukugla A= 4D2 - 0.42 Re > 10
Suplja x — 1,42 4
b polukugla A = Iy -— (.38 Re > 10
Tanki _ 3
- ) disk A= 2 1.1 Re > 10
Cijev
kruznog
: presjeka x
o D paralelna | A =7 Re > 10%
sa smjerom
strujanja
8, stupnjevi| Cp
10 0.30
Konus | 4 = Z 30 |o55 | Re>10%
&0 0.80
90 1.156
1
—_ D Kocka A=D? 1.05 Re > 104
&D
— W Kocka A=D? 0.80 Re > 104
—r—-’— D| 4=3D? 0.04 Re > 10°

Aeroprofil

54
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Oblik Referentna Koeficijent otpora
povrsina C,
Referentna
povrsina
j Padobran A 1.4
a4
T . Referentna Poroznost | O 02 |05
b Porozni poviSina
| paraboli¢ki r 5 = | 142 |1.20|0.82
tanjur A=3D
; = | 0.95 | 0.90| 0.B0
Porozrost =poviging 2upljina/ukupna povrana
- Stoji CpA = 9 fté
Prosjetna ) : o4 2
osoba Sjed Cpd =6t
Cud CpA = 2.5 ft2
_5 Lepréajuca “D| Cp
b zastava | A =D é 8-%
] 3 (015
Empire
State R e 1.4
Building
/...
I3 | Referentra -
Viek sa Sest vagona povrsina ’
Bicikl
g Uspravni biciklist A =552 1.1
A% Biciklistuutrei | 4 _ 39 p2 0.88
m Kolona biciklista 2
trkaca A =391t 0.50
[, Bickiist u siedecem| 4 _ 5 g2 0.12
polozaju
Transportna vozila s prikolicom
.ai“-w Standardno R;gsrrg?ga 0.95
. Referentna
'Eioo AE Sa spojlerom povrsina 0.76
53 spojlerom Referentna
Igi‘IM s Spi)l'ﬁcjglri‘gm povrina 0.70
< U=10ms 0.43
U & .
LpSaqps = gonys | Refrentna 0.26
wlﬁﬁ,sa, blog; _ 30 mis P 0.20

_ Referentra 0.0036 at Re = 6 x 10°
Dupin povrsina {ffat plate has Cp, = 0.0031)
Referentna
) Velike ptice povréina 0.40
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Pri opstrujavanju nesimetri¢nih tijela, ili pri opstrujavanju simetri¢nih tijela kod kojih se
pravac vektora brzine ne poklapa s osi simetrije pojavljuje se 1 sila u okomitom smjeru na
smjer brzine, koja se naziva silom uzgona (za razliku od sile otpora ¢iji se pravac
djelovanja poklapa s pravcem brzine). Avioni lete upravo zahvaljujuéi sili uzgona. Sila
uzgona povecava se povecanjem kuta izmedu vektora brzine i skeletne linije krila (napadni
kut «), a sljedece slike prikazuju zavisnost sile uzgona i sile otpora o napadnom kutu. Pri
odredenoj vrijednosti kuta o« koeficijent uzgona dozivljava maksimum, nakon cega s
povecanjem napadnog kuta sila uzgona naglo opada jer se na gornjoj strani profila
pojavljuje odvajanje strujanja.

2.00

NACA 2412 profil _ f 0.020
0.016

0.012

0.008

0.004

NACA 0012 profil

- 0 s 10 15 » 0 4 8 12 16 20
Kut nastrujavanja, o, stupnjevi Kut nastiuiavania, o (stupnjevi)

Oba se dijagrama mogu prikazati na jednoj slici s kutom « kao parametrom, kao Sto

prikazuje sljedeca slika za podrucje kuta o do 8°. Optimalna tocka je ona u kojoj je odnos

sile uzgona spram sile otpora maksimalan (crtkani pravac s najve¢im nagibom koji tangira
krivulju).
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