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5. INTEGRALNE METODE RJESAVANJA JEDNODIMENZIJSKIH
PROBLEMA MEHANIKE FLUIDA

Formulacija za jednodimenzijsko strujanje

Pretpostavke:
z .- 1. Strujanje je stacionarno
A2 7 o
v=vio o

2. Fluid je nestlaciv p = const.

3. Masena sila je  sila
gravitacije f = —glg

4. Strujanje je izotermicko

T = const.
f

5. G=-pii+é&

5.1 Koncept kontrolnog volumena

Svi zakoni mehanike i1 termodinamike bit ¢e primjenjivi na materijalni volumen (u
mehanici je to materijalno tijelo ili sustav materijalnih to¢aka, a u termodinamici je to
zatvoreni termodinamicki sustav). U mehanici fluida nije interes pratiti Sto se dogada sa
samim fluidom (dakle nece se pratiti gibanje materijalnog volumena, kao §to se u mehanici
prati gibanje tijela), nego je potrebno odrediti posljedice strujanje fluida u blizini neke
konstrukcije. U tom smislu ¢e se definirati kontrolni volumen ¢ije se granice poklapaju s
povrsinom konstrukcije za koju se zeli istraziti utjecaj strujanja fluida. Buduéi da ¢e svi
zakoni mehanike fluida biti formulirani za materijalni volumen potrebno ih je
preformulirati za kontrolni volumen. Kontrolni je volumen u veéini slu€ajeva s miruju¢im
granicama (u = 0), a u analizi konstrukcija s pomicnim dijelovima koristi se i formulacija
kontrolnog volumena s pomi¢nim granicama.

5.2 Reynoldsov transportni teorem
Brzina promjene sadrzaja fizikalne velicine unutar materijalnog volumena izrazena
promjenom u kontrolnom volumenu

U trenutku poklapanja materijalnog i kontrolnog volumena brzina lokalne promjene im je
ista, kao Sto su isti 1 povrSinski integrali, u gornjim izrazima, iz kojih slijedi:

a) slu¢aj kontrolnog volumena KV koji je ograden miruju¢om kontrolnom povrsinom KP

%V{@dlf=V!Aaa—qtde+S£qbv-ﬁdS=JVz—de+ILq>v.ﬁds
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uz napomenu da vrijedi: _[ 6—@dV = 4 I aodV
oy Ot dry,

b) slucaj promjenjivog kontrolnog volumena ¥ ¢ija se granica S giba brzinom u
b @dV:ijmdqu)(v—ﬁ)-ﬁdS
Dt dry <

5.3 JednadZzba kontinuiteta

Zakon odrzanja mase:

D

— V=0

b | A

Primjenom Reynoldsovog transportnog teorema uz @ = p zakon se formulira za kontrolni
volumen

d .o

ElpdV=—1;[jpv~ndS

%/_J

Lijeva strana oznacuje brzinu promjene mase fluida unutar kontrolnog volumena, a desna
ukupni maseni protok kroz kontrolnu povrSinu. Na dijelu kontrolne povrsSine kroz koju
fluid ulazi u kontrolni volumen vektor vanjske normale i vektor brzine ¢ine kut veéi od
90°, te je v-n <0 1 maseni protok je negativan, a negativni predznak ispred integrala
ukazuje da ¢e taj protok povecavati sadrzaj mase unutar kontrolnog volumena. Na izlaznoj
granici je v-n >0, pa negativni predznak ispred integrala ukazuje na istjecanje fluida iz
kontrolnog volumena tj. oznaCuje smanjenje sadrzaja mase unutar kontrolnog volumena.
Kroz nepropusnu stijenku nema protoka, Sto zna¢i da je brzina ili jednaka nuli ili je
tangencijalna na stijenku. Ako se sa m; oznaci ukupni maseni protok kojim fluid ulazi u

kontrolni volumen, a sa r7, maseni protok kojim fluid iz njega izlazi, tada vrijedi:

d
—\ pdV =m, —m,.
dt"[ U 1

a) Slucaj stacionarnog strujanja. U stacionarnom strujanju fluida se slika strujanja ne
mijenja s vremenom, $to zna¢i da se nece mijenjati niti sadrzaj mase unutar
kontrolnog volumena pa vrijedi jednakost ulaznog i izlaznog masenog protoka

My = 1

b) Slucaj nestlacivog (stacionarnog ili nestacionarnog) strujanja homogenog fluida
(p =konst.). S obzirom da je gustoca konstantna u kontrolnom volumenu ¢e se u
svakom trenutku nalaziti jednaka masa fluida, a maseni protok je m = pQ, te
vrijedi

Oy =0

Primjer: Strujanje kroz racvastu cijev



MEHANIKA FLUIDA I — INTEGRALNE METODE 28

0, 0, Na slici je uocen kontrolni volumen koji obuhvaca
unutarnjost racvaste cijevi. Kroz dva presjeka nestlacivi
fluid ulazi u kontrolni volumen protocima O, i Q,, a
kroz dva izlazi protocima Q, i Q,. Kroz plast racve

nema protoka fluida.
Prema jednadzbi kontinuiteta vrijedi
Q] +Q2 :Q3 +Q4'
Q2 Q4

5.4 Jednadzba koli¢ine gibanja

Primjenom Reynoldsova transportnog teorema na lijevu stranu zakona ocuvanja koli¢ine
gibanja za materijalni volumen, koji glasi

D j ovdV = j pfdV + j &dS
Dt Vat Vat Sum
slijedi jednadzba koli¢ine gibanja za kontrolni volumen s mirujuéim granicama

%Ipﬁdlf + [ pi(s-ii)s = [ pfdv+ [ &ds
KV KP KP

KV

| — -
brzina promjene protok koli¢ine gibanja ukupna masena  ukupna povrSinska
koli¢ine gibanja KV'-a  kroz kontrolnu povrSinu  sila na K/ silana KV

gdje se kontrolna povrSina moze opcenito prikazati zbrojem ulaznog dijela S“kontrolne
povrsine (kroz koji fluid utje¢e u kontrolni volumen), izlaznog dijela S’ (kroz koji fluid

napusta kontrolni volumen) i povrsine stijenke S™ (koja je dio nekog uredaja, stroja ili
konstrukcije, kroz koju nema strujanja fluida v-7n =0)
KP=S"+S"+8"

Uz pretpostavku nestlac¢ivog strujanja, uzimaju¢i da je masena sila jednaka sili tezine
(f =— glg) jednadzba koli¢ine gibanja se moze napisati i u obliku

%J.pﬁdV = —pgk [dV — [ (p¥(¥-ii)-&)dS+ [ é&ds
KV KV oW

s 4st
brzd j Gtezina fluida u KV ——
TZIna promjenc =tezina fluida u EW_ 1 e
koli¢ine gibanja KV -a -F —'Slla stijenke
na fluid

Posljednji integral u gornjoj jednadzbi daje ukupnu povrSinsku silu izmedu stjenke i fluida
1 to silu kojom okolina (stjenka) djeluje na fluid. Ta je sila po tre¢em Newtonovom zakonu
jednaka negativnoj vrijednosti sile " kojom fluid djeluje na stjenku. Vektor povrsinske

sile se moze prikazati zbrojem sile tlaka 1 viskoznih sila

G=-pii+6’

pri ¢emu se viskozne sile na ulaznoj i izlaznoj povrs$ini obi¢no zanemaruju (tangencijalne
viskozne sile se obi¢no medusobno ponistavaju, a normalne komponente viskoznih sila su

male u odnosu na tlacne sile), tako da zakon koli¢ine gibanja za kontrolni volumen prelazi
u oblik

ijpvdV =G— [ (pV(¥-ii)+piijdS—F"
dtKV s*4st

brzina promjene
koli¢ine gibanja KV -a

U uvjetima stacionarnog strujanja (kada se slika strujanja ne mijenja s vremenom) brzina
promjene koli¢ine gibanja kontrolnog volumena (lijeva strana jednadzbe) je jednaka nuli,
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te ¢e zakon koli¢ine gibanja izrazen za kontrolni volumen sluziti za odredivanje sile kojom
fluid djeluje na stjenku

F=G- | [w[w}w}s
s*4st n

Ocito je da ¢e za odredivanje sile kojom fluid djeluje na stjenku biti potrebno poznavanje
profila brzine i tlaka na ulaznom i izlaznom dijelu kontrolne povrsine.

Primjena jednadZbe koliine gibanja za odredivanje sile fluida na plast cijevi

Slika prikazuje jedan
kontrolni ~ volumen  koji
obuhvac¢a unutrasnjost rac-
vaste cijevi, a na kontrolnoj
povrsini se mogu uociti dva
ulazna presjeka (presjeci 1 1
2) i dva izlazna presjeka (3 1
4). U tim su presjecima

(¢}
strujnice  medusobno para-
lelne, a vektori brzine su
okomiti na presjek, pri cemu
vrijedi
Za ulazni presjek Za izlazni presjek
L A
7] = ~
>V n—> _
v
.-".-".-".-".-".-’g.:;.-’.-’.-’.-’.-’.-’.-’.-’.-’.-’.- W{a"}".-’.-’.-’.-’.-’.-".-’.-’.-
V=-vn v=vn
Ven=-v V-n=vy
R — - 2 = = = - — 2
—j [pv(v-n}+pn}d5 :—n_[(pv +p)dS —I(pv(v-n}—i—pn}dS :—nj(pv +p)dS
Su Vn Su Si Vi Si

Pri strujanju viskoznog fluida brzina po poprecnom presjeku cijevi nije konstantna, ali se
integral kvadrata brzine po presjeku moze prikazati pomocu kvadrata srednje brzine i
faktora ispravka koli¢ine gibanja u obliku J‘vzdS = pv.S gdje je faktor ispravka koli¢ine

N

gibanja definiran izrazom S :%J-vzdS . Vrijednosti faktora ( su:
st §

Strujanje idealnog fluida — jednoliki profil brzine po presjeku: =1

Laminarno strujanje u okruglim cijevima polumjera R — postoji

rz]_ 3=1,33

analiti¢ko rjeSenje za profil brzine v=v,_ [1 -——
R

Turbulentno strujanje u okruglim cijevima — profil brzine zavisi od

Reynoldsova broja Re:M, a koeficijent 3 se kre¢e u rasponu | 3=1,01—1,03

B=1,01 (pri vidim vrijednostima Re>10% do 3=1,03 (pri niZim
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\ vrijednostima Re)

U praksi je strujanje najcesce turbulentno pa se uzima da je 3 =1 (bez da se bitno narusi

toCnost rezultata)

U strujanju fluida kroz cijevi strujnice su paralelne, pa ¢e promjena tlaka po presjeku biti
ista kao u fluidu u mirovanju, tj. bit ¢e linearna. Ako se promatra strujnica koja prolazi
teziStem poprecnog presjeka cijevi, tada je integral tlaka po povrSini poprecnog presjeka

jednak umnosku tlaka na strujnici 1 povrSini poprecnog presjeka j pdS = pS.
S

Konacan izraz za izraCunavanje sile kojom fluid djeluje na plast cijevi jest

F‘W=(§+Zk:[—ﬁ(ﬂpv2+p)S]

1

gdje je k broj ulaznih i izlaznih dijelova kontrolne povrSine.

I (k) = imulsna funkcija

k - - - - -
VoGS il B =G YT
k k

Impulsna funkcija je vektor, koji je po veli¢ini jednak 7 :( LoV’ + p)S, okomit je na

povrsinu S 1 gleda suprotno od vanjske normale (uvijek gleda u kontrolni volumen bez
obzira radi li se o ulaznom ili izlaznom dijelu kontrolne povrsine), kao na sljedecoj slici.

|

f=—gk

Postupak izracuna sile:

S~

Ako se impulsne funkcije
shvate kao sile, tada se
problem  odredivanja = sile
kojom fluid djeluje na plast
cijevi svodi na problem statike
tj. odredivanje suma sila.
Zakonom koli¢ine gibanja
definirana je veli¢ina i smjer
sile fluida na plast, a hvatiSte
je definirano zakonom
momenta koli¢ine gibanja.

e Primjenom jednadzbe kontinuiteta i Bernoullijeve jednadzbe odrede se brzine i
tlakovi na ulaznim i izlaznim dijelovima kontrolne povrSine.
e [z izraCunatih brzina i tlakova racunaju se vrijednosti impulsnih funkcija na

ulaznim i izlaznim dijelovima kontrolne povrSine.

e Vektorskim zbrajanjem (u analitiCkom postupku sumiranjem komponenti sila u
smjerovima osi) impulsnih funkcija 1 sile tezine se dobije sila kojom fluid djeluje

na plast cijevi.

Treba naglasiti da gornja formula vrijedi za bilo kakav oblik kontrolnog volumena, jedino
je vazno da na ulaznim 1 izlaznim presjecima strujnice budu medusobno paralelne i da su

vektori brzine okomiti na pripadajuce presjeke.

Impulsne funkcije racunate s apsolutnim tlakom definiraju silu fluida na stijenku (dakle
silu na plast samo s unutrasnje strane). Ako s vanjske strane plasta djeluje atmosferski tlak,
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onda bi rezultantna sila na plast bila jednaka zbroju unutarnje sile 1 vanjske sile
atmosferskog tlaka. Do rezultantne sile se dolazi tako da se u impulsnu funkciju umjesto
apsolutnog tlaka uvrStava manometarski tlak, dakle vrijedi

F’=G+Z—fz(ﬂpv2+pM)S

gdje je F rezultantna sila na plast cijevi.

Primjena jednadzbe koli¢ine gibanja za odredivanije sile mlaza fluida na lopatice

Slika prikazuje mlaz fluida povrSine popre¢nog
presjeka 4;, koji brzinom v, i protokom QO =v 4,
nailazi na ravnu lopaticu (plocu jedini¢ne Sirine)
koja na sebi ima razdjelnik strujanja (nosi¢) kojim
se mlaz dijeli na dvije grane oznacene indeksima 2
i 3. Ako je povrSina mlaza mala u odnosu na
povrsinu lopatice mlaz ¢e tangencijalno napustati
lopaticu. Mlaz struji u atmosferi, a s druge strane
lopatice vlada atmosferski tlak. Na slici je ucrtan
odabrani kontrolni volumen (crta-tocka linija) na
¢1joj se kontrolnoj povrsini moze uociti ulazni
presjek mlaza, dva izlazna presjeka, rub mlaza 1 povrSina lopatice. Ako se pretpostave
jednoliki profili brzine po presjecima i linearnu promjenu tlaka, tada ¢e se impulsne
funkcije racunati po istim formulama kao 1 pri odredivanju sile fluida na plast cijevi. Ako
se trazi rezultantna sila na lopaticu (uzimaju¢i u obzir i silu atmosferskog tlaka s vanjske
strane, impulsne funkcije se racunaju s manometarskim tlakom, koji je u svim presjecima
jednak nuli, te za veli¢inu impulsne funkcije vrijedi

I=pv’A=pQv

Na ulaznim 1 na izlaznim dijelovima
kontrolne povrSine impulsne funkcije
gledaju u kontrolni volumen, a okomite su
na povrSine. Po rubu mlaza takoder treba
izraCunati impulsnu funkciju, jer ta povrSina
nije dio povrSine lopatice na kojoj se zeli
odrediti silu. Medutim budu¢i da kroz tu
povrsinu nema strujanja, a na njoj je pretlak
jednak nuli, zakljucuje se da je i impulsna
funkcija jednaka nuli, te preostaju samo
impulsne funkcije kao prema slici. Trazena
sila jednaka je vektorskom zbroju impulsnih
funkcija i sile teZine.

Ii=pv’4=pQ\v,

I,=pviA=pQ,v,

Ako bi strujanje bilo neviskozno (nema smi¢nih naprezanja), a ploca bila ravna (nema
razdjelnika strujanja) sila fluida bi bila okomita na plocu (jer postoje samo sile tlaka), a
protoci O, 1 O, bi bili upravo takvi da nema tangencijalne komponente sile na plocu.

5.5 JednadZba momenta koli¢ine gibanja
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Primjenom Reynoldsova transportnog teorema na lijevu

stranu jednadzbe momenta

koli¢ine gibanja za materijalni volumen, slijedi jednadzba momenta koli¢ine gibanja za

kontrolni volumen s miruju¢im granicama

%IJVFxpﬁdV +ijfxpv(v-ﬁ)d5= j?xpde +

KV

Brzina promjene momenta Protok momenta koli¢ine ukupni moment masenih
koli¢ine gibanja KV gibanja kroz KP silana KV

Uz sljedece pretpostavke:
1. strujanje je nestlacivo i stacionarno
2. masena sila je sila tezine

jfx&ds
KP

ukupni moment povrsinskih
sila na KP

3. kontrolna povrSina se sastoji od ulaznog, izlaznog dijela 1 povrSine plasta,

KP=S"+S+8"

4. vektor naprezanja & = —pii + 6"’

jednadZba momenta koli¢ine gibanja primjenjena na kontrolni volumen, sluzi za

odredivanje momenta sile kojom fluid djeluje na plast

w e e o - —
M(F ): M(G)— I Fx| py| Vi |+ pi—-6' dS
——
SU 4 Si Vn
moment sile moment sile
fluida na plast  teZine

Primjena jednadZbe momenta koli¢ine gibanja za odredivanje momenta sile fluida na plast

cijevi

Slika prikazuje jedan
kontrolni ~ volumen  koji
obuhva¢a unutrasnjost rac-
vaste cijevi, a na kontrolnoj
povrsini se mogu uociti dva
ulazna presjeka (presjeci 1 i
2) i dva izlazna presjeka (3 i
4). U tim su presjecima
strujnice  medusobno para-
lelne, a vektori brzine su
okomiti na presjek.

Na gornjoj slici je takoder ucrtan radijus vektor do teziSta prvog presjeka. Ako se

zanemare momenti viskoznih sila na ulaznim 1 izlaznim p
momenta koli¢ine gibanja za prikazani kontrolni volumen

resjecima, tada bi jednadzba
(uzimajuéi u obzir da je na

ulaznom presjeku vektor brzine orijentiran suprotno od vanjske normale, a na izlaznom u

smjeru normale) glasila

moment sile moment sile 4
fluida na plast tezine
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Ako su povrsine poprecnih presjeka male u odnosu na veli¢inu radijus vektora, tada se
mogu zanemariti promjene radijus vektora po povrSini poprecnog presjeka i zamijeniti ga u
gornjem integralu s konstantnim radijus vektorom do tezista presjeka. U tom se slucaju
umnozak 7xn moze izluCiti ispred integrala, pa integral oznacuje impulsnu funkciju
definiranu u zakonu koli¢ine gibanja, te vrijedi

W (F) =1 (G)+ T T
k

Dakle za sluc¢aj strujanja kroz cijevi, na svakom ulazno/izlaznom presjeku se postavlja
impulsna funkcija, koja se za potrebe proracuna sile fluida na plast cijevi i momenta te sile
u odnosu na odabranu tocku (obi¢no je to ishodiste koordinatnog sustava), tretira kao
vanjska sila. Prema jednadzbi koli¢ine gibanja sila fluida na plast jednaka je sumi vanjskih
sila koje djeluju na kontrolni volumen (impulsne funkcije 1 sila tezine), a moment sile
kojom fluid djeluje na plast cijevi je jednak sumi momenata vanjskih sila na kontrolni
volumen (sumi momenata impulsnih funkcija i momentu sile tezine). Problem se dakle
svodi na primjenu uvjeta ravnoteze sila i momenata, kao u klasi¢noj mehanici, odnosno
statici fluida.

5.6 Bernoullijeva jednadZba

Matematicki zapis zakona ocuvanju energije:

%V{pedrf =%V£p[u+§ V:V!Apf-vdmja.vdS— [ G-7ids

Sm Sm
%/_J
Brzina promjene energije Vy snaga masenih snaga vanjskih  brzina dovodenja
silana Vy povrsinskih topline na ¥y,
sila na Vyy

U nestlacivom strujanju je snaga sila tlaka jednaka nuli (jer nema promjene obujma Cestica
fluida), te snagu unutarnjih sila definiraju samo viskozne sile. Viskozne sile uvijek
pretvaraju mehani¢ku energiju u unutrasnju, te ¢e uvijek voditi smanjivanju mehanicke
energije. Ako se snaga unutarnjih sila oznaci s P, i definira kao pozitivna veli€ina, tada ¢e
se u jednadzbi kineticke energije ona pojavljivati s negativnim predznakom, jer smanjuje
kineti¢ku energiju materijalnog volumena. U snagu unutarnjih sila F; obraCunati ¢e se i
snaga vanjskih povrSinskih sila trenja. Zakon prelazi u oblik:

snaga

- - - — unutrasnjih
Brzina promjene snaga masenih snaga vanjskih sila unutar
kineticke energije Vyy sila na Vy normalnih Y

silana Vy

Formulacija zakona za kontrolni volumen
d | 1 ovars | l,ovz(v-ﬁ)ds = [ pf-5dV + [ —pii-vdS - P,
dt KV 2 KP 2 KV KP

Integracijom jednadzbe kineti¢ke energije, po kontrolnom volumenu prema slici, dobije se
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ijlpvzdm jlpvz(v-ﬁ)dsz [ pf-5dV + [ —pii-vdS - B,
dtKVz KP2 KV KP

_PQg(Zz _Zl) _Q(Pz _Pl)

p0[Zas 500(13-57)

os

gdje su v, i v, prosje¢ne brzine na presjecima 4' i 4>, a Q protok kroz cijev. Zakon

kineticke energije za jednodimenzijsko strujanje oznacuje modificiranu Bernoullijevu
jednadzbu, koja glasi

Kap%wng]Q} Z{[ap%+p+ng]Q} i pr%ds

snaga na izlazu iz cijevi snaga na ulazu u cijev b_rzmgivprom_]em_a_
kineticke energije KV

Ako u cjevovodu izmedu presjeka postoji stroj (pumpa koja predaje snagu B, fluidu ili

turbina koja oduzima snagu P, od fluida), onda se modificirana jednadzba moze poop¢iti u

sljedeci oblik
Vv v tov
ap—+p+pgz |0 =|| ap+p+pg|Q| ~h- pO[—-ds +B -k
2 1 1 08
snaga na izlazu iz cijevi snaga na ulazu u cijev brzina promjene

kineticke energije KV

Pumpa je pogonjena motorom, pri ¢emu motor predaje pumpi snagu B, pa je faktor

. . B, . . . . .
korisnosti pumpe 77, = e Turbina obi¢no pogoni generator, pri ¢emu generatoru predaje
M

: . . . . P
snagu P, , pa je faktor korisnosti turbine definiran odnosom 7, =% .
T
U gore prikazanom obliku modificirane Bernoullijeve jednadzbe, svaki ¢lan ima dimenziju

snage, a koriste se 1 sljedeci oblici te jednadzbe

Oblik Dimenzija

snaga

P T

P
0

volumenki protok

P
0 10 0
P

2 2 2
a%+£+ng =£ LA ) _h 6vds+ i L
2 1

snaga

v Vv B. oy
ap?+p+pgz = ap?+p+pgz ———p|—ds+—
2 1

maseni protok

P pO 10s  pQ pO
snaga

2 2 2 dgd

v v P 1 ¢ov P P,

a—+i+zJ :(a—+L+ZJ - | =—ds+———— tezinski protok
2¢ pg ), 2¢ pg ) pgQ gi0s  pg0 pgo

U zadnjem obliku modificirane Bernoullijeve jednadZbe obicno se uvode oznake

h, = b =visina dobave pumpe,
249

P . . .
L =pad visine energije u turbini

pg0

h, =

h, = FQ =visina gubitaka mehanicke energije (energije pretvorene u unutarnju energiju)
254

Za slucaj racvanja cjevovoda oblici modificirane Bernoullijeve jednadzbe iz gornje tablice

postavljaju se duz strujnice.

Primjer:
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Slika prikazuje racvastu cijev s dva ulazna presjeka (1 i 2)
te dva izlazna presjeka (3 i 4). [zmedu tocaka 5 i 6 se nalazi
pumpa koja predaje fluidu snagu Pp. Prema jednadzbi
kontinuiteta ~ ukupni  protok  kroz = pumpu je
0=0,+0,=0;+0,. U tockama 5 i 6 visina energije je

jednoznacno definirana, bez obzira s koje strane se u te
tocke dolazi.

Integralni oblik zakona kineticke energije za stacionarno strujanje fluida kaze da je snaga na izlazu iz KV
(presjeci 3 i 4) jednaka snazi na ulazu (presjeci 1 i 2) uvecanoj za snagu pumpe i umanjenoj za snagu
viskoznih sila, tj.

2 2 2 2
v v v 1%
0‘3;0?3+P3 +pgz3 |05 + 0‘4PE4+P4 +pgz4 |04 = alP?lJFM +pgz |0 + azP?ZJFPz +p82, |0+ B — K
Modificirana Bernoullijeva jednadzba postavljena izmedu tocaka 1 do5 je:
2 2
. P
O‘SV_5+&+ZS =log gz —hgys 5 gdjeje s =—12-
2g  pg 2g  pg [24¢)
Modificirana Bernoullijeva jednadzba izmedu toc¢aka 5 i 6 glasi
2 2
. B . P
a6v—6+&+26 = aSV—SJr&JrzS + hp — hpsg , gdje su hpgg =—% 4 pp =—F— |
28 pg 28 pg pgQ pgQ
a izmedu tocaka 61 3
2 2
.. B
a3v_3+&+23 = O‘6V_l+&+z6 —hegy» gdjeje hpgy =—2
2g  pg 2g  pg rgYs
1z kombinacije prethodnih jednadzbi dobije se modificirana Bernoullijeva jednadzba izmedu presjeka 113
2 2
v p v p
a3+ 2y | =y A 2y | hp — hys — fpsg — hrg
2g 28 rg

Dakle modificirana Bernoullijeva jednadzba vrijedi duz strujnice. Analogno se dobije izraz za modificiranu
Bernoullijevu jednadzbu izmedu presjeka 1 i 4 ili izmedu presjeka 2 i 3 ili izmedu presjeka 2 i 4. Vazno je
zapamtiti da se snaga viskoznih sila dobije mnoZenjem visine gubitaka hp s pripadajué¢im teZinskim

protokom, kao i snaga pumpe (u ovom primjeru B, = pg (0 + 0, )p ).

Promjena tlaka okomito na strujnice
(integral jednadzbe gibanja fluida po putu okomitom na strujnice)
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Izraz za promjenu tlaka okomito
na strujnice je:

2 V2
P =pl—pg(zz—zl)+[p;dn

udaljenost n se mjeri od sredista
zakrivljenosti strujnice.

R=radijus
fo) x> zakrivljenosti

X1

Slika uz definiciju promjene tlaka okomito na
strujnice

1. U strujanju fluida s ravnim strujnicama (R =00) promjena tlaka okomito na
strujnice ista je kao u fluidu u mirovanju.

2. U strujanju fluida u horizontalnoj ravnini sa zakrivljenim strujnicama tlak raste od
srediSta zakrivljenosti strujnica.



