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3. KINEMATIKA FLUIDA

Kinematika fluida je dio fizike koji se bavi gibanjem fluida.
e Prema hipotezi kontinuuma vrijedi pravilo da svaka cestica fluida (materijalna
toka) zauzima samo jednu toCku prostora, a u jednoj toCki prostora se moze
nalaziti samo jedna Cestica kontinuuma.

3.1 Opis gibanja fluida

Lagrangeov opis gibanja fluida

e Polozaji to¢aka prostora i polozaji Cestica fluida opisuju se radijus vektorom 7 (Cije
su komponente prostorne ili Eulerove koordinate x, y, z). U apsolutnom
koordinatnom sustavu je poloZaj toCke prostora je stalan u vremenu (prostorne
koordinate x, y, z nisu funkcije vremena), a polozaj gibajuce Cestice fluida se
mijenja s vremenom, S§to zna¢i da su komponente radijus vektora 7 (vektora
polozaja) koje opisuju polozaj Cestice fluida jesu funkcija vremena. Gibanje Cestice
definirano je vremenskom promjenom njena vektora polozaja u obliku 7=7(r)
(jednadZzba gibanja Cestice fluida).

e Brzina Cestice fluida jest vremenska derivacija vektora polozaja v =7#(r) (tockica
oznacuje vremensku derivaciju), a ubrzanje Cestice fluida jest vremenska derivacija
brzine d =v(t)=F(t).

Va(to) . !
F=r(0 /00
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F(1y,1)
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Slika uz opis gibanja Cestica fluida

e Materijalni volumen se sastoji od beskona¢nog broja Cestica fluida, a koje su to
Gestice definirano je uodenom konfiguracijom ¥y, (7)) u podetnom vremenskom
trenutku ¢,. Za potrebe opisa njihova gibanja nuzno ih je razlikovati. S obzirom da
se u jednoj tocki prostora moze nalaziti samo jedna Gestica fluida, Cestice ée se
razlikovati po polozaju kojeg zauzimaju u pocetnoj konfiguraciji. Za koordinate
pocetnog poloZaja cestica fluida se uvodi posebna oznaka 7 =r(f,) 1 te se

koordinate nazivaju materijalnim ili Lagrangeovim koordinatama. Jasno je da su
materijalne koordinate vremenski nezavisne.
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Gibajuci materijalni volumen ¢e u trenutku ¢ zauzeti novi polozaj, a budu¢i da se
radi o materijalnom volumenu u tom trenutku ¢e se u njemu nalaziti iste Cestice
koje su u njemu bile 1 u trenutku #,. Na primjer to¢ka A koja je u pocetnoj
konfiguraciji bila na polozaju definiranom koordinatama 7,, ¢e u trenutku ¢ biti u

tocki s koordinatama 7 . Jasno je da ¢e vrijednosti koordinata x, y, z zavisiti 1 od
vremena i od tocke u pocetnoj konfiguraciji, tako da vrijedi

x=§1(x0,y0,20,t)
F=F(7,t), odnosno y =&, (xy,¥,,2y.1)

z=4; (xmyovzo:t)

Gornje jednadZbe opisuju vremenski promjenljivi polozaj one Cestice fluida koja je
u trenutku 7, bila na poziciji opisanoj vektorom polozaja 7. Mijenjajuci vektor 7,
dobivaju je jednadzbe gibanja razli¢itih ¢estica materijalnog volumena.
Brzina Cestice fluida jest vremenska derivacija vektora polozaja
OF (7y,t) _ Dr

8t ry=konst. ~ Dt
U mehanici se ona naziva materijalnom derivacijom, a zbog posebne vaznosti se

$(71) =

‘o D . o L .
oznacuje s Y Materijalnom derivacijom se izrazava vremenska promjena
t

fizikalnog svojstva Cestice fluida, onako kako bi to osje¢ao promatrac¢ koji se giba
zajedno s Cesticom. Gornji izraz opisuje promjenu brzine Cestica fluida izrazenu
Lagrangeovim koordinatama. Promjenom koordinata 7, dobiju se brzine razli¢itih

Cestica materijalnog volumena.
Ubrzanje Cestice fluida jest materijalna derivacija brzine
ov(7,t) _ Dv

ot fy=konst. ™ "y
Ponovo se promjenom Lagrangeovih koordinata dolazi do ubrzanja razlicitih
Cestica kontinuuma, u bilo kojem trenutku.
U Lagrangeovom opisu strujanja fluida se funkcijama Lagrangeovih koordinata i
vremena mogu opisati 1 druga fizikalna svojstva Cestica fluida. Ako se sa @
oznac¢i neko fizikalno svojstvo kontinuuma (gdje za & moze stajati skalarno
fizikalno svojstvo poput gustoce i temperature, vektorsko poput polozaja, brzine i
ubrzanja ili tenzorsko svojstvo), opéenito se moze pisati:

2= 0" (7.1)

Rije¢ima bi se reklo da gornja jednadzba opisuje vremensku promjenu fizikalnog
svojstva @ Cestice 7,. Nadindeks L u oznaci funkcije ukazuje da je fizikalno

a(,f) =

svojstvo izrazeno Lagrangeovim koordinatama.

Eulerov opis gibanja fluida

U mehanici fluida se uglavnom koristi Eulerov opis strujanja fluida, koji se temelji
na poljima fizikalnih veli¢ina. Ako se svakoj tocki prostora u svakom vremenskom
trenutku pridruzi fizikalno svojstvo one cestice fluida koja se u promatranom
trenutku nalazi u promatranim to¢kama prostora dobije se polje fizikalne veli¢ine
izrazeno prostornim (Eulerovim) koordinatama

b = B° (7,1)
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e Za polje koje nije funkcija vremena kaze se da je stacionarno, inace je
nestacionarno.
e Vezu medu Lagrangeovim i1 Eulerovim opisom nekog fizikalnog svojstva u
strujanju fluida definiraju inverzne jednadzbe gibanja':
Xy =X, (x, y, z,t)
Yo=Yy (%, ,2,1) ili krace 7, =7, (F,1)

Z, = Z, (x, ¥, Z,t)
Gornje jednadZbe daju pocetni poloZaj (u trenutku #,) one Cestice fluida koja se u
trenutku 7 nalazi na poziciji definiranoj prostornim koordinatama 7 . UvrStavanjem
gornjeg izraza u Lagrangeov zapis fizikalnog svojstva @ slijedi Eulerov zapis
polja @
S=" (7,,t) =D" (7(F,1),t) = D" (F.t)
e Bez obzira §to su fizikalna svojstva izrazena prostornim koordinatama jasno je da

su nositelji fizikalnih svojstava cestice fluida, a ne tocke prostora. U tockama
prostora u kojima nema Cestica fluida polje fizikalne veli¢ine nije definirano.

Materijalna derivacija
e Materijalna derivacija izrazava brzinu promjene fizikalnog svojstva Cestice fluida,
tj. promjenu koju bi osjetio promatra¢ koji bi se gibao zajedno s Cesticom. Za
fizikalno svojstvo zapisano Lagrangeovim koordinatama ona je definirana kao
DH D" (7,.1)
Dt ot

7y =konst.
Materijalna derivacija istog tog fizikalnog svojstva zapisanog u Eulerovim
koordinatama glasi

DO 0D (7,1)

D¢ ot
Prvi Clan desne strane gornjeg izraza oznacuje lokalnu promjenu fizikalnog
svojstva, koju bi osjetio promatra¢ u fiksnoj tocki prostora, dok drugi ¢lan desne
strane oznacuje konvektivnu ili prijenosnu brzinu promjene fizikalnog svojstva,
uslijed pomicanja Cestice fluida u polju @. Ispustaju¢i oznaku E za Eulerovsko
polje 1 izbjegavaju¢i eksplicitno navodenje zavisnosti polja @ od prostornih i1
vremenske koordinate, gornji izraz u razvijenom obliku poprima oblik:

DO oD oD oD oD

= VY, — 4V,
Dt ot ox oy Oz
=

lokalna
promjena

Moguce je definirati i operator materijalne derivacije, koji glasi:
De Oe _

+v,"(F,1)- VO (7,1)|

F=konst. t=konst.

konvektivna promjena

Gdje umjesto oznake ® moze stajati skalarno, vektorsko ili tenzorsko polje izrazeno
u funkciji prostornih koordinata i vremena.

' Nuzan i dovoljan uvjet za postojanje inverzne funkcije je da je determinanta |87 / 8170|

razli¢ita od nule i1 konac¢na.
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Dok se u Lagrangeovom opisu strujanja fluida polazi od jednadzbi gibanja (¢ijim se
deriviranjem dolazi do brzine i ubrzanja), u Eulerovom se opisu polazi od polja
brzine (jer se polje brzine pojavljuje u operatoru materijalne derivacije).

3.2 Strujnice

Strujnice su zamiSljene krivulje kojima se u svakoj tocki smjer tangente poklapa sa
smjerom vektora brzine. Na strujnicama se ucrtava smjer strujanja kao S$to
prikazuje slika. Za nestacionarno polje brzine, slika strujnica se mijenja od trenutka
do trenutka, pa se slika strujnica odnosi na jedan izabrani vremenski trenutak, npr.
t=t;. Ako se pravac vektora brzine poklapa s tangentom na strujnicu, tada je
usmjereni element luka strujnice dr paralelan vektoru brzine v, te je njihov
vektorski produkt jednak nuli, odnosno pripadaju¢e komponente im se razlikuju
istim faktorom, tako da vrijedi:

N Y
v (5,320 v (x,3,z,0)  v.(x,,2,1)

Osnovno svojstvo strujnica je da se one ne mogu presijecati, jer bi to znacilo da u
tocki presjeka vektor brzine ima dva razli¢ita smjera, Sto je nefizikalno. Izuzetak
¢ine tocke zastoja u kojima je brzina jednaka nuli.

3.3 Trajektorije

Trajektorija je prostorna krivulja koju svojim gibanjem opisuje Cestica fluida.
JednadZbe gibanja Cestice fluida zapisane u Lagrangeovim koordinatama oznacuju
parametarski zapis jednadzbe trajektorije. U Eulerovom opisu strujanja, gdje se
polazi od polja brzine, do jednadzbe trajektorija se dolazi, polazeéi od definicije
brzine Cestice kontinuuma. Ako je dr usmjereni infinitezimalni element puta kojeg
prevali Cestica kontinuuma gibajuéi se po svojoj trajektoriji za infinitezimalno
vrijeme dt, tada za taj usmjereni element luka trajektorije, iz same definicije brzine
slijedi: dr¥ =v(7,¢)-d¢, Sto se moze prikazati i u obliku sustava diferencijalnih
jednadzbi:

dx 3 dy B dz B

vo(%,p,z,1) v(x,p,z,1) v.(x,),21)

¢ijim se rjeSavanjem uz poletne uvjete za r=ty, 7(t,)=1r,, dolazi do jednadzbi

dr

trajektorija.

Krivulja obiljezenih ¢estica u danom vremenskom trenutku spaja sve Cestice fluida
koje su prosle zadanom to¢kom prostora.

U stacionarnom strujanju trajektorije, strujnice i krivulje obiljezenih Cestica se
poklapaju.
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zastoja

vektori brzine za strujanje u blizini tocke

strujnice za strujanje u blizini tocke
zastoja

!

Strujnice pri optjecanju cilindra

slika strujnica za slu¢aj naglog proSirenja

3.4 Strujna povrsina i strujna cijev

Strujna povrSina je sastavljena od strujnica koje
prolaze tockama neke krivulje C.

Vektor brzine je tangencijalan na povrSinu
v-n =0, pa kroz strujnu povr§inu nema protoka

Q=jv-ﬁd5=o.
S

Ako je krivulja C zatvorena, strujna povrSina
prelazi u plast strujne cijevi, kroz kojeg nema
protoka fluida, kao i kroz plast neke fizicke
cijevi.

Ako je povrSina poprecnog presjeka cijevi dS
infinitezimalna, govori se o elementarnoj
strujnoj cijevi. U granicnom prijelazu dS — 0
elementarna strujna cijev prelazi u strujnicu.
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3.6 Protok

Volumenski protok ili jednostavno protok Q jest volumen ¢estica fluida koje u jedini¢nom

vremenu produ kroz promatranu povrSinu S orijentiranu jedinicnim vektorom normale 7 .
Ako se Cestice fluida gibaju brzinom v, a tocke povrSine brzinom #, tada je relativna
brzina gibanja Cestica fluida u odnosu na povrSinu w=v —u, a protok Q je definiran

1zrazom
Q= [-7ids = [ (v —ii)-idS .
N N

Primjer 1: Protok kroz mirujuéu povrsinu (ii=0) je
o » prema opcoj formuli Q:I\?ﬁdS .

Mirujuca povrSina S s
Cestica fluida T se u trenutku ¢ nalazi na povrini ds, a
u trenutku 7+df ¢e zauzeti novi polozaj u prostoru, pri
¢emu ¢e prevaliti put vds, odnosno svojim gibanjem
opisati kosu prizmu, kojoj je visina jednaka projekciji
vektora puta na smjer normale dir=7-vdt. Volumen
Cestica fluida koje u vremenu d¢ produ kroz povrSinu
dS jednak je volumenu prizme dV =dS-dh=7v-7idS-dt.
Elementarni protok kroz povrSinu dS jednak je po
definiciji omjeru volumena dV 1 vremena dr, tj.

i0-

V. _.iids , a ukupni protok kroz povrSinu S
jednak je zbroju svih elementarnih protoka, §to se opisuje integralom Q = jﬁ-ﬁdS.
S

de

Poseban slucaj (brzina okomita na ravnu Brzina je okomita na ravnu povrSinu i
povrsinu) konstantna
0=[7-iidd=[vdd 0= [vdd=v4
A A A
=N gA —= <

Primjer 2: Protok kroz povrSinu koja se giba brzinom
u u mirujué¢em fluidu (¥ =0) je prema opcoj formuli
0= j—ﬁ -idS .

Gibanjem povrsine S, element dS opisuje kosu
prizmu kojoj je duljina brida ids, a volumen
dV =ii-7dS-dr. Dakle gibanjem povrSine S mirujuce
Cestice fluida prelaze s desne na lijevu stranu
povrsine, pa gledano relativno u odnosu na povrsinu
to je isto kao da je povrSina mirovala, a Cestice
brzinom —i prolazile kroz povrSinu. Zato je protok
definiran izrazom Q= J' —ii - 7idS .
N

S(7)

S(¢+dr)
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Primjer 3: Protok kroz materijalnu povrSinu (i =v)
0= I(Tz —ii)-1ndS =0 . Jasno je da kroz materijalnu povrSinu nema protoka cCestica fluida jer
N

se ona sastoji stalno od jednih te istih Cestica.

Protok fizikalne velicine

Cestice fluida osim volumena imaju masu, energiju, koli¢inu gibanja, itd. Prolaskom
Cestice fluida kroz neku povrsinu, ona pronosi fizikalne veli¢ine, pa se govori o protocima:
volumena (8to je gore definirano jednostavno kao protok), mase, energije, koli¢ine gibanja
1 sl. Ako se sa F oznaci fizikalna veliCina, a sa @ volumensku gustocu te fizikalne
veli¢ine, koja je definirana izrazom
@ = lim AR = a7 ,
A0 AV dV

odnosno sadrzaj fizikalne veli¢ine unutar Cestice fluida (unutar infinitezimalnog volumena
dV') jest dF =@dV, a sadrzaj te fizikalne veliCine unutar odredenog volumena V' je
definiran integralom

F=jq>dV
V

Primjeri: F=V = @=1; F=m = ®=p; F=mV = ®=pv, =émv2 = @z%pv2

Dakle za slucaj gibajuce povrsine u gibaju¢em fluidu, volumenski protok kroz elementarnu
povrsinu dS ¢e biti dQ = (\7 —u ) -ndS', a protok fizikalne veli¢ine pronesene kroz tu

povrsinu je dQ, = @ (v —ii)-7dS , odnosno protok fizikalne veli¢ine kroz ukupnu povrsinu
je
Op = [ @(v—ii)-idS
S
Primjeri:
a) Maseni protok: Q, :m:jp(V—ﬁ)ﬁdS ; [m]=MT", [m], =kg/s. Za slucaj mirujuce
N
povrsine: sir= [ pv-iidS . Za p=konst. vrijedi = pQ.
S
b) Tezinski protok Q,=G=[pg(¥-i)-idS ; [G]=MLT", [G] =Nis. Za slucaj
N
mirujuce povrsine: G = ng\‘; .iidS . Za p=konst. 1g=konst. vrijedi G =g = pgQ .
S
¢) Protok kolitine gibanja: (O ), = [ v, (¥=ii)-idS 5 [(Ocs), |=MLT?, [(O), ], =N-
N
Za sluCaj mirujuée povrsine: (Qy), = j pv,v-idS . (Protok koli¢ine gibanja je

vektorska veli¢ina!)

d) Protok kineticke energije: 0, = J' % pv’ (V—ii)-idS 5 [OQw |=MLT?, [Oi ], =W .

N
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3.7 Leibnitzov teorem

Brzina promjene velicine volumena

a) Op¢i slucaj volumena V ¢ija se granica

S giba brzinom u

Brzina promjene volumena je po definiciji
Ne+dr) AV V(t+de)-V (1)

dr dr

ds opisuje element volumena
d(dV)=u-ndtdS, Sto integrirano po
povrSini S daje razliku volumena
S(¢+dr) V(t+dt)-V (1), te je konacno:

d—sza-ﬁdszjv-adV.
V

, a element povrSine

S(1)
Gibajuca povrsina S

Brzina promjene sadrZaja fizikalne velicine unutar volumena

%If¢dV—A OA[ j f(F,t+At)dV — If(r NV | =

V (t+At) V(1)

At—0 At

lim — { [ fEvanay—[ fEnav+ [ fE+anay - [ fF e+ andv |=

V(t) 40 V (t+At) 40)

I v+ j f(f,t+Az)dV=j T v+ j fﬁ-ﬁdS:j T v+ j V- (fi)dV
8t V(t+At)=V (1) V() a S(t) V(t) a S(t)

a) Op¢i slucaj gibajuéeg volumena

%jde: j%dV + [ fii -ids =j(%+v.(ﬁ)jdV

lokalna promjena  promjena uslijed
gibanja volumena

b) Materijalni volumen (u =V, 4 - R)
" dt Dt

%jde: j%dmjﬁ.ﬁdsz j(aw-(ﬁ)}w

c) Mirujuci volumen (. =0)

jde jng
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3.8 Materijalni volumen

e Materijalni volumen V,, (fluidno tijelo) je uoceni dio prostora ispunjen fluidom koji
se tijekom gibanja sastoji stalno od jednih te istih Cestica. Materijalni volumen je od
okoline odijeljen materijalnom povrSinom S,, koja se takoder sastoji stalno od
jednih te istih Cestica. Jasno je da je brzina gibanja materijalne povrSine jednaka
brzini gibanja Cestica fluida, koje ¢ine materijalnu povrsinu.

e U opcem slucaju materijalni volumen tijekom gibanja mijenja svoj polozaj, oblik 1
veli¢inu, pa je za opis njegova gibanja, potrebno opisati gibanje svake njegove
Cestice.

e Nema protoka kroz materijalnu povrSinu (v =i ). Brzina promjene sadrzaja
fizikalne veli¢ine za materijalni volumen jednaka je

% [ rav=] Zldm [ fo-siav

Vi (6) Vi (8) Sy (1)



