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Tangenta i normala na graf funkcije

Jednadzba pravca koji prolazito €kom (X o, Yo) jest:

Y-Yo-= k(X_XO)’
gdje je k koeficijent smjera pravca.
Ako je pravac tangenta na graf funkcije f, onda il

je njen koeficijent smjera jednak derivaciji
funkcije u to €ki Xo:

k=1tg a=f(Xg).

Normala na graf funkcije uto c¢ki (xg, Yo) jest

pravac koji je okomit na tangentu. 1z veze za
koeficijente smjera okomitih pravaca znamo da

Yo

. : . 1
koeficijent smjera normale glasi - , Uz
f'(xo) i

uvjet daje f'(xq) #0.




Tangenta na graf funkcije f u to cki (x o, yo) ima jednadzbu:

‘Y'YO:f'(XO) (X_XO)I

Normala na graf funkcije f u to cki (x o, yo) ima jednadzbu:

1
f (Xo)

Y-Yo=- (X - Xp)

Ako je f'(x o) =0, onda je jednadzba tangentey -y (=0, anormale x-x ¢=0.

Primjer 1. Odredimo jednadZbe tangente i normale na graf funkc ije f(x)=x ° — x
+ 2 u to €ki s apscisom 1.




Rjesenje: Budu ¢ida je f(1)=1 — 1 + 2=2, to €ka na krivulji je (1,2). Nadalje, f'(x) =
3x° — 1, zato f'(1) = 2.

y
Jednadzba tangente je:

t ... y—-2=2(x-1) = y=2x,

4

a jednadzba normale je: 3

1 1 5
n ... —2=- —(XxX-1) = V=-—X+—.
y 2( ) y=-oX+s

-2/ -1 1 2

Primjer 2. Odredimo jednadzbe tangente i normalena graf funkci  je f(x)=sin x u
to€ki s apscisom 0.



Rjesenje: Budu ¢ida je f'(x) =cos x, zato f'(0) =11 f(0) =sin0 =0, to je
jednadzba tangente: y

t ...y-0=1Kx-0) =>y=x.

To znaci na graf funkcije sinus ulazi u ol

Ishodiste duz ovoga pravca, dakle, pod
kutom od 45 °.

n ..y—-0=-1(x-0) = y=-x.

Primjer 3. Odredimo jednadZbu tangente na graf paraboley ~ “=4 x u to éki na
paraboli s koordinatama (X o, Yo).

NS



Rjesenje: |1z jednadzbe parabole dobivamo: 2yy'=4 = y'= 5

y
2 > /
U to €ki (X o, Yo) Ova derivacija iznosi  y'(Xg) = y— ,
0
pa je jednadzba tangente: 1/
2
t o y-yo=-——(X=Xoq).
Yo 1 5 3 X
Specijalno, u to ¢ki (xq, Yo) = (1,2) jednadzba
tangente je -1
t ... y—-2=10x-1) = y=x+1. 9
-3




Primjer 4. Odredimo jednadzbe tangente i normale na krivulju
X =2t —sht +1
y =t +e' +2,

u to €ki kojoj odgovara parametar t = 0.

Rjesenje: Radi se o to €ki T s koordinatama x=1, y=3. Nadalje,

,_y _ 1+e'
y X 2—cht’yT

=%=2.Zatoje t--ey-3=2(x-1, n---y -3



Kut izmedu krivulja

Kut pod kojim se sijeku dvije krivulje definira se kao kut izme du njihovih
tangenti u sjecistu.

Neka je a; kut koji zatvara prva tangenta s
pozitivnim dijelom x-osi, kK ; njezin koeficijent
smjera, a a, kut koji zatvara druga tangenta s
pozitivnim dijelom x-osi, kK, njezin koeficijent
smjera. Ako je koeficijent smjera negativan,
tada je i kut negativan, biramo ga unutar
intervala (- 71/2,0).

Kut pod kojim se sijeku krivulje je ¢ = a,-a;.
Poredak krivulja biramo tako da bude k > > kq, t]. 5
o, > 0y, pa ¢ moze poprimiti vrijednosti unutar // /
intervala (0, 7).

Ovaj kut ¢ mozemo ra €unati i direktno, bez dara €unamo pojedina €ne
kutove, Ssto ponekad moze biti korisno. Prisjetimo se kako se odre duje kut
iIzme du dva pravca:



Koeficijente smjerara €unamo pomo €u derivacija:

Ky = f1(Xo0), Ko = f'5(Xo).

Primjer 5. Izra€unajmo kut pod kojim se sijeku dvije krivulje y =JXxiy= X2 U
to€ki (1,1) (nactrtate sliku!).
Rjesenje:
N L |
ke =f1(1) =(x) = — =, -
1 l( ) ( ) x =1 Zﬁle 2 ) P

I I 3

kp =f3(1)= (x*)] _ =2x[,; =2 i 2

2 -

1
ko =Ky 2
tg¢: = 1l
1+k1k2 1+2|]} P _/2 o
2 4l

3
=~




Dakle, ¢ = arc tg % =36°52".

Ko —kq

1+ kl k2
negativan, onda je tg¢ negativan, odnosno kut ¢ =a, —a4,veéiod 90°. Tad je

potrebno uzeti suplement kuta, dakle, dodati mu 180°. Takav slu €aj ¢e se
dogoditi u slijede €éem primjeru.

Napomena. Ako je k ; negativan, takav da je i nazivnik u

Primjer 6. I1zracunajmo kut pod kojim se sijeku dvije krivulje fi(x)=2-X 2
fo(X) =X 2 (nactrtate sliku!).

Rjesenje:
U njihovom sjecistu (1,1) koeficijenti smjera N f
tangenti su k; =fj(1)=(1-x%)| =-2x| _,=-2] \i
x=1 - f ~ /-
; N : ; ~
ko, =f5(1) =(x°) X=1=2x\X=1=2. Zato je | | O
tg @ = 2-(2) __% ,odatle &itamo a
1+20-2) 3 T



¢ - 180° = -53°07', te je ¢ =126°53".

Primjer 7. Za koje vrijednosti parametra a se grafovi funkcija y = ax 2 |

y =a(x —2)? sijeku pod pravim kutem?
Rjesenje:

Najprije odredimo koordinate presje  €ne to €ke
grafova ovih funkcija:

ax’=a(x -2)* = x=x-2 ili x=2-x.
Slijedi da je x=1, pa je y= a. Nadalje, koeficijenti
smjera tangenti na obje krivulje su

y; =ax*, y1 =20x, kqe=Yy1 (1) =2a,

yo =a(x-2)%, y, =2a(x-2), k, =y, (1)=-2a.
Krivulje se sijeku pod pravim kutem ako je

k2=—i@20=— 1
kl _20'

1.. 1
=a=—1Ilg=--.
2 2

y=ax”

,
&,
’
oy
A\

A 4



Pad i rast funkcije

U ovom ¢emo poglavlju pretpostavitida je = funkcija neprekinuto
diferencijabilna u svakoj to ¢ki podru ¢ja definicije.

Interval (a,b) na kojem je funkcija bilo rastu  ¢a bilo padaju ¢éa nazivamo
interval monotonosti funkcije f.

Sljede ¢i je teorem je modifikacija Korolara 2 iz prethodno g poglavlja tj. ako
je f'(x) > 0 (resp. f'(x) < 0) na nekom otvorenomi ntervaluiz R, onda je funkcija
strogo rastu €a (resp. strogo padaju ¢a).

Teorem 1. (a) Funkcija f raste na intervalu (a,b) ako i samo ako je f'(x) =0 za
svako x [ (a,b).

(b) Funkcija f pada na intervalu (a,b) ako i samo ako je f'(x) <0 zasvakox 0
(a,b).

Dokaz: (a) Trebamo dokazati oba smijera. Neka je f raste na (a,b) . Obaberimo
proizvoljni x [ (a,b). Kako f raste, za h <0 vrijedi f(x+h) < f(x), pa je



f(x +h)—-1f(x)

hIim = 0, a za h>0 vrijedi f(x+h) =f(x), pa je
~0-
hIim fx +h)=f(x) > 0. Kako je f diferencijabilna, to je
S0+
£'(x)= fim (XM IO ) =T(X) S
h-0- h h -0+

Kako je x proizvoljno odabrana, zaklju €ujemo da je f'(x) =0 za svako x 0 (a,b).
Dokazimo drugi smjer. Neka je f'(x) =0 za svako x [0 (a,b). Odaberimo bilo koje
X1 I X,0(a,b) tako da je x 1 < X,. Prema Lagrangeovu teoremu postoji ¢ [ (X1,X5)
tako da je f(x,)—-f(xq)=f'(c)(Xo —x4)=0. Dakle imamo da je f(x ;) <f(x,), Sto
znaci da je frastu €a na intervalu (a,b).

Tvrdnja (b) se dokazuje naistina €in. Q.E.D.

Krajnje to ¢ke intervala monotonosti su ili rubovi podru ¢ja definicije funkcije ili
stacionarne to c¢ke (tj. to €ke za koje vrijedi f'(x) = 0).



Postupak nalazenje stacionarnih tocaka i intervala monotonosti:
1) lzraéunamo derivaciju f'.
2) RjeSimo jednadzbu f'(x) = 0. Njezina su rjeSen; a stacionarne tocke.

3) Stacionarnim to €kama podru €je definicije podijelimo na intervale

monotonosti. Provjerom predznaka derivacije odre dujemo jesu li oni
intervali rasta ili untervali pada funkcije.

Primjer 8. Odredimo intervale monotonosti za funkciju
f(x)=x3-12x +1.

Rjesenje: Derivacija funkcije je  f'(x) = 3x? - 12. Stacionarne to é&ke
dobivamo iz:
3x2-12=0 « 3(x +2)(x -=2) =0,
odakle slijedi x ; =-2, X, = 2. Funkcija (strogo) raste na onim inervalima (a ,b) na
kojima je f'(x) >0, tj. 3(x +2)(x —2)>0. Ova je nejednakost ispunjena za x [(-oo,
-2) ilix O (2,0). Za x O (-2,2) vrijedi f'(x) < 0 i na tom intervalu funkci  ja (strogo)



pada.

Graf funkcije
f(x)= x3 -12x +1.

.~ * Funcija raste na intervalima (-o,-2),
(2,0), a pada na intervalu (-2,2).

Pona3anije funkcije opisujemo sljede  éom tablicom. Znak " stavljamo na
intervalu rasta, a znak \ na intervalu pada.

-00 -2 2 +00

predznak f' + - +

funkcija f / N /



Primjer 9. Odredimo stacionarne to €ke i intervale monotonosti za funkciju
f(x)= x4 —x3.
Rjesenje:
1.Derivacija funkcije je  f'(x) =4x°> —=3x2 = x?(4x - 3).
2.Stacionarne to €ke trazimo iz jednadzbe
f'(x) = x%(4x -3)=0

. . _ 3
CijasurjeSenja x, =01 X» =Z'
. . 3)(3 . . .
3.Intervali monotonosti su (- ©,0), O’Z , Z,oo . |Izaberimo po jednu to cku iz
svakog intervala i odredimo predznak derivacije:
x=-1, f'(-)<0 = (-,0) jeinterval pada,

x =12, '(1/2)<0 = (0,3/4) jeinterval pada,
x=1, f'(1)<0 — (3/4,») jeinterval rasta.



Vidimo da funkcija pada i naintervalu (- «,0) i na intervalu (0,3/4). Zato se
moze kazati da je (- ,3/4) interval pada. Me dutim, zbog vaznosti stacionarne
to€ke, mi €emo taj interval ipak rastaviti stacionarnomto  €kom na dva dijela.

4.Rezultate mozemo zapisati u obliku sljede ¢€e tablice, koja opisuje tijek
funkcije.

-00 0 3/4 +00
predznak f' - - +

funkcija f N N /

Skicirajmo graf funkcije. U tu svrhu pomo  éi €ée nam podatak da su nulto ¢ke x=0
(trostruka!) i x=1, te vrijednosti u nekoliko karak  teristi €nih to €aka:

x | -1 ]-05] 0o |o7s| 1 | 15 | 2
f) | 2 | 019 | 0 |-011| O | 169 | 8




Graf funkcije
f(x)=x 4 _x3

1.5 2



Ekstremi funkcije

Ponovimo definiciju lokalnog maksimuma i minimuma d anu u prethodnom
poglavlju:

Funkcija fima u X, lokalni maksimum ako postoji interval (a,b) koji sadrzi X,
takav da vrijedi
f(xo) = f(x), za svaki x [ (a,b).

Funkcija fima u X, lokalni minimum ako postoji interval (a,b) koji sadrzi X,
takav da vrijedi
f(xo) < f(x), za svaki x [ (a,b).

Minimum imaksimum jednom rje  ¢ju zovemo ekstremima funkcije f.



(xa)
()

lokalni

mia ks

fokalni

FEEREm M

| L]
_'_'_\u Xg

akolina tocke x,

>

Ekstremi funkcije. Rije €
lokalni ozna ¢ava da je
vrijednost funkcije u tojto  €ki
ve éa (ili manja) od vrijednosti

u svim susjednim to ékama, al
ne mora bitinajve ¢a
(najmanja) vrijednost funkcije
na citavom podru cju

definicije.

Razlikujemo dvije vrste uvjeta za postojanje lokal  nog ekstrema u nekoj
to€ki: nuzan uvjet je uvjet kojeg ispunjava svaka to ¢ka u kojoj funkcija ima
lokalni ekstrem; dovoljan uvjet je uvjet koji zna €i da funkcija u nekojto ¢kiima
lokalni ekstrem €im je taj uvjet ispunjen.



Fermatov teorem daje nuzan uvjet:

Nuzan uvjet za postojanje lokalnog ekstrema

Neka je funkcija f neprekinuta u to  €ki c. Ako funkcija f ima lokalni ekstrem u
to€ki c, tada je c kriti €na to €ka funkcije f (tj. f'(c) = 0 ili f'(c) ne posto] ).

llustrirajmo to sljede ¢im primjerima:

Primjer 10. Odredimo ekstrem funkcije f(x) = x *- 2x — 3.

Rjesenje: Derivacija je f'(x) =2x — 2. \
U intervalu

(—,1) derivacija je negativna, Sto zna ¢€ida je

to interval pada. U intervalu (1, o) derivacija

je pozitivha, S to zna €i da je to interval rasta. '<0

Stoga funkcija pada lijevo od to €ke Xq, a

desno od nje raste, paje X o tocka u kojoj

funkcija ima minimum .

10




Primjer 11. Odredimo ekstrem funkcije f(x) = [x[.

Rjesenje:Budu ¢€i je

X, akoje x=0
f(x) = .

-X, akoje x<0O

1, akoje x>0 .
fx)=<" a 8 >0
OSSN intervalu ( —o,0)
derivacija je negativna, a u (0, oo) derivacija
je pozitivha . Stoga funkcija pada lijevo od

to €ke x=0, a desno od x=0 raste, pa je x=0 , ,
to€ka u kojoj funkcija Ima minimum. Ne postoji derivacija u to&ki x=0

, to je derivacija




Primjer 12. Odredimo ekstrem funkcije f(x) = x  ° - 3x* + 3x.

Rjesenje: |zraéunajmo derivaciju: f(x) = 3x *—6x + 3 =3(x - 1)*.

_ U intervalu ( —c0,1) derivacija je pozitivha, Sto
zna€i da je to interval rasta. U intervalu (1, oo) derivacija je ponovno pozitivna,
te je i tointerval rasta. Zna ¢i da funkcija raste lijevoidesnoodto ¢€ke X, pau

to €ki X o funkcija nema ekstrem.

15|

>0

05 |

£>0!

— .




X

Primjer 13. Odredimo ekstreme funkcije f(x)=

x2 +1
. v . v : . . , 1-x?2
Rjesenje: 1zraCunajmo derivaciju: f'(x) =( )2.
2
X“+1

BSOS \ jci (-1 )<0.1'(-17)>0, pa

funkcija uto €ki x,=-1 ima minimum. Pri prolazu kroz uto €ku x,= 1 derivacija
Ima predznake f’(l')> 0, f’(1+)< 0, pa funkcija u toj to €ki ima maksimum.

M(1,0.5)




Primjer 14. Dokazati Bernoullijevu nejednakost:
(1+h)" >1+4r [h,zasvakir>1ih>0.

Rjesenje: Promatrajmo funkciju f(h)=(1+h)" —1-r [h. Vrijedi:

f'(hy=r(@+h) ~t-r =r((1+ h) 1 —1) >0akojeh>0ir>1. Zato je funkcija
strogo rastu ¢éa na [0, ) ako je r > 1. Posebice vrijedi  f(h)>f(0) za svako h>0 i
r>1,t. (L+h) —=1-rh>f0)=1" -1=0.

* %%

Reéi ¢éemo da funkcija f mijenja predznak uto ¢€kic, ako postoji € > 0 takav da su
vrijednosti funkcije f naintervalu (c - €, ¢) stalnog i suprotnog predznaka od
vrijednosti funkcije na intervalu (c, c +  €). Primjetimo da funkcija moze mijenjati
predznak u nekoj to ¢ki, a da pri tome nije definirana u tojto  €Ki.

Dovoljan uvjet za postojanje lokalnog ekstrema

Ako prva derivacija f' mijenja predznak u kriti €noj to €ki c, tada funkcija fima
lokalni ekstrem u to €ki c. Pri tome vrijedi sljede ¢e:



na intervalu na intervalu f(c)
(c- € 0) (c,c+ ¢
predznak od f '(x) + — maksimum
predznak od f '(x) — + minimum
predznak od f '(x) + + nije ekstrem
predznak od f '(x) — — nije ekstrem

Sljede ¢€a slika opisuje ove ¢etiri situacije

y/\

f‘<0

f'<0 >0

y/\

>0

xV

WV

f'<0

c
‘<0

» VWV



Globalni ekstrem.

Ako trazimo maksimum ili minimum funkcije na cijelo m zatvorenom intervalu
[a,b], onda govorimo 0 globalnim ekstremima . Globalni ekstrem moze se
postizati u kriti  énim to ¢kama unutar intervala [a,b] ili na njegovom rubu.

A tocka prekida

M / J'Hf.!.rm

Ekstremi funkcije
poprimaju se ili u
stacionarnim
to¢kamaili u

to ékama prekida ili
u rubnim to ékama

> intervala.

rihna
fodka

todka loma
(f " ne postoji)

|

]
i
L]
]
]
]
i
I [—
-

stacionarne tocke

U [Ty —————

Dakle:



Na zatvorenom intervalu [a,b] funkcija moze poprimiti globalni
ekstrem u sljedeéim tockama:

- U krajevima intervala,

- U tocékama u kojima je derivacija jednaka nuli,

- U to¢ékama u kojima derivacija ne postoji (to ¢ke prekida ili loma).

Primjer 15. Odredimo maksimum i minimum funkcije f(x)=3 If/xi2 —2[X na
intervalu [-1,2].

Rjesenje: Funkcija je neprekinuta. Njezina derivacija je:

1-3/x

f'(x)=2x"13 -2=> .
3x




Odavde dobivamo stacionarnuto €ku x4, =

1i to €ku loma x , = 0 (u kojoj derivacija nije

definirana). Ekstremi se jo§ mogu ME1.8)
poprimiti u rubnimto ¢kama x; =-11x,=2.

|Izra€unajmo vrijednosti u svim kriti  énim
to€kama:

f(x1) = f(1) = 1,
f(x2) = f(0) = O,
f(xs) = f(-1) = 5,
f(x4) = f(2) = 334 - 4=0.76.

Dakle, globalni minimum je 0 (zax =0), a
globalni maksimum je 5 (za x = -1).

(1.1)

(2,0.67)

m(0,0)

1



Primjeri trazenja ekstrema u geometrijskim problemima

Primjer 16. Odredimo valjak najve ¢eg volumena

koji je upisan u stozac visine hiradijusa baze r,
tako da baza valjka lezi na bazi stoSca.

Rjesenje: U skladu sa oznakama na slici desno
volumen valjka je:

V=BG =x’nrly.

|z sli énosti trokuta dobivamo: r ; X = % tj.
h I 2 h iI'2h71:A """" G
y =(r —x)—.Sadaje V =V (x)=x°(r —x)?n. 27 e
r

V(x)

To je neprekinuta funkcija na zatvorenom
intervalu [0,r], pa ona sigurno postize svoj
maksimum na tom intervalu.

(o) 2r/3 r




Odredimo derivaciju:

V'(x)= (2rx ~ 3x2)$71= x (2r —3X)?IT.

Stacionarne to €ke su: x ;=01 X, = %r .Zax;=0je V(x1) =V(0) =0ito svakako

nije trazeni maksimum. Primjetimo da vrijedi isto t ako V(r) = 0. Dakle
maksimum se mora posti €i u nekojto ckiizmedu Oir. To €e biti u drugoj

stacionarnojto c¢ki: V(X ,) = V(%r) = %rzh T.Buduéije V'(x) <0za x O (O,%r) i

V'(X) >0 za X D(%r,r), toje X, =§r to €ka maksimuma.

27

[

Primjer 17. Od kartona oblika kvadrata stranice

duljine a, trebamo napraviti otvorenu kutiju Sto je
mogu ée veéeg volumena.

Rjesenje: Kutiju ¢emo napraviti tako da od kartona
odrezemo male kvadrate u ¢etiri kuta kartona. U
skladu sa oznakama na slici desno volumen tako
dobivene kutije je:

---------




V(x):BEh:XZDE%

Ovo je neprekinuta funkcija na zatvorenom intervalu [0,a], pa ona sigurno
postize svoj maksimum na tom intervalu. Odredimo de rivaciju:

V'(x)=alk —§x2 :x(a—§xj.
2 2

Stacionarne to €ke su: x ;=01 X, = %a. Zax;=0]e V(x,) =V(0) =0ito svakako

nije trazeni maksimum. Primjetimo da jeiV(a) =0.  Dakle maksimum se mora
posti €i u nekoj to €kiizme du Oia. To €e biti u drugoj stacionarnojto  €ki: V(x ) =

V(%a) =%a3. Nadalje, V'(x) >0 za x D(O,%a) 1 V'(X) <0za x D(%a,r), paje X,
to€ka maksimuma. Dakle, trazena kutija ima kvadratnu b azu stranice 2a/3 i

volumen 2a°/27.



Druga derivacija i ekstremi

Nije uvijek jednostavno odrediti predznak prve deri vacije s cillem odre divanja
karaktera stacionarne to €ke. Tada imamo Kriterij koji koristiti vrijednost d ruge

derivacije u stacionarnojto €kKi.

Promatrajmo situaciju kada fimauto €ki xy maksimum. Lijevo od X ¢ vrijednost

derivacije je pozitivha, desno od X g je negativna. Dakle, nagib tangente opada,
od pozitivnih vrijednosti prema negativnim. Zato je vrijednost druge derivacije

f" u okoliniuto €ke xo negativna.

Ako fima u to €ki x, minimum, onda nagib tangente rasfe od negativnih



vrijednosti prema pozitivnim, pa je vrijednost drug e derivacije f" u okolini u
tocke xo pozitivna.

Tako dobivamo sljede ¢i kriterij:

Ispitivanje karaktera ekstrema pomocu druge derivacije
1) lzraéunajmo f' i f".
2) Rjesimo jednadzbu f'(x) = 0. Njena su rjesenja s tacionarne to cke { X }.
3a) Ako je f" (X o) > 0, onda se u x ¢ postize minimum.
3b) Ako je f" (x o) <0, onda se u x g postize maksimum.

3c) Ako je " (x o) = 0, onda karakter to €ke (Xo,f(Xg)) istrazujemo pomo ¢u
predznaka prve derivacije u okolinito ¢€ke X,.

Primjer 18. Odredimo ekstreme funkcije f(x) =x *—2 x°.



Rjesenje: y
1. fX)=4x°—4x=4x(x*=1) = 4x(x — 1) (x + 1),
f' (x) = 12x ° — 4 = 4(3x° = 1).

2. Stacionarneto €ke su: x;=-1,x,=0, x3=1.

3. Odredimo predznak druge derivacije u 1
stacionarnim to €kama:
f"x)=f(-1)=8>0 = u X, je lokalni minimum,
' (x2)=1f"(0)=-4<0 = U X, je lokalni maksimum,
f*"(x3)=1"(1)=8>0 = u X3 je lokalni minimum.

Vrijednosti funkcije utimto  €kamasu: f(x ;) = f(-1) = -1, f(x,) =f(0) = 0, f(x3) = (1)
= -1. Graf funkcije je prikazan na slici gore.

Primjer 19. Odredimo ekstreme funkcije f(x) = x *—4 x°.



Rjesenje:
1. f(X) =4 x° =12 x*= 4x°(x — 3), 0
N _ _ 20
f'(xX)=12x°=24x =12 x (x = 2). o
2. Stacionarne to ¢ke su: x 1 =0, X, = 3. 1 '\/ ’
3. Odredimo predznak druge derivacije u . —
stacionarnim to €kama:
f*"(x1)=1f"(0)=0 = trebamo ispitati predznak f' u okolini x 1,

" (x2)=1"(3)=36>0 = U X, je lokalni minimum, f(x ,) = f(3) = -27.

Budu éije 4x°>0zax #0ix—3<0u okolinito éke x;=0,toje f(x)=4x *(x —3)
uvijek negativan u okolini te to €ke. Zato to ¢ka x; = 0 nije ekstrem (to jeto €ka u
kojoj je infleksija). Graf funkcije je prikazan na slici gore.



Zakrivljenost

Sliéno kao gore, ovdje €emo opisati postupak za ispitivanje zakrivljenosti
funkcije, pri  éemu €emo koristiti drugu derivaciju funkcije.

Kazemo da je funkcija f konveksna na intervalu (a,b) O 2D(f) ako za
proizvoljne to €ke x4, X, I (a,b) takve da je x 1 # X, vrijedi

f(A X+ (1- A)X0) € Af(xq) + (1- Df(x,),  A0(0,1).

Sliéno, kazemo da je funkcija f konkavna na intervalu (a,b) O D(f) ako za
proizvoljne to €ke x4, X, I (a,b) takve da je x 1 # X, vrijedi

f(A X+ (1- A)X0) 2 Af(xq) + (1- Df(x,),  A0(0,1).

U slu €aju strogih nejednakosti, kazemo da je funkcija f strogo konveksna
odnosno strogo konkavna.



a) strogo b) konveksna ¢) istovremeno

i konveksna ; 1 funkcija (\ konveksna
Junkcija | (ali ne strogo : i konkavna :
/ konveksna) /i funkcija _—~ r
i f(x,)12+f(x,)/2 E . i
f(x,)/2+£(x,)/2 ' ? : __ , g ; :
TR aPTS Ap)) m— =L B
f(x/2+x,/2) P i i E i :
ax, XJ2+x,/2 X  X%b a x, XxJ/24xJ2 x, b~ a b *

Za graf konveksne funkcije vrijede sliede  ¢e tvrdnje (vidi sliku a) gore):

a) graf zakre €e na gore na intervalu (a, b);

b) usvakojto €kix [ (a, b) graf se nalazi iznad tangente u tojto  €Ki;

c) zaproizvoljne to €ke X, X, [ (a, b) takve da je x ; <X, dio grafa f [x; xo; nalazi
se ispod sekante kroz to ¢ke (x1,f(x1)) 1 (X2,f(X>2);

d) ako je funkcija f derivabilna na intervalu (a, b ), tada je f (strogo) konveksna
na intervalu (a,b) ako i samo ako je derivacija f' (strogo) rastu €a na intervalu
(a,b).

Nacrtaj analogne slike za konkavnu funkciju i iskaz i tvrdnje analogne gornjim.




Dovoljan uvjet zakrivljenosti

Neka je funkcija f dva puta derivabilna na interval  u (a,b). Ako je f'(x) >0 za
svaki x [ (a,b), tada je funkcija f strogo konveksna na intervalu (a,b). Ako je
f'(x) <0 za svaki x [ (a, b), tada je funkcija f strogo konkavna na inte  rvalu (a,b).

Zaista, kako f" postoji na intervalu (a, b), to po definiciji derivacije na tom intervalu
postoji | prva derivacija f'. Uz to, ako je f'(x) > 0 na (a,b), tada je po Teoremu 1 prva
derivacija f' strogo raste na tom intervalu, pa je funkcija f konveksna. Dokaz u
konkavnom slu ¢€aju je sli éan.

Uvjet f'(x) > 0 ili f*(x) < O je samo dovoljan, ali ne i nuzan uvjet zakrivljenosti.
Primjerice, funkcija f(x) = x * je konveksna na citavom skupu R, ali je f'(0) = 0.

U prou c¢avanju funkcija zanimaju nas to ¢ke u kojima se zakrivljenost mijenja.

Reéi ¢éemo da glatka funkcija fima infleksiju u tocki ¢ ako postoji €-okolina
tocke c, (c-¢g, c+€) O D(f), takva daje f strogo konveksna na intervalu (c- €, ¢) i

strogo konkavna na intervalu (c,c + ¢€) ili obrnuto. Tada je (c,f(c)) to ¢€ka infleksije
grafa funkcije f.



Nuzan uvjet za postojanje infleksije
Ako funkcija f ima infleksiju uto  €ki c i ako f"(c) postoji, tada je f'(c) = 0.

Zaista, kako f"(c) postoji, to je funkcija f' deriv abilna u to €éki c, paje i neprekidna uto €Ki
c. Neka funkcija f ima infleksiju uto  €ki c i to tako da je, na primjer, strogo konveksna

lijevo od to ¢éke cistrogo konkavna desnoodto ¢ke c.To znaéida je f' strogo rastu c¢a
lijevo od to €ke c i strogo padaju ¢a desno od to ¢ke c, odnosno f' ima lokalni maksimum

u to ¢ki c. No tada je f'(c) = 0 prema nuznom uvjetu zap  ostojanje eksterma.

Uvjet f'(c) = 0 je nuzan za postojanje infleksije, ali ne i dovoljan. Primjerice, za
funkcije f(x) = x ®if(x) = x * vrijedi '(0) = 0, a samo prva funkcija ima inflek  siju u
to€ki x = 0, dok druga nema.

Dovoljan uvjet za postojanje infleksije

Neka je funkcija dva puta derivabilna na nekoj  €-okolini to €ke c, osim mozda u
to€ki c. Ako druga derivacija f* mijenja predznak ut  ocki c, tada funkcija f ima
Infleksiju u to cki c.

Zaista, ako " mijenja predznak u to ¢ki c, onda je funkcija f konveksna lijevo odto  ¢ke c,
a konkavna desno od to ¢ke c, ili obrnuto, pa stoga ima infleksijuuto  ¢kic.



Primjerice, za funkciju f(x) = tg x vrijedi f' (x) = (-2) cos “x (-sin x), f'(0)=0. O &ito
jef'xX)<0za-mw2<x<0if'(x) >0za0<x< T172. Dakle, funkcija tg x je

konkavna za - 12 < x < 0ikonveksnaza O <x< 7172, paimainfleksijuuto €kix =
0.

Derivacije viseg reda i karakter ekstrema

Kona éno, za ispitivanje lokalnih ekstrema ito €aka infleksije mozemo koristiti |
viSe derivacije. Sljede ¢€i vazan teorem navodimo bez dokaza.

Kriterij za infleksiju i ekstrem

Teorem 2 Neka funkcija f ima u nekoj €-okolini to €ke c neprekidne derivacije
do uklju €ivo reda n, pri cemu je n = 3. Neka vrijedi

Pame e e e s e s
Ako je n neparan, tada funkcija ima infleksijju uto  €ki c. Ako je n paran i uz to

jos i f'(c) = 0, tada funkcija ima lokalni ekstrem u to €ki c. Karakter ekstrema
ovisi 0 predznaku derivacije, pa je



c toéka minimuma,  ako je L
c to éka maksimuma, ako je f Yoy 0

Primjer 20. Odredimo to €ke ekstrema i infleksije sljede ¢ih funkcija.

a) f(x)=x" Vrjedi f(0)= f'(0)= f"(0)=0, f Y(0)=24%0.
Kako je f(0) = 0i f "V(0) > 0, zadana funkcija ima po Teoremu
2 lokalni minimum u to €ki x = 0.

b) f(x) = x>. Vrijedi f'(0) = f"(0) = f "(0) =0, f'(0) = 120 0.
Kako je n =5 neparan, iz Teorema 2 slijedi da zada na

funkcija ima infleksiju uto  €ki x = 0. U ovom slu €aju radi se /
0 "horizontalnoj infleksiji”, jer je f(0) = 0, odn osno tangenta
u to €ki infleksije je paralelna s x-osi.

c) f(x) =tgx. Vrijedi f'(0) =0, f*(0) =2 #0 paje po Teoremu
2 tocka x = 0 to ¢ka infleksije. U ovom slu €aju radi se o

"kosoj infleksiji”, jer je f'(0) = 1, odnosno tange nta u to €ki
Infleksije zatvara s x-osi kut od  174.




Primjer 21. Dokazimo nejednakost:

a)

b)

3
X .
x——6 <SIN X < X za X >0.

Dokazimo prvo desnu nejednakost  sin x < x za x >0. Promatrajmo funkciju
f(x)=sin x —x. Vrijedi f'(x)=cos x —1<0 za svaki x [ R. Zato funkcija
fpadana R, paje f(x)<f(0)=0 zasve x >0. Dokazalismodaje sinx <x za
sve x >0. Moze li vrijediti jednakost za neki  x >07? Ne moze, jer je
f'(x)=cos x =1<0 za sve x 0O (0, 2m), pa funkcija f strogo pada na (0, 2 ).
Dakle sin x <x zasve x O(0, 2m). Osimtoga je sin x <1<x zasve x O (2m,
),

: . : xS .
Dokazimo sada lijevu nejednakost X By <sin X za x >0. Promatrajmo

X3 X 2
funkciju g(x)=x —?—sin X .Ondaje g'(x) :1—7—005 X,

g"(x) =-x +sin x. Prema ve € dokazanoj nejednakosti a) vrijedi da je
g"(x) <0 zasve x >0. Zato funkcija g' strogo pada na intervalu (0, o), pa



vrijedi g'(x)<g'(0) =0 zasve x >0. Stoga i funkcija g strogo pada na
intervalu (0, o), pa vrijedi g(x)<g(0)=0 za x >0, sSto je i trebalo dokazati.



Ispitivanje toka funkcije

Ispitivanje toka funkcije je slozen postupak u koje m se primjenjuje sve Sto je
do sada re €eno o funkcijama i derivacijama. Ispitivanje funkci je y = f(x) sastoji
se od sljede ¢ih koraka:

1.

Podrucje definicije - potrebno je poznavati elementarne funkcije i
postupke za rjeSavanje jednadzbi ili nejednadzbi.
Parnost - provjerava se pomo ¢u definicije.

Periodicnost - provjerava se pomo ¢u definicije. Pri tome je vazno uo Citi
da elementarna funkcija ne moze biti periodi  €na ako ne sadrzi neku od
trigonometrijskih funkcija.

Nul-tocke - postupak se sastoji od rjesavanja jednadzbe f(x) =0.

Asimptote (vertikalne, horizontalne i kose) postupak koji je opisan u

poglavlju o funkcijama sastoji se od nalazenje lime sa te primjene
L'Hospitalovog pravila ukoliko je to potrebno.

Ekstremi - potrebno je provjeriti nuzne i dovoljne uvjeta e kstrema.

Provjera nuznih uvjeta vrsi se trazenjem stacionarn ihi kriti €nih to €kaka
(potrebno je odrediti podru €je definicije prve derivacije f' i rijesiti



10.

jednadzbu f'(x) = 0).

Provjera dovoljnih uvjeta ekstrema moze se vrsiti n a tri na €ina: pomo ¢u
promjene predznaka prve derivacije, pomo ¢éu druge derivacije ilipomo ¢€u
viSih derivacija.

Intervali monotonosti - nakon Sto smo u prethodnojto ¢ki izra ¢unali

prvu derivaciju f', intervale monotonosti odre dujemo promatraju €i
predznake od f'.

Intervali zakrivljenosti - prvo je potrebno izra ¢€unati drugu derivaciju
f'. Potom intervale konveksnosti i konkavnosti moze mo odrediti
promatraju €i predznake od f". Takoder mozemo pogledati gdje pr va
derivacija f' raste, a gdje pada.

Tocke infleksije - potrebno je na ¢i to €ke u kojima druga derivacija f"
mijenja predznak, odnosno to €ke koje ispunjavaju dovoljne uvjete
infleksije. Za provjeru dovoljnih uvjeta infleksije mozemo Koristiti | vise
derivacije po Teoremu 2.

Graf funkcije - potrebno je sve do sada dobivene informacije o f  unkciji

spojiti u suvislu sliku. Prilikom crtanja grafa mog uce je otkriti
nelogi €énosti, odnosno pogreske u prethodnomra  €unu te ih ispraviti.



Primjer 21. Ispitati tok | nacrtati graf funkcije  f(x) = §/2X 2 _x3.
1. Podru ¢je definicije
Domena funkcije je D (f) = R.
2. Parnost
Vrijedi f(-1)=%2+1=%3, dokje f(1)=%2-1=%1=1. Zaklju éujemo da
funkcija nije ni parna ni neparna jer ne vrijedi f(  -x) = f(x) ili f(-x) = -f(x) za
sve xOD (f).

3. Periodi ¢nost

Funkcija nije periodi €na, jer je elementarna, a ne sadrzi neku od
trigonometrijskih funkcija.

4.  Nul-to €ke
Rijesimo jednadzbu f(x) = 0. Vrijedi
Jox2-x3=0 o 2x2-x3=0 = x2%(2-x)=0
pa su nul-to ¢ke x, =01 x, = 2.
5. Asimptote

a) Vertikalne asimptote
Funkcija nema vertikalnih asimptota jerje D (f) = R.




b) Kose asimptote
U lijevoj strani vrijedi
k=1

3002 _ 3
m ) =i Vox? -x® _ im 3% -1=-1
X -=—00 X X — —00 X X - =00 | X

= lim (f(x)-kx)= lim (%2x2—x3+x)=(oo-oo)

X — —00

Dakle, pravac y = -x + 2/3 je lijeva kosa asimptota . U desnoj strani vrijedi



3002 _ .3
<= tim )~ im Y2x* - x = lim 3%-1=-1

| = lim (f(x)-kx)= lim (ﬁzxz—x%x):(-mm)

X — +o00 X — +00
5 (32—1+1J 0
i i X
= lim Xx 31/——1+1 =(+oo|]))= lim :(_j
X — 400 X X — 400 i 0
X
2l y ) -2/3
= [im X X7 = lim 3(3_) _2
X — 400 _i X — 400 X
2

Dakle, pravac y = -x + 2/3 je i desna kosa asimptot a.
Ekstremi
|lzraG¢unajmo prvu derivaciju:



x (4 -3x)
33x4(2-x)?
Podru ¢je definicije derivacije jednako je  D(f") = R\ {0,2}. Dakle, dvije
kriti €ne to ¢ke funkcijesux 1 =0ix,=2.Zax O D) vrijedi

4 - 3X
33x(2-x)?
Stacionarna to cka (treca kriti ¢na to cka) je x3 = 4/3.

Dakle, imamo tri to €ke u kojima funkcija moze imati lokalne ekstreme.
Dovoljne uvjete ekstrema provjerit  €éemo pomo ¢u predznaka prve
derivacije, odnosno provjerit ~ €emo da li u kriti €nim to €¢kama prva
derivacija mijenja predznak.

Imamo tri slu €aja:

(i) Za x < 0 je brojnik ve ¢€i od nule, a nazivnik manji of nule paje f' (x) <

(i) Za 0 < x < 4/3 su i brojnik i nazivnik ve  €i od nule, pa je f'(x) > 0.

(i) Za x > 4/3 je brojnik manji od nule, a nazivh ik ve €i od nule pa je f(x) <
0.

Imamo tablicu:

f'(x) :%(sz — x3)_2/3(4x —3x2):

F/(x) =




-00 O 4/3 2 +o00
predznak f' - + - -

funkcija f N /! AN N

Zaklju €iti da funkcija ima lokalni minimum u x  ; = 0, lokalni maksimum u
X3 = 4/3, a da nema lokalni ekstrem u kriti  €noj to ¢ki x, = 2. Vrijednost

lokalnog minimuma je f(0) = 0, a lokalnog maksimuma f(4/3)=234/3.
Intervali monotonosti
Monotonost smo vec ispitali u prethodnoj to ¢ki: funkcija strogo pada na

intervalima (- «,0) i (4/3,+ o), a strogo raste na intervalu (0,4/3).
Intervali zakrivljenosti

|lzra€unajmo drugu derivaciju:

Sa¥x-xp -, AT Je-x)? +x 22 - x)-1)
1 [ex(2-x)?)
3 x2(2-x)*

f(x) =




10.

~3x(2-x)? -;(4 ~3x)(2 - x)(2 - 3x)

-8

3 Ix4(2-x)8 0¥x4(2-x)°
Vidimo da je predznak od f " obrnut od predznaka iz  raza 2-x. Dakle,
-00 2 +00
predznak f" - +
funkcija f konkavna konveksna

Toc€ke infleksije

|z razmatranja zakrivljenosti u prethodnoj to
jedina to €ka infleksije funkcije f.

Graf funkcije

¢ki, zaklju éujemo dajex =2

Kombinirajuci sve prethodne rezultate dobijemo graf zadane funkcije |

njene kose asimptote, koji je prikazan na sljede

¢oj slici.



/
/



Primjene

Diferencijalni ra €un izlozen u prethodnim poglaviljima ima primjene u
rjeSavanju mnogih prakti ¢énih problema.

Primjer 22. Mjerenjem neke veli €ine dobili smo niz podataka: x4, X5,...,X. Z&
odabir najbolje procjene mjerenih veli  €ina biramo metodu najmanjih kvadrata
tj. trazimo onaj X za koji se postize minimum izraz a
(x =x{ P +(x =%, )2+ +(x = xp )°.

Promatramo funkciju:  f(x)=(x = x)? +(x =%, ) +---+(x = x,,)*. Imamo da je
') =2(x =xg) +2(x =x)+-+2(x =xp) =2n [x = (xy + x3 +--+x, )], paje
X1+X2 +...+)(n

n
svako x [0 R. Zato funkcija ima minimum u stacionarnojto  €ki. Dakle, najbolja

procjena mjerenih veli €ina prema kriteriju najmanjih kvadrata je  aritmeti ¢ka
sredina rezultata mjerenja.

. Druga derivacijaje: f"(x)=2[n>0 za

stacionarnato ¢ka x =



Primjer 23. Od zice duljine d napravi kruzni isje ¢ak

najve ée povrsine.
r

Rjesenje: Neka je r polumjer kruznog isje c¢ka, a | luk. Treba biti d =2r +1.
Povrsina isje éka je P =%r O.Buduéije | =d -2r, toimamo P(r) =%r {d -2r),
d =const. Trazimo maksimum funkcije  P(r) na intervalu [0,d]. Derivacija ove

funkcije je P'(r) = %d — 2r , pa dobivamo stacionarnu to €ku iz %d -2r=0=

r = dz Budu ¢ije P"(r)=-2<0 zasvako r, to je funkcija konkavna i ima

maksimum u stacionarnojto €ki. Dakle, maksimalna povrsina iznosi

2
4° 24 2 16



Primjer 24. U kuglu polumjera R upisSi valjak najve €eg
volumena.

- -

Rjesenje: Neka je r polumjer baze valjka, a h njegova visina. Treba biti
2

R? =h7+r2.Vqumen valkaje V =nlr?h. Budu ¢i je r2 =R? —hj,to Imamo

2
V(h)= IT[ERZ —h4] [h, R =const. Trazimo maksimum funkcije V(h) na

intervalu [0,R]. U rubnim to €kama intervala volumen je jednak nuli. Derivacijaj e

V'(h) = TR? - ﬂBZhZ, pa dobivamo stacionarnu to €ku iz R? —%hz =0 =

h = Z—R. Budu ¢ije V"(h)= —n%h <0 za svaki h >0, to funkcija ima maksimum

3



: . .l . .. 2R
u stacionarnoj to ¢€ki. Dakle, trazeni valjak ima visinu  h = 73

Isti rezultat bismo dobili da smo volumen izrazili kao funkciju polumjera r

valjka. Zaista, imamo h? = 4(R2 —rz), paje V(r)= 2% B/R? -r?, R = const.
Trazimo maksimum funkcije  V(r) naintervalu [0,R]. U rubnimto €kama intervala

3
volumen je jednak nuli. Derivacijaje  V'(r) = ZITEEZF\/RZ -r? - ; 2}, pa
R —r

: : . 2 iy . .
dobivamo stacionarnu to ¢€ku r :£R. Budu éi V (r) ima pozitivhu vrijednost

/3

lijevo od stacionarne to €ke, a negativhu desno od nje, to funkcija ima

. : . - . : 2
maksimum u stacionarnojto €ki. Dakle, trazeni valjak ima polumjer r =£R.

J3
O¢ito je tada visina h = 2\JR? —r? = ZTZ



Primjer 25. Jacina svjetla u nekoj to €ki obrnuto je

proporcionalna kvadratu udaljenosti od izvora, a
proporcionalna sinusu kuta pod kojim svjetlo pada n a
povrSinu. Ako se na visini  h iznad sredisSta okruglog stola
polumjera r nalaziizvor svjetla, onda je ja €ina svjetlosti na
rubu toga stola jednaka:

I-kE—ISInaz,
+h

gdje je k konstanta koja ovisi o jakosti izvora. Kolika mora
biti visina h da bi rub stola bio najja  ¢e osvijetljen (a time |
Citav stol bio najbolje osvijetljen)?

Rjesenje: Treba biti h =r [tga. Tada je I(a) =k O 5 sza = k2 sin acos?a.
r-+rctga r

Uvedimo supstituciju X =sin @ . Tada trazimo maksimum funkcije

1 (X) =£2x(1— x2). Vrijedi 1'(x) =£2(1—3x2) =0=>x = ig. U obzir dolazi samo
r r



V3
3

X = =sin a i u toj to €ki se postize maksimum (Sto se lako provjerava reci mo

pomo ¢éu druge derivacije). Tako dobivamo trazenu visinu

h=rOga=r 4 r[—l\g.
COS a 2

Primjer 26. Dno slike koja je visoka 2 m nalazi
se 1 miznad promatra c€evih o €iju. Koliko se
promatra € mora odmaknuti od zida da bi imao
najbolji pogled na sliku?




Rjesenje: Udaljenost x trazimo pod uvjetom da je maksimalan kut a pod

kojim se vidi slika. U skladu s oznakama na sliciv  rijedi: % =tg(a + B). Kako

1
tga + ~
vrijedi tg(a+ﬂ):1tga+t§’8 : tg,B:E, slijedi: §= 1 X_ Odavde
-tga g p X X 1- *Oga
X
2
. _x . 2x L 7 .
dobivamo tga = = . Kako za svaki x vrijedi 0<a <—, afunkcija
1.|.3 X2 + 3 2
y 2

. . . 7l , . : ..
f(a) =tg a je rastu €a na intervalu (O,E), to €e za trazeni maksimalan kut a, biti
maksimalna i vrijednost tg a. Slijedi kako trazimo maksimum funkcije

2
+ -
g(x) = 22X . Trazimo stacionarnu to éku: g'(x) =2 (X 3) x2D'2x
X®+3 (x 2, 3)
X =+/3. Iz predznaka prve derivacije slijedi da se radi o maksimumu.

=0 =




