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llustracija sadrzaja Bernoullijeve jednadzbe
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L oy 2y pA = konst.
Eg ﬁg geometrijska

visina kinettke  visina tlak ?{:ﬁ; r;a =geodetska

energije

ﬁiezometr&kavis_ina: o
idraulicka gradijentna linija

visina ukupne energije = energetska linija

Visina ukupne energije ostaje konstantna uzdujrste

Za strujanje u cijevima sadrzaj Bernoulijeve jeditsl se prikazuje za strujnicu koja
prolazi simetralom cijevi, tako da simetrala ocarne geodetsku liniju (GL). Hidrawku
gradijentnu liniju (HGL) se dobije oduzimanjem wisibrzine od energetske linije (EL).

a) cijev konstatnog promjera v=konst

Promjer cijevi je konstantan, pa je prema

V Vv jednadzbi kontinuiteta konstantna i brzina.
129 1 29 EL - Dolazi do preraspodjele visine tlaka i
______________________________ | — (c] geodetske visine, a promjena tlaka je ista
0, kao u fluidu u mirovanju.
¢ p, - Smjer strujanja neodden (slika je ista za
Nag ! Ig¢) oba smijera strujanja).
\\'\\\ , - Polozajz=0 se odabire proizvoljno.
Z, 3 GL
N Energetska linija se moze definirati ili s apsoiotn
z=0 tlakom ili s manometarskim tlakom (ako je
definirana s apsolutnim tlakom, tada visina tlaka
v=konst ne moze biti negativna, tj. HGL ne mozZze biti ispod
P —konst GL, kao ni EL).

P9

b) horizontalna cijev promjenjivog pogreng presjeka

v v’ v,2 - Visina z je konstantna, pa dolazi do
v 29 v 29 129 EL preraspodjele izniei visine kinetike
PSS S— HGL energije i visine tlaka.
B S NE - Iz jednadzbe kontinuitetaQ=vA=konst.,
b slijedi dac¢e u presjeku manje povrSirke
Py P
—= 2 r9 e , . . ..
r9 20 bitt veca brzina, a iz Bernoullijeve
ST _4._ Q_ {3 - je_(vJI_nadzbe je jasno d& pri veoj brzini biti
] N > nizi tlak.
z Z Z - Minimalna vrijednost tlaka je dakle u
z=0 najuzem presjeku, a ne moze biti manja od
tlaka isparavanja (tlaka kod kojeg fluid pri
Q= Av =konst zadanoj temperaturi ginje isparavati).
z=konst Minimalnim tlakom je definirana i maksimalna
p VA brzina strujanja, odnosno maksimalni pro€@k
—+— =konst

p9 29
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je previsoka, pa nema strujanja fluida. do strujanja fluida, a visina mlaza
Bernoulijeva jednadzba se svodi na jednaka je visini fluida u velikom
osnovnu jednadzbu hidrostatike  spremniku. (za skiaj viskoznog strujanja,

(princip spojenih posuda). ta bi visina bila neSto manja zbog
pretvorbe  mehatke energije u
unutarnju).

Istjecanje iz velikog spremnika

Slika prikazuje zamiSljenu strujnicu unutar sprekaniAko se pretpostavi veliki spremnik,
brzina fluida na slobodnoj povrSini unutar sprenard& biti vrlo mala. Brzina se povava
priblizavanjem ulazu u cijev. Za potrebe crtanjaraulicke gradijentne linijece se
pretpostaviti da je u svakoj & spremnika brzina jednaka nuli, @& visina ukupne
energije u spremniku biti jednaka piezom#oj visini (koja je za sléaj mirovanja
jednaka u svim tkama spremnika).

E.L.
P P.
p. 0 r9 P9
A A
J-o ]
H=konst 2
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E-1- 20
\Y;

. 1
strujnica D,

Prema tome Bernoullijevu jednadzbu moZze se postaafl bilo koje téke u spremniku, a
obi¢no se bira t&ka na slobodnoj povrSini. Bernoullijeva jednadzbatpvljena od ttke 0O
na slobodnoj povrsini do ¢ke 1 na izlazu iz cijevi glasi

D veoop,
2 4tH=—+—"2 ili |[v=4/2gH
r9 29 pg9
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iz koje je jasno da se potencijalna energija fluidaspremniku pretvorila u kin€ku
energiju mlaza na izlazu iz cjevovoda, Sto prikazuglika. (Iz mehanike je poznato da bi
kuglica u slobodnom padu puStena iz stanja miravamp putuH postigla brzinu

v=,/2gH ).

Gubitak utjecanja u veliki spremnik

U prethodnom primjeru je mlaz fluida istiecao u asfieru, pa je u njemu vladao
atmosferski tlak, a ovdje mlaz istepu mirujiéi fluid u velikom spremniku, a eksperimenti
pokazuju date u mlazu vladati tlak definiran jednadzbom hidatikep, = p,+ pgh,

Pa 1 lg
H=h,-h

171 P ,
h, *

h

&L Q v 2

- e — = e —

(3 a

Bernoullijeva jednadzba postavljena uzduz strujnmeeiu totaka 1 i 4 (gdje jez=0)
glasi

Y P iliuzhoh—H = |H=L
29 p9 ° i

P4/ pg

P,
_3_|_hl:
g

Jasno je d&e brzina biti funkcija razlike visina u spremnicinfeko se za desni spremnik
usvoji model mirujdeg fluida ondace energija desnog spremnika biti jednaka
piezometrékoj visini i bit ¢e manja od energije lijevog spremnika. Dakle, awi¢e prema
ulaskom u desni spremnik energetska linija skokowpada za visiniH, odnosno za
visinu kinettke enenrgije, te se govori 0 gubitku utjecanja {#ijecanja) u veliki
spremnik.

Bernoullijeva jednadzba se formalno postavlja @bgtine povrSine lijevog spremnika do
slobodne povrSine desnog spremnika, s tim da selgsku u spremnik ob¢ana gubitak
visine ukupne energije koji je jednak visini brzinBako bi Bernoullijeva jednadzba
izmedu tocaka 1 i 2, prema prethodno slici, (&z0), glasila:

2
&+H:&+V_
r9 p9 29
— —— ——

energijautokil  energija gubitak
u tacki 2
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Slika prikazuje energetsku linijju (EL) za strujanipmeiu dva velika spremnika.
Oduzimanjem visine kinetke energije od EL dobije se HGL. Prema prij€ereom
pretpostavlja se da su brzine u spremnicima jednakete se HGL skokovito mijenja pri
ulazu u cijev, u kojoj je brzina za ghj konstantnog promjera cijevi konstantna.

Pojave i principi rada nekih uredaja koji se mogu objasniti Bernoullijevom
jednadzbom

Kavitacija

Pove&anjem protoka uz istu ukupnu energiju strujanjadiotlo smanjenja tlaka u najuzem
presjeku (na slici je prikazan pomak HGL kada s#qk povéa odQ naQ;)

E.L.
112 i J.K.
129 /_9\ %é [ Q=VvA =V,A,=konst.
0>Q  T~§--7 B.J. 1-2
i I 2T S 9 9
L \\\ P2 //’ &+V_1=&+ﬁ
P9 S| P9 P9 29 pg 29
_..._l/_l ....... }D__XZ ___________ .G_'l._—'.— Q( _Q — 'AlAQ 2(p pv)
1 2 av ~ max_ﬁ —\M1
_/¥ AR g
P.
Py
A, A,

Vo>V, PPy

Kada se tlak u najuzem presjeku snizi na vrijedriteta isparavanja pojavljuju se
mjehurii pare (kavitacija)cime se smanjuje pophei presjek te dolazi do zaguSivanja
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strujanja. Protok pri kojem se pojavljuje kavitagig maksimalno moguprotok za zadanu
visinu energije. Mjehuéi pare bivaju noSeni u podije viSeg tlaka, gdje implodiraju
(ponovo se pretvaraju u kapljevitu fazu). Pojavaite&ije je popréena vibracijama i
bukom, a pri imploziji mjehuéa pare u blizini stijenke dolazi i do njena @égiga.

Ejektor

Strujanje primarnog fluida protoko® u suzenom presjeku izaziva smanjenje tlaka, koje
ima za posljedicu usisavanje sekundarnog fluidatoiom Q,, tako da je na izlazu iz
ejektora protolQ+Q;.

Ovaj se princip koristi npr. u utajima za bojanje, u kojima se u struju zraka éiviaja.

Da bi ejektor poeo usisavati fluid kroz vertikalnu cjé&eu, tlakp; u presjekuA; mora biti
manji od hidrostatskog tlaka koji vlada pri miroy@anfluida u vertikalnoj cjevici
p,<p,—pgh, a to e se ostvariti pri protokiQmin koji zadovoljava Bernoulijevu
jednadzbu od presjela do presjeka,

A, A, B.J. 1-2
PV PV
P9 29 pg 29

‘]K VlAl = V2A2 = Qmin

Py Qo - Py Qo

Ps Py 207" pg  20A
— Qmin = i V Zgh
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Strujanje kroz sifonce se ostvariti ako je
cijev u paetnom trenutku bila ispunjena
fluidom ili je potrebno stvoriti podtlak na
izlaznom kraju cijevi (tdka 2) tako da se
fluid podigne preko tke 1. Iz

Bernoullijeve jednadzbe od 0 do 2 je

V2

h:
29

il v=4/2gh

Iz Bernoullijeve jednadZzbe od 0 do 1
2
& = &.{- H +V_
pg pg ™ 29
h
Spustanjem izlaznog kraja cijevi dolazi do
pove&anja brzine i smanjivanja tlaka wko
1. Ako tlak padne na tlak isparavanja dolazi
do kavitacije i prekida strujanja. 8tio se
dobije podizanjem ttke 1 na véu visinu od

Hmax.

Maksimalna visina usisavanja pumpe

pumpa

Pa 0

Da bi se ukljgivanjem pumpe uspostavilo strujanje,
usisna cijev mora biti ispunjena fluidom.

Radi izbjegavanja pojave kavitacije tlak ¥kbl mora
biti viSi od tlaka isparavanja.

Iz Bernoullijeve jednadZzbe od 0 do 1 je

2
pa :h+p1+vl

jols| p9 29

2
. V. .
Uz pretpostavku da su VISIHéJl——l— L zanemarive,

P9 29
teorijski maksimalna visina usisavanja je jednaka

visini atmosferskog tlaka~(10 m), a stvarno je to i
manje.
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Korekcije brzine i protoka pri istjiecanju kroz oteo

Strujnica ne moZe biti slomljena crta, jer bi dkidoma radijus
zakrivljenosti strujnice bio jednak nuli, te bi dexcija tlaka
okomito na strujnicu bila beskotraa, Sto ne bi bilo fizikalno.

| J\\\ / ﬂ/ J Zbog toga pri istjecanju fluida kroz otvor povrSiAg s oStrim
A il rubom dolazi do suZenja mlaza. Slika prikazuje jpked u
A { kojemu su strujnice paralelne, a tlak konstantatord presjeku
a se mjeri povrSin@ popre&nog presjeka mlaza.
Faktor kontrakcije mlaza j€, = A/ A,.
Realni fluidi su viskozni te€e se dio mehatke energije na putu oddke 0 do téke 1
uslijed djelovanja viskoznih sila pretvoriti u uautju energiju, Sto zgada ¢e mehanika

energija (odnosno brzina) za & realnog fluida biti manja. To se uzima u obzir
iskustvenim faktorom korekcije brzin€, (koji se odrduje eksperimentalno) prema

formuli v=Cyv, =C,/2gH . Jasno je da je faktor brzine uvijek manji od jeda

ProtokQ fluida kroz otvorc¢e biti jednak umnoSku stvarne brzine i stvarne ioer mlaza:
Q=VvA=CLC.v,A,=CQ,, gdje je C,=CLC, faktor korekcije protoka cesto se
Cs  Qua

ozn&uje isC,)

Primjeri faktora brzine i faktora kontrakcije zakedipicne sl¢ajeve:

Ske e

il

Tanka stijenka-ostri ruli©.=0.62 C,=0.98 Lijepo zaobljeni rubC=1 C,=0.98

N

Ispust:C=1 C,=0.82 Ispust:C.=1 C,~=0.74
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Vrijeme praznjenja spremnika

l \ AD P | - Pretpostavke:
g {,oz_d_z 1. Posuda je otvorena prema
dt atmosferi.
t=t, | Ho 2. Visina z se mjeri od presjeka
‘ mlaza u kojem su strujnice
\ A C / H, z paralelne (vena contracta).
VAR 1 f 3. PovrSina poprmog presjeka
1W P posudeA(2), je puno véa od
v povrSine A, otvora na dnu

(kvazistacionarno strujanje )

2

O —V'd = =
jat 29+Z 29’ Vig =y29z, v=C,\[20z

=0 ~0

Q=C,An/29z, protok kroz otvor na dnu
Za diferencijal vremenatdz posudeie istei obujam fluida dV =QLdk , teée se zbog toga
slobodna povrSina spustiti za diferencijal visire tdko da smanjenje volumena fluida u

posudi iznosidV =-A(z) [ekz.

Jednadzba kontinuitetalV = QLét = -A(z) [z

CyAoy/20z 8t = -A(2) ik

1 A(z)

CiAn29 Vz

Vrijeme At potrebno da se razina fluida spusti s viseveH, naz=H,

dt=-

dz

CaAn/29 J N
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Mjerenje brzine

l Pa | Pa Sucaj otvorenog strujanja s ravnim strujnicama
g
z i ; Cjev¢ica A (piezometrtka cijev) mijeri visinu tlaka u
T D LA |Ah |B tocki 1. Promjena tlaka okomito na ravne strujnica ist
2 Y i kao u fluidu u mirovanju, pée razina fluida u cjaici
v 1 h biti u slobodnoj povrsini.
,,,,,,,, 4_.1’\: Cjevéica B (Pitotova cijev) mjeri visinu tlaka u &ki 2, u
= < kojoj je brzina jednaka nuli (t&a zastoja).
P

2
BJ. 12 P4V P
P9 29 pg

P, = p.+pgh; p,=p,+pgh+pghh

Prema Bernoullijevoj jednadzbi visina zaustavnakal
p,/ pg je v&a od visine tlakap,/ pg u teki 1 za

visinu brzineAh =V / 2g..

Clanovi Bernoullijeve jednadZbe se mogu téitia na sljedei nasin

P+ %pv2 +  pgz  =konst

—
staticki tlak  dinamicki tlak hidrostatski tlak

zaustavni tlak
totalni tlak

Bernoullijeva jednadzba kaze da totalni tlak oskajestantan uzduz strujnice.

Mjerenje brzine strujanja fluida u cijevima

Ah |
H’l Lijeva cjewica mjeri stagki tlak u taki 1, a
Pitotova cijev zaustavni tlak udki 2. Razlika ta dva
tlaka je visina brzine, pa vrijedr, =./2gAh . Ocito
"""""""""" TTTEETTTTT je da se brzina tana iz mjerene razlike tlakova,
koja se ohino mjeri diferencijalnim manometrom.
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Py<p
Jo)
] Ah I JU S
o X v
A
Ry J X
O P = 5 R A Ah
1 2
p Py>P

Slwaj kada je diferencijalni manometaiSIwcaj kada je diferencijalni manometar ispunjen fluiduete
ispunjen fluidom manje gusie od fluida gustae od fluida koji struji u cijevi
koji struji u cijevi

v, = /ZQAh(l—%j v, = /ZQAh(%—lj

Prandtl-Pitotova cijev

Sastoji se od dvije koaksijalne cijevi, pgfemu je unutarnja cjéica svojim otvorom
suprostavljena strujanju i mjeri zaustavni tlakéki 2 na slici). Vanjska cijev ima po
obodu rupice s otvorima preko kojtestice fluida prolaze tangencijalno kojima se mijeri
stattki tlak (tocka 3 na slici). Donja slika kvalitativno prikazugomjenu tlaka duz
strujnice 1-2-3. U t&ki zastoja je brzina jednaka nuli, a tlak je malkasn. Od toke
zastoja fluid se ponovo ubrzava, a tlak opada. drysgu izmedu tocaka 2 i 3 brzina na
nekim mjestima premasSuje brzinyg, te tlak opada ispod tlak@,, ali se na odi@enoj

udaljenosti od ttke 2 tlak ponovo via na vrijednost tlakegp, . Ako se zanemaridinak
viskoznih sila u neogragenom strujanju fluida tlakp, ¢e biti jednak tlakup, , pace se iz

mjerene visineAh maci izracunati brzinav,, pri ¢emu vrijedi izrazv, = ZgAh(&—lj :
\j yo,
tlak
plT /\

i | ;\/I
|

| A
|

VR 1

1 A —

P=P,

p

Ah

Py>p
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Mjerenje protoka u strujanju kroz cijevi

Venturijeva cijev

z=0

Po

Slika shematski prikazuje tri raziia
mjerna urdaja za mjerenje protoka u
strujanju kroz cijevi, redom mjerna blenda,
mjerna sapnica i Venturijeva cijev. U svim
uredajima je princip mjerenja isti: u
suzenom presjeku tlak je zbog poéarja
brzine nizi. Razlika tlaka u presjecima 1 i 2
raste s porastom protoka, te se iz mjerene
razlike tlaka moze zakliiti o protoku kroz
cijev. Primjenom Bernoullijeve jednadzbe
se dolazi do protoka idealnog fluida, a
uvodenjem faktora korekcije brzine i
kontrakcije mlaza se dolazi do protoka
realnog fluida.

Slika shematski prikazuje Venturijevu cijev
postavljenu u kosom cjevovodu, u kojoj se
diferencijalnim manometrom mijeri razlika
tlaka u dva presjeka.

J.K. Q:le-Pi%T:vzdj%T

B.J. 1-2
2 2

pgy 9D} ol e i/

J.M.
p,+ g (x+h,) = pgh,— pg(x+h) = p,

Protok idealnog fluida

2gh, [po - 1]

2
Dym

Qu=

Protok realnog fluida viskoznostr je

Q = CchQid .
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Venturijeva cijev se izvodi tako da je faktor kakcije mlazaC, =1, a faktor korekcije

brzine C, je funkcija Reynoldsova broj&e=%. Primjer zavisnosti faktora&C, o
Y7,
Reynoldsovu brojire je dan na sljed®j slici.
(
1,00
0,99 1¥
0'98 /’ L, e o e b s B
c, &7 74 7
096 7
095 4
0,54
10° 1,52 3456810°1,52 3 4 56810°
Re, = 21018

I



