1. predavanje iz Mehanike fluida

1. MATEMATICKE OSNOVE
1.1 Vdic¢ineufizici
U fizici razlikujemo skalarne, vektorske i tenzagskelicine

- skalarnem, V, T, p,...
- vektorske:r , v, a, F, M, ...
- tenzorskeT (tenzor naprezanjaP (tenzor deformacije)l (tenzor momenata

1.2 Vektori i operacijesvektorima
Vektori su odrédeni modulom te smjerom i pravcem djelovanja.

smjer djelovanj
a pravac djelovanj

a-modul ili velicina vektora, a=1|3|

» suprotan vektor

L

-d suprotan vektor vektorud

» jedini¢ni vektor (ort)

a
/ﬁ//

x jedini¢ni vektor vektorad

= =

il d=ad,, |d|=a,=1

@ |

éO:

inercije),
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> Mnozenje vektora skalaronb,= A&

UmnozZak skalara i vektora je vektor.
Npr. b =24

> Zbrajanje vektora,d =a+b+c

Zbroj dvaju ili viSe vektora je vektor.

=> —

ai b
6

d

» Oduzimanje vektora = zbrajanje suprotnog vektora

a -
b -b A
’d‘ y t+dt
¢ A

putanja

v

r(t+dt)=r+d"

Y

- nul vektor , (zaa=b) a-b=0, \o:o
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> Skalarni umnozak vektorat = @b

Skalarni umnozak dvaju vektora je skalgirje modul jednak umnosku modula obaju vektora i
kosinusa kuta izmi njih.

alb = albcosa

b =b &

Q)

- AKo su oba vektora jediéma (a=1 ,b = 1): §, [bo = cosar
Skalarni umnozak dvaju jedimih vektora jednak je kosinusu kutadoenjima.

-Za a=1 a, (b=bcosa = b, projekcija vektord na smjer vektora,

-Za b=1 alb, =acoso=a, projekcija vektoraina smjer vektord,

alb = umnozak modula vektora i projekcije vektorab na vektor a ili
umnozak modula i projekcije vektoradna vektorb

Npr. &dE=alaltos( J=a’

> Vektorski umnozak vektorag = axDb

Vektorski (vanjski) umnozak dvaju vektora je vektkoji je okomit na oba vektora kofene
produkt, a po vetini je jednak umnosku modula tih vektora te sinkisi izmetu vektora.

1) c=absina
2) pravacc je okomit nad i b
3) smjeré po pravilu desne ruke

—

axb=-bxa
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1.3 Prikaz vektora komponentama

Prethodne definicije su pogodne za geometrijskerpmetaciju operacija s vektorima. Za potrebe
analittkog raunanja s vektorima nuzno je uvesti koordinatni aust prikazati vektore
komponentama.

Ortovi i, j,k &ine bazu vektorskog prostora.

z

- Svaki se vektor u prostoru moze prikazati linear@mmbinacijom baznih ortova.
Koeficijenti te linearne kombinacije su komponemsktora.

z .
A = _ e - _
a=a,l +ayj+axk a—(ax,ay,az)

4

Komponente vektora su projekcije
X vektorada na smjerove ortova

» Analiticki izrazi za operacije s vektorima

by = Aa,
- mnoZenje vektora skalarom, b = A& = b, = Aa,
b, = Aa,

CX = a'X + b)(
- zbrajanje vektora, ¢ =a+b = cy =ay +hy
C

z
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- skalarni umnozak vektora

=al = (aXT+ayT+aZR) [@bxf+byT +bZR)

— _a_axﬁ aya az—’
=—=2]+2j+-2Kk
AP
i k
c=axb=la, a, a, =(aybz—azby)i+(asz—axbz)j+(axby—aybx)k
by by b,

- mjedoviti umnoZak A = d [{axb)
Skalarni umnozak vektoral s vektorom (axb) je skalar. Geometrijski gledano skalarno

vektorski umnoZak je volumen paralelopipeda kojemubridovid, a i b

d, d, d,
A=daxb)=|a, a, a,
by by b,

1.3 Tenzori i operacijestenzorima

z
- baza tenzorskog prostora
z tz
i ij ik
—
2 Izy Erdrars -
T, ) . ik
- e K Kj Kk
' |=>
—"" : Tyx y
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» Ozna&avanje komponenti tenzori..\
/. smjel
povrsing
T =Tyl + Ty i +T,uiK
Ty e T Ty T
. . - i T= Tyx\ Tyy TyZ
+T,K + Tk +T,kk AN

+TyXJT +TWJT +TyZTlZ

» MnoZenje tenzora skalarom

BXX:/‘AS(X
B, =
B=AA ili Y Py

B,, =B,

» Zbrajanje tenzora

CXX:AXX+BXX

Oy =Axy+Byy
C=A+B ili

CZZZAZZ-'-BZZ

» Tenzorski produkt vektora — dijada
A=ab= (aXT+ a,j+ aZR)(bXT+ by +bZR)
ab, axby ab,

A=lab, ahb, ab,

ab, azby ab,

» Skalarni produkt vektora i tenzora

f=aT=(n.n.n)[T, T, T

tx
ty
t

glavna dijagonala
tenzora

w Ty Ty |, premapravilu za mnozenje matrica
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t= (nXTXX T +nT,, NI +nT, +nT,, nT,+nT,+ nszz)

Oprez! AT T

> Dvostruki skalarni umnozak tenzord=A:B

BD Ay A [ED By B
A=A:B=|A, A, A,|:|B, B, B,
A Ay Az |Bx By By

A= ABoct AyBiy + AgBo + AsByy+ Ay By + AuBy, + ApBy + A By + A,B,

- trag tenzora = zbr@janova na glavnoj dijagonali ( | invarijanta terap

- transponirani tenzof ' - zamjena redaka u tablici stupcima

T Ty Tq T Ty Tx

— T _
T=Ty T, T, T =Ty T, Ty
Tx Ty Tz Te Ty, Tx

- simetriéni tenzor S=S'

Sxy = Syx 3 2 -4
il Syz = Sxx npr.S= 2 -1 6
Syz =Sy -4 6 5

- antisimetréni tenzori A =-AT

i A=Ay = Az =0

Ay = Ax 0 4 -1
A, =-A, npr. A=l-4 0 -5
A, =-A, 1 5 0

- Pravilo: Dvostruki skalarni umnozak simétrog i antisimet&inog tenzora jednak je nuli.
S:A=0

PoogEenje: skalari i vektori su tenzori nultog i prvapa.
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Broj komponenti tenzora n-tog reda u trodimenzijskarostoru je 3

skalar n=0 °31 komponenta
vektor n=1 133 komponente
tenzor n=2 239  komponenti
tenzor n=3 3327 komponenti

- Skalarni (unutarnji) produkt> red tenzora rezultata jednak je zbroju redovaofakt
umanjen za 2

-Vektorski produkt— red tenzora rezultata jednak je zbroju redoveofaktimanjen za 1
- Tenzorski produki red tenzora rezultata jednak je zbroju redoveaofakt

Primjeri:
alb=A1
1+1-2=0
axb=c
1+1-1=1
A:B=A
2+2-2x2=0

AxB =C (tenzor tréeg reda)
2+2-1=3

aB=C (tenzor tréeg reda)
1+2-0=3

alB=c (vektor)
1+2-2=1
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1.4 Diferencijalni racun

» Derivacija funkcije jedne varijable

df _ i f (x+4x) - f (x) —tgar f(x) A
dx Aax-0 JAVY
f (x+Ax) = f (x) + A f (x+AX)-f(X)
dx 04\
[—
prirast AX
funkcije

X X+AX X

» Parcijalna derivacija

f(xy),
vektor polozaja
r=xi+yj
of _ i f(x+0axy)=f(xY)
0X OAx-0 AX
oI _ f(xy+ay)-f(xy) —
oy oy-0 By T
o 7
________ >
X
» Totalni prirast funkcije Af =ﬂAx+ﬂAy
0x oy
> Gradijent  gradf :i7+ﬂ]+ﬂﬁ
ox o0y o0z

Ar =AXi +Ayj +Azk pomak u prostoru varijabli

Af = grabilAr  totalni prorast funkcije
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» Prirast polja, d¢ = gradp [ldf
dr = oxi +dy ] + dzk
¢ = skalar, vektor ili tenzor

dg.x Zagradg t 1 d: @ najbrze raste u smjeru gradijenta = gradijent poj@asmjer najbrze
promjenep

dg,.« zagradp 1. d: ¢ najbrze opada u smjeru suprotnom od grad

d¢g=0 zagradp O o : grady je okomit nap = konst.

» Usmjerena derivacija u smjeru jedinog vektoraS,

d¢ = gradp O[3, = prirast u smjeru putds/: ds
ds

dg
ds

=gradp [$| = projekcija vektora gradna §
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> Operator nabla D:if+£]+iﬁ ...vektor
ox o9y o0z
operator primjeri zapis raspis
gradf of ﬂﬁﬂ] LR (vektor)
ox o0y 0z
[ov, dv, dv, |
grad gradv v ox ody 0z
ovy, 0v, 0v
s tenzor
ox ody o0z
| Ox dy 0z |
gradr aT tenzor tréeg reda
ov,  0Vy Qv
divv Oy oX * ay * (Skalar)
dv oT, T
aTxx R LA 12 T+
ox dy oy
U divT g oT.. oT. oOT. ).
Y-+  (vektor)
ox oy oy
0T, 9Ty, 0T, r
ox oy oy
v, Ov, ).
rot R - L
_ - i ik oy o0z
rotv HE4Y
OxC 0 0 9f (0% v ).,
ox 0y 0z 0z 0OX
ox oy

(vektor)
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1.5 Integrali
jednostruki krivuljni
Z
f(X) A f(X) A
/’

/ f(X) -
F sila

/—/ dP usmjereni element B
dr

X

dx >
= X / y

a X b X A

b B
P =J. f (x)dx W = j F [dr = hod vektora po krivulji
a_ gp A
dvostruki povrSinski
z
A
S- povrSina
i ! y Ty
/V pu dAj/( fi - jediniéni vektor normale
r’e

@ = povrsinska gusta fizikalnog svojstva

V={f(xy)da | =[gds
ATTar s

- Fluks vektor& kroz povrSinu S

F= j VA dS
—
s projekcija
vektora

na smjer
normale
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volumenski integral

z
A

|:jcpdv

@ = volumenska gusta fizikalnog svojstva

npr. gustéa = volumenska gusta mase

> Gaussova formula

by m:meV

Primjeri:

grac
[ prids=[Tp av
S \Y

'M'
[vids=[Dwav
S \Y

[#onds=[0agav
S \Y

o = operator
@ = skalar, vektor ili tenzor

13



