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Poglavlje 1. Neodredeni integral

1 NEODREDENI INTEGRAL

Neka je f realna funkcija zadana na segmentu [a, b]. Ako funkcija f ima derivaciju u svakoj
tocki otvorenog intervala / =<a,b> , onda je time definirana jedna nova funkcija x — f"' (x), za

svaki xe I.

Na primjer, sinus funkcija ima derivaciju za svaki xe R i ako je xe R, onda je (sinx)' = cosx,
tj.derivacijom sinusa definirana je nova kosinus funkcija.
Postavlja se sada suprotan problem. Za zadanu funkciju f: <a,b> — R, da li postoji funkcija

F: <a,b> — R, takva da je F '(x) = fix), za svaki xe <a,b> ?
Odgovor na to pitanje 1 odredivanje funkcije F je sadrzaj ovog poglavlja.

1.1 Definicija neodredenog integrala

Definicija 1. Neka je / realna funkcija zadana na [/ =<a,b>. Svaku funkciju F' nazivamo

primitivnom funkcijom ili antiderivacijom funkcije f na intervalu /, ako za svaki xe [
vrijedi da je F'(x) = f{x).

Primjer 1. F(x) = x3 je primitivna funkcija funkcije f(x) = 3x2, jer je

F'(x) = (x3)" = 3x2 = f(x).

Primjer 2. F(x) = arctgx je primitivna funkcija funkcije f{x) = -, Jerje ! 5
1+x 1+x
F'(x) = (arctgx)’ = ! - =)
I+x

Ako je flx) = ¢', onda je Fi(x) =¢" + 5, alii Fo(x) = €' — 1, jer je Fy'(x) = F>'(x) = f(x).
Slijedi da je Fi(x) — F>(x) = konstanta. Dakle svake dvije primitivne funkcije neke zadane
funkcije razlikuju se za konstantu. To znaci da ako znamo jednu primitivnu funkciju F neke
funkcije £, drugu primitivnu funkciju mozemo na¢i dodavanjem proizvoljne konstante.

Definicija 2. Skup svih primitivnih funkcija dane funkcije f'na intervalu / =<a,b> nazivamo
neodredenim integralom funkcije f na intervalu /.

Neodredeni integral funkcije / ozna¢avamo s

I f(x)dx .

Mr.sc. Petronila Lokner 1



Poglavlje 1. Neodredeni integral

Dakle je

[ £(odx = {F@) + c:xe Ry
Sto krace piSemo u obliku
[ £()dx =F@x) +c.ceR.

Primjer 3. a) Budu¢i da je (x) ' = 1, to je funkcija F(x) = x primitivna funkcija funkcije
flx)=1, paje
J.ldx = Idx=x +c,ceR

to je F(x) = tgx antiderivacija funkcije f{x) = 12 ,paje
COS~ X

b) Kako je (zgx)' = !
C

2 b
S™ X

1
I —dx=tgx+c,ceR
Cos” x

¢) Kako je (cosx)' = —sinx, to je F(x) = cosx antiderivacija funkcije f{x) = —sinx. Dakle je

I(— sin x)dx = cosx + ¢, ce R.

1.2 Osnovna svojstva neodredenog integrala

Iz definicije neodredenog integrala i svojstava derivacije slijedi:

L. diq f (x)dx) = f(x), tj. derivacija bilo koje primitivne funkcije F(x) + ¢ je jednaka f(x).
X

2. I%dx =flx) +c.
3. Iaf(x)dx = a_[f(x)dx , a je konstanta.

4 [+ gk = [ f(dv £ [ g

Svojstva 1. 1 2. pokazuju da su deriviranje 1 integriranje na neki nacin jedan drugom inverzni.
Svojstva 3. 1 4. pokazuju da neodredeni integral ima svojstvo «linearne funkcije». Naime neka
funkcija f'je linearna, ako za nju vrijedi da je:

fax) = afx)
S +y) =fx) + )

Mr.sc. Petronila Lokner 2



Poglavlje 1. Neodredeni integral

[lustrirajmo navedena svojstva sljede¢im primjerom.

Primjer 4.

d (¢ . d .
EQSmxdx):—(—cosx+c): sin x

dx
Ide = Icosxdx =sinx+c
dx

I8x2dx = 8Ix2dx = 8%3+ c

J'(x3 +cosx—l—ex)dx:J'x3dx+J‘cosxdx—J'%dx—J‘

X

1.3 Tablica neodredenih integrala

1. J.dezc

2. Ildx:x+c

n+l

Y ez
n+l

3. J.x”dx =

4
x .
e*dx=7+smx—lnx—e" +c,.

4. I & = 1n|x| + ¢, (x #0) (Na svakom intervalu koji ne sadrzi x = 0)
X

5. J.a"dxza—+c,(a>0ia;£1)
Ina

6. Iexdx:ex+c
7. Isinxdx=—cosx+c

8. Icosxdx:sinx+c

9. d’; = tox +c,(x £ k1) 2, kel)
cos” x 2

10. j,dx = —ctex+c,(x £k, keZ)
Sll’l2X

COS X

11. Ictgxdx:.[ - dx:1n|sinx|+c,(x7ﬁk72,keZ)

sin x
sin x

12. Itgxdx :_[

COS X

dx 1 X
13. =—arctg—+c
J‘az+x2 a ga

dx = —Infcos | + ¢ ,(x # (2k + 1)%, keZ)
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Poglavlje 1. Neodredeni integral

dx 1 xX—a
14. sz_az_zlnxwm
15. j —
16. J—=ll’l‘x+ x*+a’l+c,a#0
Vo Y
17. Ishxdx:jex_e_xdx:chx+c:ex+e_x +c
18. J.chxdx:J-ex+eixdx=shx+c=ex_eix +c

19. I dx =—cthx+c

20. j B _xte

21, [thxdx = Injchy +¢

22. I cthxdx = 1n|shx| +c.

Odredivanje primitivne funkcije F za zadanu funkciju f nije uvijek tako jednostavno. Cak za

. . y 2. sinx . .. i
jednostavne funkcije kao $to su e™ , sinx’, ——— primitivna funkcija nije ni jedna od
X

poznatih elementarnih funkcija. Integrale takvih funkcija nije jednostavno izracunati i za njih
kazemo da nisu elementarni, a za funkciju F za koju je F'(x) jedna od takvih funkcija
kazemo da nije elementarna. Evo nekoliko takvih integrala:

I""d J-smx I31nx2dx IZ_);

1.4 Metode integriranja

1.4.1 Direktno integriranje

Najjednostavnija metoda integriranja je direktno integriranje, gdje koristimo osnovna svojstva
1 tablicu neodredenih integrala.

Primjer 5. Direktnim integriranjem nadimo sljedece integrale:

4 —4 x
a) J.[x3+i+§— 2 +5x)jdx=%+3x—4+51nx—2tgx+155+c
- n

Mr.sc. Petronila Lokner 4



Poglavlje 1. Neodredeni integral

=
o |G

| —
[—
oo‘ul‘

b) j(\/;+33x/;—%8\/x_7)dx:j(x2 4+ 3x% - ; S)dx—

N‘w|><|\)\w
w\-h|><wb

_Z 3 23 4_&8 15
—3\/x_+4\/x_ 75\/x_+c

Ix —2xt +3x - \/_+5

T dx j zdx 2j 2dx+3jdx j;dx+5jx_;dx=

i1 9 7 1
2

:—x2—2%x2+3x—$x +5- 2x2+c—11\/ \/_+3x——\/_+10\/_+c

11 9

d) I[ jrdx I(l ——](xzj;dx - I(l —x—lz}x;dx - J‘x;dx—_“xzdx -

3 1
=§x2 +2x 2 +c=§\/x3 +2x +¢

X X X 2x _é X b E

e)j{z \/7 jz dx — dx+5j\/7 I e +5arcs1n2+c
2

f) —shx+ x=2 shxdx +

R R e R T P
:21nx+\/x2+4‘—chx+thx+c

dx 11 [x-2
== S|

g I3x “12 Ix "4 322 Nxao' €

3dx 3 dx
h =— = arct arct
N Fowtee 13I6+x2 / & / 13\/ g\/

13

_ 3 arctg( Ex) +c
J78 6 '
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Poglavlje 1. Neodredeni integral

Primjer 6. Transformacijom podintegralne funkcije, a zatim direktnim integriranjem rjeSimo
sljedece integrale:

a) J’sm xdx = J. cos2x =—J'dx——J.c052xdx_—x—%smzzx+c
b) Icos e = Il+c052x _[d J~c052x _1 %sinZZx

2 i .
c) J.sinzxcosz xdx:J-sm42xdx:lJ-1 cos4xdx:%x_%sm44x

9 J- 1 dx:J-sinzx+cos2xdx:J- dx +I dx ~ tor—ctgrt ¢

sin” xcos® x sin’ xcos® x cos’x Jsin’x
< 2 2
2>, (sinx . rl-cos"x , B
e) Itg xdx—J- 5 dx—j—zdx—j —Idx-tgx—x—i—c

COS X COS X COS X

1.4.2 Metoda supstitucije

Ako primitivnu funkciju F funkcije f odnosno j f(x)dx ne moZzemo nac¢i direktnim

integriranjem pokuSavamo to napraviti metodom supstitucije: uvodenjem nove varijable ili
nove funkcije Dakle, pokuéava se uvesti neka supstitucija X = go(t)kojom se dani integral

......

Primjer 7. RjeSimo sljedece primjere uvodenjem odgovarajuce nove varijable:

ax =t,adx = dt,

d 1 1
a e“dx = =|le —=—e'=—e“ +¢
) -[ a’xzﬂ -[ a a a
a
ax+b=t,adx = dt, i i
b) Isin(ax+b)dx= 1 =—Isintdt:——cost+c=——cos(ax+b)+c
dx =—dt a a a
a
2 2
o) jln—xdx_lnx_zldx dt:jtdt:t—+c=ln al
X 2 2
=t t _ Cosx
§  [2rsinde=| jz'dt_—z re==2 4o
—sin xdx = dt In2 In2

Mr.sc. Petronila Lokner 6



Poglavlje 1. Neodredeni integral

2dt

= 2J dt =2arcsint+c =
V1-¢? V1-1¢2

e) I 2’ dx =

[1_62)(

=2arcsine” + ¢

e’ =t,e'dx = dt‘ = I

cosxdx [sSinx=¢ dt .
D s leovds = a e st = arrg(sing o
2 _ _
) _[ xdx _x _t’Zde_dt’—lJ. dt —l-larct £+c—larct £+c
s 4+ x* xdx:%dt 24 T2 278 18
— 3 = 4 =
o 5+8x° =t,40x"dx = dt L edt 1 | 5
hJ.—de: 1 =—|—=—Int+c=—In(-5+8x")+c¢
—5+8x x4dx:%dt 407 ¢+ 40 40
4 Sy
1) va—dx:x =1I dt zlln‘t+\/t2—2‘+c:lln‘x5+\/x1°—2‘+c.
¥ -2 Sx*dx=dil 57\*-2 5 5
1) Imdx: lnx:tzﬂzdt =Ictgtdt=J.C?Stdt:|sint:z,costdt :dz| =
X X sint

_ (%

z

=Inz=Insin? =Insinlnx+c.

Primjer 8. Metodom supstitucije rjeSimo sada nesto sloZenije primjere:

x—4=t>,x=t"+4
dx = 2tdt

) [x/x—ddr= = [ +9) - 20dr = 2 (¢* + 4% Jar =

5 3

=2jt4dz+8jt2dz==%t5 +§t3 +c=%(x—4)2 +§(x—4)2 +c

In xdx L+inx=1° t* =1 2
b - = =|——2tdt=2|e* =1t =213 -2t +c =
) '[x\/1+1nx ﬂztht '[ t '[( )d 3
X

=§(I+lnx); —241+Inx +c=§w/(l+lnx)3 —2Jl+Inx +c¢

Mr.sc. Petronila Lokner



Poglavlje 1. Neodredeni integral

2 cos’ x =t
sin 2xdx . t
c) —— =|-2cosxsinxdx =dt| = = —arcsin—+c¢ =
3—cos* x sin2x = —dt I ' 3

2

. COS
= —arcsim
V3

X
+c

. 2 2
d)jmdx: arcsinx’ =t = ! 2xdx = dt =%Itdt =%%ziarcsin2 x*+c

NI=x* 1-x*

sin2x = 2sin xcosx = 220 cos? x = 2gxcos? x,
dx CoS X 1 de 1 dt
o] s

tgxcos’ x T2y

sin 2x tgx = l,—df dx =dt 2
cos” x

1 1
= Eln|t| +c= Eln|tgx| +c

dx edx 1+e =t,e’dx =dt dt 1 1
e T
I—— — 1n|t 1| ln|t|+c—lne —1n(1+e )+c X — ln(1+e )+c
21"‘:t,2-2‘x=t:>L=£,
1 22 1 1 ht
@) [—th2"™*dx = |~ 2" In2dx = d1,~227" In 2dlx = dt| = ——— [ thrdt = - S gt =
27 gt 21n2 2In2 Y cht
27%dx =—
2In2
_ jd("’ht):— L ncht=— Inch2'™ +¢
2In2° cht 21n2 21n2

h) -Ni+i _[ .[ I% =arcsinx —J |, gdje je

1-x* =t*,-2xd 2tdt
x = %=—t+c=—\/1—x2+c,paje
*xdx = —at t

J1=J~ xdx

1—x?

1_
-Hl dx arcsinx ++4/1—x* +¢
+Xx

Mr.sc. Petronila Lokner



Poglavlje 1. Neodredeni integral

. dx 1 1
e e A I P R

/.2
=‘t2+1:22,2tdt:2zdz‘: 2z —jdz- =—Vt'+1=— 1+L2:— al +1+
x x

. dx _ dx — =
) fm‘um IJ—_(x+2)2—1_

=arcsint+c¢ = arcsin(x+2) +c¢

Metoda supstitucije moze se sastojati i u uvodenju nove funkcije, kao $to se to vidi u
sljede¢em primjeru:

Primjer 9.

5 x =sint,ax = costdt
a) J.\/l—x dx =

t = arcsinx

= J-\/l —sin’ ¢ costdt = J-cos2 tdt =

:%t+%sin2t :%arcsinx+%2x\/1—x2 +c

1 1
x= ,COSt =—, - -
X sin
b) I—dx: COS)C. X :J' COS? . : dt =
=1 —sintdt 1 cos” ¢
dx=——— -1
cos” ¢ cos’ ¢t
1
_I sint cost J- \/1 cos? t x2 2 1+c
cos’ £ \[1—cos’ ¢ cos’t cost 1

X

Uocite da smo navedeni integral mogli puno brZe rjesiti supstitucijom kao u zadatku 8 h):
akojex’ —1=1¢>, tada je xdx =tdt,paje

I xdx J'tdt —IdtZtZ\/xz—Hc.

Isto tako, moze se uociti da je: —\/x —1+c] 2x = , pa se integral
zx/x2 -1 Vx' -1

napamet mogao rjesiti, ako se zna dobro derivirati.

Mr.sc. Petronila Lokner 9



Poglavlje 1. Neodredeni integral

Za integrale koji u podintegralnoj funkciji sadrze +x”>—1, &esto se koriste hiperbolne
supstitucije. Kod takvih supstitucija koriste se sljedece osnovne relacije:

ch’t—sh’t =1

e ch2t—1
2

cht = ch2t+1

sh2t = 2shtcht
ch2t = ch’t + sh’t

Tada bi I % , koriste¢i hiperbolnu supstituciju x = cht, odakle je dx = shtdt , presao u
x° -1

cht cht
J‘—'shtdt=J.—shtdt=Ichtdt=sht=\/ch2t—l —Jx*—1+c.
Aeh*t -1 N sht

1
x =1gt,dx = ———dt
cos” ¢

¢)

dx 1 1
= dt =
I(x2 + D1+ x° Icosz t(tg’t + Dl + 12t

Koriste¢i trigonometrijske transformacije:

. gt X
sint = =
Jl+1g?t 1427
1 1
cost =

\/1+tg2t \/1+x2
slijedi da je dani integral jednak

X

1+ x?

1 cos’tcost
I tc

5 dt:Icostdt:sint:
cos’t 1

. . , sinx = ¢*,cos xdx = 2tdt
d) Icosj’x«/ sin xdx = J.(l —sin? x Wsin x cos xdx = , - =
cos“x=1-sin"x

=[(1-1*)e2tdr = 2[ (1= * )2t = 2[ 2t -2 [ t°ar =§t3 —%ﬂ =

3
.o .o 2 2
= Z5in? x—Zsin? x+c=2Afsin’ x —ZA/sin” x +¢
3 7 3 7

Mr.sc. Petronila Lokner 10



Poglavlje 1. Neodredeni integral

o [ ~1) dx =[x = chr,dx = shidi| = [|(ch* 1) shudt = [ sh'1dr = I(Chzzt - ljzdt -

=ljch22tdt—gjch2tdt+ljdt=lj(ch4t+l)dt—lSh2t+lt=lSh4t+lt—lsh2t+lt=
4 4 41973 2 2 4 8 4 8 4 4

= Lsh4z‘ —lsh2t +§t +c= L25h2z‘ch2t —l2shtcht + éarchx +c=
32 4 8 32 4 8

= %25}11‘0}”(26]’121‘ - l)—%\/chzt —1cht +§1n(x +4/x2 —1)+ c=

:é x? —1(2x3 —x)—%x\/x2 -1 +%1n(x+\/x2 —1)+c :é x? —1(2x3 —5x)+§ln(x+\/x2 —1)+c

Kod nekih integrala, koje smo stavili u tablicu neodredenih integrala, primitivna funkcija nije
ba$ odmah vidljiva. Integral 12. u tablici moze se jednostavno objasniti supstitucijom:

Primjer 10.

sin x cosx =t dt

t

dx = =—Int=-Incosx+c.

[tgrdx =]

cosXx —sin xdx = dt

1.4.3 Zadaci za vjezbu

1. Direktnim integriranjem izracunajte sljede¢e neodredene integrale

253 x+l  gx-l
a) j(2+x ) dx 9 Iz 1ox5 .
b) jx2(3—x)4dx -
e’ +
dx
1 " J‘e"-i-l
c) j(x4—\/;+x3\/;+x2)dx
x*+3
= ) sz L
_n3/.2 -
0 J\/} 2Ux® 41,
Yx :
h) J.ctg xdx

Mr.sc. Petronila Lokner 11



Poglavlje 1. Neodredeni integral

2. Metodom supstitucije rijesite sljedece jednostavne

dx
9] (x-2) 2

b)  [V1-xdx

f)
c) J.x%/ x —2dx

g)
) 21’“__x3 dx

h)

2
J- xa’x2

(8x* +27)3

J-ln3 X i

X

xdx
j5+x4

j (x> =33/ x° —9xdx

3. Metodom supstitucije izracunajte nesto slozenije sljede¢e neodredene integrale

2) J- dx d) J‘C_OSXJrldx
xIn xIn(In x) sinx +x
1 dx sin xdx
b s e) ——
) jsmxe J.\/2+cosx
c) jcoss xsin® x f J‘ dx
sin® x4/ct
gx
RjeSenja
1.
S
a) x—+§x5+4x3+8x+c
7 5
x’ 6 4 4 3
b) 7—2x +?x5—27x +27x" +c

5 3 X
4 4 12/ .5 4 3
d) gx X | xVx’ +=3x" +c
2 . |
e) — +c
In5 5In2

arclg3x
& -[ 1+x*
h) j arctg\/_
Jx T+x

dx

Mr.sc. Petronila Lokner
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Poglavlje 1. Neodredeni integral

1 2x x
—e —e"+x+c
D 2
x—1
g) x+2In +c
x+1
h) —x—ctgx+c
2.
a) —;erc
2(x—-2)
5 6
b) —g(l—x)5+c

7 4

¢) %@—2)3 +%(x—2)3 +e
d) —2x+In(l-x)+c¢

e) %\3/8)(3 +27 +c¢

V5 x’

—arctg —
) 10 Yeig 7
h) %5 (x* =9x)°
3.

a) In(In(Inx))+c

b) cosl+c
X
s 2 .5 1.,
C) —sin” x——sin’ x+—sin’ x+c¢
5 7 3
d) In(sinx + x)+c

e) —2+/2+cosx +c

Mr.sc. Petronila Lokner 13



Poglavlje 1. Neodredeni integral

f) —%4\/ctg3x+c

arctg4x np

) 1

h) arctgzx/;+c.

1.4.4 Metoda parcijalne integracije

Cesto se kod trazenja primitivne funkcije f{(x), koja se ne mozZe naéi direktnim integriranjem ili
supstitucijom, koristi metoda parcijalne integracije.

Neka su u, v: <a,b> — R diferencijabilne funkcije na otvorenom intervalu <a,b>
Za derivaciju produkta dviju diferencijabilnih funkcija u(x) 1 v(x) vrijedi da je

[(x) v0)]' = 1'(x)- v(x) + u(x) v'(x)

Odavde slijedi
u(x) v'(x) = [ u(x) v(x)]' - u'(x)-v(x)

Integriranjem slijedi:

Iu(x) V'(x)dx = J.[u(x) . v(x)] | dx — J-u'(x) v(x)dx = u(x)-v(x)— J-u'(x) -v(x)dx

Integriranje primjenom napisane formule zove se parcijalna integracija s tim da napisane
derivacije 1 napisani integrali postoje (dovoljno je uzeti da su u i v neprekidno derivabilne
funkcije).

Kako je
u'(x)dx = du
V'(x)dx = dv,

kra¢i oblik formule za parcijalnu integraciju glasi:

ju-dv:u-v—jv-du.

Ocito se metodom parcijalne integracije ne rjeSava dani neodredeni integral, ve¢ se problem
judv svodi na problem I vduuz neki izbor u i dv. Taj izbor mora biti takav da jvdu bude

jednostavniji ili barem isto toliko tezak kao 1 pocetni _[ udv .

Ako se parcijalnom integracijom dobije slozenija podintegralna funkcija, primjenjuje se ili
drugi izbor u 1 dv ili druga metoda za rjeSavanje danog integrala.

Metoda parcijalne integracije se ¢esto koristi 1 zahtjeva odredenu vjeStinu, koja se stjeCe samo
vjezbanjem.

Mr.sc. Petronila Lokner 14



Poglavlje 1. Neodredeni integral

Primjer 11.

u=x,du=dx,

a)jxexdxz =xex—Jexdx:xex—ex+c=(x—1)ex+c;

dv=e'dx,yv=e"

x u=x", du=2xdx,dv=edx, x x
b)J.xzezdx = o =2x%e? —'[2622xdx =

VZIedez z=t,dx=2a’t zjegdx=2je'dt=2et =2e?
2

X X u=x,du=dx x x i
= 2x%e2 —4] xe2dx+c = x x x = 2x%e2 — 4] 2xe2 —2fe2dx |=

dv= ezdx,v = jezdx =2e2
2x%e? — 4(2xe2 - 482J =2x%e? —8xe? +16e? + c;

u=s1in3x, du=3cos3xd
=e" sin3x—3j e cos3xdx=

C) Je" sin3xdx= =

X

u=cos3x, du=-3sin3xd. B
dv:exd)gv=fexdx:e dv=e‘dxv=e"
=e"sin3x —3le* cos3x + 3Ie" sin 3xde =e*sin3x—3e" cos3x — 9I e” sin 3xdx

Iz dobivene jadnakosti, koju smo dobili primjenom dvostruke parcijalne integracije, slijedi:

lOJ.e" sin 3xdx =e” sin3x —3e” cos3x,

odakle je:

X

je" sin 3xdx =le—0(sin 3x—3cos3x)+c;

w=x",du=2xdx 2

d) sz cos 2xdx = =X sin 2x—_[xsin 2xdx =

dv = cos 2xdx,v = jcos 2xdx = %sin 2x

X-COS2x

u =x,du = dx,dv = sin 2xdx 5
(_ 2

x° . 1
cos2x = 751n 2x — +5_[cos 2xdxj =

- v:fsiandxz—

2
= x—sin2x+£cos2x—lsin2x+c.
2 2 4

Mr.sc. Petronila Lokner 15



Poglavlje 1. Neodredeni integral

Opc¢enito integrali oblika F(x) = J.e”"‘ cos fxdx , a, Be R, a, B # 0, rjeSavaju se parcijalnom

integracijom u kojoj uzimamo da je eksponencijalna funkcija u, a trigonometrijska v, slijedi:

u=e”,du=ae”dx

cos fxdx = dv,v = sin
Odatle je
e“sinfx A 4 .
F(x)= ———Ie sin fxdx .
B p

Ponovnom primjenom parcijalne integracije sa istim izborom u 1 v:

e™ =u,du = oe™

sin fxdx = dv,v = — cos fix
slijedi da je:
ox : ox ox . 2
Fy= TS el teosfx Cosﬂxdx}=ﬂ+izeax cos fi— & F ()
B B B B B B B
Odatle je
2 2 .
a I;-Zﬂ F(x) = fsin ﬂxI;-Za cos fx .
odnosno

ox

F(x)z#ﬁz(ﬁsinﬁx+acosﬂx)+c.

dx
u:arctgx,du=1 > s uret | 4
e) Ix3arctgxdx: X :xarch__j al ~dx =
3 x* 4 4°1+x
x’dx=dv,y=—
4
Jer je:
4
X 5 1
=x" -1+
x?+1 x?+1
slijedi da je
3 J _x4arctgx_l 2 g [ d dx |
J.x arctgx x——4 4 Ix X I x-i-jx2+1 =

4 3
x'arctgx 1 x 1 | R 1 N
== ——+—x——arctex+c=—(x" —Darctex+—3x—x" )+c.
4 43 4 4 & 4( ) & 12( )

Mr.sc. Petronila Lokner
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Poglavlje 1. Neodredeni integral

Inx dx
Primjerlz.a).[lnzxdx:u 0 x,au ¥ x=xln2x—2jlnxdx:u nx,au _x _

dv=dx,v=x dv=dx,v=x

:xlnzx—2(xlnx—jx—6bCJ:xlnzx—2(xlnx—x):xln2x—2xlnx+2x+c;
X

d.
—sinlnx. du=coslnx =
b) J.sinlnxdx:u SHIILY, = cosiny X :xsinlnx—jxcoslnx@ :xsinlnx—J.coslnxdxz

dv=dx,y=x X

. dx
u=coslnx,du=-sinlnx— . ) dx . .
= x |=xsinlnx — xcoslnx+.[xs1n1nx— =xs1nlnx—xcoslnx+.[s1n1nxdx

X
dv=dx,v=x

Odatle je
2j sin In xdx =xsinIn x — xcosIn x,

odnosno
Isin In xdx = g(sin Inx—coslnx)+c;

u=ln2x,afu=2lnxﬁ 3 .

3 3
C)jﬁln2xdx= 3 x =zlen2x—2j 2-21nx@=zx2ln2x—ﬁszlnxafx=
2 = 3 3 x 3 3
dv=\/;dx,v=§x2

u=Inx,du=— s \ \
x 3 3 3
= 2oyt glen)c—gjxzﬁ =
3 313 3

X
dv :\/;dx,v :éx

3 3 1 3 3 3
ngz In? x—§x2 lnx+§jx2dx = %xz In? x—§x2 Inx+—x?+c=
3 9 9 3 9 27

z%\/xT(9ln2x—l2lnx+8)+c;

Mr.sc. Petronila Lokner 17



Poglavlje 1. Neodredeni integral

x=u,dx =du,

n J- xdx i = xtgx — Itgxdx = xtgx+Incosx+c.

=dv,v =1tgx

cos’ x -
cos’ x

1.4.5 Zadaci za vjezbu

1.Metodom parcijalne integracije izraCunajte sljedece jednostavne neodredene integrale:
a) I xIn(x* = 1)dx
b) j x? sin 2xdx
C) I arctgxdx
d) _[ e dx
e) I e " sindx
f) I x? arccos xdx
g) sze"dx
Rjesenja:
a) l(xz—l)ln(xz—l)—lxz+c
2 2

A2
b)12x

X .
cos2x+zsm2x+c

C) xarctgx—%ln(l+x2)+c
x4+l
e +c
2

—-X

e
e —
) 2
3

2
f) _2+9x V1-x? +x?arccosx+c
g) (x*—2x-2)e"+c¢

d -

(sinx+cosx)+c

Mr.sc. Petronila Lokner



Poglavlje 1. Neodredeni integral

2. Razli¢itim metodama izracunajte sljedece nesto teze neodredene integrale:

a) Iex+lnxdx

XCOS)C
b) j
sm X

) J‘ arcsin x

\/1+x

d) jx ln

dx
1+x

e) I arccos” xdx
Rjesenja

a) ex(x—1)+c

b) ——( + ctgx) +c
2 sin® x
c) 24l+xarcsinx+4v1—-x+c
3 —
PP JLE s SRS G S O S S
3 3 3 1+x

e) xarccos’ x —2+/1—x” arccosx —2x +c

1.5 Integral racionalne funkcije

£,(x)

m

Integriranje racionalne funkcije j dx , gdje su P,(x) i O,(x) polinomi n-tog odnosno m-

tog stupnja, zapocet ¢emo sa najjednostavnijim slu¢ajem:

1.5.1 Integrali oblika I O(X)

1(x)

Integrali oblika J QOE ;dx gdje je PO(x) = A1Ql(x)=ax +b.

1

dx = |ax+b—tadx dt| — ﬂzéln(ax+b)+c

4 a

Jax+b

1.5.2 Integrali oblika I £ (0 dx

0,(x)

Integrali oblika J QO(( ))dx gdje je Po(x) = A1 Ox(x) = ax* +bx +c.

2

Mr.sc. Petronila Lokner 19



Poglavlje 1. Neodredeni integral

[
ax~ +bx+c

rjeSavamo tako da Q,(x) = ax’ + bx + ¢ napisemo u obliku punog kvadrata

au® +k%)
a(u® —k*)
alk> —u*)=—-a(’® —k?)

a zatim supstitucijom dobijemo ili tabli¢ni integral broj 13 ili 14.

Primjer 13.
a) I 2 d :J. dxz :|x+2:t,dx:dt|:j zdt :larctgx—Jerrc;
X +4x+8 C(x+2) +4 2+4 2 2
b) I - dx =J- a;x :'[ dxz =x+§=t,dx=dt=
x°+3x—-4 3 9 3 25 9
X+ — S — ] X+ = _=
2 4 2 4
x+o -2
1511’1 % §+c I 2x_2+c=llnx_l+c’
2.7 x+24+> 5 2x+8 5 x+4
2 2 2
o) J' : dx :J' 2dx :J' dJZC =|X+3=t,dx=dt:
X 4+6x+25 Y (x+3)-9+25 *(x+3) +16
_I dt —larct i—larct x—+3+C'
Pl 4l 8 TS
,[ & ! dx 1 dx 1 e |x+1=t
2 3 3 e - —
W 6x+25 37 0o 253Ny 102 3 (g 22 ldesdi

—lj‘i—l iarct S iarct i(x+1)+C'
30, 2 3\ T 3V, ’
3 3
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Poglavlje 1. Neodredeni integral

P

, (%)

1.5.3 Integrali oblika I

P
Integrali oblika _[ QIL(X))
X

2

dx , gdje je Pi(x) = Ax + B i Ox(x) = ax” + bx + ¢, tada integral

J‘ ;4X+B »
ax” +bx+c

rjeSavamo tako da prvo P;(x) napiSemo kao diferencijal O»(x), na taj nacin ¢e prvi integral
uvjek biti InQOx(x), a drugi ili 13. ili 14. tabli¢ni integral.

Primjer 14.
2x+1 2x—4+5
2) I x4J;+8 = |d(x? — 4x +8) = (20— 4)ax| = ij;gd
2x -4
:sz_x4x+8dx+jx2_4x+8dx ? —4x+8 = 1,(2x - 4)dx = dt| = j sjm
= ln(x2 —4x+8)+ S%arctgx—;zjtc = ln(x2 —4x+8)+§arctgx—;2+c;
2
Sx40 ; 2x+2_2+§
b) Imdxz‘d(x +2x+10)=(2x+2)dx‘=5jmdx=
2x+2 dx
:Sjmdx—gj‘m ‘d(x +2x+10): 2x+2)dx‘ J. J. x+1

:Sln(xz +2x+10)—8-%arctng+l+c :51n(x2 —4x+8)_§arctgx;_1 +c

1.5.4 Integriranje prave racionalne funkcije

P
Integriranje prave racionalne funkcije ”((x) , n < m, provodimo tako da je rastavljamo na
m x
parcijalne razlomke.
P
Ako je polinom Q,(x) prave racionalne funkcije % dan u faktoriziranom obliku
L (x

On(@) = (x=x, ) -(x=x,)2 - (x—x, )" -(ax2 +b)c+c)r1 -~(ex2 +fx+g)rm
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Poglavlje 1. Neodredeni integral

Tada se (x)) moze napisati kao zbroj parcijalnih razlomaka, odnosno
L (x
P A A
'[ ”(x)—j Ldx + +'[—kdx+ dx + - +j4kdx
0,(x) x—x (x—x)" X—Xx, (x—x,)"?
C Dx+E D x+E
++I Ldx + +I /quJ' B ey I ! T_dx+
xX—X, (x—x,)" ax® +bx+c (ax” +bx+c)"
F F x+G,
+ .- +J'21x4+Gldx+... j 2m m ,
ex + fx+g (ex™+ fx+g)™

gdje sud,,....4,,....C,,....,C,,D,,....,D
metodom neodredenih koeficijenata.

qs--» 05000, G, Konstante  koje  se  odreduju
m

Primjer 15.

a _
) J.x —x J'x(x 1)(x+1)
Rastav podintegralne funkcije je:

x—3 ! B C

_ _+_

x(x—=1(x+1) T x ox-1 x+1
Mnozenjem sa zajedni¢kim nazivnikom slijedi:
x—3= Ax> — A+ Bx* + Bx+Cx* - Cx.

Izjednacavanjem koeficijenata uz iste potencije polinoma na lijevoj i desnoj strani jednakosti
dobivamo sustav:

A+B+C=0
B-C=1
—4=-3

Slijedi da je A = 3. Zbrajanjem prve dvije jednadZbe i uvrStavanjem A = 3, slijedi da je B = -1
1 C=-2.Sada je

x—3 3 1 2

x(x—=1)(x+1) T x ox—=1 x+1l’
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Poglavlje 1. Neodredeni integral

paje

3
X

—31 -1 D-2In(x+)+c=In——F—F——+
nx—In(x—1)-2In(x+1)+c¢ n(x—l)-(x+l)2 c

gdje smo u drugom integralu korlstlh supstituciju x — 1 = ¢ 1 u treCem integralu x + 1 =z.

J~ 3x* +x-2 N
(x=1)(x* +1)

Rastav podintegralne funkcije na parcijalne razlomke je:

3x? +x-2 A Brtc_ 1 2x+3

+ =
(x+D(x>+1) x-1 x*+1 x—l xt+1

MnozZenjem sa zajedni¢kim nazivnikom slijedi:
3x* +x-2=Ax*+ A+ Bx’ —Bx+Cx-C.

Ako izjednacimo koeficijenata uz iste potencije polinoma na lijevoj 1 desnoj strani jednakosti
dobivamo:

A+B=3
-B+C=1
A—-C=-2.

Zbrajanjem prve dvije jednadZbe dobivamo A4 + C = 4. Zbrajanjem s treCom jednadzbom
slijedi: 4A=1,B=2,C=3.

Sada je
3xt+x-2 1 L 2x+3
x+Dx*+1) x-1 x*+1’
paje
2 —
J~ 3x +)C2 2 deI dx +J'2x+3_1( +1)+I 3J de B
(x—D(x"+1) x+1 x +1 x°+1

=In(x+1)+1In(x* +1)+3arctgx +c,

gdje smo u prvom integralu koristili supstituciju x + 1 =¢, a u drugom PL+l=z

c)

J-x +2x7 '[x (x+2)
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Poglavlje 1. Neodredeni integral

Rastav podintegralne funkcije na parcijalne razlomke je:

x=2 A B C

Cx+2) x x x+2

Mnozenjem sa zajedni¢kim nazivnikom slijedi:

x—2= Ax* +2Ax+ Bx+2B + Cx*.

Izjednacavanjem koeficijenata uz iste potencije, dobijemo sljedeci sustav:

A+C=0
24+B=1
2B=-2.

Odatle proizlazi daje A=1, B=-1, C =-1. Prema tome je:

sz—_z dx:_[ldx—_[%dx_j 1 dlenx+l—ln(x+2)+c
x“(x+2) X X x+2

X

1.5.5 Integriranje neprave racionalne funkcije
£, (x)

, N
0, (x)

Ako je stupanj polinoma brojnika ve¢i ili jednak stupnju polinoma nazivnika, uvijek ¢emo
prvo podjeliti brojnik s nazivnikom:

Integriranje neprave racionalne funkcije

Py(x) : Qu(x)= Cpm (x) + R(x),

Gdje je C, (x) polinom (n — m ) stupnja, a R(x) = OQsta(taI; je prava racionalna funkcija.
m Un
3 2
Primjer 16, a) /= [ ¥ HA0XE Dy
x°+8x+20

Djeljenjem polinama brojnika s onim u nazivniku slijedi:

X +10x* +40x+39 4x —1
> =X+2+
x +8x+20 x“ +8x+20
pa je
2
1=x—+2x+'[—d4x 21 x =
2 (x+4)" +4
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Poglavlje 1. Neodredeni integral

2 2)(/"{‘8—8—l
=|d(x? +8x+20) = 2x+ 8)d ="+ 2x+2[——— 2 dx =
2 x +8x+20
2
=x—+2x+2j‘ﬂdx—l7j.2;dx=‘xz+8x+20=t,(2x+8)dx:dt‘:
2 x°+8x+20 x“+8x+20
2 —|—4= 2
I +2j——17f— x Z=X—+2x+21nt—17j
2 (x+4)° +4 |dx=dz 2 z’ +4
x’ 17

=7+2x+2ln(x2 +8x+20)—7arctgx—;4+c.

dx

= jx —3x —llx +4x+15

b
) —Xx+5

Djeljenjem polinoma brojnika sa polinomom u nazivniku slijedi:

x+5
x*=5x*—x+5

xt=3x7 —11xt +4x+15:(x° =5x* —x+5)=x+2+

paje
x+5

I= dex+2jdx+j x+5dx=%2+2x+ll

Gdje je I je prava racionalna funkcija, koju da bi integrirali moramo rastaviti na parcijalne
razlomke :

x+5 _ x+5 _ 4 N B N C
¥ =5xr=x+45 (x-Dx+D(x-=5) x-1 x+1 x-5

MnozZenjem jednakosti sa zajednickim nazivnikom slijedi da je:
x+5=(4+B+C)x*+ (-44 — 6B)x +(-54 + 5B - C).

Izjednacavanjem koeficijenata uz iste potencije polinoma na lijevoj 1 desnoj strani dobivamo
sustav:

A+B+C=0
—44—-6B=1
—54+5B-C=5.
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Poglavlje 1. Neodredeni integral

Zbrajanje prve i tre¢e jednadzbe, a zatim novo dobivene jednadzbe i druge sljede koeficijenti:
3 1 5

A=——,B=—-,C=—,paje
4 3 12 paJ

IIZJ‘ : )HZ-S dx:J' x+5 ax
X —=5x"—x+5 (x=D(x+D)(x=5)

3¢ dx 5 3 1 5
=—— =——In(x-D+=-In(x+1)+—In(x-5) +¢,.
4Ix Ix+1 g DG It =3) re

x-=5
Dakle je

2
X

3 1 5
I=—+2x—=In(x-D+=-In(x+1)+ —In(x-5) +c.
5 X 2 n(x—1) 3 n(x +1) > n(x—-5)+c

Primjer 17. Integral oblika Fn(x):.[( dx
x

N ,(n=12,3,....;a # 0)koji se jako cesto
+a

pojavljuje ¢emo posebno razmotriti.
Krenimo sa parcijalnom integracijom:

1 2nx
=—— du=—F—"—-d
BT e e
dx=dv,v=x
tada je
X ) x dx—
e o v e [ ol
_ X ) (x2+a2)—a2d _ X ) dx g dx _
(x2+a2)n ’ nj (x2+az)"+l : (x2+a2)"+ nj(x2+a2)" " J.(x2+az)"+l
=+ 20F, (x) - 2na’F,
ijedi da je:
F (x)= S — 2nF, (x)-2na’F,  (x),
(x2+a2)"
odakle je:
F@)= YA}

2na’ (x2+a2)” 2na
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Poglavlje 1. Neodredeni integral

Kako je za n = 1, Fj(x) tabli¢ni integral tj.:

1
Fl(x)zj‘ zdx 2=—arctg£+c,
x"+a” a a
to je
1 1 1 1
F,(x)= T ~F(x) = T arctg£+c.

2¢° x> +a* 2a 20 x*+a* 24° a

Primjer 18. Rjesimo jedan sloZeniji primjer u kojem ¢emo iskoristiti rekurzivnu formulu iz
primjera 17:
3 2
X +x"+2
Fx)=|\———
) J (x* +2)?

Prvo ¢emo podintegralnu funkciju rastaviti na parcijalne razlomke tako da je:

X +x?+2 Ax+ B Cx+D
2 2 T 2 >t .
(x"+2) (x"+2) x“+2

Da bismo odredili koeficijente 4, B, C, D, pomnozit ¢emo cijelu jednadzbu s (x* + 2)°. Time
dobivamo:

x3+x2+2=Cx3+Dx2+(A+2C)x+B+2D.

Izjednacavanjem koeficijenata uz iste potencije polinoma s lijeve i s desne strane jednakosti
dobivamo sustav

c=1
D=1
A+2C=0
B+2D=2
Odatle je
=-2,B=0,C=1,D=1.
Slijedi da je

—2x x+1 2x X dx
F(x)= + dx = — dx + dx + =
(x) J.{(xzvt2)2 x2+2}x j(x2+2)2 ’ J.x2+2 g J.xz+2

:‘XZ+2=t,2xdx:dt‘:_.|'%+lj'dt 1 X

1 1 1 x
5 —+—Int+-—=arctg— =

—+—=arctg—=
R R T2 T R R

= ! +lln(x2 +2)+Larctgi+c.

x2+2 2 N2 N2
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Poglavlje 1. Neodredeni integral

Primjer 19.7 = '[ xedx j _xdzx |x l=tdx= dt| Iledt=
(x —2x+2) (x=1)*+1)? t”+1)
tdt dt
:I 2 2+I e Lt
@ +1 @+
gdje je
1:]td_t_t2+1=2 —_ %—_L—_;_{_c
VI di=de 2027 220 20041V

:J'(tzd—t)z je prema rekurzivnoj formuli F, (x) =

varijablit,azan=11a =1 jednak:

L= ! +1arct t+
2 )2 g IrG.

2 +1
Dakle je
1 t 1 t—1 1
I=——- +—arcigt +c = — +—arctgt +c =
2(e +1) 22 +1) 2 22 +1) 2
x—=2 1 x=2

= +—arct (x—1)+c——+larct (x-D+c
-1 +1] 27 27 —dxrd 278

1.5.6 Zadaci za vjezbu

2x -1
a) | —5————dx
) J-xz—4x+8

_xr+l +1
b) J.x(x —8)

0) I x—_szdx
(x—D(x-2)

d)j3x+x 2

x lix +1i

o) J~x3 —x*+2x+3
x2+3x+2

dx
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Poglavlje 1. Neodredeni integral

Rjesenja:

a) In(x* —4x+8) +%arctng_2 +c

b) %1n(x3 —8)—%lnx+ c

c) —4In(x—1)+ +c

o
d) In(x— 1)+ In(x*+ 1)+ 3arctgx + ¢

2 13
X In (x + 2)

e) ——4x+ +c
2 x+1

1.6 Integriranje trigonometrijskih funkcija

1.6.1 Integrali oblika I R(sin x, cos x)dx

Integrali oblika I R(sin x,cos x)dx , gdje je R racionalna funkcija koja ovisi o sinx i1 cosx,

P (t
supstitucijom tg% =t (tzv. univerzalna supstitucija), se svode na integrale J.L)dt ,
racionalne funkcije u varijabli ¢.
.LX .
Ako je th =t tada je
X X X
2sin —cos— 2tg —
sinx = 2sin > cos> = 22 _ 2 _ 2t2
sin2£+cos2§ 1+2g2 > I+
s X L, X ) X
cos” ——sin"— 1l—tg”— 2
. 1-
cosxzcoszg—smz%: 3 i = i = tz
sin®> = 4+cos® = 1+tg’ > I+
2 2
Ako je tgi =t,tada je X arctgt , odakle je dx = 2dt2 .
2 2 1+t
Primjer 20. Koristeci se univerzalnom supstitucijom rjesite sljedeée integrale:
2dt dt
dx 1+¢° 1+¢° dt
Sl Erernetl| SR s B wer k| et
2sinx—cosx+3 2t -t 4t -1+t +3+3¢ 47 +4t+2
2 o - +3 5
1+¢7 1+t 1+¢
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1

t+—
=l LIZL Ltz:arcth2+c:arctg(2t+l)+c=arctg(Ztg£+l)+c
CAENUIILEN 1)1 — 2
2 2) 4 2
2t l-i-tgE
by = jdx _j”’ = | 2t _ Iy T2,
cosx 11—t 2 1-t¢ l—ta™
1+1¢,

Integral / mozemo rjeSiti 1 drugom trigonometrijskom supstitucijom, nakon S§to smo
transformirali podintegralnu funkciju:

|smx—tcosxdx dt| I di =ll 1+

J-cosxdx J- cos xdx
n =
1-¢* 2 1-¢

COS X sm X

_1l 1+smx /1+smx
2 l-sinx —sin x
Cini se kao da su rjeSenja razli¢ita. To se &esto dogada kod integrala trigonometrijskih
funkcija. Jednostavnom transformacijom moze se pokazati da su rjeSenja ista:

2tg —
l+—=— )
X X X X
. 1+1g° 1+1g> =~ +2tg ™~ (Hl‘g] 1+1g =~
%nijLS?nx:%ln 2 :%ln 2 2 %ln 2 ~=1n 2
—sinx X X
2tg = 1+1g° = —2g ™~ —e l1-tg=
2 g g (1 tgzj g
l-——=—
l+tg—
1+ 2
i 2(1+si 2 2
© I 1+Smxxd :jsin(ajl:oxs) )=2j 2 1+1t : 1+d:2 -
sinx-cos® = X X ! —!
2 1+1¢ 1+1¢

2

=I t+2+l t=t—+2t+lnt+c=ltg£+2tg£+lntg£+c.
t 2 272 2 2

2t +1_t2
d) J~1—sinx+cosxd J- 142 144t 2dt _
1+sinx—cosx

2t _l—t2 1+¢2
RPN
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Poglavlje 1. Neodredeni integral

2 42 _
:2J~1+t2 2t +1 t2 dt2:2J~ -t _ar
I+t +2t—-1+¢t" 1+t tt+D)(A+17)

Rastavimo podintegralnu funkciju na parcijalne razlomke:

-t A B Ct+D

(AN +1) 1+l 241

£.
1-t=(A+B+C)F+(A+C+D)*+(4+B+D)+A.

Iz te jednakosti proizlazidaje A=1,B=-1,C=01D=-1.Paje

1—sinx+cosx dt dt dt
[l g [ ]
1+sinx—cosx t t+1 - +1

2 *
g2

X
to—+1
&5

= 2[lnt—ln(t+1)—arctgt+c]= 2{lntg§—ln(tg§+l)—§+c} =2In -x+c.

- . : N X .. : e e,
Cesto se umjesto univerzalne supstitucije th:t, radi jednostavnosti koriste i sljedece

trigonometrijske supstitucije:

1. cosx = ¢, ako podintegralna funkcija R(sinx, cosx) mjenja predznak, kada se promjeni
predznak svakoj funkciji sinx koja se pojavljuje u podintegralnoj funkciji tj. ako je

R(—sinx, cosx) = —R(sinx, cosx);

2. sinx = t, ako podintegralna funkcija R(sinx, cosx) mjenja predznak, kada se promjeni
predznak svakoj funkciji cosx koja se pojavljuje u podintegralnoj funkeciji tj. ako je

R(sinx, —cosx) = —R(sinx, cosx);

3. tgx =t, ako podintegralna funkcija R(sinx, cosx) ne mjenja predznak, kada se promjeni
predznak svakoj funkciji sinx 1 cosx koje se pojavljuju u podintegralnoj funkciji tj. ako je

R(-sinx, —cosx) = R(sinx, cosx).
Kod supstitucije tgx = ¢:

1 1

1gx _
\/l+tg2x \/1+l‘2 ’

t
\/l+tg2x B \/l+l‘2

sinx = 1cosx=

dt
1+¢

I kako je x = arctg ¢ slijedi dx =

5 .
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Poglavlje 1. Neodredeni integral

Primjer 21. KoriStenjem odgovaraju¢ih supstitucija rjeSite sljede¢e integrale
trigonometrijskih funkcija:

sinx —sin’ x
a) I—dx.
cos2x

Ako promjenimo predznak funkciji sinx u podintegralnoj funkciji, dobivamo

—sinx—(-sinx)’ _ sinx—sin’x

cos’ x — (—sin x)’ cos’ x —sin” x

tj. R(—sinx, cosx) = —R(sinx, cosx), pa je najbolje koristiti supstituciju cosx = ¢, a tada je
—sinx dx = d¢

sin x(1 —sin’ x) 2+ 2t —4 2t* —1 3dt
do=—[22l g1 di - -
J.coszx—sinzx J.21‘2—1 j 122 1 J.2t2—1

__I “I dt 1, ‘_I dt B 31 2t—ﬁ

2 2 4

4\/_ 2t+\/_

2

=—cosx————=1In

2 4.2 2cosx+\/_

dx

cos® x +cos’ x
b) j

sin? x —sin* x

Ako promjenimo predznak svakoj funkeiji cosx koja se pojavljuje u podintegralnoj funkciji,
dobivamo

(~cosx) +(~cosx)’ _ cos® x + cos” x

. . . . 5
51n2x—sm4x smzx—51n4x

tj. R(sinx, —cosx) = —R(sinx, cosx). Kako je podintegralna funkcija pri toj promjeni predznaka
cosx promjenila predznak, koristimo supstituciju sinx = ¢, cosx dx = dft.
Slijedi da je

dx = dx = dx =

J- cos® x +cos’ x J~ cos? x(l +cos? x)cosx J~ (1 —sin’ xx2 —sin’ x)cosx

sin? x —sin* x sin’ x —sin* x sin® x —sin* x

_J‘ —t Xz—f it = J‘ _f Xz_t) :I(z__ljd —%—t+c:— .2 —sinx+c;

Smx
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Poglavlje 1. Neodredeni integral

COS X
0) [—5———dx
SIn” X —COoS™ X

Ako promjenimo predznak svakoj funkciji sinx i cosx koja se pojavljuje u podintegralnoj
funkciji dobivamo

—COSX _ —COSX COS X

(-sinx)’ —(-cosx)’ —(sin® x—cos’x) (sin® x—cos’ x)’

tj. R(=sinx, —cosx) = R(sinx, cosx). Kako podintegralna funkcija pri toj promjeni predznaka
sinx 1 cosx nije promjenila predznak, koristimo supstituciju tgx = ¢,

za koju je onda

sinx = , COSX = ! 1dx= dtz.
1+¢2 1+¢* l+1¢
Slijedi da je
1
J- COS X x_j V1412 dt I 1 "
— PP = =
sin® x —cos® x t? 1 1+ ¢ -1

\/(1+t2)3 \/(1+t2)3

Rastavom podintegralne funkcije na parcijalne razlomke je

1 1 A Bt+C
+

£ -1 (=12 +e+1) -1 24141
MnoZenjem sa zajedni¢kim nazivnikom slijedi
1=Ar+At+ A+ BF—Bt+ Ct—C.

Izjednacavanjem koeficijenata uz iste potencije polinama na lijevoj 1 desnoj strani slijedi
sustav

A+B=0
A-B+C=0
A-C=1
1 1 2
OdatlejeA=—,B=——1C=—-—,paje
J 3 3 3 paj)
1 1 dt 1 t+2 1 1 2t+4
—dt= — -— dt=—In(t-1)——|—dt =
j1‘3—1 3jt—l 3jt2+t+l 3 =1 6It2+t+l

2t+1

len(t—l)—lj‘wdt=lln(t—1)—l.[2—dt—lj2;dt=
3 67t +tr+1 3 61" +1t+1 6t  +t+1
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Poglavlje 1. Neodredeni integral

Z%ln(t -1) - éln(t2+ t+1)- LarcthZ

NERAN

1 1 2 1 2tgx +1
=—In(tgx —1) — —In(tg’x +tgx + 1) — —arctg—=—=—+c.
3 6 NN

1gx =t,x = arctgt 5
— 5 — —
d) I—J.tg xdx—dx: dt _J.t2+1dt
1+1¢°

Djeljenjem polinoma brojnika i polinoma nazivnika dobivamo:

o+ =0 —t+

2417

1.6.2 Integrali oblika jsin” xdx 1 jcos” xdx

Isin” xdx,
jcos" xdx, ne N,n>2,

mogu se rjesiti koristeéi rekurzivne formule

. | —-l¢. .
a)Ism” xdx = ——sin"" xcosx + Ism” *xdx
n n
n 1 n-1 : — n-2
b)J‘cos xdx =—cos"” xsinx + Icos xdx .

n n
Dokaz navedenih rekurzivnih formula se moze provesti parcijalnom integracijem.

Dokaz za b):

I, =Ico§7 xdx= I cos"™ xcoxdx=

u=cos"" x,du=(n—1)cos"” x-(—sinx)dy
dv=cosxdxv=sinx

=cos" "' x-sinx+(n— 1)jcos”*2 x-sin’ xdx =

Mr.sc. Petronila Lokner
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=cos" " x-sinx + (n— I)J‘cos”_2 x-(1=cos” x)dx =

=cos" ' x-sinx+(n— I)I cos”" 2 xdx — (n — I)Icos” xdx .

Dakle je
I, =cos" ' x-sinx+(m-1I,,-m-1I,,
paje
I, +(n—-1I, =cos"" x-sinx+(n-11I,,
odnosno
nl, =cos" " x-sinx+(n-1I,,,
odakle je
I, =—cos"" x-sinx+ - I ,.
n n
Primjer 22.

1 ) 5
a) Icos()xdx =—cos’ x-sin xdx + —Icos“xdx =
6 6
Ponovnom primjenom rekurzivne formule na jcos“xdx , slijedi da je
jcoséxdx =lcoss xsin x + Bl lcos3 xsin x + éJ‘cos2 xdx | =
6 6| 4 4
= lcos5 xsin x + icos3 xsin x + éjcosz xdx =
6 24 4
1 ponovnom primjenom na jcosz xdx je
1 . . 1 . 1
jcoséxdx =—cos’ xsinx + icos3 xsinx + é—cosxsm X+ —Idx =
6 24 42 2
| P 5 5 . 3 . 1
=—C08” X-sinXx+—co0s” x-sinx+—sin2x+—x+c.
6 24 16 2
b) I sin* xdx mozZe se rjesiti na sljedeéi na¢in:

jsin“ xdx = I(sinz x)z dx = I(#jzdx = %j(l —2c0s2x +cos’ 2x)dx =
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Poglavlje 1. Neodredeni integral

:l x_2sm2x+J-1+cos4xdx =lx—lsin2x+lx+sm4x:+c=
4 2 2 8

3

= —x—lsin2x+i6sin 2xco82x = %x—%sin 2x+ésinxcosx(cos2 X —sin? x):

3001, 1 ; s
=—x——sm2x+§smxcos x—gsm XCOSX =

3 1. 1 . .5 .3

== x——sin2x+—sin xcos x|l —sin x)—gsm XCOSX =
3 3 . I .5

=—x——sm2x—zsm X-COSX+cC.

Primjenom rekurzivne relacija imali bi da je:

jsin“ xde—lsin3 x-cosijEJ‘sin2 xdx =
4 4

R SR 3 1. 1 1., 3 . 3
=——sin” X-COSX + — ——smxcosx+—jdx =——sIn" x-CoOSXx——sin2x+—x+c.
4 4\ 2 2 4 16 8

c) I sin” xdx moZe se rjesiti na sljedeéi nadin:
Isins xdx = Isin“ xsin xdx = —I(l —cos’ x)d(cos x)= —I(l —2cos” x +cos’ x)d(cos x) =

cos’x cos’x
=—cosx+2 - +c,
3 5

ili rekurzijom
. 5 1 . 4 4 . 3
Ism xdx =——sin x-cosx+—jsm xdx =
5 5
| I 401 ., 2 . | I 4 .,
=——sin" x-cosx+—| —=sin xcosx+gjsmxdx =—gs1n x-cosx—Esm xcosx—gcosx+c

Isti oblik rjeSenja zahtjevao bi viSe vremena za transformiranje jednog u drugo nego samo
izraCunavanje integrala.
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1.6.3 Zadaci za vjezbu

1.
dx
a
) J-sinx
dx
b %
) J-5+4cosx
dx
C —_—
) J‘5+4sinx
d) J- sin x 5
sin x + cos x
sin® x+1
e) j;dx
cos’ x
. 2
f JA(smx. COS X) I
sin 2x

g) J‘cos5 xdx
h) Isin%cdx
Rjesenja
1.
X
a) Intg—+c
) InigZ

tgx

2 2

b) —arcte—=
) 3 & 3

X
tg—+4
gz

3

Cc) —arct
)3 g

d) %ln(l +tgx)+§—%ln(1 +1g’x)+c

+ COS X + tgx
cosx

f) llntx—x
5 &

) sinx—gsin3 x+lsin5 x
3 5

h) ix—lsin 2x+isin4x+isin3 2x
16 4 64 48
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1.6.4 Integrali oblika [sin” xcos” xdx

Integrali oblika
Il,,= Isinm xcos" xdx,m, ne”Z

mogu se rjesiti primjenom rekurzivnih formula:

s m+l

n—1
sin”" xcos""x n-1. _
I = + jsm'”xcos“xdx
m+n m+n

ili

+ m—1 n+l
sin” xcos""x m-1¢.
I = + sin” % xcos” xdx
m+n m+n

Integrali  oblika/, :J‘sin’”xcos”xdx, m, n € Z mogu se rjeSitt 1 pogodnim

transformacijama podintegralne funkcije u ovisnosti o tome da li su m i n parni brojevi ili je
barem jedan od njih neparan prirodan broj.
Ako je bar jedan eksponent m ili n neparan i ve¢i od nule, onda se koristi supstitucija sinx = ¢

ili cosx = ¢, uz koristenje osnovne trigonometrijske jednakosti: sin”> x +cos® x =1.
Ako su m>0 1 n>0 parni brojevi onda podintegralnu funkciju mozemo transformirati pomocu

poznatih trigonometrijskih formula:

. sin 2x
sinxcosx =
. 2 1—cos2x ) 1+ cos2x
sin“x=———,c08" X =———
2 2

Pimjer 23.

a) Isinz xcos’ xdx = Isinz xcos” xcos xdx = Isinzx(l —sin’ x)d(sin x) =

sinx sin’ x
5

= I(sin3 x—sin* x)d(sin x) =|[sinx =¢,d(sinx) = cos xdx = dt| =

b) Isinz xcos* xdx = _[(sinxcos x)* -cos? xdx = %Isinﬁx#dx =

1

= l[jsinz 2xdx+_|‘sin2 2xcos2xdx]: _Uw
i 8

S % [sin® 2xd(sin 2x)} =

. »
= [sin 2x = #,d (sin 2x) = 2 cos 2xdx] =%(x_ s 4xj+ism 2% .

4 16 3
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Primjer 24. RjeSimo jedan tezi primjer.

: 2 : 2 2
sin” x sin” xcos x . t-dt
_[ ; dx:J‘ Z dx:smxzt,cosxdx:dt|:j—2:
Cos” x cos” x (1_12)
Podintegralnu funkciju rastavimo na parcijalne razlomke:
t? A B C D
+

= +—+ :
(=) Q+e) (=2 1=t (1+¢)* 1412
Mnozenjem jadnakosti sa (1—¢)(1+¢) je
t* = A1 +t) +BO—t)1+2) +C(1—¢) + DA +1)1-1),

odakle izjednacavanjem koeficijenata uz iste potencije polinoma na lijevoj 1 desnoj strani

slijedi sustav
-B+D=0

A-B+C-D=1
24+B-2C -D=0
A+B+C+D=0.

Odakle je A=C=l,B=D=—l.
4 4

Prema tome je

< 2
sin” x 1 1 1 1 -1 1
=——+—In(l-?))+————=In(l+1)+c=
Jo e = (i -0) 4 (1+0)
1 sinx 1, l-sinx
=— +—In -
2cos’x 4 l+sinx
2
Sin2x=tg—x:>sin2x= tgxz sinzxz—1 cos 2x
J1+1g°x l1+1g7x 2
1 1 5 1+ cos2x
cos sz

= cos’ x =

COSX = ———= 5
J1+12g°x I+1g7x

39
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1.6.5 Integrali oblika jsin ax sin bxdx , I sin ax cos bxdx i jcos ax cos bxdx

Integrali oblika:
I sin ax sin bxdx ,

I sin ax cos bxdx ,

I cos ax cos bxdx ,

gdje je a, be R, a # b, se mogu rjesiti tako da se podintegralna funkcija transformira pomocu

jedne od sljedecih formula:

sinax sinbx = % [cos(a — b)x — cos(a + b)x]
sinax cosbx = % [sin(a — b)x + sin(a + b)x]

cosax cosbx = % [cos(a — b)x + cos(a + b)x].

Primjer 25.
a) Isin 5x cos xdx

Jer je

sin5x cosx = % [sindx + sin6x],

Isin 5xcos xd ZL[J.sin dxdx + Isin 6xdx]: —lcos 4x —icos 6x +c.
2 8 12

b) I sin 3x sin Sxdx

Jer je

sin3x sindx = % [cos2x - cos8x]

Isin 3xsin Sxdx =l [_[ cos2xdx — _[cos 8xdx] = lsin 2x — Lsin 8x+ec.
2 4 16
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C) Icos 2xcos 3xdx

Jer je

c0s2x cos3x = % [cosx + cos5x]

Icos 2xcoS 3xdx=l[[cos xdx + Icos 5xdx] = lsin X+ isin 5x +c.
2 2 10

1.6.6 Zadaci za vjezbu

a) Isinz xcos” xdx

b) Isin 2xcos’ 2xdx

<3
Sin- X
0) j dx
COS X

Rjesenja

x sindx N sin’ 2x

a)

16 64 48

1
——cos’ 2x

b
) 12

2

e) tgzx +Incosx

Ccos” x
—Incosx

3
d) J-Cf)s2 X
sin” x
e) Itg3xdx

f) jsin 5x cos xdx

d

f)

sin x

)J- dx
h)j

sin® xcos? dx

dx
sin® xcos’ x

1+sin’ x

—lcos4x—icos6x+ c
8 12

g) tgx —2ctgx — %ctg3x

h)

tg4x

4

3
+_

2

g

2

1
x—Ectg2x+3lntgx+c
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2 ODREDENI INTEGRAL

2.1 Definicija odredenog integrala

Promatrajmo skup 7 tocaka ravnine koji je odozgo omeden grafom neprekidne funkcije y = f(x)
definirane na 7 = [a, b], pravcima x =aix=Db i, segmentom [a, b] osi x, kao na slici 1. Takav
skup zovemo krivocrtni trapez. Postavlja se pitanje kako naci povrsinu tog skupa 77

yZﬂy

Slika 1.
Osnovna pretpostavka je neprekidnost funkcije
fila,b] > R
1 njezine pozitivnosti tj. da je
fix)>0, zasvakox € I.

U svrhu odredivanja povrSine tako definiranog skupa 7, podjelimo interval [a, b], a < b,nan
djelova to¢kama x, xz, ... , X1, X, tako da je

A=X0<X1<X2 < ... <Xp1< X, = b.
Takvom podjelom dobili smo intervale
[xo, x11, [x1, X2], -+ s [X%15 Xk)s [Xn-1, Xn)-
Na svakom intervalu odeberimo bilo koju tocku

t € [xp1, xe), k=1, ..., n.
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Sa T; ozna¢imo pravokutnik kojemu je jedna stranica duljina intervala [xo, x1], tj. X — Xo, a
druga duljine f{#;). Opc€enito sa T} oznaCavamo pravokutnik kojemu je jedna stranica duljina
intervala [x;1, xk], tj. Xx — xx_1, a druga duljine f{ty) za k=1, 2, ... , n. PovrSina pravokutnika
Ty jednaka je

P(Ty) =ft) ek —xp1), k=1,2, ..., n.

y=f(y

]

_ 4 _
a=x, X kX, b=x, X

Slika 2.

Povrsina skupa 7 tada ¢e priblizno biti jednaka zbroju povrSina pravokutnika
P(Th), P(T»), ..., P(T,1), P(T)), 1.

P~ Y £t) (v —x,). (1)

Suma (1) naziva se integralna suma funkcije f na intervalu [a, b].

Ako interval [a, b] dijelimo na sve veci i veci broj intervala, duljina x; — x;_; svakog od njih ¢e
biti sve manja i teziti prema 0. Intuitivno je jasno da ¢e pri tom suma povrsina pravokutnika
P(T), P(Ty), ..., P(T,), P(T,) sve bolje i bolje aproksimirati ukupnu povrsinu P(7) skupa 7.
Limes integralne sume u (1) kadan — +o0, a (x; —x;1) > 0zasvakik=1, 2, ... , n, zovemo
odredenim integralom funkcije fna [a, b] 1 piSemo

[ @ =1im > ), ).

Uvodenje pojma integrala pripisuje se Newtonu i Leibnizu, iako se osnovna ideja prepoznaje
ve¢ kod starogrckih matemati¢ara. Medutim, Cauchy je prvi dokazao da za neprekinute
funkcije postoji dani limes. Riemann je definiciju (2) proSirio na Siru klasu funkcija koje nisu
nuzno neprekinute, na tzv. Riemann integrabilne funkcije.

Za ogranic¢enu funkciju f: [a, b] > R, kazemo da je Riemann integrabilna na [a, b] ako limes
(2) postoji 1 ako ne ovisi ni o nacinu podjele intervala [a, b], ni o izboru tocaka #.
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Poglavlje 2. Odredeni integral

Integral u (2) nazivat ¢emo Riemannovim integralom ili samo odredenim integralom
funkcije fna [a, b], oznaCavati sa:

[ e,

1 Citati "odredeni integral funkcije f od a do b". Funkcija fnaziva se podintegralna funkcija, a je
donja, a b gornja granica integracije. Vidimo iz (2) da je ’1121;2”: zamjenjen s ji , fty)
zamjenjen je s f{x), a oznaka dx dolazi od h a

AXy = Xg — Xg-1,

tj. od duljine intervala [x;_1, x¢].

b
Odredeni integral J f(x)dx u (2) definirali smo za a < b.

Zaa > b1ia=>b definiramo

jf(x)dx = —jf(x)dx 1

J f(x)dx =0
Iz same definicije odredenog integrala slijedi da je
b b b
[reodx = [ f@dt = [ £y,

tj. varijablu po kojoj integriramo moZemo oznaciti kako Zelimo.
2.2 Osnovna svojstva odredenog integrala

1. jc-f(x)dx:cjf(x)dx,ce R,

2 (= oM = fd = [ etrds,
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3. j).f(x)dx:j;f(x)dx+j-f(x)dx,a<c<b.
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Poglavlje 2. Odredeni integral

Geometrijsku interpretaciju svojstva 3. ilustrira sljedeca slika

y=flx)

a c b X
Slika 3.

4. Ako je fix) < g(x), za svaki xe [a, b], onda je i

j.f(x)dx < _Tg(x)dx.

Prva tri svojstva proizlaze direktno iz definicije odredenog integrala.

Svojstvo 4. slijedi iz ¢injenice da ako je f(x) < g(x) za x€ [a, b], onda je 1
Zf(tk )X, —x,) < zg(tk )X, —x,,)-
k=1 k=1
Kako ista nejednakost vrijedi 1 za limese, iz definicije (2) slijedi da je
b b
_[f(x)dx < _[g(x)dx .
Iz svojstva 4. slijedi da ako je f(x) <0 na [a, b], onda je i
b
j Ff(x)dx <0.

Napomena:
Ako je fograniCena 1 integrabilna funkcija na [a, b] 1 ako f poprima i negativne vrijednosti,
onda je

i f(x)dx = j f(x)dx + i| S(x)|dx .
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Slika 4.
Definicija odredenog integrala (2) geometrijski je prirodna i teorijski vrlo vazna, ali je kod
racunanja odredenog integrala gotovo neupotrebljiva. Za racunanje odredenog integrala

koristimo se Leibniz—Newtonova formulom, najvaznijom formulom diferencijalnog i
integralnog racuna.

Teorem 1.  Neka je / < R otvoreni interval i f: / — R neprekinuta funkcija.
b
1. Zasvaki interval [a, b] = I postoji j F(x)dx .

2. Funkcija f ima primitivnu funkciju na /.

3. Ako je F'bilo koja primitivna funkcija od fna 7, onda je

[f()dx = F)| = F(b) - Fla). 3)

Formula (3) naziva se Leibniz—Newtonova formula. 1z (3) vidimo da je za racunanje
odredenog integrala, kao i kod neodredenog, potrebno znati naci primitivnu funkciju. Zato je
potrebno dobro uvjezbati postupak deriviranja, a onda i1 antideriviranja.

Primjer 1. Primjenom Leibniz—Newtonova formule nadimo sljedec¢e odredene integrale
elementarnih funkcija:

4

‘ x*p 1
a) Ix3dx=—‘=——0=—;
0 40 4 4
1 31 13
b [xldv="- ey 2
’ 31 3 3 3
c) jsinxdx=—cosx‘ =—cosm+cosO0=—(-1)+1=2;
0
0
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1

1

d) I dX2 :arctgx‘ :arctgl_arctgozz_ozz;
01+X 0 4
2 2

) J.exdx:eX‘:ez_eo:ez_lj
0 0

f) dx =Inx|=lne-Inl1=1-0=1;

X 1

g) Tsinzxdx J‘ﬂdx——{

sin2x |T 1 ﬁ_sin27r sin 0
) 2 2

| = -0+
2 o

.
2 2 2’

Primjer 2. Izracunajmo sljedece odredene integrale:
; 2 2 3. 1))
a) J.(1+«/2x+3\/;)dx=(x+\/§§x2+Zx3J| =

8+£16x/_+— 16]=8+16/ 2+ | =8+16.22 =122,
34 12 3

V2 V2
2 2
b) j‘ = arcsin x ‘ :arcsin—z—arcsin(—ﬁ)=£—(—£)=£;
i 1—x2 _g 2 2 4 4~ 2
2
1 1 3 1
+ dx 1. 1+x7 1|, 2 2l 1
C =—In | =—|In=-In<|==In3* =In3
) -[l—x2 2 1-x1 2 1 31 2
E ’ 2 2
4 dx 4
d =tgx | =tg= —1g(->)=1+1=2
) f”coszx gx | =tg, g(——)
Z 4
3 3 3 3
¢) *l —j(1+1)dx=x\+1nx\:3—2+1n3—1n2=1+1n§.
2 2 X 2 2 2
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2.3 Metoda supstitucije kod odredenog integrala

U odredenom integralu I f(x)dx , kod zamjene varijabli narocito treba paziti da se 1 granice a i

b, koje se odnose na varijablu x, promjene 1 nadu odgovarajuce granice novo uvedene varijable.

Primjer 3. Metodom supstitucije rjesimo sljedece odredene integrale:

x> +9=1¢%2xdx = 2tdt

4 4 5

a) jx3 x2+9dx=.|‘x2\/x2+9-xdx=x=0:>t=3 =j(t2—9)-t-tdz=
0 0 x=4=1t=5 ’

5

Lol ps 22528, 81,

273 2 5 2 5
1
Inx=t,—dx=dt

e . X

b) ISlnlnxdx: x=1=¢t=Inl=0 =Isintdt:—cost:—cosl+0050:1—cosl;
v x=e=t=Ine=1 °

% sin x = t,cos xdx = dt X 1
9) Icosxsinzxdxzx=0:t=sin0:O :.[tzdtzt—|=—;
0 0 30 3
V4 .
x=—=t=sin—=1
2 2
e’ -1 e dx =2tdt,dx = 2udt
t*+1

In2 x

dx:j(eX—l)dx:e*=t2+1 _

d) j
ve 0 x=0=t'=e"-1=0=1¢=0

=In2=t’=e"-1=2-1=1=¢t=1

:th tdt :thz +1-1

1
=2\t —arctgt|| =
o P+l P+ | arcg]l

= 2[1 —arctgl -0+ arctgo]: 271 _%) = 2_%;
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lnx:t,@:dt
X

x=0=t=Ilne=1

x=e’=t=Ine’* =2

2.4 Zadaci za vjezbu

1. Metodom supstitucije rjesite sljedece odredene integrale:

4
a) _[x\/xz +9dx 5 d)
0

2
Tl e)
b —sin—dx ;
N
Nr f)
C) jxsin(xz + )dx ;
Jr
Rjesenja
98
a —; d
) 3 )
b L o
C) 1;
f)

In5
i e dx

2x x ’
e —6e” +13

0|y

N

—In2;

g)

h)

g)

h)

costsin’ tdt ;

O o | N

3
dx
£2x+3'

| —

—In3.
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2.5 Parcijalna integracija kod odredenog integrala

Parcijalnu integraciju mozemo primjeniti i na odredene intagrale. Iz Newton — Leibnizove

formule (3) 11z
j[u'(x)v(x) + u(x)v’(x)]dx =u(x)v(x)+c
slijedi da je

b

[t ()v(x) + u(x)v' (x) Bx = u(b)v(b) — u(a)v(a) = u(x)v(x)

a

Q — >

Odatle je
b b

Iu(x)v'(x)dx =u(x)v(x) = _[ u'(x)v(x)dx,

a a

Sto opet krace zapisujemo:

b b b
Iudv:(u-v) —Ivdu. 4)
Primjer 4. Primjenom parcijalne integracije izraCunajmo sljedece odredene
integrale:
dx
2
e u=Inx,dv=—
Inx ’ Inx l.dx Inx dx
W [ ades i e B S Ly Py L
1 X d . dx 1 X 1 | X X x 1 1 X
V= —2,V ;
2
e ln—1—l| = —i—iﬂ —1—i
eZ 1 X1 62 eZ ez s
dx
; u = arcsin xdx, du = Lol
b) jarcsinxdx = y1-x?|=xarcsinx |—J. xdx
0 % V- x2

dv=dx,v=x

1—x? =¢*,—2xdx = 2tdt X

=lx=0=>t= :arcsin1+jdt=%—l;
0
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=| In(x + 3) X

2

dv=xdx:>v:%

1
u=ln(x+3):>du:xJr dx 2 i_ 2 dx
0 v 2 x+3

C) j.xln(x +3)dx =

2

1 2 1 2 1
=11n4—lj al dx=11n4—lj(x—3+ % av=tmac X sxiomx+3) || =
2 29 x+3 2 2| 2 0

o X+3 2

:lln4—l l—3+9ln4—9ln3 :lln4+§—2l 4+21 3—2—4ln4+21n3
2 202 2 4 2 2 4 2

thl‘
" etet — Y —1=¢, e'dx =2tdt, dx = h
d) J-exe lx:e X = J-ZI,‘tht_
0o € *3 x:0:>t:O,x=1n5:>t—2 o 7 +1+3
4-4 4 i
—2jt + —2jt + +2I dt 2t|—8 —arctg i‘
t* +4 t*+4 2 2 0
p/s
:4—4arctg1:4—4-2=4—7r.
2.6 Zadaci za vjezbu
1. Primjenom parcijalne integracije izraunajte sljedece odredene integrale:
3 1
a) [ xIn(x* ~1ydx ©) j In(x +1)dx
2 0
¢In’ x h
b [T ) [-3edr
X 0
Rjesenja
2) 2 — l; c) In4 —1;
2
1
b) 2 é; d) 5(616 —l).

e
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3 NEPRAVI INTEGRALI

Integral nenegativne funkcije f'na intervalu [a, b], I f(x)dx , jednak je povrSini onog podrucja

a

ispod grafa funkcije /', 1 znad osi x, koje se nalazi izmedu x = a 1 x = b. Ako pustimo da b ode u
beskonacnost, podrucje postaje neomedeno, kao Sto se vidi na sljedecoj slici:

a X

y

Slika 1
Osjencan dio ravnine ispod grafa je neogranicen, pa se na prvi pogled ¢ini da je i njegova

povrsina beskonacna. To je u nekim slu€ajevima tocno, ali moZze biti i krivi zakljucak, jer je
najveci dio tog skupa toliko tanak da mu je povrSina zanemarivo mala.

Primjer 1. a) Izracunajmo integral

koji je jednak povrsini podrucja koje se proteze nad intervalom [2, 5], do grafa funkcije

1
f)=—.
Jx
Kako je

Sto se dogada kada b — 0?

[ - (s - 2B -242.

kada b — oo, integral takoder tezi u beskonacnost jer je Il)im\/g =o0. Dakle je

lim de_gg(zx/_ )l\;_lgg(z\/_ +242)=co.

Medutim, prva misao da je povrs$ina neomedena podrucja beskonacna, kao ni ovaj primjer koji
to potvrduje, ne smiju nas zavarati. Primjer koji slijedi jasno ¢e nam pokazati da povrSina
neomedena podruc¢ja moze biti konacna.
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b) Izracunajmo integral

koji je jednak povrSini podrucja koje se proteze nad intervalom [1, 4], do grafa funkcije

fix)= Lz Sto se dogada kada b — «0? Kolika je povrina podruéja koje se proteze nad
X

neomedenim intervalom [ 1, co>, do grafa funkcije y = Lz ?
X

()

b
kada b — o, jer je llmé =0, integral I d—f tezi prema 1, dakle je
—>0 X
1

b b
lim [ = 1im(—lJ| = 1im[—l+1j =1.
b X b—w X /)1 bow b

Kako je

Naime, graf funkcije f{x) = % pod a) se priblizava osi x sporije nego graf funkcije f(x) = Lz
X X
pod b) pa je povrsina ispod njega beskonacna.
b
Ovaj nas primjer upucuje na to da granice odredenih integrala budu oo, pa npr. [l)im I d—f u
—>0 X
1

o0
. . . dx . .
gornjem primjeru, ozna¢imo sa I — 1uvedemo kao novu vrstu tzv. nepravih integrala na
X
1

neomedenim intervalima.
3.1 Integrali nad neomedenim intervalima

Ako je f(x) integrabilna na [a, b] za svaki b > a 1 ako postoji konacni limes
b
Jim [ 7o
onda se taj limes naziva nepravi integral funkcije f na skupu [a, +o0) 1 oznacava se s

J ey = lim [ f (). (M
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U tom slucaju jos se kaze da

[ rooas

da integral
[ £ (x)dx

divergira (ili ne postoji).

Sli¢no, ako je f(x) integrabilna na [a, b], za svaki a 1 b 1 ako postoji konac¢ni limes
b
lim j F(x)dx
onda se taj limes naziva nepravi integral funkcije f na skupu (—oo, b] 1 oznacava se s
b b
j f(x)dx = lim j F(x)dx .
Takoder se u tom slucaju kaze da

[ £ Gy

b
[ f()ax
divergira ili ne postoji.
Ako je f(x) integrabilna na [a, b], za svaki a 1 b 1 ako postoje konac¢ni limesi

c b
lim j f(@)dx i lim j f(x)dx,c e R,

onda postoji nepravi integral

[ 1o

)
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koji definiramo kao
Tf(x)dx = jf(x)dx + Tf(x)dx = lirgjf(x)dx + %iigjf(x)dx . 3)

gdje je ¢ bilo koja tocka tog intervala.

Ako je u tim izrazima limes desne strane konacan, odreden broj, kaze se da integral konvergira,
a ako takav broj ne postoji, da integral divergira.

Primjer 2.  Izracunajmo sljedece neprave integrale:

a) T dx :1imj

2
b
o 1+x e

b
= lim(arctgx)| = lim(arctgb - arcth) = % -0= % .
0

2 b—0 —>00

1+x

Drugim rje¢ima, povrSina ispod krivulje

1
x =
S 1+ x?
. 7
od 0 do « je jednaka —.
0 0 0
b [edr=lim [e*dr= lim (e*)] = lim (1-¢*)=1.
Povrsina ispod krivulje
fx)=¢'

od —oo do 0 jednaka je 1.

0 0
72 . 72
C) Ixe Ydx=lim |xe " dx =

a—>—wo
-0 a

0
= lim (—lexzj | =
a——o 2 a

— x> =t,xdx = —ldt
2

a——x

. 1 _a? 1 . .
= lim| -—+ ) e = 5 integral konvergira.

=1 +lim | ———=
x4+ 2x+2 s (x+1)" +1 bggo(x+l)2+l

—00 a

4 T dx . j~ dx v dx

0 b
= lim [arctg(x + l)] | + }ljim[arctg(x + l)] ‘ =
a——ow a —>0 0
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= lim [arctgl —arctg(a+ 1)]+ Il}im[arctg(b +1) - arctgl] = % - (— %) + % —% =7.

Postoji 1 drugi tip nepravog integrala. Ako graf od fima vertikalnu asimptotu u rubnoj tocki
intervala [a, b], onda integral

ji f(x)dx

nije definiran na uobi¢ajen nacin, jer funkcija nije omedena u okolini te rubne tocke,
tj. f{x) > +oc ili —oc, kada x — a ili x = b. I tu se susre¢emo s povrSinom neomedena podrugja,
Sto se proteze nad intervalom [a, b] ispod grafa funkcije f.

Podrucje je ovog puta neomedeno u smjeru osi y. Njegovu povrsinu opet mozemo pronaci kao
limes pravih integrala, a njega ¢emo opet zvati nepravim integralom.

Dakle postoje dva tipa nepravog integrala: ili podrucje integracije [a, b] nije konacno ili f(x)
nije kona¢na na danom podrucju integracije.

3.2 Integrali neomedenih funkcija

Promotrimo prvo slucaj kada je funkcija f neomedena na lijevom kraju intervala [a, b].tj.

lim f(x) = 0.

Ako je funkcija integrabilna za sve x € (a, b] 1 ako postoji konacan limes

lim j F(x)dx

a+e

onda se taj limes zove nepravi integral funkcija f na (a, b] 1 oznacava se kao obicni integral

j J(x)dx = lim j F(x)dx . (4)

a+ée

U tom slucaju, re¢i ¢emo da nepravi integral
b
[ £ ()

konvergira, a u suprotnom da divergira.
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Ako je funkcija f neomedena na desnom kraju intervala [a, b].tj.

lim £ (x) = oo,

1 ako je integrabilna za sve x € [a, b), a postoji konacan limes

b-¢

lim [/ (x)dx.
onda se taj limes zove nepravi integral funkcija fna [a, b) i 0znacava kao obi¢ni integral
b b—¢
[ fGodx = lim [ £ (5)

[ u ovom slucaju kazemo da nepravi integral konvergira, a ako je limes u danoj definiciji
jednak *oo ili ne postoji, kazemo da integral divergira, tj. ne postoji.

Geometrijska interpretacija nepravog integrala funkcije f na [a, b), kada f'nije ograni¢ena u b je
osjencani dio na slici

y=fx)

Slika 2

Promotrimo sada i slu¢aj kada je podintegralna funkcija neogranicena u nekoj tocki
c €{a, b), 1.

lim £ (x) = %o0.

X—>C

b
Tada se integral j f(x)dx rastavlja to¢kom ¢ € {a, b), na dva integrala

a

jf(x)dx 1 jf(x)dx.

koji su nepravi prama prethodnim definicijama.
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Dakle definiramo

j f(x)dx = j F(x)dx + j f(x)dx = lim j /(x)dx +lim j F(x)dx,

ct+e
kao nepravi integral.

Ako su limesi na desnoj strani konac¢ni kazemo da integral
b
[ £ ()

konvergira, a ako takav broj ne postoji integral divergira.

Geometrijska interpretacija ovog integrala je povrSina osjencanog lika na sljedecoj slici:

y

y=f(x)

a c b X
Slika 3

Primjer 3.  Ispitajmo konvergenciju sljedecih nepravih integrala:

2-

oc| = lim _11m(arcsm—) | =

geoj‘\/i

2) j- dx

1
/4_x x—>2 /

= hm[arcsm - 0} =arcsinl = %;

-0

—arcsin O} == hm[arcsm 2-

Iako je lik neogranicen, vidimo da je povrSina konac¢na i jednaka % Dakle

konvergira.

(6)
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1

1 1
b) jlnxdx = limInx =~ oc‘ =lim |Inxdv= lirr(}[xlnx—x” = lirr(}[llnl—l—glng+g]=
0 O+e &
1
Ing . & .
= 1-limelng = —1—lim—% = —1-lim =—1+limg =-1.
&0 &0 &0 e—>0
£ g’
Integral
1
Ilnxdx
konvergira.
0) [ ~[lim— = 0| = 0@+ E _lim 0f—+h j = hm(——) | +hm(—)|
71x2 x—0 x2 71x3 0 xz &0 !

divergira. Dakle, povr§inu ne mozemo izracunati tj. beskonacna je.

dx 1 Ydx  pdx “d T 1
o % -y =~ lx—ﬁoy—go[—ﬂgof— -
= l{hm(%—lj+lim(l——zﬂ—0,
>0 < >0 E
8 8 2\8 2
e) J.d = |lim —= =oc —hmj‘ﬂ_lim S| =2timl 4—g7 |=2 a6,
03 an\/_ £—0 3\/; e-0( 2 ! 2 &0 2

Primjer 4.  Izracunajmo sljede¢i odredeni integral supstitucijom tg% =t.

[
v d+4cosx
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Uz navedenu supstituciju znamo da je cosx =

Sada promjenimo jo$ i granice:

1—¢* dt
=
1+¢2 1+ ¢2

zax=0slijedidajet=1g0=0,azax=mjet = tg%:oo

Tada je
f[ :T 1 2dt T dt
< 5+4cosx 05+41—t21+t2 249
1+¢7

Dakle, dobili smo nepravi integral, kojeg mozemo rjesiti prema (1) pomocu limesa:

d 1
1mI 5 =—lim
b—mot +9 3b—>oo

Todt
J‘t2+9:

0

paje

3.3. Zadaci za vjezbu

|1 b
arctg | — llm arctg 3 arctg(
0

O e

l
I
Wy

5+4cosx

1. Izracunati sljedece neprave integrale:
0 +oc 1
dx dx >
a ; ) |———; Z
) Lx2+4 )-L(x2+1)2 o &
v XIn” x
1
b) Iarctgx d) J‘xlnz xdx ; L gy
0 D j 2 s
0 1 — X
2. Pokazati da sljedeéi nepravi integrali divergiraju:
oc oc 2
a) Imdx ¢) j”j‘ dx e)
1 X 1 x
oc 5 dx
b)  [cosxdr d) j =
2 0 X

_lz
3

5

03/(1-x)°
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Poglavlje 3. Nepravi integral

Rjesenja:
1.
T T
a) 2 ; c) 5 ;
2 1
b) %; )
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Poglavlje 4. Primjene odredenog integrala

4 PRIMJENE ODREDENOG INTEGRALA

4.1 PovrSina

4.1.1 Povrsina u pravokutnim koordinatama

Ako je neprekidna funkcija zadana u pravokutnim koordinatama jednadzbom

y =flx)ifix) 20,

onda se povrSina krivocrtnog trapeza omedenog tom krivuljom, pravcima x = a i
x = b, te osi apscisa od a do b odreduje formulom:

P= jf(x)dx. (1)

— y=f(x)

Slika 1.

Ako je

y =fix)ifix)<0,x € [a, b],

onda se povrSina izmedu osi x 1 grafa negativne funkcije omedene pravcima x =a i
x = b racuna tako da integriramo funkciju —f, a ne f:

P=- j F(x)dx . )
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N =A%)

Slika 2.

Neka je ¢ nultocka funkcije £, tj. f{c) = 0. Ako funkcija f mjenja predznak, tj. na djelu
intervala [a, b] od x = a do x = ¢ funkcija f{x) > 0, a na djelu intervala [a, b] od x = ¢ do

x = b funkcija f{x) < 0, tada je povrSina omedena grafom funkcije £, osi x, pravcimax =a i
x = b jednaka

P=P + P,= j F(x)dx - j F(x)dx. 3)

y=fx)
Pl

a C

x=a x=b
Slika 3.

Ako je podrucje nad intervalom [a, b] omedeno grafovima neprekinutih funkcija /1 g koje
ispunjavaju nejednakosti 0 < g(x) < fix) za x € [a, b], tada je povrSina takvog podrucja

P=[[/()- (o)l @
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y
" y=fx)
/
N
b X
x=a x=b
Slika 4.
Primjer 1. Izracunajmo povrsine podrucja omedena grafovima funkcija:

2
a) filx)= % 1 pravcima x = 1, x =3, y=0. Skicirajmo povrSinu.

Slika 5.

Iz slike se vidi da je povrsSina podrucja smjeStena nad intervalom [1, 3], pa je prema (1)

b) fx)=x"igkx)=x".
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Slika 6.

Povrs$ina podrucja, koje je smjesteno nad intervalom [0, 1] izmedu grafova funkcija f1 g
prema (4) je

1 1 2ol 111
P=szdx—jx3dx=___‘:___=_;
0 0 3 40 3 4 12
¢) fx)= 4x—x"ipravcimax=35,y=0.
y
1
5 X
Slika 7.
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Nultocke funkcije f'sux; =0 1x, =4, paje prema (3)

4

4
P =P +P= j(4x—x2)1’x+j;(x2—4x)2’x:(2x2—§J +(%3—2x2j5:

0 0 4

_2.16=34 15 505 %4 o 6-13:
3003 3

d) fix)= —x*+3x—21ipravcem y=—2x + 2.

Y
2\
0
2 4 x
-2
-6
Slika 8.

Grafovi tih funkcija se sjeku u apscisama u kojima je
> +3x—2="2x+2,
Odakle je
¥ —5x+4= 0,
pajex;=1lix,=4.

X

4 4 3 2 4
P= [(=x? +3x-2+2x-2)dx = [ (-’ +5x—4)dx=(—?+5x——4xj‘ -
1
1 1

2

:—ﬁ+@—8+l—§+4:2;
3 2 3 2 2
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e) fix)= % ipravcem x + 2y —5=0.

Rjesimo sustav jednadzbi y = 2 ix+2y—5=0, da bismo dobili presjecne tocke zadanih
X

krivulja. Slijedi kvadratna jednadzba

X —5x+4=0,

¢ija surjeSenja x; = 1 1 x, = 4. Presjecne tocke su A(1, 2) 1 B(4, 5 ). Prema (4) je:

/=

—4410-2In4+ -2 2n1=1221n4;
4 2 4

) flx)= %&(3—x) od x; =0 dox,=3.

y

1 ?\ X

Slika 10.

Podrucje definicije funkcije fje O(f) = [0, o), nul-tocke sux; =0 1 x, = 3, pa se povrsina
koju trazimo nalazi izmedu nul-tocaka. Prema (1) je:
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3
P = J‘ X - x— —gx2 —lgx
3 35

g) IzraCunajmo povrSinu omedenu elipsom: —-+ < 2
a’
Eksplicitni oblik krivulje iznad osi OX je:

yzé (02 — 52
a

T
\\-b

-a

7

Slika 11.
o x =asint,dx = acostdt b%
P=4p, = J—\/az —x’dx=|x=a=sint=0,t=0 =4—Jacost-acostdt =
0 4 . /4 @
x=a=sint=1t=—
B B 3
= 4abJ‘cos2 tdt = 4abjwdt = Zab[t _sn 2 =abr,
0 -0
pa je povrsina ehpse —+ )b;—z =1 jednaka P =abr.
a’
Primjer 2. IzraCunajmo povrsSinu podrucja omedenu grafovima funkcija
X2
X)= 1g(x)=—.
J(x) 2 g(x) >

Grafovi se sjeku u tockama gdje je
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Slijedi da je
*+xr-2=0,

a realna rjesenje ove jednadzbe su x; = 11 x, =—1, pa su presjecne tocke

1., 1
AL )iB(, ).

y
1
A 0,5 B
-1 1 X
Slika 12.
Primjenom formule (4) slijedi da je
1 1.2 371
dx X X 1 -1 = = =«
P= — | —dx=|arctg —— || = arctgl —arctg(-1) - | ——— |=—+—=———.
£1+x2 £2 { & 6}[ & g()[6 6} 4 4 2 3
Primjer 3. a) Izra¢unajmo povrsinu podruc¢ja omedeno grafom funkcije

flx) = e, tangentom iz ishodi$ta na tu krivulju i asimptotom te krivulje.

N

1 X

Slika 13.

Jednadzba pravca tangente kroz ishodiste je

y=kx
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Jerje k=)'(xo)= —e °, gdje je A(xo, fixo)) tocka u kojoj tangenta dodiruje graf funkcije
flx)=e". Kako je yo=1flxo) = e °, slijedi da je

e 0=—_¢ Oy
pajexo=1,ayo=/flxo) =e, tj.:
A(-1,e).
Slijedi da je jednadZba tangente
y=—ex

Horizontalna asimptota funkcije fix) = e " je pravac y = 0, jer je lime ™ =0

vrsinu éja i =e¢ zaxe [- znaci .
Povr$inu podruéja ispod Y za 1, o) ozna¢imo sa P:

b

P, = j:y(x)dx = ]Ee"dx = llyi_Igj:e"dx = —})i_r)rocl(e”‘)
a -1

-1

=—lim(e” —e)=0+e=c.

b—oc

-1

Povrsinu podrucja ispod tangente y = —ex za xe [—1, 0] oznacimo sa P; i ono predstavlja
povrsinu trokuta, pa je

p-ab_|Zle_e
2 2 2
Ukupna povrsina podrucja koje smo trazili je
P=P,-P=e- =%,
2 2

b) Izracunajmo povrSinu podruc¢ja omedenu grafovima funkcija

1
sin x

fx)=

1g(x) = ctgx,

odx=0dox

(SRS
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y
1
1 T T| X
2
Slika 14.
Prema formuli (4) je
Z 3 _ 5 sin>
P=P1—P2=J.[ ‘1 —ctngdleim ! _cosxdx:lim 2dx:
o \SIn X &0 sin x &0 X
£ o Cosi
X % V4
=-2limlncos—| = —2(limln cos——limlIncos 5) =In2.
-0 2 -0 4 -0

&

. . . . 2. .
¢) Izraunajmo povrsinu podru¢ja omedenu grafom funkcije f{x) = x° -e~*" i njenom
asimptotom.

T T
\/ 1 X

Slika 15.

Funkcija fje neparna pa je graf simetrican s obzirom na ishodiste koordinatnog sustava
.. 3 52 x3
Funkcija filx)= x" -e™ =

X

e
lim f(x)=0. Iz slike se vidi da je povrSina jednaka

ima horizontalnu asimptotu pravac y = 0, jer je

2
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b

i 3 —x2 . 3 —x2
PZZIxe dx=2]l)1m x’e™ dx.
0

.. 2 . C e, ..
Neodredeni integral I x’e™ dx mozemo rjesiti tako da prvo primjenimo metodu

supstitucije, a zatim parcijalne integracije:
2 2 1
J-x3e”‘ dx = J‘xze”‘ xdx = ‘— x* =t,—2xdx = dt‘ = —Ejte’dtz

u=t,du=dt
:—%(te’ —e’):—%e"2 (1+x7).

e'dt=dv,v=e¢'

Sada je

b

b 2 2
lim [ x’e ™ dx = lim| -~ e~ (1+x7) |=—11im LSRN R S R L O
b—>0 b—>0 2 o 2 b eb 2 box» eb 2

paje P=1.

4.1.2 Zadaci za vjezbu

—

. Izradunajte povr§inu omedenu grafom funkcije flx)=x>+x+ 1, te pravcima x =0,
=1liy=0.

=

2. IzraGunajte povriinu omedenu grafom funkcije f{x) = 2x — x* i pravcem y = — x.
3. Izradunajte povr$inu omedenu krivuljom x =6 — y —* i osi y.
4. Izralunajte povriinu omedenu krivuljama y* =2x + 1iy=x—1.

5. U totkama pravca x — y + 1 = 0 i parabole y = x* — 4x + 5 povudene su tangente na
parabolu. Izracunajte povrSinu omedenu parabolom i tangentama.

6. Izraunajte povriinu omedenu krivuljama x* = 4y i y* = 4x.

7. lzracunajte povrSinu omedenu grafom funkcije f(x) =

ipravcemx +y = 6.

8. Izradunajte povrsinu omedenu krivuljama y = —x*+4x -3 iy = %xz — %x -3.

2
9. Izracunajte povrsinu omedenu krivuljom y = 1 0six.

1+ x?
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Rjesenja:
1
11 9
_ 2 _ 1. 5. P=—;
1. P—!(x +x+l)dx—6, 4
16
2. p=2 ; 6. P= 3’
2
, . 7. P=4-3In3;
5
3. P=I(6—y—y2)dy=?; .
-3 8. P=—;
3
3 2
y =1 16
4, P= +1)——ldy=—13 =7
fl[(y) 2} 5 9. P=m-2.
4.1.3 PovrSina u parametarskim koordinatama
Povrsina ispod krivulje zadane parametarski sa
{x = (t)
y=y)
gdje je y(f) = 0 na intervalu [¢, t,], dana je sa
b t,
P= [ ydx=[y0)¢'()di 5)
a 4
gdje se ¢ 1 t, odreduju iz jednakosti
a=¢(h)
b= ¢(ty).
Primjer 4. a) Ako je elipsa zadana parametarski
X =acost
y =bsint
prema formuli (5) ¢e dio elipse u prvom kvadrantu biti
1 2 2 21+ cos2t ab sin 2¢ 7 V4
—Pi= |y (t)dt =ab|cos’tdt =ab|—————dt =—| t - =ab~—,
41£w()¢() a{ a{ : 2[ 2}0(14

pa je povrSina elipse P =4P,=abr.
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b) Ako se krug radijusar a kotrlja (bez klizanja) po pravcu, onda tocka na rubu tog kruga
opisuje krivulju ¢ija je jednadzba dana parametarski:

x=a(t—sint)
, <2m.
y=a(l—cost)
Tu krivulju nazivamo cikloidom.
y
2a
0 2an x

Slika 16.
Naci povrsinu ispod jednog luka cikloide. Prema (5) slijedi da je

P= j ydx = j y(Ox'(t)dt =

1

2z 2
= Ja(l—cost)a(l—cost)dt =a’ J(l—cost)zdt =a’ j(1—2cost +cos’ t)dt =
0 0 0

2z . 2z
+jl+cos2tdt EPYET. 1(t+s1n2tj
A 22

2

=a’| (¢ - 2sint) =3a’r.

0

4.1.4 PovrSina u polarnim koordinatama

Kada je neprekidna funkcija zadana u polarnim koordinatama

r=r(¢)

tada je povrsina isjecka AOB ograni¢ena lukom krivulje » = (@) i s dva polarna radijusa
OA 1 OB kojima odgovaraju kutevi ¢, 1 ¢ dana sa

1 P2
S j r(p)]d (6)
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4 B
P A
r=r()
0 X
Slika 17.
Primjer 5. a) Izra¢unajmo povrsinu lika omedenog kardioidom
r=a(l + cosg).
Y
r
¢
0 2a| x
Slika 18.

Kako je povrsina iznad i ispod x-osi jednaka, a krivulja je zadana u polarnim
koordinatama, prema (6) je ukupna povrSina koja je omedena kardioidom jednaka:

P=2 %Iaz(l+cos¢>)2d(p=a{fd¢+j2cosqxz’¢+jcos2(pd(p]:
0 0 0 0
_ 7 Tl4cos2p B P 3 ‘
- a{(¢+2°05€ﬂ)0+57d¢} = az(ﬂ+5+zz[c052(pd<0J —Eazﬂ,

b) Izradunajmo veéi dio povriine lika omedenog kruznicom x* + y* — 2ay = 0 i pravcem
y = x u polarnim koordinatama.
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KruZznicu
X+ y2 —2ay=0
izrazimo u polarnim koordinatama u kojima je:

X =rcosQ
y = rsing:

Jer je u polarnim koordinatama X+ y2 =7, slijedi da jednadzbu zadane kruznice mozemo
napisati kao

r* —2arsing =0,
odakle je
r = 2asing,

jednadZzba pomaknute kruznice po osi y za a, sa srediStem u S(0, @) 1 radijusom a, tj
.tangira os OX u ishodistu.

2a

0
/ x

Slika 19.
Dio ravnine izmedu pravca
y=x
1 kruznice
P+ (y—al=d
odnosno

r = 2asing,
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nalazi se izmedu polarnih kuteva ¢, = % 1 ¢ = 7, pa je povrsina koju trazimo prema (6)

jednaka:

1- cosZgod [(p_sinZgoT_

——J- *do =— J-4a sin® gpdop = 2a J-

T 2 T
4 4 4
= r-E Y in2r—sinZ :a—(37z+2).
4 2 2 4
Primjer 6. Nadimo manju povrsinu izmedu
X +y" =81
Xt =2y,

koriste¢i polarne koordinate.

Slika 20.

2
. . . . X : . .
Presje¢ne tocke grafova kruznice x* + y* = 8 i parabole y = 5 nalazimo rjeSavanjem

sustava te dvije jednadzbe. U tu svrhu uvrstimo x” iz jednadzbe parabole u jednadzbu
kruznice, slijedi

V' +2y—8=0,
odakle je y =2, za koji je x; = -2 1 x, = 2. Pa su presje¢ne tocke:
A(-2,2) 1 B(2,2).
U polarnim koordinatama je:

x2+y2=8

r* =8,
pa je jednadzba centralne kruznice radijusa 2 V2 u polarnim koordinatama dana sa

r:2\/5.
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Ako sada i jednadZbu parabolu x* = 2y izrazimo u polarnim koordinatama, slijedi da je
r*cos’ @ =2rsing,
pa je jednadzba zadane parabole u polarnim koordinatama

_ 2sing

cos’ @
.. .. .. .. ) ) ) s N
Povr§inu podruéja, koje je smjesteno izmedu polarne osi ¢ =0i @= % » @ ograniceno

2sin@
cos’ @

parabolom 7 = , 0zna¢imo sa P;. Povrsinu podrucja, koje je smjeSteno izmedu

: T . p/a . " o
polarne osi ¢ = " 1= 2 a ogranic¢eno kruznicom » = 242, oznagimo sa P,.Ukupna

povrsina je tada jednaka:

:2(P1+P2),
gdje je
1 4sin’ 4sin" ¢, —cos’ 1-cos” g, 4 do 4 do
R=yrdp=3 I —2I B N el bl
\ cos’ @ . cos’ @ , COS @ | cos” @
f ; i

= Z{Ig(p + th(p - tg(p}

w | N

=2 [(+1g’p)d(12p) g9
0

(=]

dok je

7Z'

=—j 2dep = — jsd(p 4(———) T,

4
paje

P:2(£+7Z')=27Z'+i.
3 3
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4.1.5 Zadaci za vjezbu

1. IzraCunajte povrSinu omedenu grafom funkcija:

a) 7= acose, akoje—z <p< Z;
2 2
b) 7= acos2 e, akoje—zﬁ @< Z;
4 4
. 2r
C) r=acos3p,akoje —< < —.
3 3
RjesSenja:
1 a azﬁ; b azﬁ; c azi.
) 4 ) 8 ) 12

4.2 Duljina luka Kkrivulje

Problem odredivanja duljine luka kruznice i jo$ nekih drugih krivulja, pojavio se jo$ kod
Grka, da bi u 17. stoljecu to bio jedan od problema na kome se razvijao diferencijabilni 1

integralni racun.
4.2.1 Duljina luka u pravokutnim koordinatama

Neka je
fila,b] > R

neprekidna funkcija.
Skup svih tocaka grafa funkcije f:

(x, fix)), x € [a, b]

nazivamo njezinim lukom.
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— y=f(x)

fta) f1b)

Slika 21.

Podjelimo interval [a, b], a < b, na n djelova tockama xi, x, ... , X, 1, X,, tako da je
A=X0<X1<X2 < ... <Xp1< X, = b.
Tockama x;, x,, ..., X,-1, X, na osi x odgovaraju tocke na grafu
A= T(), Tl, T2, ey Tn:B

Udaljenost tocaka Ty 1(xx1, flxe-1)) 1 Tilor, fxx)) je

di = (e, =5, P+ (F(x)— f(x )

Suma svih udaljenosti d je tada

ZJ —x P+ ()= S ))

Oznacimo sa s skup brojeva s, koje dobivamo za razlicite izbore toc¢aka Ty, 71, T, ..., T).
Ako broj tocaka tezi prema oo, tada udaljenosti dj teze prema nuli 1 vrijedi sljedeéi teorem:

Teorem Neka je f: [a, b] > R neprekidna funkcija, koja ima neprekidnu derivaciju u
(a, b).

Duljina luka s krivulje y = f(x) izmedu tocaka A4 i B s apscisamax=aix=>b (a <b) je
broj:

b
S:j 1+y"%dx. (7)

Dokaz: Udaljenost

di = \/(xk Xy 1) (f(xk) S(x 1)) \/1+(f(xk)_f(xk1)J (xk _xk—l)‘

X = Xpa
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Prema Lagrangeovom teoremu

(f&»—wa)

j:f (), Xk 1< ¢k < Xgs
X =X

paje

di = \/1+(f'(ck) )2 (xk _xk—l)‘

Integralna suma
— C ' 2
su= 2 L+ [f ()] (x, —x,00)
k=1

Limes integralne sume u (?) kadan — +o0, a (xy —x4-1) > O zasvakik=1,2, ... , n,

¢e tada biti integral funkcije 4/1+ (f"(x) ) na [a, b]. Slijedi da je:
b
5= J 1+y"%dx.

Primjer 7. a) Na¢i duljinu luka astroide

-a
Slika 22.

1z opéeg oblika astroide slijedi njezin eksplicitni oblik:

3
EREA:
y:(a3 _XSJ )
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odakle je

pa je duljina luka astroide

b) Odrediti duljinu luka krivulje zadane eksplicitno:
y=+/x—x> +arcsinyx , od x=0dox=4.
Derivacija zadane funkcije je:

)= 1-2x N 1 1 [1-x
2Wx - x° V1—x 24x x

pa je primjenom formule (7)

Primjer 8. Nac¢i duljinu luka s krivulje y = arcsine * od x =0 do x = 1
Kako je
’ —e’
r l—e™
to je

*2 ’ 1 —e™® 2 1 e—2x 1 l_e—2X+e—2x
S:J- 1+y2dx_~([\/l+(WJ dx=£,1+1_e_2xdx=.([ de:

X1
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vy e' =t e’dx=dl| p
C = 0=r=1 :I ! :ln(t+\/t2—1)
1

x=1l=>t=e

=In(e++e* —1)—In(1++/1° —=1) = In(e +e* -1).

1
B dx
_lx/l—ez"

4.2.2 Duljina luka u parametarskim koordinatama

Duljina luka s krivulje zadane u parametarskom obliku:

{x = (1)
y=w()

gdje sux = ¢ () 1 y = y(¢) neprekidno derivabilne funkcije je:
)
s = J‘w/x'z +y"?dt,
1

vrijednosti parametra ¢, i #, odgovaraju krajevima luka.

Primjer 9. a) Odredimo duljinu luka krivulje zadane parametarski:

izmedu toCaka presjeka sa osi apscisa.
Zay=0je:

%(t2 —3) = 0.

Slijedi da su tocke presjeka sa osi x
l‘1:0il‘2,3:i\/§.

S druge strane jex' =21y = — 1 paje

V3 3 NG
szzf x'2+y'2dt=2f\/t4+2t2+ld =2f(t2+l)dt=2(§+tj
0 0 0

[}

b) Duljina luka astroide zadane parametarski:

x=acos’t
y=asin’ ¢t

(8)

Mr.sc. Petronila Lokner

85



Poglavlje 4. Primjene odredenog integrala

Jer je

X' =-3 acos’t sint
y' = 3asin’tcost,

azax=0,cost =0,pajet= %, dok za x =a je cost =1, paje t =0, slijedi da je

T T
1 : : i : :
—5= I\/9a2 cos* tsin’ t +9a’ sin” tcos’ tdt = J.\/9a2 cos’ tsin’ ¢+ (sin” t + cos” t )dt =
4 0 0
L L ™
2 2 2
. 3 . 3 —cos2t 3 3
= 3ajsmtcostdt =—ajsm2tdt =—a =—a(— cos7r+c050):—a ,
) 24 2 2

0

pa je duljina luka astroide s = 6a.

4.2.3 Zadaci za vjezbu

1. Nadite duljinu luka krivulje zadane eksplicitno:

a) y=§\/x—3, odx =3dox=8§;

b) = Insin(x — 1), izmedu toéaka x; = 1 + % in=1+2%.

3

2. Nadite duljinu luka krivulje zadane parametarski:

t
x=—\t

(" -3)
a) y= 3 odty, = 0dor,=3;
y:t2+2

<t<m.

b) _ x:(tz—Z)sint+2tcost 0
g y=(2—t2)cost+2tsint,

RjeSenja:

1. a) s=12§; b) s =1In3.
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4.3 Volumen rotacijskog tijela

Neka je £ [a, b]—> R neprekinuta nenegativna funkcija. Zelimo izradunati volumen
rotacionog tijela koje nastaje rotacijom oko x osi povrSine P omedene grafom funkcije f,
osi x, te pravcima x =a i x = b.

y

Slika 23.

Podijelimo tijelo ravninama okomitom na os x na n tankih dijelova, te svaki dio
aproksimiramo tankim valjkom. Ako su dijelovi jako tanki, ta je aproksimacija dobra.
Zatim zbrojimo volumene tih valjaka i dobijemo aproksimacije volumena rotacijskog
tijela. Aproksimacija je tim bolja $to je n veéi, tj. Sto je veci broj dijelova na koje smo
podijelili tijelo. Ponovimo opisani postupak korak po korak.
Podijelimo interval [a, b] na n dijelova tako da je
Iz svakog intervala [x; 1, x;], i =1, ..., n izaberimo po jednu tocku #; € [x;_1, x;].
Volumen tankog valjka visine Ax; = x; — x; | 1 radijusa f{¢;) iznosi

Vi=[An)]* Avim
Zbrojimo li dobivene volumene, dobivamo

S= Y7 =Y 1) A

i=1

S, je integralna suma funkcije g(x) = [ (x)] *7, pa je

b
lim S, = 7Z'J. F(x)dx.
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Dakle, volumen tijela koje nastaje rotacijom oko x - osi povrSine omedeno grafom
funkecije f, x - osi, te pravcima x = a, x = b jednak je

b

v=n[lreofdr. )

a

Na sli¢an nac¢in dobivamo i1 formulu za volumen tijela koje nastaje rotacijom povrsine P
oko y - osi:

Slika 24.

V=27 xf(x)dx (10)

Ako povrsina omedena grafom funkcije y = f(x), pravcem x=0 tj. y - osi, te pravcima
y=c1y=d rotira oko y - osi, kao §to se vidi na slici 25.,

y

Slika 25.
volumen tako nastalog tijela je jednak:

v=r[xdy=x[[r" 0]y (11)
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Primjer 10. IzraCunajmo volumen tijela koje nastaje rotacijom oko x - osi
povrsine omedene grafom funkcije

a) fixy=sinxna[0, 7]1y=0

Skicirajmo povrsinu koja rotira

y
1
y=sin x
TN\ X
Slika 26.
Prema formuli volumen rotacijskog tijela jednak je
T, T1—cos2x x 1. T 7z
V= n.[sm xdx = ﬂj4dx =7(=——sin2x) | =—
0 0 2 2 4 0 2

b) f(x)=ctgx, te pravcima x = % 1y=0

Skicirajmo povrsinu koja rotira.

y
1

&3

Slika 27.
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Prema formuli volumen tijela jednak je

2 1 2 2 2
V= J- ctg’xdx=r1 ﬂdx 7( I dx J- dx)=rn(—ctgx—x) | =
" 7 sin’x Jsinx o .
r 3 3 7 I
4
Zﬂ(—ctg£+ctg£—£+£) -r-Z.
2 4 2 4 4

¢c) fix)y=e ", tepravcimay=x+1,x=21iy=0.

Nacrtajmo povrsinu koja rotira, a omedena je sa zadanim krivuljama.

y

Slika 28.

Volumen tijela koji nastaje rotacijom povrSine P oko x - osi, a koja se sastoji od dvije
povrSine oznacene na slici 28.,dobit ¢emo kao zbroj volumena dvaju tijela koji nastaju
rotacijom tih dviju povrSina:

2 3 0
V= ﬂj(x+1) dx+7zj dx ﬁ_[(x +2x+1)dx+7r_[ Hdx = 7[(—+x + X) e 2
-1 -1
Sr o«
—7z——1+1 ~Z (e -1 ——+£—£e’4 = Tt
( ) ( ) ) P
Primjer 11. IzraCunajmo volumen tijela koje nastaje rotacijom oko y - osi povrSine

omedene grafom funkcije
a) flx)=x"ipravcimax=0iy=4

Skicirajmo povrsinu koja rotira
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Slika 29.

Inverzna funkcija y = x% x>0 je x = \/; , pa prema formuli (11) imamo

7 4

V= ﬂszdy = ﬂjydy = 7Z'y—
0 0 2

=87

0

b) j(x)=1n§,tepravcimax=0,y=—1iy=0.

Nacrtajmo povrsinu koja rotira

Slika 30.

Inverzna funkcija funkcije f{x) = lng jex=2¢". Prema formuli (11) volumen tijela je

V= ﬂ])‘(2ey)2dy = 47[])‘62)’dy=47z% 0 = 27z(e0 - e’z)z 27[(1 —e’z).
e e

-1
¢) flx)=3" tepravcimax=0,x=1iy=0.

Skicirajmo povrSinu
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y
3
1
T
-1 1 x
Slika 31.
Prema formuli (10) imamo da je
| u=x,du=dx 1 1
X 3X 1 X
V:27r_|.x3 dx= 3¥|= 27 x|—— 3%dx
0 dv:3xdx,v:j3xdx:ﬁ In3 | In3y
n

.1 1
24 > x| - L3 =272(3 3! j=2”(3— 2).
In3 ' In° 3 In3 In“3 In°3 In3 In3

0

Prema formuli (11) imamo da je taj isti volumen jednak:

1
In*3

V:ﬂj.lzdx—ﬂ j.lnz ydy .
0 1

Jednostavnim racunom ¢emo dobiti isti rezultat.

X . .
d) f(x)=cos B te koordinatnim osima.
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Osnovni period funkcije fix) = cos% je = 4, pa ¢e povrSina koja rotira biti kao na

N\§1|[§)

sljedecoj slici:

Slika 32.

Slijedi da je volumen tijela koji nastaje rotacijom povrSine P oko y - osi, prema (10)
jednak:

| . u=2x,du=dx S T
V =2r|xcos—dx= =2 ——|sin—dx |=
.[ 2 dvzcosmdx,vzzsinﬂ ( 7['!‘ 2 J
V4
| 8 x| 8
=4xsin—|+—cos—|=4——.
o 2 o T

e) fix)= x, g(x)= V4—3x teosix

Odredimo domene funkcije, sjeciste grafova, te nacrtajmo povrSinu koja rotira. Lako se

vidi da je podru¢je definicije Dy= [0, +o0) i Dy = (-0, %].

Buduc¢i da apscisa sjecista grafa krivulja zadovoljava jednadzbu
Vx =+4-3x

kvadriranjem dobivamo x =4 — 3x

tj. apscisa sjeciSta je x = 1. Ordinata sjecista je f{1) = 1
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Slika 33.

Pomocu formule (10) dobivamo da je volumen tijela koji nastaje rotacijom povrsine P oko
¥ - 0sl

4
1 3
V= 27rJ. xJxdx + 27r.[ x4 —3xdx
0 0

Drugi integral rijesit ¢emo supstitucijom 4 — 3x = ¢, — 3dx = t. Prema tome je

P2 27204t\/— (2 8z 2mpl
V=2rm|x%dx—— | (——)tdt =27 | x%dx —— | t3dt + — | t3dt =
N i e e |
_4m S| 16z 3| 4r 3| _d4n 16z 4z _176
5 27 45 5 27 45 135

Isti rezultat smo mogli dobiti prema (11) koriste¢i inverzne funkcije x = y*i x = % 4-

7). Tada je:
1
V= 7[‘!{%(4_)}2)2 —yz}dy .

Neka su funkcije f1 g neprekinute na [a, b] 1 f(x) > g(x) za svaki x € [a, b].
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\

Slika 34.

Budu¢i da povrsinu P dobivamo oduzimanjem povrsine ispod grafa funkcije g od povrsine
ispod grafa funkcije f, isto je i s volumenima rotacijskih tijela koja se dobiju rotacijom tih
povrsina. Prema tome, ako povrSina P rotira oko x - osi volumen nastalog tijela je

b
V=z[(/(0) - g(@) ) (12)
Ako povrSina P rotira oko y - osi, onda je volumen tijela
b
V=2rx j x(f(x) = g(x))dx. (13)

Primjer 12. Odredimo volumen tijela koje nastaje rotacijom povrSine omedene grafom
funkcije f{x) = sinx na [0,%], te praveimay=11ix=0

a) oko x — osi

b) oko y - osi

a) Skicirajmo povrsinu koja rotira oko x - osi
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(]

Slika 35.

Volumen tijela koje nastaje rotacijom povrSine oko x - osi prema (12) je:

T

1+cos2x T

3 3
V =rx|(1-sin’ x)dx = ﬂjcoszxdx = ﬂj‘dx =X
0 0

Eh s IR

2

(=]

b) Skicirajmo povrsinu koja rotira oko y - osi:

Slika 36.

S|

Mr.sc. Petronila Lokner

96



Poglavlje 4. Primjene odredenog integrala

Volumen rotacijskog tijela premna (13) je:

a a a

2 2 2
V= 27rjx(1 —sinx)dx = 27rjxdx— 272J.xsin xdx .
0 0 0

Posljednji integral rijeSit ¢emo metodom parcijalne integracije tako da stavimo

u =x, dv = sinxdx
du=dx,v=—cosx

Prema tome
2 2 % 7 2 3
V=m*|-2m(-xcosx | + Icosxdx) =" 27(0+sinx|)="—-27.
4 4
0 0 0 0
Primjer 13. IzraCunajmo volumen tijela koje nastaje rotacijom povrSine omedene

X

grafom funkcije f{x) = e?2, te pravcimax =01y =e.
a) oko x — osi
b) oko y - osi

a) Povrsina koja rotira oko x - osi prikazana je na sljedecoj slici:

Slika 37.
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Prema (12) volumen rotacijskog tijela je:
2 x 2 2 2

V= 7ZJ-|:€2 —(ez)z}dx = 7ZJ-(e2 —e")dx = ﬂezjdx—ﬁjexdx =
0 0 0 0

2 2
— e
0 0

= me’x =rQ2e’* —e* +1)=rx(e* +1).

b) Povrsina koja rotira oko y - osi prikazana je na sljedecoj slici:

Yy
e
1
2 X
Slika 38.

Kako je /~'(v) = 21ny, slijedi da je
V= ﬂj(Zlny)zdy = 47zjln2ydy.
1 1

Kako smo posljednji integral rijesili u Poglavlju 1. Primjeru 10. a), to je

e

V=4r(yln®* y-2ylny+2y)|=4r(e—0-2e+0+2e—-2)=4r(e-2).

1

Primjer 14. IzraCunajmo volumen tijela nastalog rotacijom

y=4/cosx

. T
oko x-osi, x €| ——,—|.
[ 2 2}
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Prema (9) je

|y

— N

V= 7Z'j.y2dx=7l'

cos xdx = 7z(sin x)

. T T
=zx|sin—-—sin| —— | |=2x.
,z { 2 (2H

z _
2 2

oy

4.3.1 Zadaci za vjezbu

1. Izracunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko x-osi povrSine omedene grafom
funkcije:

a) flx)=4x",tepravcimax=01y= 16;

b) Ax)=x"1i grafom funkcije g(x) = 4x - x*;

c) filx)=sin2x,0<x< — ipravcemy = 0.

z

2

2. lIzracunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom povrsine omedene krivuljom
4x*+ 9" = 36:

a) oko x-osi;

b) oko y-osi.

3. IzraCunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko y-osi povrSine omedene
krivuljamax=9-3% x—y—7=0ix=0.

Rjesenja:
2
1. a) Vzm; b) V=32—ﬂ; c) V= T
5 3 4
2. a) V'=16m; b) V'=24r.
3. =297
5
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