Naprezanje v dOva pravea’
OpSte stanje napona

Tenzor napona

Ore Try Taz Ope Ozy Ogz Toy = Tyx
Tyxr Oyy  Tyz Oyx Oyy Oyz Trz = Tex
,  AZ | Tzx Tzy Ozz | | Ozax Ozy Ozz Tyz = Tzy
TR:\—%—\
5 Yo A Znacenje indeksa
AN > irﬂ, 5z
e Lt [ . . . v e . . .
- | 1 e Normalni napon: indeksi pokazuju povriinu na koju djeluje.
vz
<t |“,‘ N Tangencijalni napon: prvi indeks pokazuje povrSinu na koju napon
T T, -\H. . . . . . .
¥ T bV LN djeluje, a drugi pravac u kojem djeluje.
Tzx
Ozz
Tz Konvencija o predznaku napona
X Normalni napon je pozitivan ako se njegov smjer poklapa sa

smjerom vanjske normale na elementu povrSine

Tangencijalni napon je pozitivan ako je na gornjoj i desnoj
povrsini elementa usmjeren ka pozitivnom smjeru ose.

*Grupa autora, Elastostatika I, Tehnicki fakultet, Biha¢, 2003
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Naprezanje v dOva pravea’

Ravno stanje napona

Ravno stanje napona — jedinstveno predstavljeno s dvije komponente normalnog napona 1 jednom
komponentom tangencijalnog napona koji djeluju na element s odredenim poloZajem u tacki

elementa.
V )
y ’ .‘""l\/ H— ¥
“ L - L{-JTT.
oy
' — Tyx
=T
T_u’l—l—h- Txy
T || T
Ty =n | 10 |x} ay 4—{& O 1 {JE
"‘_---l I’__._..-J——— —— | —— T X
/*)i = . Txy
Ty e
’Ef// Lo~ tmmma Tyx
l'u—‘t‘ L 'UT‘F
Xy yx N 1%
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Naprezanje v dva praveca

Naponi na kosoj ravni

Vi I

o — L

¥

N <
T Ap sec
E5h o) \
Ly f le
o, Ag sec ) '-,I
|
N x

“—
TyrAg tan 6 I
ayAg tan

Z-)‘1)’1

2F

o
l O \\ l_r ZF

=0

o, 4,sec(0)—o, 4, cos(0)—7,,4,sin(0) +
—o0,4,tg(0)sin(0) — 7, A tg(&)cos(d) =0
=0

ni

7., 4ysec(0)+o A4, sin(0) -7 A, cos(0)+
—o0,4tg(6)cos(0) + 7, A4,tg(6)sin(6) =0

=0, cos’(0)+ o, sin’ () + 27, sin(d) cos(6)

=—(o, - O'y) sin(&) cos(d) + ZTyx (cos’(8) —sin’(0))

3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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Naprezanje v dva praveca

Naponi na kosoj ravni

o, =0, cos’(0)+o ; sin’(6)+ 27 1 SIn(&) cos(0)

=—(0, —0,)sin(0)cos() + 27, (cos’(0) —sin’(0))

z-x1)/1

cos’(0) = %(1 + c0s(26)) sin® () = %(l —co0s(20))

(3.3)
(3.4)

sin(f)cos(f) = %sin(ZQ)

o.+0, O, -0 .
o, = L+ = c0s(20) + 7 sin(26)
1 2 2 24
o,—0,

=— 5 sin(260) + 7, cos(20)

1N

(3.5)

(3.6)
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Naprezanje v dva praveca

Naponi na kosoj ravni

_o.,to, 0,-0

X y .
o, = T3 cos(20) -z, sin(20) (3.6)
o, to, =0,+0, (3.7)
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Naprezanje v dva praveca

Glavni normaini naponi i najvedi tangencijaini naponi

_o,to, O0,-0

0, === cos(20)+7,, sin(20) (3.5)
do, ,
N =—(o,—0,)sin(20) + 27, cos(20) T 0 (3.8)
27
(3.8) >  gRay)=—>" G:9)
c,—0,

* Ugao « odreduje ravan maksimalnog/minimalnog normalnog napona

* Jednacina (3.9) ima dva korijena u domenu (0,27), a oni ovise od predznaka 7,1 (o,-0,) — ovi
korijeni se nazivaju 1 uglovi glavnih ravni
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Naprezanje v dva praveca

Glavni normaini naponi i najvedi tangencijaini naponi

o= Ly % cos(20) + r_, sin(26)
X 2 Xy

o.—0, .
Ty =~ 5 sin(26) + 7, cos(26)

o, ,+t0, =0,+0,=0,+0,

U ravni glavnih normalnih napona ne djeluju

tangencijalni naponi, tj. 7,,=0

(3.5)
(3.6)

(3.7)

(3.10)

(3.11)
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Naprezanje v dva praveca

Glavni normaini naponi i najvedi tangencijaini naponi

c,.—0, .
=— 5 sin(26) + 7, cos(26)

25041

deU’l 1
AN =—(o, - o, )cos(26) - 2rxy sin(26)

do |,

=0

O=a

e P S -
(3.12) = tg(2p)= 2. Q)

e Ugao f odreduje ravan maksimalnog/minimalnog tamngencijalnog napona

(3.6)

(3.12)

(3.13)

* Jednacina (3.13) ima dva korijena u domenu (0,27), a oni ovise od predznaka z,,1 (o,-0,) — za

ugao fprema (3.13) vrijedi
P= at45°
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Naprezanje v dva praveca

Glavni normaini naponi i najvedi tangencijaini naponi

- o.+toc, o -0 _
o, == >+ 5 ~co0s(20) + 7, sin(26) (3.5)
o.—0, .
Ty = sin(260) + 7, cos(26) (3.6)
o, +0, =0,+0,=0,+0, (3.7)
o -o Y 2
— x )y 2 _ Gx — O ) o —0
R—\/( 2 j +Txy Tmax,min_i\/( 2 y] +Txy_— 12 2 (314)
cos(2a) = -2 — U ravni 1.1ajvec'ih. tangencijalnih napona djeluju
normalni naponi
- o.+o
Sin(2a) = — =+ o=y _G17% (3.15)
2 2
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Naprezanje v dva praveca

), . /ma N\ 1_

Mohr-ov (Mor) krug napona

Jednacine za raCunanje napona mogu se predstaviti graficki pomocu Mohr-ovog kruga napona.
Iz jednacina (3.5) 1 (3.6) se eliminiSe ugao 26

_o,to0, 0.-0, Y . g
o, = 5 + 5 cos(20) + 7, sin(20) (3.5)
o,—0,

= — 5 sin(20) + 7, cos(260) (3.6)

2541

Jednacine za raCunanje napona mogu se predstaviti graficki pomocu Mohr-ovog kruga napona.
Iz jednacina (3.5) 1 (3.6) se eliminiSe ugao tako Sto se obje jednacine kvadriraju 1 saberu, pa se
dobije:

2 2
O.+0 O —0O
(le— = yj +ij:[ - y] rz? (3.16)

2 2

(% ~Ou )2 t7, =R (3.16a)
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Naprezanje v dva praveca

na N B ____

Mohr-ov (Mor) krug napona — konstrukcija

«— Ugyer —>

Dva nacina crtanja Mohr-ovog kruga napona

T
C
R 7x

v

T.XJ I'p']

<« Ugyer —>

X1
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Naprezanje v dva praveca

v [ ]
B % °
N ——
g .
0 X
-\, .

55
|

Nacrta se koordinatni sistem s abscisom o, (o,), pozitivha na
desno, i ordinatom z,, (7,), pozitivna na dole

U dijagramu se ucrta tacka 4 s koordinatama (o,,7,,) — predstavlja
naponsko stanje na pozitivnoj x povrsi (povrs 4)

U dijagramu se ucrta tacka B s koordinatama (o,,-7,,) —
predstavlja naponsko stanje na pozitivnoj y povrsi (povrs B)
Povuce se duz od 4B koja predstavlja pre¢nik kruga napona s
centrom u tacki C.

Koristeci tacku C kao centar nacrta se kruznica koja prolaziu kroz
tacke 41 B.

Ugao « koji odreduje ravan normalnih napona odreduje se na
osnovu ugla 2 (26,)

Ugao fkoji odreduje ravan maksimalnih tangencijalnih napona
odreduje se na osnovu ugla 23 (26))
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(2] >
v < Ty i B(6=90°)
. R,
[
B v
\,
N D'
— —Txy , \
Ty ay f |
] ¢ | ! |' | Py
0 P, | C s 1] f o
—_— = | i
\A \ 21’:‘};1 [ Taw
-— (T _;.‘ 2{-} 'l‘ TT’L
- Dif=8)
A — Ay 1 - ¥
i\ T A= 0)
| Ty + oy 0y — 7y,
“rﬁ‘l\ —— Taver = 5 S 3
D Ty _ & &
/,J!_,/ Xy el o
\_,/ /\\\/{;I 3 X
\ \ | - {I\ I o
o
/ ,,// 2 t1'|.'l.' 1
/

JM Gere, BJ Goodno, Mechanics of Materials, Cengage Learning, Seventh Edition, 2009.
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Naprezanje v dva praveca

Pravac dejstva
glavnog napona

0
—ee
2
= Pravac dejstva
T > = ckstremnog
: Oy s smicuceg napona
‘F

*Grupa autora, Elastostatika I, Tehnicki fakultet, Biha¢, 2003

OTPORNOST MATERIJALA 1 11/12 www.mf.unze.ba 73



Naprezanje v dva praveca

Primjer 3.1: Element je izloZen naponima kao na slici: 6,=85MPa, 5,=-29MPa, ,,
a) Odrediti glavne napone i prikazi na skici elementa napona
b) Odrediti maksimalni tangencijalni napon i pokaZzi na elementu napona
¢) rezultate pod a) i b) potvrdi konstrukcijom Mohr-ovog kruga napona

=-32.5MPa.

-29MPa

'_l o ¥

| 32.5MPa
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Naprezanje v dva praveca

Specijaini siucajevi dvoosnog naponskog stanja

Aksijalno naprezanje

’L' A
y T12
”-_'l' fJ—_]_' cTX
T 0 > X GZ49 ]
S
o.+to, 0,-0, . o

o, = + cos(20) + 7, sin(26) o, =—(1+cos(20))

! 2 2 9 T2

c.—0o, .

=7 sin(26) +7, cos(26) 7., =——*sin(20)
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Naprezanje v dva praveca

’c A
|\~
'E
T
12
Txy
O I - O
X (@) (0}
f_nl 2 1
-_
Tyx
o,+to, 0,-0, ,
o, = + cos(20) + 7, sin(20)

X 7 5 a o, =17, sin(20)

o,—0, .
= sin(20) + 7, cos(20) 7., =T, cos(20)

RS0
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Naprezanje v dva praveca

Dvoosno naprezanje, bez tangencijalnih napona

"C A
.‘.
Ti2
A Oy
(‘T.I' ’U-_\' © >
| O > . o) O, ©
I'o'\,
o.+0 O —0O o +0 —
o =——>+—=—2cos(20)+_ sin(20) o, = =+ > c0s(20)
"2 2 v 9 L2
c,—0, . o,—0, .
R ~sin(260) + 7, cos(260) =— sin(26)
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Naprezanje v dva praveca

Hooke-ov zakon za ravno stanje napona

L Oy

el & =l 4 |
_Gx __i = = :i
gx_ E gx_ E yxy 7/yx 7/ G
o, o, E
£, == £, =—
E E 2(1+v)
_l( _ ) 1
& " E 0,~Vo, e, =—(0,—vo,)+aAT
| ‘I‘ utjecaj temperature (3.17)
—— (o — 1
(C,'y E (G)’ VO-x) gy :E(O'y —VO'X)‘FCZAT
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Naprezanje v dva praveca

Hooke-ov zakon za ravno stanje napona

_l( _ 1
£, =—(0.~vo,) £, =(0,~v0,)+aAT
1 ‘|‘ utjecaj temperature (3.17)
¢, =—(0,-vo,) g, :E(ay—vax)-kaAT
EFa
o, = (. +Vve) o, = ~(&,+ve)———AT
x 2 x y 1—-v 1-v
E —I‘ utjecaj temperature Eg (3.18)
o, =——(& +ve,) 0, =1 (gy+vgx)—:AT
www.mf.unze.ba 79
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Naprezanje v dva praveca

Promjena zapremine i deformacioni rad

Dvoosno naprezanje, bez tangencijalnih napona

¥ v V, =abc
,, . -——* I~ v, Vi=(at+ag)b+be,)(c+ce)=abe(l+e)(1+e,)1+e,)
; F V. :V0(1+8x)(1+5y)(1+52)
o)l
o ' Vi=Vi(l+e, +&,+¢.)
. AV =V, -Vy=V,(e,+&,+&.)
Specificna promjena zapremine (dilatacija): e= A =& t&é,+& =

0
Deformacioni rad

1
W= E(axgx +0,6,+7,7,,)

2

1 2
w :E(Gf +O'y2 —-2vo,0,)+—

OTPORNOST MATERIJALA 1 11/12 www.mf.unze.ba

80



Naprezanje v dva praveca

Primjer 3.2: Pravougaona celi¢na ploca debljine /=6 mm napregnuta je na ravnomjerne napone o, i
o,, kao na slici. Mjerne trake A i B, koje su postavljene u pravcima x i y su postavljene
na plocu. Ako su ¢itanja mjernih traka £=0.001 (izduZenje) i £,=0.0007 (skracenje)
izraCunati napone o, i o,, te promjenu debljine ploce.

Podaci: E=200GPa.

Primjeri 3.1-3.14 (str. 74-88), Grupa autora, Elastostatika I, Tehnicki fakultet, Bihac¢, 2003.
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