
Maxinski fakultet BeogradKatedra za mehaniku fluida 02. februar 2008. god.MEHANIKA FLUIDA B - praktiqni deo ispita1. Rezervoar pode	en je pregradom zanemar	ive deb	ine na dva dela (slika 1). U rezervoaru se nalazedve teqnosti gustina ρ1 = 800 kg/m3 i ρ2 = 1000 kg/m3. Odrediti visinu H ako su poznati slede�ipoda
i: ρm = 13600 kg/m3, H1 = 0.6 m, H2 = 1.2 m, h = 50 mm i pv = 0.2 bar. (7 poena)2. Uglasti zatvaraq prikazan na sli
i 2 i xirine b (upravno na ravan 
rte�a) zatvara otvor urezervoaru u kome se nalazi teqnost gustine ρ i mo�e da se okre�e bez tre�a oko osovine O. Ako je
a = 0.5 m, odrediti pri kojoj visini h �e do�i do otvara�a zatvaraqa. Zanemariti �egovu te�inu.(12 poena)PSfrag repla
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ρ1

ρ2OSlika 1 Slika 2 Slika 33. Na sli
i 3 je prikazan rezervoar u kome se nalaze dve teqnosti gustina ρ1 = 800 kg/m3, ρ2 =
1000 kg/m3. Poznati su i slede�i poda
i: pm = 5 kPa, H1 = 2 m, H2 = 1.5 m, R = 1 m. Odreditipolo�aj slobodne povrxi teqnosti gustine ρ2, i silu pritiska na dno suda oblika polusfere.(14 poena)4. Vektorsko po	e brzine nekog ravanskog struja�a je opisano u Dekartovom pravouglom koordinatomsistemu kao ~U = 6xe−t~i + 6ye−t~j.

• Odrediti jednaqine strujni
a i na
rtati strujnu sliku u vremenskom trenutku t = 0 i
• odrediti vektor ubrza�a u prostorno-vremenskoj taqki A(x = 10 m, y = 6 m, t = 10 s). (12 poena)5. Voda teqe kroz Venturi 
ev. Odrediti visinsku razliku ∆h nivoa vode u pijezometarskim 
evqi-
ama ako se zna da je brzina U1 = U i da je D1/D2 = 2.
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U1 2Slika 4U
rtati polo�aj nivoa vode u pijezometarskim 
evqi
ama. (10 poena)



6. Nestix	iv fluid struji preko ravne ploqe (slika 5). Ulazni profil je ravnomeran, dok je izlazniprofil odreÆen izrazom
u = U0

3η − η3

2
, η =

y

δOdrediti zapreminski protok V̇ = V̇ (U0, δ) po jedini
i xirine (b = 1 m, dimenzija upravna naravan 
rte�a) kroz gor�u povrx kontrolne zapremine. (13 poena)
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Slika 5 Slika 67. Na sli
i 6 je prikazan deo nekog 
evovoda kroz koji teqe voda (ρ = 1000 kg/m3). Cevovod je preqnika
D = 100 mm i izmereni pritis
i u odgovaraju�im prese
ima iznose pm1 = 3 bar, pm2 = 2.485 bar,pokaziva�e manometra sa �ivom (ρm = 13600 kg/m3) je hm = 180 mm, du�ine L0 = 15 m i L = 30 m,a koefi
ijent otpora krivine je ζk = 0.95. Odrediti silu kojom voda prilikom struja�a delujena krivinu. Zanemariti te�inu vode unutar krivine, kao i razliku geodezijskih visina izmeÆuprirubni
a (karakteristiqnih kontrolnih preseka). (16 poena)8. Pumpom se pretaqe voda (ρ = 1000 kg/m3) u veliki otvoreni rezervoar A slo�enim 
evovodom (slika7). Ventilom V1 u povratnom vodu mo�e se regulisati protok vode ka rezervoaru A. Poznati suslede�i poda
i: H = 5 m, L = 3 m, D = 100 mm, L1 = 6 m, D1 = 60 mm, L2 = 3 m, D2 = 80 mm,
ζs = 2.5, ζk = 0.3, ζv = 0.8, ζv1 = 25, ζv2 = 2, ζR = 0.5 i λ = 0.03 (za sve 
evi). Izraqunati snagupotrebnu za pogon pumpe (ηP = 0.75) kojom se ostvaruje protok V̇2 = 300 l/min ka rezervoaru A.(16 poena)
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Maxinski fakultet Beograd Katedra za mehaniku fluidaMEHANIKA FLUIDA B - rexe�a zadataka iz januarskog ispitnog roka1. Na osnovu pokaziva�a manometra (jednaqina hidrostatiqke ravnote�e):
pa − pv + ρ1gH + ρ2g(H1 + H2) = pa + ρmghsledi:

H =
pv + ρmgh − ρ2g(H1 + H2)

ρ1g
=

0.2 · 105 + 13600 · 9.81 · 0.05 − 800 · 9.81(0.6 + 1.2)

800 · 9.81
= 1.598 m2. Visina h se odreÆuje iz momentne jednaqine napisane za osu koja se poklapa sa osovinom O. Uglastizatvaraq se sastoji iz jedne vertikalne (pravougaonik dimenzija b×h) i jedne horizontalne povrxi.Kako je hidrostatiqki pritisak linearno zavisi od vertikalne koordinate (obiqno je oznaqavamosa z), na vertikalnoj povrxi on �e se linearno pove�avati idu�i od slobodne povrxi teqnosti kaotaqki 0, dok �e se on biti isti u svim taqkama horizontalne povrxi. Ovde pravimo analogiju sa zaMehanikom I (Statikom) i kontinualnim optere�e�em; takve raspodele pritiska dovode do toga dasila pritiska na vertikalnoj povrxi deluje ispod te�ixta na rastoja�u oznaqenom sa ∆zC , dok �ena horizontalnoj povrxi ona delovati taqno u �enom te�ixtu (slika 1).
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PN1

PN2

ρ Slika 1Sile pritiska su odreÆene izrazima:
PN1 = (pC1 − pa)A ≡ ρgzC1A = ρg

h

2
bh

PN1 = (pC2 − pa)A ≡ ρgzC2A = ρghab.Polo�aj napadne taqke sile PN1 se odreÆuje primenom Vari�onove teoreme - opet Statika 1 - sumamomenata svih sila za datu taqku (osu) jednaka je momentu rezultante tih sila za datu taqku (osu).Kako se radi o kontinualnom optere�e�u (pritisak), komponente su elementarne sile pritiska dP ,pa se primenom gore pomenute teoreme dobija izraz:
∆zC =

ICx

zC1 A
=

bh3

12

1
h
2

bh
=

h

6
.Veliqina ICx te�ixni moment iner
ije za odgovaraju�u povrx (u konkretnom sluqaju pravouganik)za osu upravnu na ravan 
rte�a.Sada su poznati svi neophodni poda
i, pa se mo�e napisati momentna jednaqina za osu koja prolazikroz taqku O i upravna je na ravan 
rte�a. Kako se u zadatku tra�ila visina h pri kojoj �e do�i



do otvara�a zatvaraqa, reak
ija oslon
a na mestu gde je oslo�ena horizontalna povrx zatvaraqa�e u tom sluqaju biti jednaka nuli (zatvaraq poqi�e da se otvara), momentna jednaqina je oblika
PN1

(
h

2
− ∆zC

)

≥ PN2

a

2
.Zamenom odgovaraju�ih jednaqina dobija se

ρg
h

2
bh

(
h

2
− h

6

)

≥ ρghab · a

2
,odakle je

h ≥ a
√

3 tj. h ≥ 0.866 m .3. Zadatak je najjednostavnije rexiti tako xto se posmatra statiqka ravnote�a pogodno izabranezapremine teqnosti, s tim da jedan deo povrxi koji ograniqava tu zapreminu budu u potpunostiu kontaktu sa odgovaraju�om povrxi, a da se ostali deo povrxi sastoji iz jedne ili vixe ravnipovrxi. Tako na izabranu zapreminu teqnosti prikazanu na sli
i 2, deluju povrxinske sile: sila
PN , koja deluje na ravnu povrx i predstav	a uti
aj ostatka teqnosti u sudu; sila R, koja predstav	adejstvo krive povrxi na teqnost - ~R = −~P , gde je ~P sila kojom teqnost deluje na krivu povrx (tose tra�i) i zapreminska sila, u ovom sluqaju (apsolutno mirova�e u po	u sile Zem	nie te�e),te�ina teqnosti koja se nalazi unutar zapremine.
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~R + ~PN + ~PG = 0

~R = −~P

~P = ~PN + ~PGVektori su kolinearni!
P = PN + PG

2
z2

Slika 2Imaju�i u vidu gore reqeno, sile PN i PG su odreÆene izrazima:
PN = (pC − pa)A = [ pm + ρ1gH1 + ρ2g(H2 − R) ] R2π

=
[
5 · 103 + 800 · 9.81 · 2 + 1000 · 9.81 · (1.5 − 1)

]
12π = 80.43 kN

PG = ρ2gV = ρ2g · 2

3
r3π =

2

3
1000 · 9.81 · 13π = 20.55 kNSila pritiska P je jednaka

P = PN + PG = 80.43 + 20.55 = 101 kN .Polo�aj slobodne povrxi (izobarska povrx na kojoj je p = pa) odreÆen izrazom
pm + ρ1gH1 = ρ2gz2 ⇒ z2 =

pm

ρ2g
+

ρ1

ρ2

H1 =
5000

9.81 · 1000
+

800

1000
· 2 = 2.11 m4. Na osnovu zadatog brzinskog po	a, �egove projek
ije su odreÆene skalarnim po	ima

u(x, y, t) = 6x e−t i v(x, y, t) = 6y e−t.



Strujni
e predstav	aju vektorske linije brzinskog po	a, i odreÆene su izrazom
dx

u
=

dy

v
⇒ et dx

6x
= et dy

6y
⇒

∫
dx

x
=

∫
dy

y
+ C1 ⇒ lnx = ln y + lnC2 ⇒ y = C xgde su C, C1 i C2 konstante. Familije strujni
a (razne vrednosti konstante C, C ∈ R, gde je Rskup realnih brojeva) su prave koje prolaze kroz koordinatni poqetak. Smer struja�a se odreÆujena osnovu zadatog brzinskog po	a (slika 3).
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I
II

III IVSlika 3

Vremenski trenutak t = 0

u(x, y) = 6x, v(x, y) = 6y

I kvadrant (x > 0, y > 0) → u > 0, v > 0

II kvadrant (x < 0, y > 0) → u < 0, v > 0

III kvadrant (x < 0, y < 0) → u < 0, v < 0

IV kvadrant (x > 0, y < 0) → u > 0, v < 0

Vektorsko po	e ubrza�a odreÆeno je materijalnim izvodom vektorskog po	a brzine, a kako se u ovomsluqaju radi o dvodimenzijskom struja�u, ubrza�e je odreÆeno izrazom:
~a =

D~U

Dt
=

∂ ~U

∂t
+ (~U · ∇)~U =

∂ ~U

∂t
+ u

∂~U

∂x
+ v

∂ ~U

∂y
.Ubrza�e u prosotorno vremenskoj taqki A:

∂ ~U

∂t
= −6xe−t~i − 6ye−t~j →

∂ ~U

∂t

∣
∣
∣
A

= −6 · 10 e−10~i − 6 · 6 · e−10~j = −e−10

(

60~i + 36~j
)

u
∂~U

∂x
= 6x e−t · 6e−t~i → u

∂~U

∂x

∣
∣
∣
A

= 36 · 10 · e−2·10~i = 360 e−20~i

v
∂ ~U

∂y
= 6y e−t · 6e−t~i → v

∂ ~U

∂y

∣
∣
∣
A

= 6 · 6 · 6 e−2·10 = 216 e−20~iKonaqno je:
~a
∣
∣
∣
A

= −e−10

(

60~i + 36~j
)

+ 360 e−20~i + 216 e−20~i = −e−10
(
1 − e−10

) (

60~i + 36~j
)

= −(2.724~i + 1.634~j) · 10−35. Sma�e�e popreqnog preseka dovodi do pove�a�a brzine (da bi bila zadovo	ena jednaqina kontinu-iteta u sluqaju sta
ionarnog struja�a nestix	ivog fluida, V̇ = const), a s druge strane pove�a�ebrzine uslov	ava sma�ene statiqkog pritiska (na osnovu Bernulijeve jednaqine; ako se posmatrajuunutrax�a struja�e, ovo je, striktno govore�i, ovo je apsolutno taqno u sluqaju horizontalne 
evi,
z = const). Imaju�i prethodno reqeno u vidu, pritisak u naju�em preseku Venturijeve 
evi �e bitima�i od pritiska u uzvodnom preseku, pa �e polo�aj teqnosti u piezometarskim 
evqi
ama biti



kao na sli
i 4. Iz jednaqine kontinuiteta sledi:
U1D

2

1 = U2D
2

2 → U2 =

(
D1

D2

)2

→ U2 = 4U .
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 ∆h

D1 D2

U

H

1 2Slika 4Iz Bernulijeve jednaqine sledi:
p1

ρ
+

U2
1

2
=

p2

ρ
+

U2
2

2
→ p1 − p2 = ρ

U2
1 − U2

2

2Na osnovu pokaziva�a pijezometarskih 
evqi
a
p1 = pa + ρgH, p2 = pa + ρg(H − ∆h) ⇒ p1 − p2 = ρg∆hKonaqno se dobija:
ρ

U2
1 − U2

2

2
= ρg∆h → ∆h =

(4U)2 − U2

2g
→ ∆h =

15U2

2g6. Zapreminski protok se odreÆuje iz jednaqine bilansa za kontrolonu zapreminu sa slike 5
V̇ = V̇ul − V̇izl
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U0

U0

y

y = 0

y = δ

V̇ =?V̇ =? Kontrolna zapreminaV̇ul V̇izlSlika 5U ulaznom preseku profil brzine je ravnomeran, pa je zapreminski protok odreÆen izrazom
V̇ul = U0 A = U0 δb = U0 δ.U izlaznom preseku profil brzine je neravnomeran, pa je zapreminski protok odreÆen izrazom

V̇izl =

∫ δ

0

u(y) b dy =

∫ δ

0

U0

[
3

2

y

δ
− 1

2

(y

δ

)3
]

dy =

[
3U0

2δ

y2

2
− U0

2δ3

y4

4

]δ

0

=
5

8
U0 δ



Tra�eni zapreminski protok jė
V = V̇ul − V̇izl = U0 δ − 5

8
U0 δ =

3

8
U0 δ7. Na osnovu pokaziva�a diferen
ijalnog manometra zak	uquje se da je smer struja�a s desna u levo(slika 6)PSfrag repla
emen


pm1

pm2

L0

L

hm

D

D

ρm

ζk V̇

A

B

Slika 6Na osnovu pokaziva�a diferen
ijalnog manometra
∆pL0 = (ρm − ρ)gh = ρλ

L0

D

U2

2

∆pL = ρλ
L

D

U2

2







⇒

∆pL0

∆pL

=
L0

L

∆pL = ∆pL0

L

L0







⇒ ∆pL = (ρm−ρ)gh
L

L0

= 44.45 kPaNatpritisak u preseku A:
pmA = pm1 − ∆pL = 3 · 105 − 44.45 · 103 = 2.556 barBernulijeva jednaqina A-V (UA = UB = U , jer je D = const):

pmA + ρ
U2

A

2
= pmB + ρ

U2
B

2
+ ρ ζk

U2
B

2
⇒ U =

√

2(pmA − pmB)

ρ ζk

= 3.886 m/sMaseni protok kroz 
evovoḋ
m = ρU

D2π

4
= 3.886 · 1000 · 0.12 π

4
= 30.36 kg/sZa odreÆiva�a sile kojom voda deluje na krivinu koristi se zakon o promeni koliqine kreta�a,koji se u sluqaju sta
ionarnog struja�a, svodi na jednaqinu dinamiqke ravnote�e za odgovaraju�u,pogodno izabranu kontrolnu zapreminu. Jedan deo povrxi koji ograniqava kontrolnu zapreminu semora poklapati sa krivinom, dok ostale povrxi predstav	aju ulaznu, odnosno izlaznu kontrolnupovrx kroz koje se odvija fluks (protok) koliqine kreta�a. Promena tog fluksa jednaka je vek-torskom zbiru svih povrxinskih i masenih sila koje deluju na fluid unutar kontrolne zapremine.Na sli
i 7 je prikazana kontrolna zapremina, sa karakteristiqnim povrxima i silama koje na �udeluju.
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Kontrolnazapremina
P1

P2

UA

UB
x

y

Sila kojom voda deluje na krivinu je odreÆena izrazom
~F = ṁ~UA − ṁ~UB + ~P1 + ~P2,pa su �ene projek
ije na ose izabranog koordinatnog sis-tema

Fx = ṁU + pm1

D2π

4
= 2.125 kN

Fy = ṁU + pm2

D2π

4
= 2.069 kN,odnosno �en intenzitet

F =
√

F 2
rx + F 2

ry =
√

2.1252 + 2.0692 ⇒ F = 2.966 kN

8. Na sli
i 7 su naznaqene odgovaraju�e brzine u deoni
ama. Na osnovu zadatog zapreminskog protoka
V̇2 mo�e se odrediti brzina struja�a u deoni
i 2 (protok je zadat u litrima po minuti!)

U2 =
4V̇

D2
2
π

=
4 · 300 · 10−3

60 · 0.082 π
= 0.995 m/s
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Slika 7Na osnovu jednakosti energija u raqvi sledi1:
gH +

(

ζR + ζv2 + 1 + λ
L2

D2

)

︸ ︷︷ ︸

C2=4.625

U2
2

2
=

(

ζR + ζk + ζv1 + 1 + λ
L1

D1

)

︸ ︷︷ ︸

C1=29.8

U2
1

2

U1 =

√

2

C1

(

gH + C2

U2
2

2

)

=

√

2

29.8

(

9.81 · 5 + 4.625 · 0.9952

2

)

= 1.856 m/s1Jednaqina dobijena oduzima�em dve Bernulijeve jednaqine: do�i rezervorar → gor�i rezervoar i do�i rezervorar →do�i rezervoar (kroz povratnu granu) ili pak raqva → gor�i rezervoar i raqva → do�i rezervoar



Da	e se na osnovu jednaqine kontinuiteta za raqvu dobija
U =

(
D2

D

)2

U2 +

(
D1

D

)2

U1 =

(
80

100

)2

· 0.995 +

(
60

100

)2

· 1.856 = 1.305 m/sProtok kroz pumpu:
V̇ = U

D2π

4
= 1.305 · 0.12π

4
= 0.0102 m3/s.Jediniqni rad pumpe:

YP =

(

ζs + ζk + ζv + λ
2L

D

)

︸ ︷︷ ︸

C=21.6

+C1

U2
1

2
= gH + C

U2

2
+ C2

U2
2

2
= 21.6 · 1.3052

2
+ 29.8 · 1.8562

2
= 69.72 J/kgSnaga pumpe je odreÆena izrazom

P =
ṁYP

ηP

=
ρV̇ YP

ηP

=
1000 · 0.0102 · 69.72

0.8
= 888.9 W


