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3)
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5)

6)

7)

8)

9)

Zadaci

Klasifikacioni ispit juna 1992.

Odrediti skup vrednosti parametra a, tako da postoji reSenje jednacine

[ o tx + 4\/5} {1+2\/;+—} =1.

X

Resiti nejednacinu

+3 2

2x+1 1] 1
log, >

4
(a) Odrediti geometrijsko mesto minimuma funkcija
f(X)=x*+(p-2)x+p-3, peR.
(b) Za koje vrednosti parametra p je suma kvadrata reSenja jednacine f(x) najmanja ?

Ako su a i B ostri uglovi trougla, dokazati da je trougao tupougli ako i samo ako je
tana -tan B < 1.

Dva naspramna temena pravougaonika su A(5,0) i C(2,4). Odrediti koordinate ostala
dva temena ako se jedno od njih nalazi na pravoj x-3y = 0.

U pravouglom trouglu ABC sa pravim uglom kod temena C, CD i CE su visina i
tezisna linija iz temena C. Odrediti odnos kateta, ako je CD:CE = 40:41.

Klasifikacioni ispit septembra 1992.

Uprostiti izraz

11 mn
(@™ —a")*+4am™
2 2
(am _an)(m/am+1 +n/an+l)

Ako je a>0, resiti jednacinu

,a>0a=1.

2log, a+log, a+3log,. a=0.

Odrediti vrednosti realnog parametra m tako da jednag¢ina x> +2mx—(m—-2)=0 ima
realna reSenja X, i X, koja zadovoljavaju uslov x; + X5 + X, + X, > 0.

10) Ako su a, £ iy uglovi proizvoljnog trougla, dokazati da tada vazi jednakost

cos’ a +€0s” B +¢0s” y +2c0sa cos fcosy =1.

11) Ortocentar trougla je u koordinatnom pocetku, a jednacine pravih koje odreduju dve

stranice trougla su x + 3y - 1 = 0 i 3x + 5y — 6 = 0. Odrediti jednacinu prave kojoj
pripada treca stranica trougla.
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12) Ako su A’,B’,C’ redom sredine stranica BC, CA, AB trougla ABC i D podnozje visine iz
temena A, dokazati da je Z/DC’A’ = /B - ZC = Z/DB’A’, uz uslov AC > AB.

Klasifikacioni ispit juna 1993.

13) Resiti jednacinu

\/X—Z\/X—1+\/X+2\/X—1 :Iogi(x—l)

. 1+i)" (1-i)" . .
14)Akoje f(n)=|—| +| —=| , izracunati f(6) + f(16).
) J()(\/Ej (\/Ej (6) + f(16)
15) Za uglove ostrouglog trougla vazi relacija sine =4sin<sin£-cosZ.. Dokazati da je
trougao jednakokraki.
16) Za koji ugao treba da rotira prava (p) x — 7y + 59 = 0 oko svoje tacke M(-3,y), da bi
postala tangenta kruznice (K):x® +y? +4x—-2y—-20=0 ?

17) Oko valjka opisan je jednakokraki trapez povrSine 50cm? sa oStrim uglom 30°.
Izracunati povrSinu i zapreminu valjka ako je duZina njegove visine jednaka duZini
kraka trapeza.

18) Ako su X, i X, koreni jednacine 3x* —(m+3)x+m=0 (meR, m=0):
a) Formirati kvadratnu jednacinu ay’ +by+c=0 po vy, ¢ija su reenja vy, :1—X31 i
Y, :1_X_22 ,

b) U dobijenoj jednacini odrediti parametar m tako da jedno njeno reSenje bude dva
puta vece od drugog;

c) Za tako nadeno m odrediti odgovarajuce vrednosti X, i X, .

Klasifikacioni ispit jula 1994.

19) Uprostiti izraz

a+x Yax? —3a’x
i/a_z—i/x—z W—Zi/&Jri/X—z_e\/;

20) Za koje je vrednosti parametra a sistem nejednacina

2
X" +ax—2
-3< I I <2
X —=Xx+1
zadovoljen za sve vrednosti realne promenljive x ?
21) Resiti nejednacinu
sin X +sin3x < sin2x +sin4x.
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22) Date su tacke A(2,1), B(4,2) i C(-2,2). Odrediti tacku u ravni koju odreduju ove tri
tacke iz koje se duzi AB i AC vide pod istim uglom.

23) Trougao AABC upisan je u krug. 1z temena A konstruisana je tangenta kruga do preseka
sa produzenom stranicom BC u ta¢ki D, a iz temena B i C su konstruisane normale na

tu tangentu. DuZina krace od te dve normale je 6cm. Ako je BC =5cmi AD = 5.6cm,
odrediti povrsinu trapeza koji obrazuju te normale, stranica BC i deo tangente.

24) Resiti jednacinu
log,8"*-log, 27 = x+7.

Prijemni ispit juna 1995.

25) Resiti jednacinu (log x = log,, X) :

| X_:l_llogzx—logx2 :l X—1|3.
26) Za koje vrednosti realnog parametra a jednacina
ax’ +x+a-1=0

ima realne i razlicite korene x, i X, koji zadovoljavaju nejednakost

>17?

X X

T 1
ctg| 2x-— [ =———1.
g( 2)‘ cos? 2x

27) Resiti jednacinu

28) Dokazati da je broj 11"* +12°™" deljiv sa 133 za svaki nenegativan ceo broj n.

29) Izracinati zbir
1 2 n
S, ==+ ++—.
3 3 3"
30) Visina i teZiSna linija konstruisane iz temena C trougla AABC, dele ugao trougla kod
temena C na tri jednaka dela. Odrediti uglove trougla AABC.

Prijemni ispit avgusta 1995.

31) U skupu R resiti nejednacinu

X

( 4+\/E)X+( 4—@) > 8.

32) Skicirati grafik funkcije

x*—|x]

y=2 "

Za koje vrednosti x je funkcija monotono rastuca ?
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33) Resiti jednacinu
5.25** —5% =100
34) Izracunati log,, 8, u zavisnostiod a i b, ako je a=1og,,5 i b=1og,, 3.

35) Dokazati da medu svim trouglovima AABC sa istom oshovicom AB i istom duzinom
visine h, koja odgovara ivici AB, najmanji obim ima jednakokraki trougao.

36) Resiti jednacinu
Sin X —CoSX—|Sin X+ cosx |=1.

Prijemni ispit jula 1996.

37) Dokazati da za svako neN

12 _22 +32 _.”+(_1)n—ln2 — (_1)n—l n(n2+1) .

38) Resiti jednacinu
ctgx —tg x :%SiI‘IZX.
39) Resiti jednacinu
NPTy
40) Odrediti parametar m tako da reSenja kvadratne jednacine

x> —(M-2)x+m+1=0

i+i<2.

X X

zadovoljavaju uslov

41) Odrediti jednacinu prave koja prolazi kroz tacke A(-4,5) i B(2,1), kao i povrsinu trougla
izmedu te prave i koordinatnih osa.

42) Ugao izmedu izvodnice i ose prave kupe je a, a zbir duZina izvodnice i poluprecnika je
m. lzrac¢unati povrsinu te kupe u zavisnosti od o i m.

Prijemni ispit septembra 1996.

43) Dokazati da za svako neN

L E(E_;]
S kk+D)k+2) 2(2 (h+D(n+2)
44) Resiti jednacinu
COS 2X — €0s 8X + cos 6x = 1.
45) Resiti jednacinu

100995 X 10,996 X2+10G 996 27
X G100 X _ 3 G1996 O1996 )
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46) Naci jednacinu kruznice koja prolazi kroz tacke M(10,9) i N(4,3), a centar joj je na
pravoj 2x — 3y + 19 = 0.

47) Odrediti dvocifren broj ako je njegov proizvod sa cifrom jedinica jednak 175, a
proizvod sa cifrom desetica jednak 105.

48) Visina pravilne trostrane zarubljene piramide je 17cm, a poluprecnici  kruznica
opisanih oko osnova su 5¢cm i 12cm. Izracunati njenu zapreminu.

Prijemni ispit jula 1997.

49) Dokazati da za svako neN

COS2 - COS -+ C0s - = — X X a2k eZ).
2 2 2" |

50) Resiti sistem jednacina

5log, X —log, y* =0

log, x* —log, y=9.
3
51) Resiti nejednacinu
1
X(3x% +5x —6)2 < x? +2X.
52) Odrediti jednac¢inu kruga koji prolazi kroz tatku M(4,3), dodiruje y-osu i spolja
dodiruje krug (x—2)* + y* =1.

53) Za koje vrednosti x brojevi log2, log(2* —1) i log(2* +3) predstavljaju u datom
poretku tri uzastopna ¢lana aritmetickog niza ?

54) Dijagonale ¢etvorougla ABCD seku se u tacki P, tako da je zbir povrSina trougla AABP
i trougla ACDP jednak zbiru povrsina trougla ABCP i trougla AADP. Dokazati da je ili
AP = PC ili BP = PD, tj. da prese¢na tacka P polovi bar jednu dijagonalu ¢etvorougla
ABCD.

Prijemni ispit jula 1998.
55) U jednacini
X —Xx+m-1=0
odrediti realan broj m tako da njena reSenja x, i x, zadovoljavaju uslov
X X, + X, X5 > —1.
56) Resiti jednacinu
log, 3+10g, x=log  3+log, Vx +3.
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57) Ako je tanazgj i tan =, pri ¢emu su o« i B odtri uglovi, dokazati da je
a-p=7.

58) Dijagonale trapeza dele srednju liniju na delove tako da je jedan deo jednak zbiru druga
dva dela. Kako se odnose osnovice trapeza ?

59) 1z tacke A(-5,7) konstruisane su tangente na krug
x> +y>+8x-9=0

Tangente dodiruju krug u tackama B i C. Odrediti :
a) Povrsinu trougla AABC.

b) Jednacinu kruga opisanog oko AABC.

60) Dve strane trostrane piramide su jednakostrani¢ni trouglovi stranice a, koji odreduju
prav diedar. lIzracunati povrsinu i zapreminu piramide.

Prijemni ispit jula 1999.

61) Dokazati da je 3/20+14+2 +3/20-142 = 4.

62) Romb ABCD stranice a rotira najpre oko stranice AB, a zatim oko dijagonale AC i

obrazuje dva tela cije su zapremine V, iV, . lzracunati oStar ugao romba ako je odnos
zapremina ovih tela V, 1V, = 9+/3.

63) Resiti sistem jednacina

4llog, x|-3log, y =2
2log, x+log, y =6.
64) DuZine stranica trougla obrazuju aritmeticku progresiju, a njegova povrsina iznosi

povrsine jednakostrani¢nog trougla istog obima. Nac¢i odnos stranica datog trougla.
65) Odrediti vrednosti realnog parametra k tako da jednacina

3

(k =5)x* —4kx+(k-2)=0
ima realna reSenja razlic¢itog znaka ?
66) ReSiti jednacinu

3sin x = 2(1—cos x).
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Prijemni ispit septembra 2000.

67) Resiti nejednacinu
Iogz(x+1)+logx+122%.
68) Resiti jednacinu
sin® xcos x —cos® xsin x = cos“%

69) Odrediti parametre p i q u jedna¢ini x°+ px+q=0 tako da dodavanjem broja 1
svakom od njenih korena dobijamo korene jednac¢ine x* — p*x+ pg=0.

70) U kvadrat je upisan pravougaonik sa stranicama paralelnim dijagonalama kvadrata.
Dokazati da povrsina pravougaonika ne moze biti veéa od polovine povrsSine kvadrata.

71) Ako se omotac kupe sa izvodnicom duZine x razvije, dobija se polukrug. Koliki je ugao
pri vrhu kupe? Naci povrsinu i zapreminu kupe u funkciji od x.

72) Stranice paralelograma pripadaju pravama y=3x-16 i x—3y+16=0, a centar mu je
u tacki (4,4). Naci jednacine preostale dve stranice i ispitati da li je ovaj paralelogram
romb.

Prijemni ispit septembra 2000. (drugi rok)

73) Uprostiti izraz

4 2 -1/2 . ab 4\/%_\/6 B
m(a Jb) (Ja_ a+\/%][ - J,a,b>0,a¢b.

74) Za koje vrednosti realnog parametra m reSenja jednacine

x> +(2m+2)x+m=0
zadovoljavaju relaciju i2+i2 >87?
1 X%
75) Resiti jednacinu
sin3xsin5x =sin4xsin6x
76) ReSiti jednacinu
2log, 3+log,, 3+3log,, 3=0

77) Romb c¢ija je vec¢a dijagonala duzine 6¢cm i oStar ugao o = 60°, rotira oko prave koja
prolazi kroz teme oStrog ugla i normalna je na stranicu romba. Izra¢unati povrsinu i
zapreminu dobijenog tela.
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78) Odrediti jednacinu kruZnice koja prolazi kroz tacku A(-5,7), a dodiruje Xx—osu u tacki
B(-4,0).

Prijemni ispit juna 2001.

79) Matematickom indukcijom pokazati da vaZzi
P4+22+4n®=0+2+---n)°.
80) Data je jednacina
x> —(M+3)x+m+2=0.
Odrediti sve vrednosti parametra m za koje je tacha konjunkcija

1 1 1.
—+—=>=i X +x;<5.
Xl XZ

gde su x, i X, reSenja date jednacine.

81) Resiti jednacinu

J10g(=x) =log/x? .
82) Resiti nejednacinu

sin* x+cos* x<%

83) U kupu je upisana lopta poluprecnika R. Dodirni polupre¢nik lopte obrazuje sa visinom
kupe ugao a. Naci povrsinu i zapreminu kupe u funkciji od R i a..

84) Odrediti jednacinu tangente kruga x*+y®=5 koja sa pravom Xx+2y—-7=0 gradi
ugao od 45°.
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ResSenja zadataka
Klasifikacioni ispit juna 1992.

1. Da bi funkcije u zadatku bile definisane, mora da vazi a>0, x>0 i ax=1.
Transformacijom izraza na desnoj strani jednacine dobija se

5] ]

NPEN R X
) e ] [, o) :
| Ja-x {/ax X

[ o] (o fE)( ) (o)

= (ax)ij_2 -[1+€] =\/§-[1+€] =Jax+a

pa jednacina dobija oblik

\/&+a:1,a>0,x>0.

Odavde sledi da je

x:(1 aJ =(1 a) zasvea>01ia=1l.

Ja a
TraZeni skup vrednosti parametra a je (0,1) U (1,+o).
2x+1 1

+=#0, tj. x # -1. Oslobadanjem od logaritma i

2. Pre svega, mora da vazi x # -3 i
X+3

apsolutne vrednosti (uz navedene uslove) dobija se

1

2x+1 1‘ 1 [2x+1 1 (1)2 1

log, +->== <= ==
dx+3 2 2 x+3 2| \4 2
1 2x+1 1 1 2x +1
— +-<—=-1< <0.
2 x+3 2 2 X+3

iz 210 sledi xe(-3-1), a iz 211 sledi xe(w00-3) U(-2 4w).
X+3 2 X+3 3

Konacno, imajuci u vidu uslov x = -1, dobijamo x e (—%,—1) ) (—1,—%).

3. a) Funkcija f(x) dostize svoj maksimum u tacki x = _pT—Z = —§+1. U toj tacki njena

vrednost je



10 Odsek za matematiku Prirodno-matematickog fakulteta u Nisu

Poa)(Piq) sipon_P _
f(—3+1j_( 2+1] +(p 2)( 2+1j+p 3

2

p
=P yop-a
g TP

2
Geometrijsko mesto minimuma ove funkcije je {[—§+l,—p7+2p—4): pe R}.

Odavde se dobija (uvodec¢i smenu x = —§+1) da je geometrijsko mesto minimuma

funkcije f(x) je y = —(x+1)%.
b) Po Vijetovim formulama za reSenja x, i X, jednacine f(x) = 0 vazi X, +X, =—p+2
I X;X, = p—3. 1z ovoga sledi
X, + X2 = (X, +X,)% = 2% X, =(—=p+2)° —2(p-3) = p° —6p +10.

Ova kvadratna funkcija dostize minimum za p :—7:3 i u tom slucaju je suma

kvadrata reSenja jednaka 1.

4. Neka je y tre¢i ugao trougla. Trougao je tupougli ako i samo ako je y > % S tany <0.
Kako je y = z- (a + ), imamo

tana + tan g

0> tan}/ = tan(ﬂ'-(a-ﬁ-ﬂ)) = —tan(a+ﬂ) = —m.

Kako je tan o + tan £ > 0 to vazi 1-tanatan > 0, tj. tan « tan < 1, Sto je i trebalo
dokazati.

5. Sva temena pravougaonika nalaze se na kruznici K sa centrom u srediStu O(%,Z)

dijagonale AC i pre¢nikom 5 (duzina duzi AC). Koordinate (x,y) temena koje se nalazi
na pravoj x — 3y = 0 zadovoljavaju slede¢i sistem jednacina

7\’ 25
X——| +(y-2)2 ==
( 2) (y-2) 2
x—-3y =0.
Zamenom X = 3y u prvoj jednacini dobijamo kvadratnu jednacinu

1A% 25
3y—— —22 =22
(y Zj +(y-2) 2
tj.
10y* - 25y +10 = 0.

1

Resenja ove jednacine su y=+ iy = 2, a na osnovu toga lako dobijamo koordinate

preostala dva temena pravougaonika, s obzirom na to da je ¢etvrto teme pravougaonika
simetri¢éno temenu sa dobijenim koordinatama u odnosu na centar kruznice O. Za
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y =3 preostala dva temena pravougaonika imaju koordinate (%%) i (1—21%) azay=2

imaju koordinate (6,2) i (1,2).
6. Neka je CD = 40t, a CE = 41t. Trougao ACDE je pravougli, pa je, po Pitagorinoj
teoremi, stranica DE = \/(41t)2 —(40t)* =9t. Kako je E srediste hipotenuze AB, to je

AE =BE =CE =41t i tada je AD = 32t i BD = 50t. Trouglovi AACD i ABCD su
pravougli, pa vazi

AC =4/(40t)? + (32t)? =8t/41
BC = /(40t)? + (50t)? =10t-/41.

Odnos kateta je AC = i.
BC 5
A
D
E
C B

Klasifikacioni ispit septembra 1992.

7. Transformacijom izraza dobijamo

1 1 m+n 2 1.1 2 11
(@"-a")’+4a™  (@am-2am""+a")+4am" "
2 2 1 i1 .2 I
(@™ —am)a™ +¥a") (am"-a")@a™+a")(a "+a ")
2 1,1 2 1 1
am+2am™"+a" (am +an)? 1

1 1 1 1 1 1 1 T
(am-a")a(@a™ +a")*> (am-a")a@@" +a")? a(Ya -va)
8. Da bi logaritamske funkcije u zadatku bile definisane, mora da vazi x>0, x=#1,

ax =11 a’x#1. Korid¢enjem jednakosti log, a =2as dobijamo
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loga loga loga
+ +
logx log(ax) log(a®x)

0=2log, a+log, a+3log,, a=2

=loga + ! + 3 :
logx loga+logx 2loga+ logx
Ako je a =1, onda je reSenje jednac¢ne svako X € (0,1) U (1,+) . U suprotnom je

2 N 1 N 3 B
logx loga+logx 2loga+ logx

0.

Odavde dobijamo
2(loga+logx)(2loga+logx) + log x(2loga + log x) + 3log x(loga + logx) = 0,
odnosno

6log” x +11logalog x + 4log* a = 0.

ReSavanjem ove kvadratne jednacine po log x dobijamo Iogx=—%loga ili

1 L 1
Iogx:—EIoga,odnosno x=a ?ili x=a 2.

9. Da bi jednacina imala realna reSenja, njena diskriminanta mora da bude veéa ili
jednaka nuli. Diskriminanta jedna¢ine je D=4m*+4(m-2)=4(m*+m-2). Iz
uslova D >0 zakljuc¢ulemo da mora da vazi m € (—o0,—2) U (1,+).

Koriste¢i Vijetove formule dobijamo X, + X, =—-2m i XX, = —(m—2). Odavde sledi
XC+ X2+ X+ X, = (X, +X,)2 = 2% X, + X, + X, = 4m® +2(M—2) —2m = 4m?* — 4,

Odavde je x7+X. +X, +X, >0 akko je m*—1>0, akko je m e (—o0,—1) U (1,+0).
Kona¢no, dobijamo m € (—o0,—2) U (1,40).

10. Kako je y =7 —(a+ ), to je cosy =—cos(a + f). Odatle sledi

cos® o +C0s* B +Cos” y + 2C0Sax COS 3 COS ¥

=c0s” a +€0s* B +¢0s” (ar + ) — 2¢c0Sex €os B cos(a + )

= cos” a +€0s” B+ (cosacos B —sinasin B)’
—2C0sa cos f(cosa cos f—sinasin f)

=c0s’ @ +C0s® B +C0s” ax cos® B —2cosa cos Bsinasin S +sin’ asin®
—2cos?acos’ B +2cosa cos Asinasin

= c0s’ @ +c0s* # —cos® acos® S +sin’ asin® S

=cos” a +€0s® #—c0s” acos’ S +(1—cos® a)(1-cos” f)=1.
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11. Dve date prave odreduju jedno od temena trougla ( nalazi se u njihovom preseku ).
Koordinate tog temena dobijamo reSavanjem sistema jednacina
X+3y-1=0
3X+5y-6=0.
Resenje ovog sistema je (x,y) = (10,-3). Sada odredimo jednacine normala iz ortocentra

(u ovom slucaju je to koordinatni pocetak) na svaku od ove dve prave. Presek svake od
ovih normala sa pravom na koju nisu normalne nam odreduje po jedno teme trougla.

Koeficijenti pravaca ovih normala su k = 3 (za pravu x+3y—-1=0)1i k :g (za pravu
3x+5y—-6=0). Kako obe normale prolaze kroz koordinatni pocetak, njihove

jednacine su y = 3x, odnosno y =§x . Preseci ovih normala sa pravim 3x+5y—-6=0

i x+3y—-1=0, redom, su tacke sa koordinatama (%1) i (i > ) Jednagina prave kroz

6°'18
ove dve tacke je y =39x-12.
12. Trougao AABD je pravougli, a C’ je srediste njegove hipotenuze, pa je BC’ = DC’. Iz
toga sledi da je #/BDC’ = #DBC’ = ZABC. Uglovi ZDC’B’ i #BDC’ su uglovi sa

paralelnim kracima, pa su jednaki, tj /DC’B’ = ZABC. Uglovi Z/BCA i /B’C’A’
imaju paralelne krake, pa su jednaki. Znaci

/DC’A’=~/DC’B’ - Z/B’C’'A’ = /B - «£C.
Potpuno analogno se dokazuje da je Z/C’A’B’ = ZCAB i ZC’B’D = ZBCA, na osnovu
¢ega je

/DB’A’=/C’B’A’ - 2C’B’D = «B — £C.

Klasifikacioni ispit juna 1993.

13. Da bi logaritamska i stepena funkcija u zadatku bile definisane, mora da vazi x >1.
Tada vazi
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14.

15.

16.

\/X—Z\/X—l +\/x+2\/x—1 :Iogi(x—1)<:>

\/(x—l)—2\/x—1+1+\/(x—1)+2\/x—1+1: Iogl(x—l) =

\/( x—1—1)2 +\/(\/H+1)2 :Iogg(x—1)<:>

2

‘M—ﬂ+‘M+# = Iogi(x—l).

Vazi  (Vx 21)‘«/x—1—]4 +‘«/x—l+]{ >0 i log,(x-1)>0<=xe(12]. Iz ovoga
2

zaklju¢ujemo da jednacina moze da ima reSenja samo ako je X € (1,2) (x = 2 ocigledno

nije reSenje). U tom slucaju je

WYX=+ VX =T +1] = ~(x=1-1)+ (Vx—1+1) =2

Iz ovoga sledi log, (x-1) =2, tj. X =%.
2

Koriste¢i Muavrovu formulu dobijamo

f(n)= (cos£+ isin Zjn +(cos(— Zj +1 sin(— ZDn
4 4 4 4
nz

Nt .. Nrx nz) .. Nz
=C0S— +iSiIn— +¢cos| ——— |[+isin| ——— |=2c0os—.
4 4 ( 4 ] ( 4) 4

Sada je f(6)+ f(16) = 2c0337”+2cos47r =2.

Primenjujuci sin2x = 2sin xcosx dobijamo
BB

sine = 4sin Zsin 2 cos 2 < 2sin £ cos < = 2sin Esin g
2 2 2 2 2 2

Kako je O<a <z, dobijamo cos%:sinﬂ, a kako su a i1 B ostri uglovi sledi

% = % — [ . Odavde zakljucujemo da je a + 2/ = 7, tj. trougao je jednakokraki.

Koordinate tacke M zadovoljavaju jednacinu prave p, pa dobijamo da su je M(-3,8).
Jednacina kruga se moze zapisati u obliku

(x+2)° +(y—-1)* = 25,

tj. centar kruga je O(-2,1), a polupre¢nik mu je 5. Rastojanje tacke M od centra kruga O

je 542. Neka su P i Q tacke u kojima tangente iz M dodiruju dati krug. Trouglovi
AOMP i AOMQ su pravougli, pa je

MP =J/OM2 -OP2 =5
MQ =,/OM2 - 0Q? =5.
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17.

Iz ovoga i c¢injenice da su uglovi Z/MPO i ZMQO pravi, zaklju¢ujemo da je
¢etvorougao MPOQ kvadrat.
Koeficijent pravca prave OM je -7, a koeficijent pravca prave p je ; Iz toga

zaklju¢ujemo da su ove dve prave uzajamno normalne.
Iz svega ovoga zaljucujemo da pravu p treba rotirati za 45° u proizvoljnom smeru da bi
postala jedna od tangenti datog kruga.

Posto je trapez tetivan, zbir duzina njegovih osnovica jednak je zbiru duzina njegovih
krakova, tj. a + b = 2d. S druge strane, oStri ugao trapeza je jednak 30°, pa je trougao
koji obrazuju krak d, visina trapeza h i deo donje osnovice a jednak polovini

jednakostrani¢nog trougla. Odatle sledi da h= % . Polupre¢nik osnove valjka je jednak

polovini visine, tj. r :%. Povrsina trapeza je
so_atb,_4.d
2 2
odakle je d = 10. Kako je visina valjka H = d, lako se dobija da su povr$ina i zapremina
valjka redom jednake

P:2m(r+H):¥,
V = ar?H = 127
2
b
d d

30°
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18. KoriS¢enjem Vijetovih formula dobijamo x, + x, = mT+3 I XX, :%

a) U kvadratnoj jednacini ax* +bx+c =0 sareSenjima y, i y, vazi y, + VY, :—g I

C ..
Yy = Dalje je

—E—y +Yy, = 1—3 +
a 1 2 X,

:2_2X1+X2 _2_2§:2_2m+3:_£
X, X, 3 m m
1 X2 Xl XZ X1X2
_1_2m+3 E__1+2_6—_m
m m m m
Trazena jednacina je my? + 6y +(6—m) =0.
b) Akoje y, =2y, tadaje y,=—= iy,=—2,paje

N
m 17z mA m 2

6-mm=8< (M-2)(m-4)=0.

odnosno

Prema tome, jedno reSenje je dva puta vece od drugog akko jem =2 ilim =4,
¢) Ako je m = 2, polazna jednacina glasi 3x*> —5x+2 =0 i imareSenja 1 i % a ako je
m = 4, jednacina postaje 3x* —7x+4 =0, sa redenjima 1 i %

Klasifikacioni ispit jula 1994,

19. Transformacijom izraza dobijamo

atx Yax? ~3ax a+Xx +§/§(§/§—§/E)
Yo —3x* a? —ax+3x* o QaRarig  @x-%a)’ oo
(%+§/;)(%/37—§/&+%/X7)+ fax Ya? ~Yax+¥x* Y
Ra-o®la+¥)  Ux-¥a o Ya-Ux  Ya-Ux o _
(/a-3x)’

Ya-8x _%_W_s —8/a +8/x —8/x =&
W_&_%—W Ux =Ya+¥x-Ux =Y.



Odsek za matematiku Prirodno-matematickog fakulteta u Nisu 17

20. X* = x+1=(x—3)*+3 >0 zasvako realno x, pa vaZi

21.

—3<%< 2 =
X*—X+1
(X2 —x+D<x*+ax-2<2(x*-x+1) <
0<4x’+(a-3)x+1A0<x*—(a+2)x+4
Poslednji sistem nejednacina ¢e biti zadovoljen za svako realno x ako i samo ako su
diskriminante kvadratnih jedna¢ina 4x* +(a—3)x+1=0 i x* —(a+2)x+4 =0 manje
od 0. Diskriminanta prve jednagine D = (a—3)° —16 je manja od 0 za a € (-1,7), dok
je diskriminanta druge jednagine D = (a+2)* —16 manja od 0 za a e (-6,2). 1z ovoga

zakljucujemo da je dati sistem nejednacina zadovoljen za svako realno x akko je
ae(-12).

Koristeci adicione formule dobijamo :

sinx+sin3x <sin2x+sin4x <
2SiN2XC0SX < 2SIN3XCOSX <
0 < 2(sin 3x —sin 2x) cos X &

0 < 4cosxcos>sin 5 IEN
0 < cos XC0s > sin >

Nejednacina ¢e, dakle, biti zadovoljena akko je paran broj ¢inilaca u poslednjem izrazu
manji od 0.

Primetimo da je

0<cosx < x—ane(O,%]u[%ﬂ,znj, zanekok e Z

0<cos5—x<:> X—ﬂlﬁe 0,Z v Eﬂ,iﬂ ,Zzanekok e Z
2 5 5 5°5

0<sin§c> X—4mz €(0,27),zanekome Z.

Zajednicki period svih ovih uslova je 47z, pa dobijene ekvivalencije mozemo pisati u
obliku

0<cosx < x—4kr e(o,%ju(%ﬁ,%ﬂju(%r,mj,za nekok e Z

5x pd 3 7 9 11 13
0<cos— < x—4kr e (O,—jU(—ﬁ,ﬂ'jU(—ﬂ',—?IjU[—ﬂ',—ﬂ'j
2 5 5 5 5 5 5
U(372’,£7Z’j u[gﬂ,@rj ,zanekok e Z
5 5
0< sin§<:> X —4kz € (0,27),zanekok € Z

Polazna nejednakost je ispunjena akko je ispunjen jedan od slede¢ih uslova :
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22.

23.

a) 0<cosx, 0<cos>, 0<siny = x—4kr e (O,%)u(%;r,%;z) zanekok e Z ;

b) 0<cosx, 0>cos>, 0>sins = x—4kz e (2;; E;z)u(%ﬂ%n) zanekok e Z;
c) 0>cosx, 0<cos>, 0>sinsy = x—4krz e (izr,l?’yz)u(?w,%zz) zanekok e Z ;

T

d) 0>cosx, 0>cos>, 0<sing = x—4kr e (—,%ﬂ)u(ﬂ',%ﬂ') zanekok e Z.

Konacno, x je reSenje date nejednacine akko
X—4krz e 0,Z U Z,Eﬂ' U ﬂ,zﬂ U Eﬂ',zﬂ'
5 2'5 5 2 5

U 27Z',Eﬂ' U Eﬂ',gﬂ U 37r,£7z U Zﬂ',gﬁ ,zanekokeZ
5 2 5 5 2 5

odnosno, akko

X—-2nxw e 0,Z U £,§7z U 7r,z7z U §7Z',Z7Z ,zanekoneZ.
5 25 5 2 5

Neka je D tacka iz koje se duzi AB i AC vide pod pravim uglom. Tada je #BDC =
/BDA + ZADC = 180°. Iz toga sledi da tacka D pripada pravoj BC. Jednacina prave
BC je y = 2. Tacka D je podnozje normale iz tacke A na pravu BC, pa posto ova

normala ima jednacinu x = 2, zaklju¢ujemo da tacka D ima koordinate (2,2).

Neka su E i F, redom, podnozja normala iz tacaka A i B na tangentu AD. Iz potencije

tacke D u odnosu na krug dobijamo da je
BD-CD = AD?.

Kako je CD = BD + BC = BD + 5, to iz gornje jednakosti dobijamo kvadratnu

jednacinu
BD-(BD +5) =150
koja ima pozitivno reSenje BD = 10. Trouglovi ABED i ACFD su sli¢ni, pa je

CF CF BE 6
15 CD BD 10

odakle je CF =9.

Ostaje joS da odredimo duZinu duzi EF, koja je ujedno i visina trapeza BEFC.

Trouglovi ABED i ACFD su pravougli, pa vazi

ED=+BD?-BE? =8
FD =+/CD?-CF? =12.
Sada je EF = 4 i povrSina trapeza BEFC je

Pocec = @ EF =30.
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D Bvc

24. Koristeci da je log, a-log, b =1, dobijamo

log, 8" -log, 27 = x+7 <
3(x-1)log,2-3log,3=x+7 <
Ix-D)=x+7<

X=2.

Prijemni ispit 1995.

25. Da bi logaritamska i eksponencijalna funkcija u zadatku bila definisane, mora da vazi
x>0 i x=1. Takode, x = 2 je oc¢igledno reSenje date jednacine. Inace

].Ilogz x—log x?

|x— =|x—]]3<:>logzx—2Iogx:3.

Ovo je kvadratna jednacina po log X, a njena reSenja su log x = 3 i log x = —=1. Prema
tome, redenja date jednagine su X, =2, X, =1000 i X, =55

26. Ocigledno je a # 1, jer je, inace, jedno od reSenja date jednacine x = 0. Diskriminanta
ove kvadratne jednacine je D =1-4a(a—1). Da bi jednac¢ina imala realna i razli¢ita
reSenja, mora da vazi D > 0, a odatle sledi

1-2 1++/2
T<a< 2

T .. . a . .
Koriste¢i Vijetove formule dobijamo da je xx,=——, a iz toga Sto je
a

X, 5 zakljucujemo da je |x, — X,| = %.

_-1+/D
2a
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Sada je
VD
- a
1<i——<:>1< ac k| DI i <:>1<£,
X, X, X, X, a-1 la-1
a

tj. reSenja zadovoljavaju datu nejednacinu akko je

VJ1+4a-4a?
a-1

1<

odnosno akko je
la-1<+v1+4a-4a*.
Odavde je

(a-1)°<1+4a-4a’* < 5a° -6a<0 < ba(a-2) <0< aec(0,9).

Na kraju dobijamo a e (O%)m(# 1+f)\{l}, a kako je £ < “f , dobijamo da resenja

polazne kvadratne jednacine zadovoljavaju datu nejednakost akko

ae(0)uy).

—1=tg®2x, jednacina dobija oblik

0s” 2X

27. Kako je ctg(Zx—%) =—tg2x i L
C

|- tg 2x| = tg® 2x.
Iz ovoga dobijamo da vazi
tg2x=0 % tg2x =1 v tg2x=-1 =

X=X ez v x=Z+ X kezy v x=—Z K ke ),
2 8 2 8 2

28. Koris¢enjem binomne formule dobijamo
11M2 412°™ =121-11" +12.12%" =
nfn
=121-11" +12-(133+11)" =121-11" +12-Z(k]133"k 116 =

k=0

n-1/n 1in
=12-Z[k]133“-k 11+ (121+12) 11" =133£12-Z[k]133"-k-1 11" +11"J,
k=0

k=0

tj. dati izraz je deljiv sa 133 za svaki nenegativan ceo broj n.
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29. 1z

n 3n 3 32 3nl
1-5
- n_in 31 S, E(:I'_in)_ln
3 1-! 20" 3) 3

4 2.3" 2

30. Neka je D srediste stranice AB trougla AABC, a E podnozZje visine iz temena C. Neka je
jo§ F podnozZje visine iz temena D trougla AADC. Po uslovima zadatka vaZi da je
/BCE = ZDCE = ZDCF. Iz toga Sto su uglovi Z/BEC, ZDEC i «DFC pravi, kao i iz
¢injenica da trouglovi ABEC i ADEC, odnosno ADEC i ADFC imaju po jednu
zajednicku stranicu, sledi ABEC =~ ADEC = ADFC. 1z ove podudarnosti sledi da je BE
= DE = DF. Kako je D srediste stranice AB, zaklju¢ujemo da vazi AD = 2DF. Kako je
ugao ZDFA prav, zakljucujemo da je ZBAC = 30°, a ZADF = 60°. Dalje, iz jednakosti
uglova ZEDC i ZFDC zaklju¢ujemo da je ZEDC = ZFDC = 60°. Iz ZABC = ZEDC
sledi ZABC =60°, a ZACB = 90°.

zakljucujemo da je S, :§ L (n+§].

Prijemni ispit avgusta 1995.

31. Kako je V4++15-44-+15 =1, to se za az[ 4+\/E) nejednacina svodi na

a+§>8, odnosno a®-8a+1>0. Ova kvadratna nejednacina je zadovoljena ako i
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-2 2
samo ako je a<4—\/ﬁz( 4+\/E) ili a>4+\/ﬁz(\/4+\/ﬁj . Prema tome,

skup reSenja polazne jednacine je (—o0,—2) U (2,+x).

X2 =X

32. Primetimo da funkcija nije definisana za x = 0. Za x>0 ,je y=2 * =2"' aza

x<0jey=2x =2,

33. Uvodenjem smene a =5", data jednacina dobija oblik a* —5a—500 = 0. Re3enja ove
kvadratne jednacine su a = 25 i a = —20. Kako je (VxeR)5* >0, dobijamo da je
jedino reSenje polazne jednacine x = 2.

34. Kako je
_ log8 3log?2

" 1og30 log2+log3+log5

log

i kako su nam poznate vrednosti log 3 i log 5, treba jedino naci vrednost log 2 na
osnovu njih. Ovu vrednost dobijamo iz 1=10g10=1log2+log5, tj. dobijamo da je
log2 =1-a. Konac¢no je

3(1-a)

log.,8 = )
930 1+b

35. Ocigledno, teme C trougla AABC pripada pravoj p paralelnoj osnovici AB i na
rastojanju h, od nje. Neka je B’ tacka simetri¢cna sa B u odnosu na pravu p. Tada je

BC =B'C. 1z AAB’C se vidi da je
AC+BC=AC+B'C>AB'=AM + MB'= AM + MB.

Iz ovoga jasno sledi da trougao AABC ima najmanji obim kada je C = M, odnosno kada
je AABC jednakokraki.
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36. Ako je sin x + cos x > 0, onda jednacina dobija oblik
1=sinx—cosXx—(Sin X+ COSX) =—2COSX.
Odavde je cosx= —i o x=2k+)rt5(keZ) = sinx= _g. Iz uslova
sinx+cosx >0 sledidaje x=(2k +1)z -5 = 2kz +22 (keZ).
Ako je sin x + cos x < 0, onda jednacina dobija oblik
1=sinX—C0S X+ (Sin X + COS X) = 2sin X.
Odavde je sinx=1+ s o x=2kr+5x%(keZ) < cosx= % 1z uslova

sinx+cosx <0 sledidaje X=2kr+5+7% =2k +2Z <(keZ).

Prijemni ispit jula 1996.

37. Oznacimo zbir na levoj strani jednakosti sa S, . Dokaz tvrdenja izvodima indukcijom

po n. Za n =1, tvrdenje je ocigledno ta¢no.

Pretpostavimo da jednakost vazi za ne N, tj. S, = (-1)"* n(n2+ L) . Treba dokazati da

a(n+D(n+2)

S 1 (_l) 2

S, =S, + ()" (n+1)2 =~ ”(n;l) FD) (n+D)? =

_ (—1)”[(n+1)2 ~ n(n2+1)j _ 1y (n +1)2(n+2)l

Prema tome, tvrdenje vazi za svako ne N .

38. Ocigledno je sinx = 01icos x = 0.

ctg X —tg X =%sin2x &

CoOSX Sinx 4

—————— =-5In2X =

siInX COSX 3

cos’x—sin’x 4 .

— = -—35In2X =
SN X COS X 3

ZCQSZX :isin 2X =
sin 2x 3

3c0s2x =2sin?2x <

3c0s2x = 2(1-cos? 2x)

Poslednja jednaéina je kvadratna jedancina po cos 2x. Njeno jedino reSenje je

cos2x =—=. Iz ovoga se dalje dobija



24 Odsek za matematiku Prirodno-matematickog fakulteta u Nisu

cost:—% @(2x=2§+2kn,k62) v (2X=4?ﬂ+2|72',|62)

<:>(X:%+k7r,keZ) v (x:%”+|7r,|62)

39. Da bi logaritamska i eksponencijalna funkcija u zadatku bile definisane, neophodno je

da bude zadovoljen uslov x > 0.
Ako obe strane jednacine logaritmujemo za osnovu 2, dobijamo

log, xlogzg—);+ log, 7log,14 =0

log, x(log, x—1log, 98) +log, 7log,14 =0
(log, x)* —log, 98log, x +log, 7log, 14 =0

Poslednju jednacinu podelimo sa (log,7)* i iskoristimo pravilo :gg°§=logba.

Dobijamo
(log, x)* —log, 98log, x +log, 14 = 0.

Ovo je kvadratna jednacina po log, x . Njena diskriminanta je
D = (log, 98)* —4log, 14.

Ako iskoristimo jednakosti log,98=2+1log,2 i log,14 =1+1log, 2, dobijamo da je
D = (log, 2)>. Prema tome, resenja dobijene kvadratne jednacine su log, x=1 i
log, x =log, 2+1, odakle sledi da su reSenja polazne jednacine x =7 i x = 14,

40. Oba reSenja moraju da budu razlicita od 0, odakle sledi m = —1. Primenom Vijetovih
pravila, dobijamo

X +X,=m-=2, XX, =m+1.

Dalje je

m-2

m+1

X+ X,
XX,

< 2.

i+i<2<:>

<2©‘m—2 <2&-2<
Xl X2

m+1

Iz -2<™2  dobijamo meD, =(-0,~1)U(0+®). Iz 22<2 dobijamo
me D, = (—o0,—4) U (-1+x) . Konacno, me D, "D, = (—o0,—4) U (0,+x) .
41. Jednacina prave kroz dve date tacke ima oblik

Y—VY :u(x_xl)a
X, =X

gde su (x,,Y,) i (X,,Y,) koordinate datih tacaka.

Zamenom koordinata tacaka A i B u jednacini, dobijamo jednacinu prave

37 3
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Tacke preseka te prave sa koordinatnim osama su S(O,%) i T(%,O). Treba na¢i povrsinu

trougla AOST.
7 7 177

OS=—,0T==-=Pyg=—"—"— —

3 2

42. PovrSina kupe je P = zr(r + s) , gde r i s oznac¢avaju duzinu poluprec¢nika osnove kupe i

. . . r
duzinu izvodnice kupe, redom. Po uslovu zadatkajem=r+s.lz S=——, r+s=m

i ¢injenicedajesina=0 O<a< %) , dobijamo

r[1+_ij =m.
sina

Odatle je

Sina

Prijemni ispit septembra 1996.

43. Oznacimo zbir na levoj strani jednakosti sa S, . Dokaz tvrdenja izvodima indukcijom

po n. Za n =1, tvrdenje je ocigledno ta¢no.

2 (n+)(n+2)

Pretpostavimo da jednakost vazi za ne N, tj. da je S, :%(1 ;) Treba
dokazati da je S, , o1 .
2{2 (n+2)(n+3)
S, =S 1

+
T (n+2)(n+2)(n+3)

1 1 2

1 1 N 1
2 (n+DY(n+2)) (n+D)(n+2)(n+3)

NIFR, NP N

i1
2 (n+2)(n+3))

Prema tome, jednakost je tacha za svako ne N .

2 (n+H(n+2) " (n +1)(n+2)(n+3)j
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44. Primenom adicionih formula za zbir i razliku kosinusa, kao i za kosinus dvostrukog
ugla, dobija se sledeci niz ekvivalentnih jednacina :

C0S2X —C0S8X +cosbx =1
2c0s4xcos2x —cos8x =1
2C0S4XC0S2X —COS” 4X +sin? 4x = cos” 4x +sin® 4x
C0S4XC0S2X —Cos® 4x =0
cos4x(cos2x —cos4x) =0
2c0s4xsin3xsin x = 0.
Iz poslednje jednacine sledi
cos4x=0vsin3x=0vsinx=0

4x=%+k7r(keZ)v3x:lﬂ(leZ)vx=m7r(meZ)

x=Z+ X ez)v x=Z0ez) vx=mrmez).
8 4 3
45. Logaritmovanjem obe strane jednacine za osnovu p = 1996, dobijamo
(log, x)* = (2log, x+log , 27)log , 3.

log; a
log. b

Podelimo obe strane jednacine sa (log, x)? i iskoristimo pravilo =log, a.
Dobijamo
(log, x)* = 2log, x + log, 27 = 2log,, x + 3.
Ovo je kvadratna jednacina po log, X. Njena reSenja su
log, x=3 i log,x=-1.

Odatle se dobijaju reSenja polazne jednacine

46. Jednacina kruga sa centrom u O(p,q) i polupre¢nikom r ima oblik

(x=p)*+(y-q)° =r".
Tacke M i N pripadaju kruZnici, a tacka O pravoj 2x — 3y +19. Iz toga dobijamo sistem
jednacina

2p-39+19=0

(0-p)*+(©9-q)*=r"

4-p)°+@-0)°=r’
Iz poslednje dve jednagine dobijamo (10— p)* +(9—q)* = (4— p)* +(3—0)?, odakle
je p+q=13. ReSavanjem sistema

2p—-39+19=0
p+qg=13
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47.

48.

49.

dobijamop=4,q=9ir=6 (jer je r >0). Prema tome, traZena jednacina kruznice je
(x—4)*+(y-9)* =36.
Neka je ab trazeni dvocifreni broj. Tada vazi
ab-a=175 i ab-b=105.

Ocigledno je a = 0 i b = 0. Brojevi ab, a i b su prirodni, pa deljenjem prve jednagine
drugom dobijamo

b 5
a 3’
Iz toga Sto su a i b cifre, sledi a=3 i b=5, tj. trazeni broj je 35.

Neka je h visina date zarubljene piramide, a r, i r,, redom, polupre¢nici kruznica
opisanih oko njenih osnova B, i B, (B, i B, su jednakostrani¢ni trouglovi). Sa h, i a,
oznacimo visinu, odnosno stranicu trougla B, i =1,2.

Kako su osnove jednakostrani¢ni trouglovi, to je

n=2nin =34 io12,
3 2

g,

h, =gri I a :\/§ri, =12 .

Odatle sledi da je

P =£aihi :ﬁnzl i=1,2.
i 2 4

Zamenom datih vrednosti za h, r, i r, u formuli za izracunavanje zapremine zarubljene
piramide

v-2fp, + PP+,

dobijamo
v :#(17+2\/E)cm3.
Prijemni ispit jula 1997.

Oznac¢imo izraz na levoj strani sa L. Na L-S|n2—n primenimo n puta formulu za sinus

dvostrukog ugla. Dobijamo
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. X X X . X 1 X X . X
L-sin—=cos—---- COS—SiN— =—-C0S— -+ COS——Sin——
2 2 2 2 2 2 2 2
1 X X . X 1 .
=—C0S—---+- COS——SiN——=---=—sinx
2 2 2 2 2
Odatle dobijamo L = —mX
noe X
2"sin—
2n

50. Da bi logaritamske funkcije u zadatku bile definisane, mora da vazi x>0 i y>0.
Oznacimo a=1log, X i b=1og, y. Tada se dati sistem svodi na

Bla]-2b=0
2a+b=09.
Iz druge jednacine je b =9 — 2a, a zamenom b u prvoj jednacini dobija se
5a| + 4a =18.

Ako je a>0(x>1), onda jednacina dobija oblik 9a = 18, tj. a = 2 i b = 5. Odatle je
Xx=2°=4,ay=3 =243.

Ako je a<0 (0<x<1), onda jednacina dobija oblik —a = 18, tj. a = =18 i b = 45.
Odatle je x=27"i y=3%,

51. Da bi koren +/3x? +5x—6 bio definisan, mora da vazi 3x* +5x—6> 0, a odavde je
( —5—v@?} {—5+v@7 ]
Xe| —oo, 5 ) 5 ,+00 |.

U slucaju da je x >0, skra¢ivanjem sa x polazna jednacina postaje

V3X2 +5X—6 < X+2,

a posto su obe strane nejednacine pozitivne, kvadriranjem dobijamo

3x° +5x-6< (x+2)° < 2x* +x-10<0.

Poslednja nejednacina je zadovoljena za XE(—%,Z), Sto zajedno sa prethodnim
uslovom daje

Xe[ﬂ 2].

6

U slucaju x < 0 dobijamo nejednacinu

V3X2+5X—6 > X+2.

Medutim, zbog prvog uslova je x<$, pa je X+2<0<+/3x*+5x—6 i

-5-4/97 J

nejednacina je zadovoljena za svako x e (— 0, =%
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Konac¢no, skup reSenja date nejednacine je

L, 25T | [ =54497
, 5 U 5 2 |.

52. Neka je K krug koji zadovoljava uslove zadatka i neka je O(x,y) njegov centar, a r
njegov poluprecnik. Posto krug K dodiruje y-osu, i to sa pozitivne strane X-0Se,
zaklju¢ujemo da je x = r. Rastojanje izmedu tacaka O i M je jednako r, a izmedu tacaka

O i (2,0) (3to je centar kruga (x—2)*+y*=1) je jednako r+1. Iz ovoga dobijamo
sistem jednacina
(r=4)%+(y-3)*=r?
(r—2)>+y? =(r+1)>

Iz druge jednacine sledi da je y? =6r —3, a zamenom ovog izraza u prvu jednaginu,

dobijamo y =L . Iz ova dva izraza dobijamo kvadratnu jednaginu

3
2
6r—3— (11— r)
3
CijasureSenjar =2 ir=74. Dakle, postoje dva kruga koja ispunjavaju uslove zadatka:

prvi sa centrom u (2,3) i polupre¢nikom 2 ima jednacinu
(x=2)>+(y-3)° =4,

a drugi sa centrom u (74,-21) i poluprecnikom 74 ima jednacinu
(X—74)* +(y +21)° =74%.
53. Ako brojevi log2, log(2*-1) i log(2*+3) predstavljaju tri uzastopna ¢lana
aritmetickog niza, tada je
2log(2* —1) =log 2 + log(2* +3) <
log(2* —1)> =log[2(2* +3)] <
(2 —1)2 =2(2* +3) o
(2)2—4-(2X)-5=0 =N
(2*-5)(2"+1) =0
Kako je 2* +1>0 zasvako xe R, toje 2* =5,tj. x=1log, 5.
54. Neka su B’ i D’ podnozja normala na dijagonalu AC iz tacaka B i D, redom. Tada vazi

P = % AP . BB'

Pyscr = %CP .BB'

Pop = %CP . DD’

Puop = % AP . DD'
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D

D’

A B
Iz jednakosti

Puee + Pacor = Pascp + Paoe
sledi
AP -BB'+CP-DD'=CP - BB'+AP - DD’
< (AP -CP)(BB'-DD') =0« AP =CP v BB'=DD".

Ako je AP = CP tada P polovi dijagonalu AC i dokaz je zavrSen. U suprotnom vazi
BB'=DD', odakle zaklju¢ujemo da su trouglovi ABB’P i ADD’P podudarni, posto su
uglovu ZBB’P i «DD’P pravi, a uglovi Z/BPB’ i «DPD’ jednaki kao unakrsni. No, iz
podudarnosti trouglova ABB’P i ADD’P sledi da je BP = DP, odnosno tac¢ka P polovi
dijagonalu BD.

Prijemni ispit jula 1998.

55. Iz Vijetovih formula sledi da za reSenja X, 1 X, vazi X, + X, =11 x,X, =m-1. Dalje je
X13X2 + Xlxg = XlXZ (Xl2 + X22) = X1X2 ((Xl + X2)2 - 2X1X2)
=(mM-)(1-2(m-21)=(m-1)(3—2m).
Sada se data nejednacina svodi na kvadratnu nejednacinu
2m? -5m+2<0,

koja je zadovoljena ako i samo ako m e [%2]

56. Da bi logaritamske funkcije u zadatku bile definisane, mora da vazi x >0 i x # 1. Neka
je a=log, x. Tada je

1 a 2
log,3==, lo \/;:—, log -3=—.
gx a gS 2 gﬁ a

Sada jednacina postaje
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§to se lako svodi na kvadratnu jednadinu a® —a—2=0, ¢ijasuresenja a=-1ia=2.
Resenja polazne jednacine su x =% i x=9.

57. Kori$¢enjem adicionih formila i datih uslova dobijamo
J2el o1 J2(J2+1)-(2-1)

_tana-tang a7 . W2y
V2-1 42 V2(J2-)

Odavde sledi da je a — =7 +kz(k € Z) . Medutim, kako su « i S ostri uglovi, to je
~S<a-pB<Z,pajea-pf=7.

58. Neka su a i b duZine gornje, odnosno donje osnovice trapeza ABCD. Neka su M, N, P i
Q tacke preseka srednje linije trapeza sa kracima i dijagonalama (M —N -P-Q).
Kako su MN i PQ sdednje linije trouglova ADC i BDC, redom, zaklju¢ujemo da je
MN =PQ=2. Iz ovoga i MQ =22 sledi da je NP =2%". Po uslovima zadatka je
NP = MN + PQ (jer je MN = PQ ), pa dobijamo

E—9:29@a:3b<:>a:b=3:l.
2 2 2
D b C
M N P Q
A a B

59. Krug x*+y®+8x—-9=0 ima centar u tacki O(-4,0) i polupreénik r = 5. Sada je
| =A0=5V2.

a) Oznagimo h = BC. Cetvorougao ABOC je deltoid sa povr§inom % S druge strane,
ovaj deltoid je sastavljen od dva podudarna pravougla trougla AABO i AACO. Iz
pravouglog trougla AABO sledi AB =+/I> —r?, pa je povrsina ¢etvorougla ABOC
jednaka 2-3-ry/1° —r? , a iz toga sledi
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4
m:r I2—r2:>D= rz—r—z.
2 2 I

Dalje je

2 4 4 2
N5 YN V= C (L1 FEJSNE SO (=L B (P L
2 E E |

Povrsina trougla AABC je

h r?
Pasc = AD'E:‘

b) Posto su uglovi ZABO i ZACO pravi, sledi da je ¢etvorougao ABOC tetivan i da je
AO prec¢nik kruga opisanog oko trougla AABC. Odatle se lako dobija trazena
jednacina kruga

60. Ako za osnovu piramide uzmemo jedan od ovih jednakostrani¢nih trouglova, tada je
visina piramide jednaka visini %\/5 drugog jednakostrani¢nog trougla. Odatle

dobijamo da je zapremina date piramide

2

g

Da bi odredili povrSinu piramide moramo naci povrSine preostalih strana. Sve ivice

piramide, osim BD su jednake a. lvica BD, zajedno sa visinama BE i DE
jednakostrani¢nih trouglova AABC i AACD ¢ini jednakokrakro-pravougli trougao, pa je

BD =24/3v2 = 2/6. Sada je visina koja odgovara ivici BD u jednakokrakom trouglu

AABD jednaka ,/a* — (B—ZDF = %\/ﬁ Konac¢no, povrsina piramide je

1 a®> ~a
v==.2 /3% 3=
3 4\/_2

a’ 1 a a a’
P227\/§+2-§'E\/€'Z'\/E=I\/§(2+\/§).
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Prijemni ispit jula 1999.

61. Neka je A=3/20 +14v2 +3/20-144/2 . Tada va?i

A® =40+ 38 (20 +1442) 38 (20 -1442) <
A’ =40+6A < A*-6A-40=0< (A-4)(A* +4A+10)=0.

Kako jednacina A*+4A+10=0 nema realnih reSenja (a A je realan broj),
zakljucujemo da je A = 4.

62. Neka je o trazeni oStar ugao romba, h visina romba, a duzina stranice romba, a |
duzina duZi AE, gde je E presek dijagonala romba AC i BD. Zapremina tela koje se
dobija kada romb rotira oko stranice AB je jednaka zapremini valjka sa visinom a i
polupre¢nikom osnove h. Zapremina tela koje se dobija kada romb rotira oko
dijagonale AC se dobija kao dvostruka zapremina kupe sa visinom | i pre¢nikom
osnove BD.

Vazi da je
h=asine, | =acos% i 22 =asin%.
Iz ovoga dobijamo
V, =h*ma=a’zsin’a

2

3

Iz uslova zadatka je V, :V, =9 J3,aiz dobijenih jednakosti

2 .
V, = (@)2 =—m’sin® < cos<
2 3 2 2
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V, 3 sin‘a sin’ «
L=~ =3 — =6c05%.
V, 2sin“3coss  singsina

Prema tome, dobijamo da vazi
a 9 o
6C0S—=— < C0S—=——
2 43 2 2
63. Ako je log,x>0(x>1), dobija se sistem jednacina (ozna¢imo a=1Iog, X i
b=1log, y)
4a-3b=2
2a+b=6
CijasureSenja a=2 i b=2.l1ztogadobijamo x=4 i y=9.
Ako je log, x <0(0< x <1) dobija se sistem
—4a-3b=2
2a+b=6

gija su reSenja a=10 i b=14. Iz ovoga bi trebalo da vazi x=2", ali kako je
0<x<1, zakljuéujemo da ovo nije reSenje polaznog sistema. Znaci, sistem ima
jedinstveno reSenje x=4 i y=9.

64. Neka su duZine stranica datog trougla b—d, b i b+d (b>0,d >0). U tom slu¢aju je
obim tog trougla jednak 3b. PovrSina jednakostrani¢nog trougla sa tim obimom je

2 . . v ..
#. Za odredivanje povrSine datog trougla koristimo Heronov obrazac

P=/S(S-a)5 D)5 -0) :\/3—;(%+dj%(g—d] :#J%_dz ,

gde je S poluobim trougla, a a, b i ¢ su duzine stranica trougla.
Koris¢enjem uslova zadatka dobijamo

by3 b*
2 V4

b2./3

1

3
5
Iz ovoga sledi

2
101/Z—d2 =3b® < 25b* -100d* = 9b® <> 16b* =100d°.

Kako su i b i d ve¢i od 0, zakljuéujemo da vazi d :éb. Konacno, trazeni odnos

stranica trougla je
a:b:c:§:1zz.
5 5
65. Da bi jednacina imala realna reSenja, mora da vaZi
D=16k*-4(k-2)(k -5)>0 <
12k* + 28k —40 > 0.
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Resavanjem ovog sistema nejednacina dobijamo
k & (—o0,— 1 U [L+00).
Neka su x, i X, reSenja date jednacine. Ona su razli¢itog znaka ako je XX, <O.

KoriS¢enjem Vijetovih formula dobijamo x,x, = % . Odatle dobijamo da mora da vaZi
k €(2,5). Ovo je i kona¢no reSenje jer ovaj interval pripada intervalu u kome je D > 0.

66. Vazi
3sinx=2(1-cosx) <
3sincos3 = 2sin”
Ako je sin5 =0, onda je redenje x = 2kz(k € Z) . Inace je

3

X _ =X X
3c055_25|n§<:>tan7_5.

Konac¢no, dobijamo

%z arctang+ kz(keZ) < x= 2arctang+ 2kz(k € Z).

Prijemni ispit septembra 2000.

67. Da bi logaritamske funkcije u zadatku bile definisane, mora da vazi x+1>0 i x#0,
tj. x e (-1,0) U (0,+x).

Uvedimo smenu t =log, (x +1) . Nejednacina tada dobija oblik

t+->2—<
t 2 t

Iz poslednje nejednacine dobijamo t € (0,1/2] U[2,+x).

2_ — —
1.5 _20-5t+2 o 2)(tt U2) o

U prvom slugaju je O<Iogz(x+1)s%c>l< Xx+1<v/2 < 0<x<+/2-1, a u drugom
log,(x+1) 22 <= x+1>4 < x>3.

Konacno, x e (0,\/5—1] U [3,+00).

68. Koris¢enjem adicionih formula dobijamo slede¢i niz ekvivalentnih jednacina

- 3 3 - _ 472-
Sin° Xc0S X — €C0S® XSin X = oS §<:>
] . ) 1
sin Xcos X(sin“ X —Cos“ X) = — <
16
1. 1 . 1
—=SIN2XC0S2X = — < SIiNdx =—=—
2 1 4

Iz poslednje jednacine dobijamo
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4x:—arcsin%+2k7z v 4x:7z+arcsin%+2lfz, k,leZ

69. KoriS¢enjem Vijetovih pravila dobijamo sistem jednacina

X + X, =—p

XX, = _ — 2
X, =( :>2 p=p

X +X, +2=p’ q-p+1=pq

(X, +1)(x, +1) = pq

Dakle, moguce vrednosti zapsu p=-2 i p=1.Za p=-2 druga jednacina dobija oblik
g+3=-2q9,paje q=-1.Za p=1, druga jednacina je zadovoljena za svaki broj g. Znaci,
vrednosti parametara p i q koje zadovoljavaju uslove zadatka su

(p!q) = (_2!_1) i (p!q) = (LQ)! q eR
70. Neka je duZina stranice kvadrata jednaka a, a duZine stranica upisanog pravougaonika
nekasu xiy.

D C

A G B

Trouglovi ABGH i ADEF su jednakokrako-pravougli, pa je m:ﬁ=ﬁ:ﬁ=%.

Odatle zakljusujmo da je x+y=BD=a+v2. Dakle, povriina pravougaonika je

av2

Xy = x(aﬁ— X), a ova kvadratna funkcija dostize maksimum za x == pa povrsina

2 &
pravougaonika ne mozZe biti vec¢a od (aTJ :a?’ tj. ne moZe biti veca od polovine

povrsine kvadrata.
71. Neka je r poluprec¢nik osnove kupe.
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Kako se razvijanjem omotaca dobija polukrug, a obim osnove kupe je jednak kruznom
luku koji odredjuje razvijeni omota¢, zaklju¢ujemo da vazi xz =2rr, tj. rzg, pa je
ugao pri vrhu kupe jednak 60°.

2 @ 3

2
Povrsina kupe je P =1’z +rax = 3i7z a zapremina V = Lo 21X = :
4 3 34 2 24

72. Jednacine datih pravih su

x 16
a).y=—+—
(@):y=2+7
(b):y=3x-16

Temena A paralelograma dobijamo kao presek pravih a i b. ReSavanjem gornjeg sistema
jednacina dobijamo da je A(8,8).

Tacka S(4,4) je srediSte paralelograma i nalazi se izmedju temena A i C, pa je AS=SC.
Odatle zaklju¢ujemo da je C(0,0).

© c/

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

’
‘
- ‘
Phd ’
2 (@
-7 ’
-7 ‘.
’
’

’
’
"B
’

Kako prava c sadrzi tacku C(0,0) i paralelna je sa pravom a, to je njena jednacina

v X
(C)-y—3

Sli¢no, zakljucujemo da je jednacina prave d
(d):y=3x

Tacke B i D dobijamo, redom, kao preseke pravih a i d, odnosno b i c. Dobijamo da je
B(2,6) i D(6,2).

Koeficijent pravca dijagonale AC je 1, a dijagonale BD je -1, pa su dijagonale medusobno
normalne, tj. ABCD je romb.

Prijemni ispit septembra 2000.(drugi rok)
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4 2 -1/2 ab %_\/B _1_
R e S

4 1 alab+ab-ab a-b
{a+4b aib Ja(a+vb) ¥bEa-4b)
4/ab(a—b) 4
Vb+/a(v/a++b)a-+b)

74. KoriS¢enjem Vijetovih pravila dobijamo da vazi

X, + X, ==2(M+1) i xX,=m.

2 2 2 2 ,
Kakojeiz+izle+xzz(xl+xz) 4x%, _4m+1)°—4m _ m’+m+1

4 ,to je
KK % m’ me
2 f—
iz+i2>8<:>4(m+—r2n+1—2]>0<:>—m2+m+1>0<:>(m—1+\/g)(m—ﬂ)<0.
X5 m 2 2
Poslednja nejednacina je zadovoljenaza me (ﬂ,H\E) :

2 2
75. Koris¢enjem adicionih formula dobijamo
sin3xsin5x =sin4xsin6x < —%(COSSX —C€0S2X) = —%(colex —C0S2X) &
€0s10x —cos8x =0 < -2sin9xsinx=0<sin9x=0vsinx=0 <

XZ%VXZ'/T (k,1€2)

76. Da bi logaritamske funkcije u zadatku bile definisane, mora da vaZzi
x>0, x#1, x¢1, x;tl.
3 9

KoriS¢enjem svojstava logaritma, poc¢etna jednacina postaje

2 1 3
+ + =
log,x 1+log,x 2+log;x

Uvedemo smenu log; x =t.

g+L+i:0<:>2(l+t)(2+t)+t(2+'[)+3t(l+t):0<:>
t 1+t 2+t

6t> +11t+4=0

ReSenja poslednje kvadratne jednacine su t, = —% it,= —%.

Dakle, log, x = —% viog, x= —% ) ox=

-

1
——V X
3J3
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77. Dobijeno telo je zarubljena kupa visine jednake visini romba, iz ¢ijeg je centra isec¢ena
kupa iste visine (vidi sliku).

Po uslovima zadatka je AC=6cm i ZBAD=60". Iz toga sledi da je trougao AABD
jednakostrani¢an sa visinom 3cm. Ako sa a 0znac¢imo duZinu duZi AB, onda je

%:3cm:>a:2\/§cm

Takode, SD = AB/2 =+/3cm. Zapremina zarubljene kupe je
V,, = %ﬂ(az +a(@a++/3)+@++/3)?) =12+ 2333+ 27)r =57zcm?,
a zapremina isecene kupe je
V, = % =3zcm’.

Dakle, zapremina dobijenog tela je V =54zcm?®.

PovrSina tela je povrSina zarubljene kupe, bez povrSine kruga sa polupre¢nikom SD, a sa
dodatom povrsinom omotaca isec¢ene kupe

P=(a++3)2r+a’zr+ar(a+a++/3)—37+ma3=72rcm?.

78. Kako trazeni krug dodiruje x - osu i centar mu je na pravoj koja je normalna na x - osu
u tacki (-4,0), to je jednacina kruznice

(K):(x+4)"+(y-a)° =0,
gde je q duzina poluprec¢nika kruznice. Tacka (-5,7) pripada kruznici, pa zamenom njenih

koordinata u jednacini dobijamo q = ? Dakle, trazena jednacina je

(")Z(X+4)2+(y—§)2 =%.

Prijemni ispit jula 2001.
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79. Oznacimo levu stranu jednakosti koju treba dokazati sa L,, a desnu sa D,. Kako je

n’(n+1)°

zbir prvih n prirodnih brojeva jednak @ toje D, = . Dokazimo da je i

L - n*(n+1)>

n

. Dokaz izvodimo matemati¢kom indukcijom po n. Za n=1, jednakost

oci-gledno vazi. Neka jednakost vazi za proizvoljan prirodan broj n, tj. neka je

n%(n+1)>

L, = . Tada je

2 2
L, =L+2°+..+n°+(n+D)° =L, + (n+1)° :%

+(n+1)° =

(n+1)? (2 +4n+4) = (n+1)?(n+2)?
4 4

¢ime je dokaz zavrSen.

80. 1z Vijetovih formula je x,X, =m+2 i X, +X, =m+3. Odredimo najpre m tako da

. : X, + X . ..
vaZi i+i>1. Kako je 1<i+i: 17 %2 _ m+3’ dobijamo da mora da vazi
X X, 2 2 X X, X X, m+2
m+4

2m+2) >0, Sto je ispunjeno kada su m+4 i m+2 istog znaka. Ako je vrednost svakog
m+

od tih izraza pozitivha, dobijamo da je m> -2, a ukoliko je negativna imamo da je

: 1 1 1 . .
m < —4 . Dakle, iz uslova —+— > = nalazimo da je
Xl X2

m & (—o0,—4) U (-2, ). @
Odredimo sada za koje je m zadovoljena nejednakost x,° + x,” <5. Kako je x,° + X, =
= (X +X,)* = 2% X, =(M+3)* —2(m+2) =m? +4m+5. Iz x,° + x,” <5 nalazimo da je
m e (-4,0). (2)
Iz uslova (1) i (2), zaklju¢ujemo da je m e (-2,0).

81. Da bi /log(—x) bio definisan, mora da bude zadovoljeno —x>0 i log(-x) >0,
odnosno da je x<0 i x<-1. Dakle, mora da vazi x <-1. Da bi desna strana jednakosti

bila definisana, mora biti +x* >0, odnosno x=0. Dakle, obe strane jednakosti
definisane su za Xx<-1. Imajuci 0vo na umu, dobijamo

Jlog(=x) = log/x? =log|x = log(~x), odakle je log(-x)=0 ili log(~x)=1. Odavde

sledi da su jedina reSenja polazne jednacine x=-11i x=-10.

82. Data nejednacina ekvivalentna je nejednagini (sin® x +cos® x)* —2sin® xcos” X < 7

. .1 . e e . .
odakle nalazimo da je 5= 4sin” xcos’ x,, te koristeéi ¢injenicu da je sin2x = 2sin xcosx,

Z .2

imamo %<sm 2x. Odavde sledi da je sm2x<—— ili —<sm2x Nejednacina
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sin2x < —%, zadovoljena je u slucaju da je 2x e (57”+ 2k7r,77”+ 2kz), ke Z , dok je

nejednacina g <sin2x, zadovoljena u slucaju da je 2x e (% + 2k7r,%7z+ 2kr), keZ.

Otuda su reSenja pocetne nejednacine one vrednosti x za koje je zadovoljeno da
2x e (Crkr,Frkr). keZ , odnosno x e 5+ X2 37 K7y vez

4 4 8 2 8 2
83. Posmatrajmo trougao koji se nalazi u popre¢nom preseku kupe. Oznac¢imo temena tog
jednakokrakog trougla sa A,B i C, gde je osnovica AB jednaka precniku osnove kupe, 2r .
Ako sa O oznac¢imo centar upisane kruznice u taj trougao, a sa D i E redom dodirne tacke
tog kruga sa stranicama AB i BC, znamo da je Z/COE =« , OD =OE =R. 1z pravouglog

trougla COE imamo da je CO = L, paje
cosa

2 2
H=CD=CO+0D=R(l+ 1 ):R1+°°S“:2RM:2RM.tga
cosa cosa cosa sina

KoriS¢enja identiteta sina:ZSin%cos%, dobijamo da je H =R -ctg %-tga. Kako je i
/CBD =« iz trougla CBD imamo da je r = 5 tejer= R-ctg%. Sada lako nalazimo
o

da je V :%BH =%r2H :%R3ctg3%-tga. Treba odrediti jo$ i povrsinu kupe, koja je

jednaka P =rz(r+s), gde je s duZina izvodnice kupe, odnosno duZina duzi CD. Iz trougla

CBD imamo da je s= r _ R cga/ 2. Zato koriste¢i navedenu formulu za povrsinu
cosa cosa

. . 9. 2 1 2 . 30

imamo da je P =zR“ctg” —(1+ )=7R°ctg° —-tgcr .
2 cosa 2

84. Ukoliko znamo jednacine dve prave u eksplicitnom obliku y=kx+n,,i=12, za

k, —k,

. Neka je jednacina traZene
+kK,

neorijentisan ugao izmedu njih vazi relacija tga =

. . 17 .
tangente y =k,X+n,. Iz gore navedene relacije i jednacine date prave y = _EX + > imamo

1

k, +=

22
1

1-2k,

da je 1=tg45° =

, odakle je Kk, :% ili k, =-3. Iskoristimo sada formulu za

rastojanje tacke (X,,Y,) od prave cija je jednacina Ax+By+c=0, koje je dato sa
J- |AX, + By, +C|

v A? + B?

k,x—y+n, =0 jednako polupre¢niku kruznice, odnosno 5. Zato je

. Naime, centar date kruznice je tacka (0,0) ¢ije rastojanje od prave

=\/§. Kako
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542

smo nadli da je k, . ili k,=-3, to za k, 1 dobijamo n,=+——, a za k, =-3
3 3 3

dobijamo n, = 4542 . Dakle, postoje ukupno cetiri prave koje zadovoljavaju sve uslove

ﬂ,yzlx_ﬂ,yz_g)ﬁ&/ﬁ, y=-3x-5v2.

zadatka i njihove jednacinesu y = 1 X+
3 3 3 3
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