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PREDGOVOR DVADESET SESTOM,
PRERAPENOM IZDANJU

Prvo izdanje ove zbirke izadlo je iz §tampe januara 1968. godi-
ne. Zbirka je napisana prema Nastavnom programu matematike za
IV razred gimnazije prirodno-matemati¢kopg smera.

U ovo izdanje uneti su sledeci novi odeljci: Neka svojstva ele-
mentarnih funkcija, Granicne vrednosti funkcije, Asimprote kaivih lini-
jauravni (1 glavay; Primena izvoda pri odredivanju granicne vrednosti
- Lapitalove pravilo (11 glava). U V111 glavi dati su neki veC koris¢eni
maturski pismeni zadaci, po$§to se ponovo na maturi uvodi ispit iz
matematike, i to u dva dela — pismeni i usmeni. Kompleksni brojevi
su prebaceni u Zbirku reffenih zadataka iz matematike 3. Ove izmene
su izvrSene da bi Zbirke bile usaglaSene sa nastavnim programom
matematike za prirodno-matematicki smer koji je usvojio Prosvetni

savet Srbije, a objavljen je u SluZbenom glasniku Srbije 31. maja,

1991. godine.

Recenzentu ovog izdanja Svelozaru Brankovicu, profesoru Pe-
te beogradske gimnagzije, zahvaljujem na paZljivom ¢itanju rukopisa
i sugestijama za njegovo poboljanije.

Prema teZini zadaci se u ovoj zbirci mogu podelili u tri grupe:
lakse (2095), srednje (609) i 1eZe (20%). TeZi zadaci su oznadeni
zvezdicama.

Zahvaljujem svojoj supruzi NadeZdi na pomodi u pripremi i
sredivanju rukopisa.

Beograd, marta 1993. godine AUTOR

PREDGOVOR XXVII DOPUNJENOM IZDANJU

U ovom izdanju VIII glava — Razni zadaci dopunjena je
novim maturskim zadacima sa pismenog maturskog ispita u
junskom 1994. godine, Takode je uneto i osam tesiova sa prijem-

b 1spita na Beogradskom univerzitetu u periodu 1990. - 1994,
goding
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NAPOMENA UZ TRIDESETO IZDANJE

U svom 40-godi§njem postojanju Zavod za udzbenike i nas-
tavna sredstva objavio je veliki broj knjiga koje su imale vile
izdanja 1 koje su postale nezaobilazan deo nafe kulture i obrazo-
vanja. Takva je i Zbirka reSenih zadataka iz matematike 4, mr
Venea Bogoslavova, profesora. Cinjenica da je ovo izdanje tride-
seto po redu govori dovoljno sama za sebe. Sve zbirke profesora
Bogoslavova su viSe od zbirki i gotovo da je nemogude zamisliti
srednjoskolsku nastavu matematike bez njih. Redovnim oboga-
¢ivanjem novim zadacima, novim i po sadrZaju i po idejama, zbir-
ke su svaki put nove.

Sticajem lepih okolnosti, jubilarno izdanje ove zbirke poklo-
pilo se sa Zavodovim jubilejom i tako potvrdilo da se uspeh jed-
nog izdavaa temelji na uglednim autorima i kvalitetnim knjiga-
ma. NaSe Cestitke profesoru Bogoslavovu na njegovim zbirkama
refenih zadataka iz matematike.

Urednik
Farko Jovié

Glavni § odgovorni nrednik
dr Petar Pijanovié

LI Beogradu, 19. decembra 1997.
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1. FUNKCIE

1.1. Neka svojstva elementarnih funkcija

Definicija. Neka su.4 iB” neprazni skupovi. Funkcija (preslikava-

nje) skupaA uskup B je svaki podskup fskupa A x B Koji ima ova

dva svojstva:

1° Skup svih prvih komponenata f jednak je skupu.4.

22 @YDES AEYDES By =Yy, _
Parnost. Za funkciju f, definisanu na simetriCnom intervalu (—a, a),

kaze se da je:

parna akojef(—x) = fix) zax € (—a , a);

neparna ako je f(—x) = —f(x)zax € (—a,a).

Monoronost. Za funkciju f kaZe se da je monotono rastuca, ako je
taéna implikacija

Xy <Xy = ) <fO),

a monotono opadajuca ako vazi

Xp <Xy = fx)) >f(xy).

Periodi¢nost. Ako funkcija f zadovoljava relaciju f (x + w) = f (x)

(w konstanta), kaze se da je periodi¢na sa periodom w, za svako x.
Najmanji pozitivan broj w naziva se osnovni period funkcije.

Nule. Svaki realan broj «, koji zadovoljava jednacinu f (x) = 0, tj.
f () = 0 zove se realna nula funkcije f (x).

Inverzna funkeija. Neka je f preslikavanje jedan—jedan skupa 4 u skup B.

*3  Skup.4 se zove domen, a skup B kodomen ili antidomen.



Inverzno preslikavanje, u oznaci f~*

, jeste preslikavanje skupa

f{A), odredeno jednakodéu f~* (f(x))=x

1.

12

Odrediti domen i kodomen realnih funkcija odredenih na sledeci

nadin:
a) fay="4 *xz;
by g ) =V 4 —x
c}y wix)y= In(x* — ﬁx).
Neka funkcija f preslikava skup R na skup.A incka je:
2) f&) = 522~ &
b) @) =x"— 9

¢y fix)y= ——x + 2. Odrediti skup 4.

Qdrediti oblast definisanosti funkcije date formulom:
ay f(x) = v log (3)52 —2x);

PN ik S
DI =V e s T8

1
¢) y=02x+8—x*"2+log, 4(x~1);

d) y=+/10g o s(3x—8) —log , <(x? +4);

3
¢) y=,— 5+ Jog(x*~x);

o
— g

by \/ V8107 4

Funkcija f(x) definisana je na segmentu {0, 1].

T —1
Odrediti oblast definisanosti funkcije f L—i-_f)'
ey

Akoje f(x) =x° — 3" + 1, tadaje f (2) + 2f (0) = £ (1). Dokazati.

Akojef(x) = j;, tada je f (f (x)) = x. Dokazati.

e e et e AU T S A e e

10,

ik,

i2.

13

. X
Akojef () = ==

[@ =f@) _ x-y
1+ f@fe)  1+o

1ada je

Dokazati.

Akojef(x) = sinx, dokazatida je

v — yY
FO +F0) =2 (%3) V1 -5

Nekajef (x) = ax® + bx + ¢. Tada je
FE+H3)-3Fx+2y+3fx+ 1) —fx) =0 Dokazali

Rediti funkcionalne jednacine:
a) fr+1)=x> —3x+2;
by Fx+x) =xt +x7%

¢ Fe Y =x+ V1427,

4 f (x f_ 1] = x% gde je £ nepoznata funkcija.

Akoje f(x — 1) = 2r — 3, odrediti f (f (" —x + 1)).

sinxy
1+ cosx

Dokazatida je f g—) -f ("2%) =1,

Data je funkcija formulom f(x) =

Odrediti realne nule funkcija odredenih formulama:

JE 4_ g2

B £0) =5 b) F) =gt
c) fix) :sinx—%; dy fxy=log(x — 1);

e) fxy=wgx—V3; fy Fy=Vsinx + 1.



14.

15,

16.

17.

18.

19.

10

Ispitati parnost sledecih funkcija:

a) f(x) =x*— 1 —3cosx;

b) fx) =x° + 1 +sinx’;

¢) f(x) =x*+ 2 + sinx;
X

dfeo)y=5—7+1;
inx +tgx —x°
&) Fov) = sin x gx x :
COs“x
: sin®x + cos 3x 2'—1
DJ&) =gy & f&) =T
h)f(x)=2”+—§;; iy fx)=2"-27,
2
Data je funkcija formulom f (x) = —(lf—;ﬂ

Dokazati da je data funkcija parna.

Data je funkcija f (x) = log (x + ¥ 1 + x*). Dokazati da je data fun-
kcija neparna. :

1—x
1+x
a-+b
1+ ab

Akoje f{x) = log

, tada je

flay +f@y=1 ( ) Dokazati.

Data je funkcija f(x) = ax” + bx. Odrediti realne parameire aib
takodaje f(x) —f(x — 1) =x. Zatim, dokazati da je zbir prvih n
prirodnih brojeva jednak f(n).

Polinom f (x) treceg stepena, €iji je slobodni €lan jednak nuli,
zadovoljava jednakost

fE) —fE—1) =2

Odrediti polinom f (x) i pckazati da je f (n) jednak zbiru kvadrata
prvih n prirodnih brojeva.

%
|

SN

20.

21.

22.

23,

24,

25,

26.

27.

28.

29.

Qdrediti osnovni period funkeije:

a) y=asinbx; b} yztg%;
<) ymcoszx; d) yzsinzg;
€) y =8inxcosx; D y=1g(x+a)

1
Funkcija y = sinx + 5 sin Zx + ésin 3x ima osnovai period w = 2x,

Dokazati.

Odrediti osnovni period i amplitudu funkcije
y=acospx +bsinpx.

Odrediti osnovni period funkcije:

a) y = cos*x + sin’x; byy= cos®x + sin®x.

Data je funkcija f (x) = x*. Odrediti njenu inverznu funkciju i skici-
ratj grafike funkcijaf (x) i [~ Y.
Data je funkcija f (x) = log , (x — 1). Odrediti njenu inverznu fun-

keiju ! i skicirati grafike za obe funkcije.

Data je funkcija f (x) = 3° — 1. Odrediti njenu inverznu funkciju i
nacrtati odgovarajuci grafik.
Dokazati da je inverzna funkcija funkcije
x+1
f(x) - P |
sama ta funkcija i skicirati njen grafik.

Data je funkcija f(x)=log, (x+\/ 21 ). Odrediti 1.

Data je funkeija f () = =57

Odrediti ! (a>1).



31.*

32

e a —a
Data je funkcija f(x) = ~——--§~:
a +a "
a) Pokazati da je funkcija f neparna.
. 1o
b) Pokazati da je f~* (x)=1log, T“i .
—X
INaci eksplicitni analiticki izraz funkcije y = f {x), koja je implicitno
definisana jednadinom
Il —1)+3mn@y+2)=3
Odrediti zatim oblast definisanosti funkcije f i njenu inverznu
funkciju £, za x > 1.

{a>1}.

Odrediti inverznu funkciju /! funkcije

for=VeiViad + VaVian

Odrediti inverznu funkeiju /™ funkcije:

a) j(i) = 2sin 3x; b} f(x) = E_-:m;zsg:’

o) f{x)= %(1 +cosx);  d) flx) = %sinzx.

Odrediti oblast definisanosti sledecih funkcija;
x —

oy

ay f(x) = arccos

by fixy =V3 =X + arcsin

b

¢) F(x) =74~ % + aresin ;111;
d) f(x) = arccos ——— + V1 — 52 _

1-+x

Rediti jednadinu:
a) darctg (x2 -3 —-3)=m;
b} Harcsin (x2 —&x + 8,5) =,

s e i e i e e i

36.

37.*

38,

40.*

41,

42,

{2

1 —x
Funkcija fdata je formulom f(x) = / o

x
Odrediti svaredenja g € [0, 7] jednaline

V3
fGinp) ="

Dokazati da ni za jednu reainu vrednost x funkcija odredena for-
2
r4+x-+1

mulomy == Z i1

nema vrednosti vece od % i manje od %
Skicirati grafike sledecih funkcija:

ay y=|x| + |x+2;

by y=V(—1)° + V7 + 4r + 4;

©) y= " —1J;

dy y=|x —x*| —x;

1
b3 “ sinx’

— 4 -
Y=

B y= fcos x| :

h) y=2sinx [cosx] (0=sx=<2x).

Dokazatidaje P(x) =4 (x3 —x) (A= const) jedinipolinom
koiji zadovoljava jednakost

x-—DPE+1D=x+2)Px).

Odreditireainuo funkciju £ koja zadovoljava funkcionalnu jednadi-

nu f (;121) =5x+ 3.

Dazta je funkcija x = f (x) = g + be". Odredititealne brojeve a, b, ¢,
akoje f(0) =135, f(1) =14, f(2) =350

-1

Data je funkcija f (x) =“z_ — (v % ~1). Odrediti:

a) ff )
b) redenja jednafine f{f (x)) = 0,5
¢) refenja jednadine f(x) — F{ x)y = 0,5

13



3.* Data je funkcija f(x)=2%(1-+x*) %3 Uzraunati f (f(f(f(S())).

4.* Zafunkciju f(x) definisana je funkcija £ (x) na sledeci nadin:

7.

18,

19,

L@ =r@ e =r¢"w) (=120
Ako je fix)=x(1+x%)"%?
dokazati da je f” (x) =x (1 4+ nx?)~ %3,

x{x+1)
x4+2
a) Odredili oblast definisanosti funkcije £
b) Rediti jednacinu flx) == 1.
¢} Rediti nejednadinu f(x) > 0.
d) Za Koje vrednosti parametara ¢ jednacina
fx) =log; (x + a) ima realna refenja?

Data je funkcija f {x} = log

PR
Data je funkcija 16~ x
u i TZ e
J ha f ) 1 —sinxsin Tx
a) Odrediti oblast definisanosti date funkcije.

b) Ispitati dalije data funkcija parna ili neparna.

Odrediti oblast definisanosti funkcije
fe) =V -3 —-10)log? x — 3) .

X+ 21
3

(1) 2f@+2)+f(—x—1)=x>+ 4 + 4.

Dokazati. Da 1i vaZi obrnuto?

Akoje f(x) = ,tada je

Odrediti oblast definisanosti funkcije

f)y=V16 —x* log, (> — 5x + 6).

Odrediti oblast definisanosti funkcije

F () = arcsin (4% + 2x — 1) + szfmﬂ :

51,

52.

53.

54,

S5,

56.*

Date su funkcije fix) =axr + b i g (x) = &’
Odrediti realne brojeve a, b ic takodaje

FE@)=gF).

Data je funkcija f(x) = 2¢% + 2072 4 5x + 5L,
Dokazatidaje f(x) =f (™).

Akoje

a—a* _ 2
f(x)"m“:;’ 8(35)*W,
tada je
: RO EPE))
TEmD=155m 1oy

_ g +gy)
BN =576 10)°
Dokazati.

. x+1 x -2 _
Akoje f x--2) +2f(x+1) =X,
odrediti f (x).

Date su realne funkciie fi (x) = (x — 1)2, L@ = |x—113%
5
fit) = ‘/%%%ﬂ(xh SN CETTEE

L=x~1 V (x — 1)2. Ispitati koja su od sledecih tvrdenja
tafna:

a) sve funkcije su medusobno razlifite;

by fawfi=f=fi=fs;

Q) fi=h=fHL=#f;

Qfsxfi=hHh=fifs=h;

¢) sve date funkcije su jednake,

Ako je niz funkcija f, (x), n € N, definisan na sledeci nadin:

A® = @) =10 a2 0 =41 G, 0D, nEN,
izraCunati g9, (1992).

15



&4,

&
PMM

pomt
P

Akoje f ( = l) = (¢ — 1)% izratunati f(3).

sin x

Date su funkeije fi(r) = 1, fo(x) = tg% ctg % f(x) =
V1 + cos 2x

Jax) = TTcosx‘i . Ispitati koja su od sledecih tvrdenja tadna:
a) sve funkcije su medusobno jednake;

b) medu datim funkcijama nema medusobno jednakih;

O h#h=h=]

H h=hH=h=1

ey h=h=h=h=h

Date su funkceije fi(x)=2log,x, f,(x}=log,x?, f3(x)=2log, |x],

faxy =

a) sve funkcije su medusobno jednake;

b) medu datim funkcijama nema medusobno jednakih;
Oh=h=hH=[

D fi=fa=h=

) fizlhh=fh= =/

2 ST :
o 1otz tafng-
o> Ispitati koji su od sledeéih iskaza tacni:

Akoje f(x) = logsx + 3logz 9, izratunatif (x) -+ f ({)

. Akoje f(x —2) =x" — 2x — 1, izratunatif (1).

Funkcija f(x) = 2x — 1 definisana je u skupu realnih brojeva. Za
koje vrednosti x su: £(0), F(fx)) i fE) uzastopni clanovi arit-
meti¢kog niza?

Data je funkeija x - [ (x) = x* + ax + 3, (a,x,y €R).

a) Izralunati f{6), akoje f(—1) = 4.

b} Resitl jednadinu f(f (x)) = 52, akojef(—1) = 4

L]
V1 — cos’

.'.I
i
i

64.

65.

6.

67,

68.

1.2. Granitna vrednost funkcije

Definicija 1. Kazemoda je4 granicna vrednost funkciie 7(x) uta-
c¢ki aq, ake za svako e =10 pmmji broj ¢ >}, takav da je

;(}"‘(x) Al < e zasvakoxzakojeje lx —a| <9d.
PiSemo limf(x) =4 Hif(x) =4, x—a

E S ]
Teorema: Ako ke lim f{x)=A i lim gix)=B tada vaZii

a) lim [f)=ge)] = A = B by lim [f(x)-gx)f = A - B i

o) l1mﬂ~'~ A .3 =0

x-ra 8(X)
Koristedi definiciju granicne vrednosti funkeije dokazati:
a) lim2x = 4; by limx? =4
x 2 w7
X+ 2 o
c) lim =1; d) lim (3x + 2) = 5.
x=1 a1

Po definiciji graniine vrednosti, pokazati da je lim (2v — 1) = 3.

X-rad

Koliko mora biti & da bizasve
X E(2—38,2+8) bilo [(2x — 1) — 3| <0017

Odrediti sledeCe grani¢ne vrednosti:
3+ 1 I e e xt 4
- !m wﬁ..__r-t%._.____—.w._.‘_ - ral
1

a) lm
)x__,,m _\--»mZX ay -t

Odrediu graniCne vrednosti (67 — 69y

2 4 Z o,
X — X+ e — X AT+
4) lim . by lim ———— ¢} lim —5——.
Q)A._,QX—Z )hlg.;,iz—-:u.-i—# )x~«-1k — & + 7
! 2
x- - Tc+ 10 . A A+ 1
a) lim ——=—"} b} lim -~
x5 X7~ 9y + 20 vl X =X —x 1
4 2
xT— e — 27
¢) lim ;

17



2 ~ 10 ¥~ 6+ 5
:C'*_}‘__:-}_x___l__; b) hm

#9-a) I s 10— 8+ 15¢

2 3;_“2~5x_2
, x® - 16x
¢) lim T

ez 2X° 4 4x — 16

Qdredit’ sledece grani¢ne vrednosti (70 - 73):

b) Hm (V3" + 1 ~x);

76, a) hm (x—/x ——le)

Xt oo

i V43 =2 4y i Vx —Va
¢ — T im e
) xl"I“T;_ 2 i e v | f/—-)b:—-— ﬁ
Vi x
e) lim — i
x+1 X V_,—x-
i Vb2 + dac —~ V b2 — dac
71 a) lim o ;
. 81/}——)52 lim 1 ~ 25
A . 1 ’
R R D IVESS
. —¥x =3) VI +x —VI—x
d)iim“q 22 o lim : :
el v — 49 o xeO Vi5%
' _x=3 VXEe1 -1
im == B
\f) e EET-2OLR G
e " VT T — VT
2 / :
m pm sl e I
V1 =% ~3 Vi -1
C) lim g N d) s 5 v
P x> -8 2+ Vx x=0 X

Teydim e (VE+1 —1)).

A

1

73.* a) .1im (VT M—V}");

74.

75.

76.

o

b) tim Vi‘-~1&?+m~m_
X -eq i'x — " ’

¢} lim (Vx2+ax+c +Vx2+b::«§~d—m2x);

X

dy lim (V (x + a) (H-b) — X}

X e oG

(a,b,c id realni parametri).

Odrediti sledece graniCne vrednosti (74 — 79):

. sin dx
a) lim ~= b) lim £
- 7:}—,40 X e Ul X
Lo b cds Zx o —COS X
¢} lim ———— d) Lim *““"‘7*" ;
x=£0- XS X o f)xma() X
) lim sm (a + x}-—sin (g — x)
e
x0 x :

sinx — sin g

N jifl_/'x—a

o
. cosx—Ycosx . sin3x
a) lim ~—- F " b)-’ Lim —+——
P sin<x ~ 0 SID 2x
. igx-—sinx o Zx—sinx
c) hm;-‘g—jb ; Sod) lim
0 x f x—0 3Xx -+ Smx
sin 4x . 31
H lim ————.
..\.HG ,\/x+1__.1 P Xy g S[H(X*F}.)
COS£
. 2 . sin{l —x
a) lim ; b) lim *“VJ————);
. L VX1
L2 .2
. sin“x — sin“a . T N
¢) Hm ~———e; d) Hm ((w——x)tgx);
X —>=a x5 - 13 ki 2 !

X



/%m0 x* ’ xeml

e lim cos ax —C0s bxX fy lim ( ('i ,,,_x> tg%x“).

V1 xsinx— Jeos2x

77 * d) tim ;
x—+0 ¢ 24
© 2
2=/ 1+cos: .
/by lim YA —ﬁf 0SX : 84.
x=0 sin®x e

¢ - sin (a+x) —sin (@ —x) 8s.
78.%, ) hm tg(a-x)—tg{a—x) ’ ;

. l+-tgx-~~\/l+smx
‘\ .
b) Iz - — ;

x=+0 X

86,

cos x—sin {x 4-2 }+/cos 2x
79.* a) m — .

x—+{ xz ’

87.

oy lim 908U —cos )

‘v””ii X0 x

88,

8¢. lzraziti povrSinu F, i obim O, pravilnog mnogougld, upisanog u
kruZnicu poluprecnikar, u funkeiji broja stranica n, a zatim odrediti
tim P, i Hm O, . (Jedinica za merenje ugla — radijan.)

oo H @

39.

Odrediti sledece grani¢ne vrednosti (81 - 83):

>+227 6

o i P,
81. iliné VT TR

Lxe/1—x | 90.

g2.*

#3* lim

{(m in prirodni brojevi). - E 91.

20

ZuajuCida je
] 1 x ) 1 & l
Im |14 —| =lim |1+ ~] = Hm (I +x}=
R, X ¥ X x—0
odrediti sledece grani¢ne vrednosti (84 - 90):
. + 1) o fxam)
a) Hm (x J ; b) lim (A m) ;
xtew X -1 resbm \ X T
. my +n) 3"
I ; i =)
a)xiTm (mx +p) ’ b)_‘.lfrfm (1 - x)
2 -
PR b tim CE L H10%)
. [+ gy x ’
a) lim { 5 ) ; e
x=too \XT — 2
) im x (In (x+ 1)~ lnx) ;
X ewee —
] .
bVim | n ﬁf
NS xo X
3
@mw ) b) lim (1+2)s
X -4 oo T
a) lim ;
x—»+to JC - X - 1
245+ 4
b) lim rExE
xowtm x —3x+7
a) lim (1+3tg%x) ¢ * ;
x—+0
1
b) lim {cos xpin®* ;
x-+0
Dokamti da je:

_ < 1
a) lim - ok =13 b} lim R — ;
x=0 X am0 X



Odrediti slede¢e grani¢ne vrednosti (92 - 99):

K e-~2xﬁ1 ] eax#ebx

g} im ———; b) lim —
92.* g) im ——— 4‘_;4:1) lim —
03.% a) Jim S ; © by lim x(fa—1) (@>0) .

’___;./xﬂo Sin X X+
. sin® x

94, lm —F—rve .

*0 \/1 -+ X SIn X —CO§ X

RN
. 2cosx — V3 o iz
95, a) lim ———— b) lim -
x e SiN (‘6“*36) Xy 2(:055*—1/7"
e* —cos x e —1
* ) lim — . B)-li LU

%6- mﬁ) }clgfl’ x* ’ d) xl—I-I}J sin xin (I +x)

g 1
g//,zf*’ lim (1 gt /%)%

98.x lim “25% (aib celi brojevi).
X =it

008 ax /e b
99.* 1|im {’)/ COs axxz\/ cos bx

x—+0

160.* Odrediti reaine brojeve a i b tako da je:

-3
) ¥ +1 _
a) lim (x+1—ax—b) =0

x =co

b) im (VX' ~x+1 —ax+b) =0.

X e )

2

Odrediti sledece granic¢ne vrednosti (101 — 105):

101, a) lim MRERX). b) fim 22LCSin ¥
x=+0 X x— 0 X
. Arctg: . arctgis
102, a) lim -8 b) lim 2O 2X
x=0 X x—0 5in3x
. arcsin (1 —2x)
3. a) lim — — T
103. ) =
7T X
Ii — — arctg——-i .
b) xlflx (4 aretgx_%_l)
X
2 sin s + cosx
) - X . 2
104. a) lim — ; b) lim 5 .
+-1 SIDTTX x—x 1 SIRTX 4 COSX
105, lim sin == . g BT
- 2 By
106.* Data je funkcija f (x) xrleta d i b realni brojevi
2 Data je funkci X) = ————m=—==z, gdcsuaibrealni brojevi.
Jernkelaf ) = Y B J
Izradunati:
a) lim f(x); by lim f(x).
A ] X w0
3x + 4
167.* Data je funkcija f (x) = ———————= . Odrediti:
Ay
a) lim f(x); by lim f(x).
X == X w0

1.3. Asimptote krivib linija u ravni

1°. Ako posioji realan broj a takav da je
m f(r) = 2w,

B;‘&? {e prava x = ¢ vertikalna asimptota funkcije
Y=

2% Ako postoje granine vrednosti

13



148,

L%,

FRLIN

1it.

113.

1i4.

Lis,

. fix
= tim 2
x =eEo X ‘
ion o= lim {fixy — kx),
o I 00
onda je pravay = £ x + # Kosa asimpiota. Akoe jek = 0, funkcija ima
horizontalnu asimptotuy = n,

Odrediti asimptote krivik (108 - 116):

2
a) 7 =7 ‘v__lz : D) fl) =dx+ 1+
: ' 3
. ¥4 2x + 4 X
3 2
‘xo )."""‘4
A Y= by y= .
)y 2 (x4 1) ) 12
- 2x 3 i
a y:wmm—l-. b yze.x'
) 2x —x )
) y= L, by y=cigx;
cosx’ &
1
C)y—sinx“.

)]

¥ x -1
ayy=xe ;

RS

f) =:§}+2arclgx.

x4 1

5. fxy= Vg

___xz(x— 1}
fix) P

1%7.

II GLAVA

2. 1Z2v0OD FUNKCLIE
2.1. Prirasiaj funkcije
Obrasci i definicife
1° Prirastaj funkcije x—y=f(x) u tacki sa apscisom x, je
(1) dy=[f(xq+4x%)—f(x,)
2° Srednja brzina promene funkcije na intervalu
[xo. Xo+ 4x] Je

) Ay flxg+ 4x)—flx,)
Ax Ax )

3° Neprekidnost funkcije.

Difipicija 1. Funkcija x—y=f(x) neprekidna je u tagki sa apsci-
som x=ga, ako je praniéna vrednost funkcije za x-»a jednaka
vrednosti funkcije za x=a, tj.

(®)  limf()=f(a)

Definicija 2. Funkcija x—y=/(x) neprekidna je v tafki x==q, ako
je v toj tacki definisana 1 ako beskonatno malom priraitaju
argumenta odgovara beskonatno mali priradtaj funkcije:

@) limAdy=0.

Ax-+0}
Ako nezavisno promenljiva poraste za Ax= 0,002, funkcija

x-~»f{x)=x*+x—1 dobija priraitaj dy=0,006004. Odrediti poet-
nu vrednost nezavisno promenljive.

25



[ 18.

119.

120,

E21.

122,

123,

£25.

o ¥4

Za koliko treba da poraste vrednost nezavisno promenljive pofev-
§i od x,=0 da bi funkcija x—y=—x2+2x+3 porasla za
Ay=0,0199?7 Za Ax dobiée se dve vrednosti. Objasniti ovaj siucaj
na grafiku funkcije.

Odrediti ugao koji sa osom Ox gradi sefica parabole
y=x*-Tx+ 10 koja sadrzi tacke parabole sa apscisama x, =2 i
Xqg= 6.

Qdrediti srednju brzinu promene funkcije x—y=2x"—x*+1 za
Xg=1}1dx=01.

Odrediti priradtaj 4x argumenta x 1 odgovarajudi priraitaj Ay
funkcije x—y=/f(x), pri promeni nezavisno promenljive od vred-
nostl x; na vrednost x,:

a) x-f(x}=log,yx, x; =1, x, = 1000;
b) x-f{x)=log;,2x, x, =05 x,=5.

Odrediti srednju brzinu promene funkcije x-—f{x)=sinx ako je
x=35" a Ax=20".

Tagka se kreée po zakonu koji je definisan jednaCinorm s=5¢ + 10¢,
gde je ¢ yreme u sekundama, a 5 put u metrima. Odrediti sredoju
brzinu kretanja u intervalu ¢ € [20, 20+ At] { rezultat primeniti na
brojnom primeru za:

a) At=1; b) At=0,1;
zinu kretanja za t=20 s.

¢) At=0,01. Izracunati trenutou br-

.. X-a

Data je funkcija x— y:zim?

x, =a—b. Odrediti krajnju vrednost argumenta x, ako je
1

Ay =
¥ a-—b

i pofetna vrednost argumenta

Ispitati meprekidnost funkcije:
a) f(x)=x?4x-1 u tadki sa apscisom x=2;

b) f(x)=x*—4x?-+3x+5 u tacki sa apscisom x=1.

126.

*
127.

*
128.

*
129,

131.

132,

Dokazati da su sledece funkcije neprekidoe za svako x:

x—1
a =ax®-+b ; b} y=5—
) fe)=axtibsts  b) y=gor
¢) f(x)=sin x; d)y fix)=xe".
Prosiriti oblast definisanosti funkcije:
10—x-3
o)=Y =X xeD,

tako da nova funkcija bude neprekidna u tacki sa apscisom x= 1.

Prodiriti oblast definisanosti funkcije

foo=YEHIZT (g

tako da nova funkcija bude neprekidna u tadki sa apscisom x=0.

Odrediti realan broj a tako da funkcija bude neprekidna za sva-
ko x:

x4

0 =3I 9 f9=1 x-2 77
' a, x=2.
x*—d x<(
b) fxy={a+2 x=0 ;
x—4, x=0

Odrediti tacke prekida sledecih funkecija x—y=f(x):

a) f=-"5; b f=—r
x—1

c) f(x)"”";(;;l)(l & d} f(x)=tg x;
1
e) f(x)“;;l; f) f(x)=“1“:";£-

. .. 1. ,
Dokazati da funkcija f(x)=arctg— ima prekid prve vrste.
x
Data je fankcija f(x)= Iii
X

Dokazati da data funkcija ima ta¢ku prekida prve vrste.

ey



'133. Odrediti vrstu prekida funkcije

1
oy T+-3.
y==arc tg( +x}

2.2. Izvod funkcije

Definicija 1. Izvod funkcije f(x) u tadki sa apscisom x = a naziva se
konacéna graniéna vrednost koli¢nika priraStaja funkcije i prirasta-
ja argumenta u taki a kad prira$taj argumenta teZ nuh ili kad
x—+a, t].

1 r ()
predstavija er]),
@ flo=lim A0S0

dx--l] x

f(X) f()

{izvod f"{a) u tacdki sa apscisom x=a

Formula {2} je definiciona relacija za izvod funkcije u svakoj tadki
1 kojoj je ona definisana.

1® Tablica izvoda elementarnih funkcija:

L. {CY=0 (C=const), 2. (xy=1,
1
3. (Y =nxtl 4. (= (x>0),
(") =nx (Vx) WA
5. {sinx)=cosx, 6. (cosx) = -sinx

1 T 1
7 — AN . R
(tgxy = cosix (x# 5 k) 8. (ctgx) 7 (x 5 kT)

9. (@Y =a‘lna, 10, (&) =¢*,

11, (log, x)= m_" (x>0,a>0) 12. (Inxy= (x>0,

x
1

13. e <1}, 14. | =
(arcsinx) = \/ = (xl<1), 14 (arctgx)= [

I 1
15, (arccosx) = ——e—=, o) =
| x? 16. (arcctgx)

1+x%°

134,

135.

136.

137.

138,
139,

146.

141.
142.
143.
144,

i45.

146.

2° Osnovoa pravila izvoda:

L (Cfx)y=C J=)

2. (fxyg () =/"(x}+g(x),

3. (flx)- gl =f"(x) - g} +g'(x) - f(%),

(ﬁ_eﬂ)’ F) g~ - g'(x)
gri{x)

Po definidiji odrediti izvode funkcija (134~137) definisanth formulama:

a) f(x)=+/2x—3; b) (o) m

{g(x}+0).

a) fx)=x;

a4) fix)=xsinx ;

b} fx)=Jx—a.

b} fix}=xcosx.

a) fx)=x%sin2x ; b) f(x)=x%cos3x.

Primenom tablica izvoda i osnovnih pravila izvoda odrediti izvo-
de funkcija definisanih formulama (138-149):

) f)=Yx ; b) f{x)=2xy/x-
a) y=5x*—3x"+4x—8; b) y=dx®—2x2+x—5.

) y=6¢x—4¥x ;

a) y=(x*+a?){x*—a%);

b) yze/iw-g——Jr%m—}‘_M.

x 5x?
b) y=(*—1x*+x+1).
2) fl)=02x+D(x2+3x—1); b) fx)=0x2+1)2x2+3).
a) f(x)=x2cosx ; b) f(x)=xsinx .

a) flxj=tgx—octgx; b} f{x}=x-—sinxcosx.

0 oy=5t e W=t 9 SR
—x-+1 x?ex+1
a) fx)=" E{Ei b) S)=—3

29



55,

£ 56.

i58.

L59.

te0.

Ltol.

62,

SiInNX—XCosX

X}p=—"—" ) b =¢*arcsin x .
a) f(x) cos ey } f(x)==e* arcsin x
cos x oSt
. e - b e
A b g ) SO S
(1+tHarctygr—t
Data je funkcija f(x)= — x>+ 9x* + x— 1.
Odrediti /(- 1).
1 1
Data je funkcija f{x)=%x“m—§x3 ~§—£x2m 1.
Odrediti £(3).
Data je funkcija f(x)=31In x— x?, lzradunati f(1).
‘ Data je funkaija f(t}=1>—31Inr. Izradunati {"(3}.
. . sx+1 g AT
Data je funkcija f (x)___,‘,,:‘fﬁ_{,,,,,,,_ Izracunati f (w)
cos x— | 3
Ako je fi (x):ri‘;tjgc; izracunati [ ’(g)
. : (N3
Ako je f(x)==5arcsin x- Jarccos x, izratunati f° 5 )
es+1 .
Ako je f(x)=—+---'- . lzracuoati £(—1).
1
Ako je f(x)=3arctg x—2arccotg x izracunati f'(2}.
] P—sinx . LT
Ako je f(x)= oo izraGunati f° (4)
Odrediti prvi izvod funkcije x-—y=f{x) (160--168} ako je:
I4ctgx
J= g
g x
flx)= 1—tgx
f{x}=cosx (1 +sinx).

163.

164.

i65.

166.

167.

168.

169.

170,

171

174.

E75.

Sf(x)=sinx {1 —cosx}.
5—¢*
S= iz
g™
T = ey
inx
JE)= l—Inx’
inx—2
fx)= EE v
Inx-+1
fe="
Pokazati da funkcija y:w«l-ihﬂi zadovoljava jednacinu
x—xlnx
2x%y = x?y?+ 1.

P .. o .. 1., .
Odrediti tacke u kojima je izvod funkeije ym-3-x3 jednak izvodu
funkcije y=2x%+ Sx+ 3.

Odrediti jednadinu tangente na grafiku date funkcije u datoj taéki
koja pripada grafiku

a} y=2x*—3x+2 u tacki A(2, y);

b) ye=x*—x? 43 v tacki A(1, y)

¢} y=Inx u tacki A(1, yx

d} y=sinx u taéki A(x, v).

Odrediti jednadinu one tangente krive y=x*+3x%~ 5 koja je nor-
malna na pravu 2x—0y+1=0

U kojoj je tacki parabole y=x%-7x+ 3 tangenta paralelna sa
pravom y=5x+ 27

Data je funkcija f(x)=x3—3x?+ 1. Odrediti tatke u kojima su
tangente date funkcije paralelne sa apscisnom osom.

Odrediti jednadine tangenti krive y=x®—2x*+x—2, koje su pa-

ralelne sa pravom 7x—4y+428=0.

1



i77.

i78.

179.

i8L.

182,

183

184,

185,

Dve krive definisane su jednadinama: _ o
ye=2x% 4+ 2x—3 1 y=x*—2x+ 5. Dokazati da ove krive imaju za-
Jjednidku tangentu u tacki M (2, 9} | odrediti jednaéinu zajednicle
tangente.

Odrediti jednacine tangente i normale funkcije f(x}=x*—x*+3 u
tacki M (l, y} koja pripada grafiku date funkcije.

Odrediti jednaéine tangente 1 normale parabole y =4 —x? u tacka-

ma preseka sa osom Ox. Konstruisati parabolu, tangentu i nor-
malu.

Odrediti jednaéine tangente | normale funkcle fixy=cosx u ta-

. T
éki A ( = y\.
VA
Qdrediti jednadine tangente i normale funkcije f(x)=cosz\/; u
tacki M(0, y}.

Odrediti relaciju koju zadovoljavaju realni brojevi &, n, i p da pra-
va y=kx+n bude tangenta paraboli y*==2px.

QOdrediti relaciju koju zadovoljavaju reaini brojevi a, ki n da pra-
va y=kx-+n bude tangenta parabole y=ax”.

Dokazati da je povriina trougla, koji je odreden bilo kojom
tangentom hiperbole 2xy=a? i koordinainim osama, konstantna
i jednaka a®

Data je kvadratna funkcija y=ax?+ bx+c. Odrediti koeficijente
a, b i ¢ tako da grafik sadrzi koordinatni podetak, da za x=2
ima tangentu paralelnu osi Ox i da njegov grafik u tagki sa
apscisom x=3 ima tangentu paralelpu simetrali prvog i tredeg
kvadrania koordinatnog sisterna.

Data je fankcija f{x)= ax® + bx + ¢. Odrediti realne brojeve a, bic
take da grafik date funkcije sadrZi tacke M(0, 2), N(1, 0) rda u
tacki N tangenta ima koeficijent pravea k= —3.

U funkeiji f{x)=x*+ bx+¢ odredit koeficijente b i ¢ tako da njen
grafik su pravom y=x ima jednu zajedmidku tadku sa apscisom
x=2.

ax—x*

Data je funkcija x—f {x)aw-w-—g--l— . Odrediti realan broj a tako da

grafik date funkcije see osu Ox pod uglom a=45".

188.

189.

190.

191,

192, 2) y=ax?+bx+c;

Odrediti jednacine tangenti krive y=x3+4x? &ji je koeficijent
pravca &.

Odrediti jednacine tangenti krive y=2x+4x? - x, &ji je koefici-
Jent pravea (,5.

Odrediti dodirne tacke tangent krive y=x3-—x%4 2x 3, koje
su paralelne pravoj 3x—y—7=0.

Odrediti jednacinu tangente, parabole y=x2 —dx - 7, koja je nor-

malna na pravu odredenu koordinatnim podetkom i temenom da-
te parabols.

2.3, Izvod slofene funkeije

Ako j‘e v=f{u) a u:g(x}, i ako funkeije f(¥) § g{x) imaju izvode,
tada je y'=/"(u} - ¢'(x). (Funkcija y=f(p(x)) naziva se slojena
funkcija.)

Tabli¢ni izvodi prethodnog paragrafa tada postaju:

L Y =n" 1y o (w/ﬁ)f:_m_}?: e
2/ u
3. {sin WY =cos u - uf 4. {cos uy = —sin u - '
u’ .

5. {tguY = —p—: -t L

(tgu) =5 6. fctg u)=— s
7. (@Y =a"na - v; 8 (& =¢e"

, log e - ’
9. (log, )’ ‘—““‘gg*""—“’*; 10, {Inuy = E;
i u

e ;

1 : . . u
11 {aresin w)= —eome 12, (arccos u)= ——=

J1 Tul 1=t
13. (érctg uj= . i4. {arcctg #)= — i
e T+u®’ T lareelg wy= Pu?

U slededim zadacima odrediti prvi izvod datih slozenik funkcija
(192-229):

b) y={1-5x)*

33



. a) y=x%e

.- &) ymln(x+\/;2—-a1);

a) y=2 sin 6x;

Z2x.
3

. a) y= ex2—x+ 2;

97. -a) y=In fﬂif;
./// a—Xx

98.

99 ¥

100,
161
202.
203.
204,
205.

206.
207.

208.

TA

~4) y=sintx;

=tg*x—3tg x+ 3x.

1
ymi In tg x+In cos x.

Y=J1"sin %7

y=i~ tg4x~%t32xmin cos X.

1
y=y tg?x +1n cos x.

H
y=5 In sin x—3 sin?x.
1—sin x_
1+sin x’

y=+v/x+1—ln(l+/x+1).

. X
a) y=arcsin 5;

a) y=In

, b) y=tg ax.

:b) y=e7*(sin x4 cos x).

b) y=In(v/x~~/x—1)

<\,b) Y= ln}.il’f

b) y=In(e** +/e**+ 1).

\ i,
b} y=sin x—3 sin>x.

sin 2';*
b) y=ln V 1 —sin2x

1
b) y= -
)y arccosx

y=xln(x+/1+x%)—/1+x%

a a X
i, ;;214. a) y=ln“_“'""“”“““““‘m+m arct -3
v S br b ey

x s a* ——
209.}?35\/362-?“:124-5 In (x++/%%+a?).

xZ
210. a) y=arcetg—

. :w I' I+x oy
211{( :},)/y = arctg PR E?) y==arcsin o
212. ) y=arcsin . % A e
» y x2+a2’ C ),,jv: arCCtgéuH R
x v —2x
213. a) y=arcctg —m——; by y=arcctg— 22X .
T V=t (WM 2 /ax—x?

x
215, y=arctg e
I 4/1—x?
i - 1) : -
216, y=>In 123& y v it 3
* 1 (x—1)* I +1
217, y== ln e g
y 6" xTixt1 \/5 arct \[
oo i+x 1
218, y=- I ~
J ¥ 2 —% 3 arctg x
=~JE 2 xR E%“- T
219. y 2 at—x +2, arcsin -

220, y=a 1n(,/'"x+a+\/3é”)!—\/x2+ax.
221. yw41n(,/x—‘i+\/§)+fff4§.

227 f(x)= lﬂ“,/x 313\/%%“““““ arctg x.

b) Y= arcsin 2x.

1 S
b)y=, (x+ o/ 1—x2) goresin =

-y



i

323, fix)= \/EEM:E —arceos

"
134, y=-——— 4ICIg X.

3

[y

/i+x

o -1 o
235, y=arctg >v+m\/}wx

236, p=e,/1—e** 4 arcsin €.

1 2x+1 2x—1
597 p=in® S e (arctg = tarctgT—=J .
227, y=lin \/ + 3 \/3 \/,

x“~x+i 2\;/ 2

} 5 2 3 3
128, _f(x):g tg xkk;j- tgix+tg x.

229, y=in (sin x +«v./i +sin®x} .
230, Dokazati da izvod sledeéih funkcija ne zavisi od x .

n n
a) y=cos*x-+cos® (% +x) -+ cos? (23 )

m . g 2T
b) y=sin’x+sin’ (:% +x}+sin? (-m§m —x);

¢) y=sin® x+cos®x + 3 sin? xcos” x;

d) y=2(sin® x +cos® x) - 3 {sin® x -+ cos®* x}.

231. Dokazati ta¢nost tvrdenja:
a} (sin"x cos nx¥ =n sin”"'x cos{n+ 1)x;
b} {sin”x sin nx) = sin” " *x sin (n+ £)x;
¢} {cos”x sin nx)Y =n cos" " 'x cos(n+ 1)x;
d) (cos™x cos nxy = ~n cos"" tx sin{r+ 1x.
232. Polazefi od identiteta:
sin Znx
2 sin x

»
cos X4 c08 3x4co8 Sx+. . .+cos@n—1)x=

odrediti zbir sin x-+ 3sin3x+5sinSx +. . .-+ (@2n—1) sin (Zn-— 1x.

36

236.

237.

238.

Z39.

240.

241.

242.
243.
244,
245,
246.

247.

Polazedi od identiteta:

. . .. , sin® nx
sin x-+8m 3x +sin Sx+. . . +sin{2n— Dx=—
sin X
odrediti zbir cos x+ 3 cos 3x+ 5cos Sx+(2Zn—1)cos (Zn— 1)x.

. .. 1 . . .
Pokazati da funkcija y=1In P zadovoljava jednacinu
+x
xy'+1=¢"
Odrediti izvode implicitnih funkcija definisanim jednadinama
(235-238):

a) x*+y*=r?; b) 37 =2px.

aj b’ x*+a*yi=a’b?; b) b2x*—a’y?=a’bh®

a) x4+ xp+y7=6; b} %2+ y3—3axy=0,

x

a) y+arctg y—x=0; b) xywarctg;=(}_

Odrediti jednaéinu tangente parabole y?=20x, koja gradi ugao
od 45° sa osom Ox.

Odrediti jednadinu tangente hiperbole 7x*—2y* = 14, koja je nor-
malna na prava 2x+4y—3=0.

QOdrediti ugao pod kojim prava y=x sece krivu definisanu jedna-
ginom x* -+ xy -+ y? =12

U siededim zadacima odrediti ugao preseka krivih definisanih jed-
nacinama (242-251%

x4y —dx=1 i Xyt —2y=9

x%2myt=5 i 4x? +9y? =72,

yi=dx i 224yt =6,

x*=4{y+1) i x*= —16(y—4).

x?—ypi=q? i X% 4 pr=2at

yi=4{x+1) i X%+ y?=16.
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P48, (x._g)z +y2=p? i y?=2px. P 259. Odrediti jednalinu tangente krive y= _?%+2, koja sadrdi tagku

1 . s
A(w2~, 2} i seCe grafik funkcije y=+/4 —x2

149, (x~E)2 + y?=4dp? i y*=2px. .\ -
2 Odrediti drugi izvod funkcije (260-263):
250, y*=ax i x‘=ay. : 260. 1) y=+/1+x%; b) y=e"*,
151, x%+y?—8ax=0 i y2(2a—x)=x>. 261. a) y=e*sin x; b) y=e2=+1,
152" Dokazati da familije krivih: | 1—x
a) y?=4da(x+a) i y?=4b(b—x} 262. a) REERE b) y=In(x+1).
b) xy=>5b2 i x2—y?=a?; :
2 ' b . 203. a) y=In sin x; b) y=arctg x.
c) y*=2{p+a){x+:) 1 *=2(p+b)(;—x); obrazuju or-
t | o2 2 264. Odrediti tredi izvod funkcije:
Ogonainu mrezi. a) yﬁxZ I x; b) waOS?'x.
253. Date su funkcije f(x)=4—15x2—2x% i g(x)=2x>+ 18x+1. Za s " Ry
koje vrednosti x je taéna nejednakost : 265. Data je ﬁmlkcua_f(x)vw e"-sm -
) ‘ a} Dokazati da je taéna jednakost
L= o S =2 () + 2f(x) =0,
i b} lzra¢unati f(0), f(0) i f(0).
254, Qdrediti ugao koji sa osom Ox obrazuje tangenta parabole ; ‘
y=x%+4x— 17, konstruisana u tadki | 266. Odrediti n-ti izvod funkcije
5 a} y=sin x; b) y=cos x.
M ). Y
Napisati jednacinu te tangente. 267. Odrediti n-ti izvod funkcije: .
.. a =g 2x M e = .
255. Odrediti jednacinu tangente konstruisane na grafik funkcije ) y=e o)y 1+ 9 y=lax
x—»y= —x?+2x—1 v tacki sa apscisom x=2. Zatire odrediti :
ugao koji ta tangenta obrazuje sa pravom y—x+ =0 : 268. Odrediti drugi izvod funkcije date implicitno formulom

1 x? 4 yt=1L
256. Data je funkcija x—f{x}=2sin(x+~). Izra¢unati f'(1). ) .

x 269. Dokazatx da funkcija y=C\ cos 3x -+ Cz sin 3x zadovoljava jedna-
257. Dokazati da ma koja tangenta krive y=x"+8x+1 obrazuje sa ciny y”+ 9y =0.
osom Ox oStar ugao.

X 270. Dokazati da funkcija y=e*cos x zadovoljava jednadinu

i (4} —
258. Data je funkcija x—f(x)= 1——% . U preseénim tackama grafika yr+dy=0.
date funkcije sa osom Ox odrediti jednadine tangenti, a zatim nji- 271. Dokazati da funkcija y=¢*sin x zadovoljava jednaginu
hovu presefnu tacku. y =2y +2y=0.
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. 4) vearctg/4x—1;

3
x3

. X 3
. Date su ﬁmkcijef(x)=§ —x24+3x i g(x)=§ —2x*+3x.

QOdrediti sve realne vrednosti x za koje je tatna nejednakost

f .y,
g (x)
x* x* 63x% x? )
: ije fix)=-r4- — i X)=o —d4x 4+ Tx.
Date su funkcije fix) 124 3 5 g(x) 3
y : e 16 tatna neiednakost . C9 > 7
Odredit sve realne vrednosti x za koje je tatna nejednakost E’_ix} =7

Data je funkcija x—y=2x sin x—(x>—2) cos x. Dokazati da je
data funkcija refenje jednadine y”'+ y'=2sin x-+4x cos x.

QOdrediti diferencijale prvog reda sledeéih funkeija (275-277):

a) y=+/1+x%; by f(x)=2x —sin 2x.

b) f(p)=cos(a~bey).

1 a X
a} f(x)=af‘33133—x; b) f(x)ﬂ;Jrarctg e

. Data je funkcija x—f(x)= 5% +4x? + 6x 8.

Rediti jednadinu f(x)—3x"! f(x)=0,

1

2 3.
. Date su funkcije f(x)=§x3+~-x2 —=x 1 gx)=2%>—4,5x*—2x.

2 7
Odrediti sve realne vrednosti x za koje je

U{x}+g (x)=1.

. x* a+2
Data je funkcija x—f (x)mwé}—wf’lT

Gdrediti sve realne vrednosti x za koje jo f(x)=a.

x*+ 3ax-+a (a realan broj).

11 1 | 2 garesinx
. Data je funkcija X—y=2 (x4 +/1—x2 ) g=einx,

Rediti jednacinu 2y — y'x = xe“™"* po x.

282,

283,

284.

28=.

286.

287.

Data je funkcija x—f(x)= x>+ ax?+ bx--1 (g, b realni brojevi).
a} Odrediti realne brojeve a i b ako je
S)=—12Af(—1)=4.
b} Za dobijene vrednosti @ i b odrediti lim L)
x—+3 X —
c) Reiiti sistermn nejednadina

O<f{x)</"(x).

. .. 1 1
Data je funkcija x—f(x)= 3 x3? 3 (6 3ayx*—2(a+4)x+8 (a rea-
lan broj). Odrediti realan broj ¢ tako da je tadna jednakost

1 [ — —
JTO)U( ) ~f{—1)=—0,125.

Date su funkeije x—sf(x)=—— j

- X—rg(x)=ax® —(a— 1) x%

Resiti jednacinu po x
¥, ! az
f(x)—g(x)*f"(am'
Data je funkcija x—y=x*—3ax?+3a’x—3x~1 (x, a € R),
Odrediti realan broj a tako da je y. +y,,.~2a>+a+3.
Data je funkcija x—y =g 33— hx? +% (@ i b celi brojevi). Celi

brojevi a i b zadovoljavaju konjunkciju
3a* 4+ 5 =17TAna+b=3.
Dokazati da je y,,. =f(y

min)v

Data je funkcija x—>f(x)=(k-+ 1) x> +(k+ 3} x—5 (k je realan broj).
Odrediti realan broj k da izrazi: f(1)+ 15, f (1) 1 f"{x), uzeti ovim
redom obrazuju geometrijsku progresiju.

24. Primena izvoda pri odredivanju granitne vredposti
Lopitalovo pravile

Primedba 1. Ako se pri izraSunavanju graniéne veednosti lim fg(x_))
Xt g X

. P LU < . L
lavi neodredeni oblik »6« i » —« tada se koristi veoma efektiv-
o0

no pravilo Lopitala.
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289.

291.
292.

293. -

294,

295, a)tim (% _ L }. Bylim {1 _ X\
- Eeilx—1 Inox/7 % *ilin x o x

296. 2

Primedba 2. Neka su funkcije f(x) i g(x) diferencijabilne u tatki
x=a i njenoj okolini, pri ¢emu je f(@)=g(@)=01i g'(a)#0, tada je

(1) ii_mg(( )}_iwa‘;(( )) (Lopitalovo pravilo).

Primenom Lopitalovog pravila izradunati grani¢ne vrednosti
{288-303):

a) im sin_ 3x b) lim e—1

x+0 2)('. > .-=‘",/"x-»o Siﬂ D
a)lim *"~! b)lim ¢ —¢
vl | 0 §in x

a)lim €—€ *—2X  B)lim X

=0 y_gin x 7 XU e*

a) lim i‘iﬁiﬁ. b) hm X

CET oy 27 10 x—sin x
) lim 10 $in X p) gim 0,
T {m— 27 0 x

a) im x? In x; :b)lim x ctg 2x.

X0 . x0
a) im x*; b)lim (}M)mx :
x-+0 x—+0 x "

1 ST 1

297.* a) lim {cos x)=*; b) ljm{l) (ctg x)in =,
x-+0 X

.
ik

298.% a) fim X b)lim x %

42

X x—+0

299, a)fim X XX+l gy L“M
xloed a2y 1’ %2 33942 4y 4§

300. a)lim 2e* 22X —x* b) lim €08 2x—2cos x+1

x+0 2x3 ’ xr 2

301 a)lim £ (ke R"); b)lim DX e N,
X+ x X+ as xk

302, a) lim &S0 I—1 ) iy €'sin £t
=0 In (1+18) 10 32 4 (5

303.* a) hm (cos x)2~%; b) lim (?,}Ej) 3.

z 10 x—+0
2

2.5. Primena izvoda v prirodnim naukama

304. Tacka se kreée pravolinijski po zakonu s=2¢3+1t*—4. Odrediti
brzinu i ubrzanje v trenutku t=4.

305, Telo se krece pravolinijski po zakonu s(t)n%t:“s —2¢% 4 3¢, Odrediti

brzinu i ubrzanje kretanja. U kom trenutku telo menja smer kre-
tanja.
106 Dve tatke se kretu pravolinijski po zakonima s=100+5¢ i
s=§t2. Kojom se brzinom kreéu ove tacke u momentu njihovog

su;&rcta‘?

e 1
307. Tacka se krece pravolinijski po zakonu s=§t2—51+8. U kom
trenutku je brzina tacke jednaka 07

308. Zakon kretanja nekog tela koje se krece pravolinijski je
s=3t>—2r*+t. U kom trenutku ée brzina tela biti v=67?
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310,

311

44

Zakon promene temperature T tela u zavisnosti od vremena ¢ dat
je jednadinom T=0.2¢. Odrediti brzinu zagrevanja tela u treput-

S ku =10,

Temperatura tela T menja se u funkciji vremena ¢ po zakonu
T==0,5¢* —2¢. Odrediti brzinu zagrevanja tela u trenutku f= 3.

Sa visine od 10 m izbageno je vertikalno uvvis telo sa podetnom
brzinom 200 m/s. Na kojoj ¢e se visini nalaziti posle ¢ sekundi?
Posle koliko sekundi telo dostiZe maksimalnu visinu i kolika je ta
visina?

Tocak radijusa r kotrlja se po pravoj. Ugao f za koji se tolak
okrene u toku ¢ sekundi dat je jednacinom
2

t - . . . -«
ﬁ=t+§ . Odrediti brzinu i ubrzanje centra tocka.

Kolifina naelektrisanja g, koja proti¢e kroz jedan provodnik, me-
nja se u zavisnosti od vremena ¢ po zakonu g=04¢* (g u Kuloni-
ma, ¢ u seckundama). Odrediti ja¢inu struje J posle 8 sekundi

Promena jaCine struje u funkciji vremena ¢ data je jednalinom
J =212 — 51, Odrediti brzinu promene jagine siruje posle 10 sekundi.
Telo mase 10 kg kre€e se pravolinijski po zakonu s=31% -+ 7r -+ 4.

ey . 1 .
QOdrediti kineti¢ku energiju tela (= mv*) u 4. sekundi od podetka
kretanja. 2

Telo mase 100 kg kreée se pravolinijski po zakonu s=5:2—2.

Odrediti kineticku energiju kroz 2 sekunde.

2.6. Monotonost, ekstremne vrednosti, konveksnost, konkavoost
prevejne talke fankcije

Primedba 1. Monotonost: Ako je u intervalu (g, b) izvod funkcije
pozitivan, 1. f'(x)>0, tada funkcija raste u intervaiu (a, b), a ako
ie f1{(x)<Q, tada funkcija f(x) opada.

Primedba 2. Ekstremne vrednosti: Za odredivanje lokalnih ekstre-
muma diferencijabilne funkcije potrebno je najpre odrediti apscise
stacionarnih tacaka refavaniem jednadine

1y fx}=0

3i8.

318,

Od refenja jednadine (1} treba izdvojiti ona koja su realna i u
kojima funkeijz menja znak. Funkcija ¢e imati maksimum u
tafkama u kojima tzvod menja znak od 4 pa -, 2 minimum v
tackama u kojima lzvod menja znak od — na +. U tackama u
kojima izvod ne menja znak nema ni maksimuma pi minimuma,

Primedba 3. Ako je x=x, apscisa stacionarne tacke i ako je
S (xe)<0, tada v tadid sz apscisom x=2x, fnkecija f(x} ima
maksimum, a ako Je f[7{xy)>0, funkcia f(x} ima u tacki sa
apscisom x = x, minimum.

Primedba 4. Konveksnost i konkavnost: KaZe se da je funkcija
f{x} konveksna na intervalu (a, b} akc je grafik proizvoljne
tangente ispod grafika funkcije v koordinatoom sistenmy xOy.,
Funkcija f{x) je konkavna na intervalu (a, b} ako je grafik ma koje
tangente iznad grafika funkcije u koordinatnom sisternu xQy.

Primedba 5. Prevojne tadke: Ako x=x, razdvaja intervale kon-
veksnosti 1 konkavnosti funkcije f(x) tacka P(x,, f{x,)) se naziva
prevojna tatka funkecije y=f(x).

Odrediii intervaie monotonosti, konveksnosti i konkavnosti kao i
prevone tacke funkeija x—y (317-319), ako je:

a) y=x>-—3x; b} y=x>—4x®+4x.

a) y=inx; b} y=tg x.

X

a) fix) = Tt b} y=sin x—cos x (O<x<2n)

a) y=x"—3x+ 1 by y=_x*—x*—3x
a) =+ )y
x* -2
y=sin x-+cos x (O<x<2x).
y=sin*x—2sin x (Q<x=<2x)
al p=xin?x; D) y=xict
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25.

26.

i27.

331.

332.

333.

334.

335,

336.

337.

Pokazati da funkcija y =x* —3x? +6x + 10 nema ekstremnih vred-
nosti.

U kruZnici polupreénika r upisan je pravougaonik maksimalne
povriine. Odrediti dimenzije pravougaonika i maksimalou povrSinu

Odrediti stranice pravougaonika, najveée povrdine, upisanog u
elipsi b*x* + a*y? = a?bh?.

Odrediti stranice jednakokrakog trougla maksimalne povrSine,
upisanog u elipsi b?x? + a®y?=a*b? (sL. §).

Dat je lik omeden parabolom y?=2px i pravom x=a. Qdrediti
dimenzije pravougaonika, maksimalne povriine, koji je upisan u
dati lik (sl 9).

Od kartona oblika kvadrata stranice a nadiniti otvorenu kutiju
maksimalne zapremine. Odrediti dimenzije kutije i maksimalnu
ZAPTEmin.

Od kartona oblika pravougaonika osnovice 32 cm i visine 20 cm
napraviti otvorenu kutiju maksimalne zapremine. Odrediti maksi-
malnu zapreminu.

U polukruZoici polupreénika r upisan je trapez, Cija je veca
osnovica preénik kruZnice. Odrediti visinu i manju osnovicu
trapeza, tako da mu povriina bude maksimalna.

Odrediti dimenzije pravog kruZznog valjka, maksimalne zapremi-
ne, koji se moZe upisati v pravu kruZznu kupu polupretnika R i
visine H.

Odrediti dimenzije i zapreminu prave kruine kupe makst ialne
zapremine, koja se moZe upisati u loptu datog poluprecnika R.

U pravu kruZnu kupu polupreénika R i visine H, upisati kvadrat-
nu prizmu osnovne ivice 4 1 visine x, maksimalne zapremine,

Medu svim pravim kupama opisanim oko lopte polupreénika R,
odrediti onu &ija je zapremina minimalna.

U loptu polupreénika R upisati valjak:
a) maksimalne zapremine;
b) maksimalne povriine omotaca.

338.

339.

340.

341.

342.

343.

344.

34s.

346.

347.

348,

349.

350,

U tacki M(x,, yo) elipse b%x? + a*y? = a?h? konstruisana je tangen-
ta. Odrediti koordinate tatke M tako da ova tangenta obrazuje sa
koordinatnim osama trougac minimalne povriine.

Tatka A(a, p) (@>0, b>0), Dekartove ravni xQy pripada pravoj
koja obrazuje sa koordinatnim osama trougao minimalne povrsi-

ne. Odrediti katete pravouglog trougla I njegovu minimalnu
povriinu,

U kruinicuvpolupreénika r upisan je jednakokraki trougao maksi-
malne povriine. Odrediti stranice trougla.

Od svih kruini}'l konusa date povriine P, odrediti onaj &ja je
zapremina maksimalna,

Odrediti osnovnu ivicu i visinu pravilne &etvorostrane piramide
date povrSine P, tako da ima najveéu zapreminu.

U pravu kruZnu kupu poluprednika R i visine H upisan je kruZni
valjak maksimalne povréine omotada. Odrediti dimenzije valjka.

Odrediti dimenzije prave kruZne kupe date zapremine V] tako da
njena povrsina bude minimalna.

. x? 3?2
Data je elipsa I§+§ =1. Konstruisati tetivu MN paralelnu sa
veljkomvosom elipse, tako da je povriina trougla OMN maksimal-
na, a tacka O koordinatni poéetak.

DuZ g E_o_deliti na dve duZi tako da suma trostrukog kvadrata
prve dud i dvostrukog kvadrata druge duZi bude minimalna.

Na zparafoli y=x* odrediti tadku najmanje udaljenu od prave
y=2x-—4.

U jedpagini y=x*—1-~a(x—1) odrediti a tako da grafik krive
definisane datom jednadinom dodiruje osu Ox.

Funkcija x—y= a,% + a,x* + a;x + a, ima prevojnu tacku u koor-
dinatnom pocetku, a minimum u tacki sa apscisom x=3. Tangen-
ta u prevojnoj tacki ima koeficijent praveca —1. Odrediti realne
brojeve a;, a,, a, 1 a,.

Odrediti koeficijente a, b i ¢ polinoma y=x*+ax®+bx+c tako
da: a) za x= — 1 funkcija ima maksimum, za x=4 minimum, a za

A"
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x= —2 vrednost 1; b) za x= —2 ima prevojnu tadku, a u toj tacki
vrednost 4, a da tangenta u prevojnoj tac¢ki bude paralelna osi Ox.

Komponente F, i F, sile F obrazuju medugobno ugao f. Za koju

vrednost ugla f§ sila F=+/ F 2 +Fy®2+2FF; cos fima maksimal-
nu vrednost.

Na telo tefine G koje se palazi na strmoj ravai nagnutoj pod
kG
cos fi -+ ksin B
gde je k koefichjent trenja, Odrediti ugao f tako da sila F imna

najmapju vrednost,

uglom f prema horizontainoj ravni, dejstvuje siia F =

Data je funkcija x—»f(x}=A4x*+x+Binx.
Odrediti:

a} Realne brojeve 4 1 B, ako je f{lj=2 A f(1})=4.
b} Realne brojeve 41 B, tako da za x=1 i x=2 data funkcija ima
ekstremne vrednosti.

¢} Realne brojeve 4 i B, tako da je data funkcija rastuca na
éitavo] oblasti definisanosti,

Neka su x; | x 4pqcme ekstremnih vrednosti funkcija x-+f{x}=
=D 4 3(a 2)x? ——6(a+1)x+2 gde JC @ realan broj. Zz koje
vrednosti realnog broja ¢ izraz x,? + x,* ima mintmalny vrednost?

Ako su x, 1 x; apscise minimuma 1 maksimuma funkcije x—y=
=—2x343{l —2a) x* + 12ax—{ (ae R}). Odrediti reaine vrednosti
a tako da je tadna jednakost x,% = x,.

Data je funkelja x-/{x)=21In{x—2}—x* 4+ dx+ 1. Odrediii inier-
vale monotonosti i ekstremne vrednost date funkcije.

Za koje je vrednosti realnog broja a funkcija x—f{x)=(a+ 2} x* —
—3ax® +9ax--Z rastuda za svako x iz svog domena?

Tiata j Je funkcg.} x-y=xi+bx+2 U tadkama Sije su apscise

¥ =--11 x,=-—73 konstrulsape su tangente na grafik date fun-
keije. Za kole vredposti realnop broja B oje obim irougla koga
ogbrazyju tangente sa osom Oy minimalan?

Data je funkeija x—f(xj={c—12}x*+ 3{c—12)x* +-6x+ 7 gdeje ¢
realan broj. Odrediti realan broj ¢ tako da data funkcija bude
rastua za svako x.

360.

3o1.

362,

363,

364.

366,

Data je funkcija x—f(x)=2x" —6a%x +3.
Qdrediti pozitivou vrednost realnog broja a, tako da za x=3
funkcija ima minimalnu vrednost.

Odrediti minimalnu i maksimalnu vrednost funkcija:
a) x—=f{x)=x*2x-3)—12{3x-2), na intervalo [ -3, &J;

b) x—f(x)=15—3cos x-+cos 3x, na intervalu !:O, ;}

Dokazati da grafik krive y=x" +3x° + 2x nema zajednitkih tadaka
sa pravom y=2x-1. Zatim odrediti rastojanje prave od tadke koja
pripada krivoj i najbliza je datoj pravoj.

Odrediti maksimalnu i minimalau vrednost funkcije:

3
x—}f(x):gﬁr; na intervalu {— 35, —17.

Data je funkeija x-+y=x>+px+gq, gde su p i g realni brojevi.
a) Ako je M maksimum i m minimum date fankcije, dokazati da
4p?
e Mm=g°+ ——
J TR

b) Odrediti realne brojeve p i ¢ tako da bude x= —2 nula date
funkcije i M —m==4.

Diata je funkcija x—f(x)=x>~3x+2.

a) Odrediti funkciju x-»g(x)=ax?+ bx+ ¢ tako da, u tadki M(2, y)
koja pripada grafiku date funkcije, ima ekstremnu vrednost; a
sa f(x) ima jod jednu zajednicku tatku P kcja pripada osi Oy.

b} Odrediti ugao pod kojim se seku data kriva i kriva odredena
pod a).

2
Data je funkcija xﬂ_yzx‘zm(m—i‘;x“——mx + L.

Odrediti realan broj m tako da funkcija nema ekstremne vrednosti.

2.7. Ispitivanje fankeije (uz primenu izveda). Grafik funkeije

Primedba. I3a bi se §to preciznije konstruisao grafik funkcije treba
ispitati sledeca svojstva funkcije:

1" obiast definisanosti;
27 parnost;
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371,

I72.
373.

374.

375.
376.

377.

378,

&0y

3 pernodicnost;

4° nule (i presek sa osom Oy);

5° znak funkcije;
6° prvi i drugi izvod;

7° intervale rafenja i opadanja;

8° ekstremne vrednosti;

9° konkavnost 1 konveksnost;

10® pre ojne tacke;

i dSil.lptOte kose vertikalne, horizontalne;
12° pondsanje funkcije u okohm kriti¢nih tacaka (tdcke u koji-
ma nije definisana i tacke x-+ + <O).

Ispitati promene i skicirati grafik funkcija definisanih formulama

(367-429):

a) y=x?—6x249x—4
a) y=x>-3x;

a) y=x*—4x? 4 4x;

1
y=3 x*—2x23x-+ 1.

1
y=y x? - x*—3x.

a) y=-—4x3+3x—1;

a) y=x*—2x%
a) y= lx“ +x
4 a

a) y=6x*—x%—9x3

y=x(x—1} (x+1)>.

Y= X5 627 - 12x% 4 87,

b) y=

b) y=

b) y=

b) y=
b) y=

b) ye=

b) y=

x%(3 —x).
x3 —6x2+9x—2.

x*—3x+2.

(x+ Dx— 1)~

—x* 4 22243,
x* —4x%+ 3.

x° —dx* +4x?,

%X
14x2°

379. a) y=— s

380. a) y=—5
x —

T
3sl. a) y=%;§g_jg
382, 0) y=; i ;(f"iT);

B83) y=§§%§;
384..7; a) yzg;“i;

385. a) y= ;5

3?6. a) ymx2w4xl+4’
387 a) ym_-x._g_x_f_i_ .
388. a) ykﬁ}ﬁ;
389. ay ym_m};z+13£;

390. 2) y= xj‘i .

391, a) yrex(l-x)%
392, a) y?=2x—3Y x%

0t
b) y= ff%f .

b—; y= 522: ix ;—3
b) y= i:i%ﬂ
by y=2 mizlﬁ
Ut

b) y= Xiiff_;%
b) y= 4x ;gm
b) y=x*+ iz .
W=
b y="F



393.
394.

395,

396.*
397.

398.

399,

400.
401.

402.
403,

407,

408.

409.

52

a) y=x*e™%

1

a) y=ex b} y=xe*

x2

a) y=x? e
1

a) y=x €5

a) y=xlIn x;

a) y=In{(x*—1}

Inx
a) y=x72’>

a) y=cos’x—cos x;
. . T
a) y=sin x sin{x+-);

a) v=sin®x-—sin x;

a) yp=2c0s? x+6 cos x;

1 +sin %’
a) |yl =2 sin{x+|x|);

y=sin x|cos x]+cos x|sin xi.

a) y=Ix*—ix|~2;

e e
x| lx+1] x—1]°

b) y=sin xw\/i €OS X.

b} y=-4 cos x cos(xwg).

b) y=sin® x+cos®x.
b) y=2 cos®x++/3 sin 2x.

sin x
b}y
) y= lmcos x

b) ymsm(xwﬁ")-

_ =17
by y=",

4107 a) y=x%—ax?®+ax;
* a
1i = -
a)y y x+x

412 a) f) =
+

413 B f)= 0

Vi+x?

414, 1) f(x)»mf‘»l~~1 =

415.% a) f(x) =% —x%;

416, a) fix ?‘ *x.
417, a) f =§x'{?—2;

;..

4187 a) f(x)=xe =1
4187 ) 9 =(5x~ 1)

4200 a) f(x)=(x?—2)e2*

4217 a) f(x)=(@x?+3) e~

* x*
4285 W) y=—r
2. 1)) n?x—2’

423.* a) f(x)=~/xIn?x

b) y=ax’—3x? (a realan broj).

b) y=§mif | (a realan broj).
0 s =YL

b) flx =j7iiz

b) fx)=4x? 4 x> .

B =t

0 S~ (P

b) f(0)=(x+2) ex
by fx)=xes .

i 1
b) f{x}mﬁ(ltﬁx—B) ex .

Sx-2

b) =y xe 7

5+lnx
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424,

425

426,

427

428.

L3
429.

&A

a) y=£+2arctgx;
x

1
a) y=arccos —;
x

x . 2x
= — - ArCSin =3
a) 2 “{ 1+ x2

1
a) y=arctg(1+;);

. 2x
b) y=arcsml+x2.

.1
b) y-—arcsmk.

2 1
b) y=x3—{x*—1)3.

b) y=(x— 1)/x*.

b) y=x—arctg x.

L,
b) y=(x+)".

430.

431.

432.

III GLAVA

3. APROKSIMACIJA FUNKCIIA™

3.1. Diferencijal. Primena kod linearnih aproksimacija
Primedba 1. Apsolutna grefka pribliZne jednakosti dy=dy je
jednaka:

(1)  a=|dy—dyl.

Primedba 2. Relativnia greSka pribliZzne jednakosti Ay =dy odredu-
je se obrascem:

2 Lt A4 )

Primedba 3. Primenom obrasca Ay=xdy, imamo obrazac:

(3) S+ Ax)=f(x)+f (x) 4x.
Obrazac (3) se koristi za priblizno izradunavanje vrednosti funkcije.

Tzracunati priradtaj i diferencijal funkcije x—y=-3x*—x za x=1 1
Ax=0,01 i odrediti greSku zamene priradtaja diferencijalom.

Odrediti priraStaj i diferencijal funkcije x—>y=x*—x za x=10 1
Ax=0,1. Zatim odrediti apsolutnu, relativau i procentualnu gres-
ku pri aproksimaciji priraitaja diferencijalom.

Data je funkcija x—y=x>—3x?+ 10.

lzracunati za x=3j Ax=0,001:

a) prira$taj i diferencijal funkcija;

b) apsolutnu, relativnu i procentualou greSku pri aproksimaciji
prirastaja diferencijalom.

* Ova metodaka Jjedinica nije predvidona nastavnim planom i programnm za gimnazije.
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433,

P
434,

435,

436.

438,

44(0.

441,

ad2,

443,

Stranica kvadrata je x=8 cm. Za koliko se uveéa njegova povrSi-
na ako se stranica uveca za 0,1 cm? Odrediti diferencijal povriine
ovog kvadrata 1 oceniti relativou greSku pri aproksimacijt priras-
taja diferencijalom.

Dat je obim osnog preseka pravog kruZnog valjka. Obim iznosi
100 cm. Za koliko se uvela povriina omotala ako sc vrednost
polupreénika r=10 cm uveta za r=1 cm? Odrediti diferencijal
povriine omotada ovog valjka 1 oceniti relativnu gresku pri
aproksimaciji priradtaja diferencijalom.

Dat je zbir dve stranice trougla ABC, b+c=4 cm i zahvaceni
ugao o=30°. Za koliko se uveta povriina trougla ako se stranica
b uveda od 1 cm na 1,1 em? Oceniti relativou gre§ku pri aproksi-
maciji prirastaja povriine diferencijalom.

Data je funkcija ye2x*-x?+1. Odrediti priraitaj i diferencijal
funkcije za x=1 1 Ax=0,1. Zatim odrediti relativou gre$ku pri
zameni priraitaja diferencijalom.

Tadka se krede po zakonu s= 10z 52, gde je t vreme u sekunda-
ma a s put v metrima. Odrediti priradtaj puta za t=20: a) Ar=1;
b} Ar=0,1; ¢} Ar==0,01. Zatim odrediti relativnu grasku pri zameni
priraitaja puta diferencijalom.

Odrediti pribliznu vrednost funkcije (438-443):
x—y=x>—4x*+7x+3  za x=1,03.

x-yp=3x>+4+2x—1 za x=203.

x-+y=x>4x?-2x za x=2,01L
i 3 2
x—+_v=§x —5x*+x—1 zax=2]1.

x-y=x—4x*+1 za x=—203.

444.
445,

446.
447.

448.
449,

450.

451,

452,

453.

454.
455,
456.
457.
458,

Aproksimacijom prira§taja diferencijalom izracunati priblizne
vrednosti izraza (444-447):
a) sin 46°; b} sin 60°3",
a) sin 31°; b) cos 151°.

a) &/1,02; b) /65,

Znajuéi da je log 200=2,30103, izraéunati vrednost za
log,e 200,2.

a) log,, 11; b) tg 61°.

Dokazati da su za dovoljno malo |h| taéne priblizne formuje:

1 —
a)«/1+hzl+£h; b)%hxprgh.

Primepom pribliZnih formula a) i b) iz prethodnog zadatka izra-
cunaty

a) /1,04; b) /1,06.
Ako je |h] dovoljno malo, tada su tagne formule:
i+h

In 2= 2h. Dokazati.
c) =% okazatl

a) e~ 1+ h; by In(l+h)~k;

o .. | .
Zamenom prirastaja funkcije f(x)= > diferencijalom izradunati
X
1

1,004
Priblizno izracunati arcig 1,05.

Odrediti linearnu funkciju koja aproksimira fankciju (454-457):
flx}=x*—3x+2, u blizini tacke x,=2.

f(x)=3x%—2, u okolini tadke x,=1.

fx)=x*—2x,un biiz,iui tadke x,=0.
f(x)=x2+4x 44, v blizini tadke x,= — 1.

Poznate su vrednosti funkeije y=f(x} u tri evora: f(0)=4, f(1)="7,

f(2)=9. Odrediti LagranZov interpolacioni polinom koji tu fun-
keiju aproksimira na odsetkn [0, 2].
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159.* Odrediti LagranZov interpolacioni polinom P{x), 3to je moguce

160.* Funkcija je data tabelom

vedeg stepena, koji zadovoljava usiove f(—1)=0, f(0)=21if2)=T.

x =21 1] 2] 4
fe) 25 |8 |—15| —23

QOdrediti LagranZov interpolacioni polinom, a zatim izradunati
vrednost polinoma za x =0.

461.* LagranZovim polinomom aproksimirati funkeiju y=sin x &iji gra-

&0

fik sadrz tacke sa apscisama

A An
xo=0 x.mi’ X;=T, x3=3~r X,=27.

3.2. PribliZzno refavanje jednacina sa jednom nepoznatom *

Primedba 1. PribliZno odredivanje korena date jednadine

(1) S {x)=0 sastoji se od dva koraka:

1° utvrdivanje Sto manjeg intervala u kome se nalaz jedan i samo
jedan koren jednadine (1);

2° izraunavanje prblizne vrednosti korena sa datim stepenom
tacnosti.

Primedba 2. Metoda sefice (metoda tetive). Ako je funkcija f(x)
neprekidna u intervalu [a, b] i fla) -f(h) <0, pd Cemu je f'(x}+#0 za
x&(a, b), tada jedna€ina (1) ima jedan i samo jedan koren ¢ u
intervalu (a, b). Zamenom krive y=f(x) tetivom koja sadrZi tacke
(a. f(a))i(h, f(b)) dobjjamo prvu aproksimaciju korena
: flay(b—a)

2 X =a——n .

& A=) —f
Primenjujuéi dalje taj postupak na interval (a, xy) ili (x;, b), u
zavisnosti od toga da h je f(a) f(x,)<0 ili f{x,) f(b}<0, dobija se
druga priblizna vrednost x,, itd.

b""xn—l
Xy = X1 =X ) —
G ey f )
Primedba 3. Niz brojeva x,, (n=12, ...) konvergira ka korenu, tj.
1'1}}1 X, ==,

Primedba 4. Njutnova metoda (metoda tangente) Ako je [/ (x)#0 i
) #0u intervala {a, ] 1 f(a) f"(a)>0, onda se postupna aprok-

* Qva nastavna jedinica nije predvidena nagtavrim planom i programom za gimnaziju.

462.

463.

464.

465.
466.
467.
468.
469.
470.
471.
472.

473.

simacija x, (n=0,1,.. ) korena ¢ jednadine (1) odreduje formulama

3 Xo= 0, Xp== Xp_ ERACYE
’ YL )
Primedba 5. 1z date pretpostavke niz x, (n=1,2,. . J} je monoton i
Hm xnmcf_

Primedba 6. Metode iteracije: Ako se jednacina (1) moZe transfor-
misati na oblik x=¢(x), i ako se pode od pocetne vrednosti x,

kojg priv;?ada intervalu [a, b], dobija se niz brojeva Xy, X3 ... Na
ovaj Dacin X, = @ {Xo), X; =@ (X1}, . .. Xy= (X.y), . ..
Ako je a<x,<h (n=12, .. ), onda Jjelim x, =¢,

n—r oy
Primenom metode seCice odrediti koren jednagine x®—2x%—
—4x—7=10 koji pripada intervalu [3, 47, sa tatno$éu 0,01,
Primenom metode tangente odrediti realni koren jednacine 2x° +
+6x— 1=,
Metodom iteracije odrediti koren jednadine 2x—In x—4=0, uz
pocetnu aproksimaciju korena x;=2,5,
Odrediti graficki pocetne aproksimacije i izraGunati sa tadnoséu
do 0,01 realne korene jednacine (465-486):
x*=3x41=0.
x*4+2x2—6x+2=0.

x3—2x?43x—5=0.

x* b x? e 2x —2=0,

5x% - 5x—1 =0,
xlogx=1,
22X dx =1,

2x3 - x2—Tx+5=0.

sip x4+ x-—1=0.

o0



489, a) [/x dx; b) g; c)

62

10,

11.

12, d(—arctgx)=

d
. d(— ctgx)-wmiifw J xz

. d{arcsin x)=

Za n=0 imamo jdx=x+C.

d(inixl)m}xmdxﬁ Jidx=ln]x| +C.

x a
d & =a*dx = |a*dx =—+C.
Ina Ina

. d{ey=¢e*dx = [e*dx ="+ C.

. d(sin x)=cos xdx=> jcos x dx=sin x+C.

. d(—cos x)=sin x dx = sin xdx= —cos x+C.
dx dx
[ J e .
dlte x)= cos? xm_[coq e

o= —ctg x -+ C.

sin®x sin®x

dx

\/1 2=>J. 1dx 2=arcsi1:1 x4+ C.
—x —X

dx
s . = . arccos x+ C.
1-—x2

d(—arccos x)=
( Ry

dx dx
1+x2==’ 1+xzzarctgx+C.

dx
14 x?

d{arctg x)=

dx arccetg x-+C
= e B
14+x2 &

Na osnovu tabliénib integrala i pravila (4) i (5) izradunati sledece
integrale (488—518):

a)

{2xdx; by [x%dx; Q) f(—4r)de

4d)§

490.

491.

492,

493,

494.

495,

49¢6.

497.

498,

499,

502.

a) jx\:"/;c dx; b) \f/’l & f‘Tz-dx
a) :{x"'+2x+;1;)dx; b) j{5x3-4x2——3x~|-5)dx.
2) "\A”;/m dx; b) f6x4+8xim5x+2dx
j'(x4m\/;+x€/;+%)dx.
2) _1_935;+3dx; b) j("“)(x =3 .
;(xu\/;ﬂe/;%)dx.

‘f\)/‘i“/x) o fu-dovavia.
jx i-f4\/x+3

x/x

a) f(atdr—?) dt;

o [t

a) jez(l_ez;z b) j‘au(l “%*y:) du.
3+ . 2x+1 5x-—1
a) J(3” ) dy; b) J o

j(imx_ Je
\/ P—x?
a) C‘??_ziim dx/ b) J; dx

in*x cos’x’

R VR L= B
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503.

504.

50s.

506.

507.

508.

509.

510.

511.

512,

513.

516.

a) fetg®x dx;

o

cos®x

cx o xNE
a) smimcos2 ;
ez
— b4 dr-
El) j‘e (1 FCOS;Z) Z5

ozt

| jx i—x\/x+\£c

X\/;C

2% g¥gin X
a) j-—-eg ------ — dx;

b) [tg?y dy.

b) jsinzz dx.

b) jcoszwxzw dx

Ja—ar

b) j‘l Sm,__fd _
sin®x
adx

b) b+ bx?

b) j " dx.

LHJ:Q -

{1+x)?

x(1+x%

517.

518.

519.
520.

521.

522.

523.

524,

525,

326.

527.

528.

2 2
a) [(a3—x3) dx;

b) jw,wwf)f dx
a) j(\&+1)(x—\ﬂc+1) dx; b) J(x +1)(x **2)

Odrediti jednacinu krive y=f(x) ako su poznati njen izvod i tacka
M koja pripada njenom grafiku 1 konstruisati grafik dobijene

funkcije (519-526):

y'=3x2—1, M(,0).

p=2x—d4x? M(l, 0).

1
y'=2(x—3), M(.2).

y'=e"+2x, M0, —1).

.1 1
y= cosix sin®x’

e
M. 2.
1 T

e MO

ki

y:

i = i
y’=§(e==~—e“ﬂ), M (0, a}.

y'=sin x+cos x, M{g“- 2).

Brzina v tela odredena je formulom v==(3t? +4t)m/s. Za t=2s telo
prede put s=16 m. Odrediti zakon kretanja tela.

Brzina v tela data je formulom v=cos t m/s. Za t=""s telo prede
put s=10 m Odrediti zakon kretanja tela. 4

Odrediti jedoacine krive y=f(x) ako su poznati drugi izvod

funkcije y” i tacke M 1 N koje pripadaju grafiku krive. Zatim
konstruisati odgovarajuce grafike (529-531):
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329.

536.

531.

532.

533.

534.

535.

536.

537.

66

538/

yr=e", MO —1) i N(@ ).

yi=—sinx, M@ 1) i N(—?«,O).

2 .
a) y”=;5, M(@(,2) i N(-1, -2
b) y"=6x—4, MO i N2 2).

Ubrzanje w tela odredeno je formulom w=(£* -+ 1) m/s*. U trenut-
ku t=0 brzina je v=1m/s a put s=0. Odrediti zakon kretanja
tela,

42, Integracija metodom smena

Neka je x=¢ (1), gde je t nova promenljiva i ¢ diferencijalna
funkcija (o' {t)+0). Tada je

(1) [feydx=[fle @) ¢'(@)ar

Funkcija @ odreduje se tako da desna strana formule (1) dobije
oblik pogodan za integraciju.

Metodom smene nadéi sledece integrale (533--599):

a) f(5—2x)%dx; by f(dx-+3) dx.

a) 5;—_3;7__-; _ b) J%f%
V=2 D J v
D e

) ;xfi 1;-_{—3 dx; b) v/a%+b2x? - xdx.
a) E}%Z dx; b) %M—x dx

539.

540.

5341.

542.

543.

544.

543,

S546.

547.

549.

550.

551.

2y [2
Jx*+a?’
[ dx
a) =22 5
J243x
g [Cosxdx
J4+sin®x’
2 [ e¥dx
..4(‘,:/_; 1+82x’
r dx
a) ;
J/25—9x2
a) . “:miz::m..m;
9 162%
I*dx
a) |tei
25--69~

Y
El) j'eax+bdx ;
o) e dx;
a} fe *'x2dx;

a) 3% xdx;

L4 4 - -
a) o= x3dx;

[ dx
b) |
) Jx*+3

m

dx
254-4x2°

Jx(L+1n?x)"

[ Tdx

o 3——5x2.

[ cosxdx

_ [ e*dx
L/[V .A'Ji““‘“ezx‘

b) L dx.

Ja X

b) ja**-b*¥dx.

J=ax
b) J e ﬂ .

J/a%—sin%x
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| 552.
553.
554.
555.

556.

557.
558.

559.

560.

561.

562.

563.

564.

565.

.

a) [e™*cos x dx;

jin xdx
a) | XX

L%

_dt
» Jrﬁ44nﬂ’
L dx
_[xlnx In(lnx)’
a} jcos(ax-+b)dx;

a) fctg x dx;
a) [t sin(f*—1)ds

a) Jcoi/iﬁg ax;

. Jlm__:if___
2 Jx cos? /x

2) xdx
sin22x?’
dx
a) lew E
x?sin®—

a) [sin’x cos xdx;

a) jcos®xdx;

SIM X cO8 X

2
) J ﬁicos X

H

b) ;eidx.

b) {2 4y,
y

UL

b) :

b) S“i/z{% dx.

b} Jtgxdx.

b) [x cos(x*+1) dx.

3x
------- — dx.
) cos*2x? x
x* dx
) cos*x?
dt
b) Jl————mw.
sin® (- —1)

dx
b) Jx sin?ln x’

b) fcos? xsin xdx.

b) [sin? xdx.

sin x dx
®) Jl+ 3cosx \/

566.

567.

568.

569.

570.

571.
572
573
574

5757
576,

*
377,

578.

579.

580.

581.

_cosxdx )
1+2sinx’

e
sinx’

a) feos®xdx;

cos ﬁdx
',,/ sin®x ’
“sinx dx

2 ﬁi cosx

a) {59~ . cosdx;
i
a) feos*x dx; |

aj

a) ftg*x dx;

a) fcos®x dx;

a) [sin Sxsin 3x dx;

a) [sin3x cos 5x dx;

Jsinx - sin2x - sin 3x dx;

de

\/l +x
a) K"/ng—S x“dx

2) x di ]
3 x
4x—5

Y ﬁ;m‘ s

B {sin?xdx.

e e
HEEL e e
°) /J:'co§3x ’
L
b\/j’ e *sinx dx.

b) j.\fl +4 sin x cos x dx.

b) fsin*x dx.
b) fctg*x dx.

b) fsin®x dx.

b) fcos 4xcosx dx.

b} isin g cos m2ﬂx dx.

3

£



2a'x
4% dx x dx : 595 a) |— e )
582, a) |—p=m—s b) j'x4+0,25' X/ a? -+ x* Vo—x2

w*
dx y dx _ 596. [xi/a—x dx.
583, a) |3 )

. _ 5x 4
5977, a) [S2F gy, b) 4o
dx b dx 4 '/ UCOS x anTx
584, a) J\/- 2*‘5"_-_—;?;; ) bt a?x? N
b*x*—a ; * sin 2x . .
3 598. a) oy dx; b} fsin 2x -ctg*x dx.
<55 " 3x+l b) j;ij_;__” . | Jotg
+/5x? ”*“1 x"—4 . * [ cos®x dx sin x +sin®x
R 599, a) ___________ b) - dx .
.;u‘ctg y e x . d 5 u4 sinix—1° cos? x —sin?x
a) dy; b) 1Tz
. dx b (arcsm x)? i 4.3. Parcijalna integracija
. a) | L . ) . . . . .
587 9) J {arcsin x) \/ 1—x? \/I x? Primedba 1. Ako se integrife formula za diferencijal proizvoda
p dx o (1} dury=u dv+vdu,
e X - : . . . .
588, 2) me*wﬂzv; b) j— “““““ e dobija se obrazac za parcijalnu integraciju
X/ X2 -2 :
x\/f+_x (2)  Ju do=uv—|v du.
,,,,,, ~ g
589, JV 2+x2~\_{?_—x dx . Primedba 2. Parcijalna integracija se najéeice koristi ako je podin-
4.—-x* " tegralna fankcija # dv proizvod algebarske 1 transcedentne funkcije.
“ Npr. [Pn{x)e**dx, [Pn(x)sin(ax)dx, [Pn(x) lnx dx, {¢** sinbx dx
X 2 :
500" j‘emm X In (12+x )+l dx. itd., gde je Pn(x) polinom n-tog stepena.
T4 L Primenom obrasca (2) za parcijalnu integraciju izradunati sledede
sin x cos X dx by arcsin X + X dx : integrale (600-623):
5917 a) e T 1=z - -
\[—sm‘*l x? 600. a) [x cos x dx; by [x"Inx dx (n#—1).
X —arclg x - )
592, a) jdrj? XX dx b) j—fmw dx. ﬁ(}l. a) fxe*dx; B)-fx? cosx dx.
" 602. a) Jarctg x dx; b) [xInx dx.
dx '
s by la®e* dx . .
593, a) Jz sindx 43 cosix’ ) § 603. a) [(1-x) sin x dx; b) [x lnjx—1|dx.
94" o) |5, b) f/a?—x? dx. 604, a) [x-27%dx; b) Lii dx.
(1+x*)2
70

71



605,

606.

607.

612.

613.
614.

&
615,
616,
617,
618"
619,

*
620.

L4
621,

19

a) §(x? —2x+5)ye "dx;

a) J(x*+ 5x-+6)cos 2x dx;

In
a) J—{E dx;
X

. a) [esin x dx;

a) [x?cos3x dx;

a) fx arctg x dx;

a) §x® e ¥dx;
a) [3*cos x dx;

a) fx3-5%dx;

a) [sin(lnx)dx;

a) fe¥ -sin®x dx;
/o Coséa

Z
a) fxlo(x*—1) dx;
a) f(x*+x)ln{x+1) dx;

a) fe*“cos bx dx;

x dx
?j&z-

x dx G
Ve
b) [In®x dx.

b) fe*cosx dx.
b) §x?e**dx.

%qug/E;EZ§ dx .

b) Jx arcsin x dx.

9)_{;3'1nx dx.

0 |* i e {/
. sSmnex

9

b) Jx sinx cos x dx.

b) fcos(lnx)dx.
b) fe*cos®x dx.

1—x
2 e
b} [x inl+xdx.

b) Iex+lnxdx A

b) fe* sinbx dx.

6227 a) [x{arctg x)? dx;
623"
624,

625.

626.

627.

628.

629.

630.

631.

632.

633,

{3x? + 6x + 5) arctg x dx.

Dokazati da je:
i~

dx 1
@fﬁm¢=mmx+a

dx 1 k4x
mjmwﬂ‘ﬂmhi§+

Izraunati (625-634):

+C;

C.

~

b) |x? arctg 3x dx.

a) dx . b) dx
Jx*—6x 413’ x*—4x+3
[ dx dx
a ——— * e ————
) Jx*+6x+9’ b) _[x2+4x+13'
[ dx [ dx
Rl P R P
[ dx I dx
ay % Y e :
) Jx*42x+ 5’ b) 3x%-2x+4"
[ dx [ dz
S PR ©) J222 2z 41"
i dx i dx
a) | R D
JV/xEtx+l )M/15+2xmx2
[ dx T dx
a) T A b) |- e
J/x+4x JA/2x—x
[ dx i dx
a) —2 : b) _.Mﬂ.f;..m., ................ .
Jv2-3x—x .,\/2x —6x+5
e*dx i COS X
) |——— b : ; dx .
) J S et e ) Jsinx—6sinx+ 12 x

73



h 3
634.

635.

636.

637.

638.

74

)J’ sin x dx: b)j
SRR DRSS
J/cos?x +4 cos x+1 x\/l——41nx In’x

4.4. Integracija racionalnih funkcija *

Primedba: Integracija raciopalne funkcije posle izdvajanja celog
dela svodi se na integraciju pravog racionalnog razlomka:

P
(1)
o)
gde su P(x) i
manji od 1z10210.,a imenioca @ (x).
Ako je

0 (x)=(x— @ (x* +px +q)F.

Q (x) polinomi, pri cemu je izloZilac brojioca P(x)

gde je a realan viSestruki koren polinoma Q(x), a x £ fi videstruki
kompleksni koreni, onda se razlomak (1) rastavlja na parcijalne

razlombke:
P(x) Al i AZ ‘Ak M;—!—N!x
2 -+ 4 s S S
@ o xR pxty
A{A{N x
(x Fpx+q)°
Nepoznati koeficijenti 4y, 4, . A, M, M, . .. M, N. se

odreduju metodom neodredenih koeﬂcuendta

lzradunati sledeée integrale (635-653):

x+2 2x2
r.].) J mmmmmmmmmmmmmm b) quq'm:l dx

3, .2
I=Jx +x?—16x+16 .

x*—dx+3

x*
by |- d
) sz + a? *

P d.
a) |5 dx;

2 J i LI
(x — ?_)(erl)1 ®

x*+3
_x d
b) sz'wxz——tix

* Ova nastavaa jcd.mma nije predvidona nastavnim planom i programon ta gimnazije.

639.
640.
641.
642.
643.
644.
645.
646.
647.
645,

649,

650.

6517

Je—nEF+1)

i dx
J e x—2)’

[ dx

H

e d
Jx*+6x248 x

4 dx
x*+ 1’

b)

b)

b)

b)

b)

b)

ot

x -m2x+2

Je= 122+ )

[ 3xn——7

75



3 +10x2+ 4 16 2x3— 2x? 4 3x—1
652'1.hr a) Jx + f X dx; b} J. x 3; ol dx.
x>+ 4x xX*—x
* 2x342x2 4+ 12x+ 8 3x% 4-3x* —x* -2
653. a) f e dx: b) J. — s dx .

3.5. Odredeni integral

Primedba 1. Neka je funkcija x—y=f(x) definisapa na segmentu

La, b1. Segment [a, b} podell se na n delova tackama:

(=X, <Xy <X,<. . .<X.=h. Na svakom segmentu (x;_,, x;) uzi-

13

mamo proizvoljnu tadku &; 1 uofimo zbir 3 f(&)x, gde je Ax;=
, i=1

=x;—X;1. Ako postoji lim 2 f{&) 4x; 1 ako je konagan za ma

n—rw (=1
kakvu podelu segmenta [a, b}, naziva se odredeni integral funkcije
f{x) u granicama od a do b u oznaci

b

(1) ff(x) % gm S

maxij—'o i=

J&:) 4x

n

Primedba 2. Suma o,= Y f{(&;)Ax; naziva se Rimanova integrabil-

i=1
na suma funkcije y=f(x} (B. Riemann, 1826-1866).

Primedba 3. Ako za funkciju f(x) vaz (1), kaZe se da je integrabil-
na na segmentu [a, b]. Da bi funkcija bila integrabilna na
segmentu [a, b}, dovoljno je da je neprekidna ili da ima konaGan
broj prekida prvog reda.

Primedba 4. Ako je funkcija f(x) neprekidna na segmentu [a, b],
tada ona ima primitivnu funkeiju f(x) dx=F (x)+ C i vaZ jedna-
kost:
h
2 [fx) dx = F (b)—~F {a).

Jednakost (2) se zove Njutn-Lajbnicova formula 1 daje vezu
izmedu odredenog 1 neodredenog integrala. Formula {2) je osnov-
na formula integralpog racuna (I Newton 1643-1727, G. W.
Laibniz 1646-1716).

654,

655.

656.

657.

658.

659.

660,

661,

662.

663,

664.

Primenom definicij
grale (654-656):
b

a) [kdx;

b
a) {x2dx;
a) [sinx dx;

_Primeuom Njutn-Laj
mtegrale (657-673):
3

a) [x%dx;
1

a)mj (1 —2x+3x%) dx;
a) j(\f""i) dx ;
S

1
a) | e¥dx;
~1

[

a)féf;
X

Bl

B
Bl i
CI

o
mw‘»—-
ko4
!
£
Ed
~—
&,
»

¢ odredenog integrala izrafunati sledede inte-

b

b) {xdx.
b

b) |edx.

b
b) [cosx dx (a<bh).

bnicove formule izradupati sledede odredene

2

b) f(xzm#wlmz)dx;
x

b) JA? dx;

9
b) J%—}—ldx.
X

3
by {e**dx;
1

c) §e3*dx.
0
1 a
dx d
by |2 . x
) fx~|~2’ % fxwi'
¢ 2
2
b) [ (cosx—sinx)dx.
73
3
1 i
b .
) f(coszx sin? )dx.
6
ki
2
1
b) v[(CGS x—k-fmiv) dx
sinx
z



i
655 ) j dx
a e
) 1—x?
) \/—

3
666. a) [(2x—1)%dx ;

(S

669. a) fsin®x - cos®x dx |
[}

1

x*dx
670» rl) J. 3

1+x?

o]

2
6710 a) [Bx+2)lnx dx ;

1
673 a) [xln (1+x%)dx ;
O

1 2
dx ; "
®) .[1+x2 ; 9 j4+x2'
0 [4]

1
3 4 ld X
by f(@x*+1)'x"dx .

b) [sin®x - cos®x dx.
e

1

N
) 14+ %%

o

b) [ InGet/xE+1) dx.

674 Za koje vrednosti ¢ vaZi jednakost:

ij(X)dXZf(C)(b~a) (a<ec<b),

ako je

) f(x)=2x— %, a=0, b=2
b) f(x})=Inx, a=1, b=e*?

78

*
675.

*
676.

617

L
678.

679,

w
680.

Odrediti sva refenja po a jednadine j cos (x+a*)dx=sina na
segmentu [2, 3].

Odrediti sve vrednosti realnog broja a na segmentu [0, 2xn], koje
zadovoljavaju jednadinu:

§sin x dx=sin 2a.

Z

Odrediti skup pozitivnih vrednosti realnog broja a koje zadovo-
ljavaju jednadinu:

j'(3x2+4xn—5) dx=a*—-2.
)

Za koje je vrednosti realnog broja a tatna nejednakost:

‘5§J(%V§+¢m35§)dx<4?

Data je funkcija x—f(x)=A4x*+Bx+C (4. B, CeR). Odrediti
brojeve 4, B i C tako da je

S =87 SQ 1" Q=33 A [ dx:%

Za sve vrednosti iz oblasti definisanosti logaritama odrediti x iz
jednadine:

Zx
f(rmlogza) di=2 log 2%;
a

h:vg}ﬂl X

b) 4 j(t3m2at) di=5a* .

0

681. lzracunat: (681-683):

682.

t
0 [HEX s,

a}) [x%cos x dx;
o]

i

b} [x’ln x dx.
1

1
b) [{x?*—2x-+2) e"dx .
0

79



1
683, {in(l-+x%) dx.
O

Resiti jednacine po x (684—688):

N/

685.* j E‘fﬁ‘?ﬂf: 2\/ x4 1 arcsin x +4x/§ .
—~1

686.* jt arc_tg £ dtﬂ\/'l—"
o

T

------ +x.5 arctg x.

. N - . i
4.6. Primena odredenog integrala za izradunavanje povrsina ravi

figura

Primedba 1. Ako je funkcija f(

x) neprekidna na segmentu [a, bl

ako je f(x)=0, tada je povrdina krivolinijskog trapezd (zlgrile’th:E-L
nog lukom krive, pravama x=d, x==h i odsefkom Xx-0s¢

xela, b] data obrascem (sl. 1)

(1) Py= [flx)dx.

Frimedba 2. Ako je funkeyz f(x) neprekidna na segmentu [a, b} i
ako je f(x}=<0, tada je povriina krivolinijskog trapeza (sl 2} data
obrascer:

(-2) Pab: .

h
[f(x) dx

Primedba 3. Neka su date dve funkcije y=/f(x} 1 yv=g{x) Tiji se
grafici seku v tackama sa apscisama x==a 1 x=5b {(a<b} i neka je
ispunjena nejednakost f(x)=g(x) za svako x iz segmenta [a, b].
Povriina lika ogranienog graficima datih fupkcija na segmentu
{a, b] (sl. 3} data je formulom;

b [ 3
(3} Pap=[f{x) dx—[g(x) dx=J(/(x)—g{x)} dx.

AR

e
ey

o

T fim -

Primedba 4. Ako neprekidna funkecija f(x) na segmentu [a, &]
menja znak, tj. sefe x osu u tatkama sa apscisama X==c¢ 1 X=d
{a <ec<d<h), tada je povriina lika ogranidenog grafikom funkcije
y=/(x) 1 osom Ox (sl. 4) data obrascem:



c d E b :
{4 Paﬁif(x)dwrjf(x)éin+,ff(x}dx- 699. y=%—x2+2x+4 i y=x+8.
a i d

3 i
i =j T00. y=x"—8x+18 i y=-72x241g.
Tl y= x4 10x—16 | y=x+2.

02 y=x 4dx | y=xid.

703. y=6x—-x* | y=x?_2x.

704, x4 y?e=16 | yi=4(x+1) (—1=x<4).

51 4
TO5, x?4p2=16 i v —ér
689. lzracunati povriiau figure ogranicene lukom krive y= —x?+2x i 5 ‘ P yi=6x (0<x<4).
pravom y = 0. 706. xP+yP=4 i yP=3x  (0gx<2).
696. Izracunati povriinu dela ravni koji ograniCavaju parabole 707, x*+4y?=4 dy?=3x  (H<x< 2)

Tx?—9y+9=0 i 5x>—9y+27=0.
708, y=—x?+3x41 | xp=3,

491, lzracunati povrdinu dela ravni ogranifenog pravom y=Xx i para- ‘:
bolom y=2-x% | 1
~ ‘ 709. y —_— . . 1

1+x2 ! y=5x2_
692. IzraCunati povr§inu dela ravni ograniéenog parabolom y? =2x +1 :
i pravom x—y—1=0. F T L Py
§93. Odrediti povriinu lika ograniCenog lukom krive y?+y+x=6 i 1
osom Oy. _ 711. yh:i——mi:;i’ x=0 i x=a {a>0).
694. Odrediti povréinu lika omedenog lukom krive y=2x?+3x*+2, :
? 8 ) ‘ T2 p=2-x | y=|x|.

Ox-osom 1 ordinatama maksimuma 1 minimuma.

. . . . v = |y 1 — 2
Primenom integrala jzvesti obrazac za povriinu: a) kruga; T3, y=Ix% 1 y=2-x2.

b} elipse.

94,

2

. i

y . . ) . . 7i4. y=sinx i y=_
696. Izradunat povriinu dela ravni ogranienog parabolama y*=2px i F=snxodoy 9

x*=2py. -

. 2 .
697. Izradunati povriinu dela ravni ogranicenog lukom krive: 5. y=1gx, p TRrosx 1 y=0.
i ,
= ] FIRtg L = == - i 1 — 0‘ . X
y e ipravama x=1,x=a (@>1) 1 y 716. y=sin?x i y=0 (O<x<T).

lzradunati povrdinu figure koja je ogranicena linjjama (698734}

698. y=2x2+1 i y=x?+10. 7. y=tgx i y=0 (O<x<

82




718.
719,

720.

72

723.

724.

725.
726.

71T

728,

728.

736.

73L.

732,

733,

y:‘-4x

}}-';x

y:x2_2x+2 i y:2+4xfx2.

-2

i y:7”3x.

3

hix? —ay? =a*p? 1 x=2a.

xy=m?, x=a, x=3a i y=0 (a>0).
x2+-4)r2;_n»8 i 4yte=xt2 (~2éx£2-\/2).
xZ4 4yt=16, 4y =3x+6 (—2=x<4).

x=2—y—y* i x=0.

734, y=2-x i pl=xt

. . . 5 290
715, Odrediti povrSinu dela raval ogranicenog elipsom X 44yt =201

hiperbolom xy==4 u prvom kvadrantu.

- . ) " ey i
736, lzracunati povrSini lika omedenog krivom y=Xx({x D{x—2)

osom Ox.

737. Qdrediti povriinu lika ograni€enog hiperbolom x*—y*=9, osom

Ox i radijus vektorom koji sadrii tacku A(S, 4).

7387 Izradunati povriinu oba dela na koje parabola y*=2x deli krug

7397 lIzralunati p

x*+y*=8.

1 ovriinu oba dela na koje parabola x2=12(y—1) deli
krug x*+y“=16.

740 Odrediti povriinu dela ravni koji je ogranicen lukom krive

7417

7421
743.
744.

745.
746.
747.
748.

749,

750.

751.

y=1ia o ordinatom maksimuma i osom Ox.
X

Izracunati povrsinu dela ravnoi koj je ograniCen lukom zatvorene
krive
P =xtoxt,
Izrafunati povriinu dela ravoi koji je ogranien linijama {742-748):
y?=8x 1 2x-—3y+8=0.
x?=9y i x-—3y+6=0.
4x?-8x—y+5=0 1 2Zx—y+1=0.
x2—6x—4y+13=0 1 x-—-2y-—1=0.
6y? —25x—50=0 i Sx—G6y-+10=0.
4x* 9y 4+18=0 1 2x?—9y+36=0.

Iy=x? 1 xP4yt 4 6x=0.

Data je funkcija x— ye=f(x}

a) ispitati i graficki predstaviti datu funkciju; ‘
b) odrediti povrsinu dela ravni ogranitenog lukom krive i
osom Ox (749—752}.

x?—11x--28

x—8

Wx2w5x+m4:
x4l

[o ¥



x*+7x+10
(L | ’ .
3 it ' a a (az=1) za koje povrs lka
* Odrediti sve vrednosti parametra i>1) za koje povrs
73 ogranidenog pravama y=1 1 y=72 | parabolama y=ax" 1

y _._”12, ax? (x20) ima maksimalou vrednost.

v Zni = al ahAiB

con Parabola v = 2px sede kruznicu x* +y*—2rx=01u td:Cki‘xm:l 118

>4 F)‘ﬁ%?gf garamli:tar p tako da povrsina povrsi koja je ogranicena
parabolom i tetivom AB bude maksimalna.

755% Napisati jednaCinu sedice parabole y2=4ka0ja Sadi"il ké)ordmat—
" omi pocetak i od date parabole odseca odsedak povrine 3.

4.7. Primena odredenog integrala za izraCunavapje zapremine
rotacionih tela

Primedba 1. Zapremina tela nastalog rotacijom krivo}inijikaogi
trapeza omedenog krivom y=f(x), osom Ox, rpmvamd X=
x=b {(a<b) oko ose Ox (si. §) izraGunava se obrascem

b

() Ve=mfy*dx.

v y:ﬂﬂ
(Y X
\an 2
: f 0
¥
sL5 S1. 6

Primedba 2. Zapremina tela nastalog rotacijom oko _o_sz O%fclél?)
omedenog krivom x=g{y), pravama x=0, y=c, y=

(sl. 6) izracunava se obrascem
d

@ V=mixidy.

R

756.

757.

758.

754.

760,

To1.

762.

763.

764.

765.

*
766,

Frimedbs 2. Zapremina tela nastalog rotacijom lika omedenog
brivama y; =f{x) } y, =/o{x) (fi{x}<5(x) 1 pravama x=aix=b
(a<<b) oke ose Ox izradunava se obrascem

b

(3) V=m[lvi-y)dx.

a

Qdrediti zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko ose Ox dela
povrii ograniéenog lukom krive y=4x—x* | osom Ox.

Izraunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom lika ograni¢enog
krivom y=sinx i pravom y=0, u intervalu [0, %] oko ose Ox.

IzraCunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom lika ogranifenog

lukom krive y=tgx i pravom y=0 oko ose Ox u intervalu | 0, - 1.

Odrediti zapreminu tela koje nastaje rotacijom lika ograniCenog
Iukom krive y=a* i pravom y=0 oko ose Ox u intervalu [0, 1.

Izradunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom lika ograni¢enog
jukom krive y=Inx i pravom x=0 oko ose Oy u intervalu [0, 7.

Primenom odredenog integrala izvesti obrasce za zapremipu:
a) pravog kruZnog valjka; b) prave kruzne kupe; ¢} prave kruzZne
zarubljene kupe.

Metodom integralnog raduna izvesti obrazac za zapremiou:
a) lopte poluprecnika R; b} lopte odsetka visine h; ¢} loptinog
sloja visine hA.

Izracupati zapreminu (paraboloida) tela koje mastaje rotacijom
lika ogranid¢enog parabolom v*=2px i pravom x=a (a¢>0) oko
ose Ox.

IzruCunati zapreminu (eiipsoida) tela koje nastaje rotacijom povrsi-
ey T Eos I bl 2 a2, 2 2b2 l, . O b ,_O
ne ogranicene elipsom b*x* +4-ay*=a-b* oko: a} ose Ox; b) ose Oy.

a) Izrafunati zapreminu {dvokrilnog hiperboloida) obrtnog tela
koje nastaje rotacijom lika ograniéenog hiperbolom #?x —a?y® ==
a*b?* i pravama x= —2a i x=2a oko ose Ox.

b) izradunati zapreminu (jedookrilnog hiperboloidaj obrtnog tela
koje nastaje rotacijom lika ogranienog hiperbolom b*x2 —aty?=
a*b* 1 pravama y= —b i y=b oko ose Oy.

Odrediti zapreminu {torisa) tela nastalog rotacijom kruga
xZ 4+ (p—h)?=r2 oko ose Ox (h>r).
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izracunati zapremiou tela koje nastaje rotacijom dela povrsi koj
je ogranicen krivama (767 —T190):

767. 3y=x* i x*+y*+6x=0, oko ose Ox.
768. y=—x>+2 1 y=|x|, oko ose Ox.

769, xZ4+y?=4 i y*-—3x=0, oko ose Ox.
770, x?—y*=4 i y*-—3x=0, oko osc Ox.
771, y=x* i y*=x, oko osc Ox.

772, P4 dyP=4 1 4yT—3x=0, oko ose Ox.
773, y= i y=-—x*+2, oko ose Ox.
114, x?+y*=8 i x*—2y=0, oko ose Ox.

775, y=—-—3 ,Xx=1:11 i y=0, oko ose Oy.

776, y*=4x 1 x=0, oka ose Oy.

717, x*+ay=a* i x-+y=a, oko ose Oy.
778. y=x>, y=8 1 x=0,cko ose Oy.
779, y=x?(1—x* i y=0, oko ose Ox.
780. y*=x*(1-+x}, oko ose Ox.

781, y=5% y=3"% i x=2, oko ose Ox.

T8Z. v=%,yzx+l i x=3, oko ose Ox.
y=1-

;,

s

T83. y=i i x-+y=4, oko ose Ox.

784, xZ4yi=16 1 y*=4(x+1), oko ose Ox.
785. y=x* i y=+/x,0ko ose Ox. |
786. y=¢*, x=0 1 y=0 oko a) ose Ox; b) ose Oy.

787. y=sin’x, x=0 1 x=T, oko ose Ox.

788.

789.

790.

791,

792,

793.

794.

795.

796.

797.

T98.

y?=4ax i x=a, oko ose Oy.

T
y=cos(x——~§}, v=0,x=0 (x>0), oko ose Ox.

no
V=008 X - cos 2x, x =0, xwg i y={, oko ose Ox.

Figura ograniena lukom elipse x%+5y° =35, odseCkom ose Ox
izmedu ZiZa i1 ordinatamsa u ZiZama rotira oko ose Ox. Izradunati
zapreminu nastalog rotacionog tela.

Data je kruZnica x* 4 y*= 16 1 prava x=2:

a} odrediti jednadine tangenti kruZnice uw presefnim tadkama sa
datom pravom;

b} izraunati povrsinu lika ograniCenog kruZnicom i tangentama;
¢} izradunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom tog lika oko
ose Ox.

Cdrediti zapreminu tela koje nastaje rotacijom lika ogranienog
krivom ay®*=x" i pravama x=0, x=a (a>0) oko ose Ox.

lzraCunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom lika ogranifenog
krivom ay®=x" i pravom y=Xx oko ose Ox.

Data je parabola y*=8{x—2) i taka P {4, y) parabole:

a) odrediti jednaCinu tangente u tacki P;

b} izrafunati zapreminu telua nastalog rotacijom oko ose Ox figure
ograniCene tangentom, luikom krive i osom Ox.

Prava dodiruje paraboiu y*=9{1x) v tadki M{~3, y>0). Izra-
dunati zapreminuv tela nastalog rotacijom oko ose Ox figure
ograniéene pravom i parabolom.

Data je kriva y*=6(2—x) i tad¢ka M{—4, v>0) koja pripada
krivo

a} odrediti jednacinu tangente u tadkl M;

b} odrediti zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko ose Ox
figure ograniCene tangentom, krivom i osom Ox.

Prava dodiruje parabolu y? = 12{x—3} v tagki P (0, y). lzradunati

zapreminu tela pastalog rotacijom oko ose Ox figure ograniéene
pravom, parabolom : osom Ox.

(o X4}



7997

804.

801.

802.

803,

804,

805,

S0

Data je tatka M(9, 0), parabola y*=28x i tacka N(x<9, y) koja
pripada paraboli. Deo povrdi ogranien lukom parabole, osom
parabole i duZi MN rotira oko ose Ox. Odrediti koordinate tacke
N tako da zapremina nastale kupe bude maksimalna, kao i odnos
zapremine nastale kupe prema zapremini nastalog rotacionog
paraboloida.

U tagki P(3, y>0) parabole y*=2(x~— 1) konstruisanz je tangen-
ta. Tzracunati:

a) povrsinu figure koja je ogranifena tom tangentom, parabolom
1 osom Ox;

b) zapreminu tela koje nastaje rotacijom iste figure oko ose Ox.

Izraunati zapreminu tela koje mastaje rotacijom dela povrdi
ogranicenog lukovima krivih y*=x? i y*=4x oko ose Ox.

Izracunati zapreminu torusa kojl nastaje obrtanjem kruga
x*+(y—2y =1 oko ose Ox.

lzraCunati zapreminu tela nastalog obrtanjen, oko ose Ox, figure
omedene Hnijama: y=arcsinx, y=01x=1,

Izradunati zapreminu tela nastalog obrtanjem, oko ose Ox, figure
. x+1 .
omedene krivom y=\/wzwi 1 pravama x=3, x=4 1 y=0.
x ——

Izradunati zapreminu tela nastalog obrtanjem, oko ose Ox, figure
. . X2 .
ogranitene grafikom krive f{x}= === 1 pravama x=0, x=1i
\/ x*+4
y=0.

4.8. Primena odredenog integrala za izra¢unavanje duZine
luks krive

Primedba 1. Duzina s luka glatke krive y=f{(x), izmedu dve tacke
sa apscisama x=a 1 x=»b (a<¥b), iznosi

b
(1} s=[/1+y?dx.
a
Primedba 2. Ako je kriva data jednadinama u parametarskom

obliku x=¢@ (t) 1 y=g{1} (p(t) 1 g(t) su neprekidne diferencijabiine
funkcije), onda je duZipa luka s krive

806.

367.

808.

809.

§10.

811.
812.

813.

814;

815.

816.

817

818,

iz e
@ s=[/xT+y?
i1

Egdc su)tl it, vrednosti parametra koje odgovaraju krajevima luka
., <t,)
1506

Primenom integralnog rafuna izvesti obrazac za obim kruine
linije x*+y?=r2.

Izracunati duZinu luka parabole

1 .
y:;'i x* izmedu tacaka O (0, 0) i M(\/ﬁ;)

IzraCunati duzinu luka parabole y=4—x? izmedu preseénih taga-
ka sa osom Ox.

Odrediti duZinu luka krive 9y* =4x? izmedu njenih tacaka O (0, 0)
i A3, 24/3).

IR S]

2 2
Odrediti duZinu astroide x3 4 y3=g

IzraCunati duZinu Iuka parabole ymZ\/; od x==0 do x=1.
Izraunati duZinu luka parabole y=In x od x=ﬁ do x=\/§.
Odrediti duzinu lancanice y:E(e"—i— e~ *) izmedu tadaka sa apsci-
sama x=01x=1.

Odrediti duZinu luka cikloide x=a(t—sint), y=a(l —cosI).
Data je kriva linija y=In{l—x?). Izradunati duzinu luka krive
linjje od koordinatnog pocetka do tacke 4 na datoj krivoj sa
apscisom 0,5,

Izracunati duZinu luka krive

1 - .
ymg(?’wx) /x izmedu njenib nula.

IzraCunati duZinu Juka parabole y=x?+2x koji se nalazi ispod
ose Ox.

Izraunati duZinu luka parabole y=x*—2x—1 izmedu tacaka
A(~1,2iB@2 -1

31



8197

*
820.

8217

822.

823.

824.

825,

826.

827.

G4

Izradunati duZinu krive linije \/x + \/;m 1.

Izraunati duZinu luka krive y=arcsin /x- \/ x-x% od tacke

A(0, f{0)) do tacke B(1, f{1)).
1 1

lzracunati duZinu luka krive x=zy” ——Eln y izmedu pravih y=11

y=e

—x

) . e* . y
Ako je s duZina Tuka krive yujifwm od tatke 4 (0,1) do tacke
B (x,y) dokazati da je y?—s% == ].

4.9. Primena integrala na izralunavanje povrsine rotacione povisi

Primedba 1. Povriina povr§i koja nastaje rotacijom oko ose Ox
luka glatke krive yv=f(x), izmedu tacaka Cije su apscise x=ga i
x=Fh (a<h), wratunava se obrascem

b SV
(1) P.=2n j'y\/l—+ y? dx.

Primedba 2. Ako luk glatke krive rotira oko ose Oy, imamo
analogni obrazac

Primenom odredenog integrala izvesti obrazac za povriinu sfere
poluprecnika R.

19 Izradunati povrSinu povrsi koja nastaje rotacijom krive
bix?+ a*y?=a’b? oko: a} ose Ox b) ose Oy.
2° Primenom odredenog integrala izvesti obrasce za povriinu:
a) omotaca valjka; b) omotada kupe; €) omotaca zarubljene kupe.
Odrediti povriinu povrsi koja nastaje rotacijom luka krive y==sin x,
oko ose Ox, na segmentu [0, =].
Izradéunati povréinu povrdi nastale rotacijom luka krive y=tgx,
n
oko ose Ox, n2 segmentu [0, Z]'
Odrediti povrSinu povrii koja nastaje rotacijom astroide

2 2 2
x3 4 y3=g3 oko ase Oy.

828.

829,

830.

8317

8327

833,

834,

8357

Izracunati povriinu

e povrsi nastale rotacijom, oko ose Ox luka
ive ,

1

y=§x3, od x=—2do x=2.

Izrac‘unat: poviSinu povr§i nastale rotacijom, oko ose Ok, luka krive:
) y*= 4 + x koji odseca prava x = 2: b)y*=4_-x;2<x<4

FzraCunati povrSinu povrii koju nastai . .
Jd niastdje rotacijom 2,2
oko ose Oy. ) jom krive 4x? 4y =4

Odrediti povriinu povrdi nastale rotaci '
. t .
krive 9y? = x (3 x)2. acyom, oko ose Ox, petlje

Odrediti povriinu povri koja nastaje rotacijom krive
1 .
y=g\/x (12-x), oko x-ose, izmedu njenib nula,

Odrediti povriinu paraboloida nastalog rotacijom, oko ose Ox
luka parabole y*=2px, na segmentu [0, a]. ’

Izra(“; e &1 &1 lreyie ot 1
A, 4m:um povrsinu povrsi koja nastaje rotacijom luka parabole
y*=4x, oko ose Ox, na segmentu [0, 3.

a) Izéracunau 2pcwrsum torusa nastalog rotacijom kruZnice
x +v(y-—2_) =] oko ose Ox.

b} Izgacunatl povriinu elipsojda nastalog rotacijom elipse
x*+4y*=4 oko ose Ox.

4.10. Primena integrala u prirodnim nankams
Prime{iba 1. Put koj‘% prede tacka pri neravoomernom kretanju po
pravoy, sa promenljivom brzinom v=f{)=0, u intervala Ef t]
1zracunava se po formulk: n
iz
(1) s=[f@) dr.
i
Primedba 2. Rad koji vrdi promenljiva sila f(x}, pri premestanju

materijala tatke dui ose Ox, od x=ga do x=h i
matery ., odreduje se po

2 A= } S(x) dx.



Primedba 3, Pri refavanju zadataka za izradupavanje rada sile
koristi se Hukov zakon

(3} F=kx,
gde je F —sila (u N), x — apsolutno udaljenje (v m) izazvano silom
F, a k - koeficijent propoercionalnosti (u N/m).

* .. - .
846, Za sabijanje spiralne opruge na 9,05 m utroien je rad 25 J.
Odrediti rad koji je potreban da se opruga sabije na 0,1 m.

% .
847. Spiralna opruga rastegnuta je na 0,02 m, pod dejstvom sile od
60N, Odrediti rad koji proizvodi sila pri rastezanju opruge na
0,12 m.
35, Brzina kretanja tacke menja se po zakonu v={3f2+2t—1}m/s.
Odrediti put preden za 10 sekund: od podetka kretanja.

37. Brzina kretanja tacke je v={(61%+4)m/s. Odrediti put koji prolaz
tacka za 5 sekundi od podetka kretanja.

8. PBrzina kretanja tadke je 0=<{9" — 8f) m/s. Izracunati predeni put u
toku 4 sekunde,

9. Tadka so krede brzinom v=(2r+% ~*)m/s. Odrediti predeni put u
toku 2 sckunde.

4. Talka se kreée brzinom vs=(12¢t—3r*)m/s. Qdrediti predeni put
tatke od podetka kretanja pa do njegovog prestanka.

41, Taéka se krede brzinom v=(24t —6t*}m/s. Odrediti:
a) predent put u toku prve 3. sekunde; '
b) predeni put u tokun 3. sekunde;
¢} predeni put tacke od pocetka kretanja
pa do njegovog prestanka.

42, Dwva tela polaze istovremeno iz jedne tacke, u istom smeru jedne
prave. Prvo telo' se kreée brzinom v =(6t>+2f)m/s, a drugo
brzinom v, ={4t+ 5)m/s. Na kom rastojanju se tela nalaze, jedno
od drugog, kroz 5 sekundi?

:43. Dva tela polaze istovremeno iz jedne tadke, u istom smeru jedne
prave. Prvo telo se krede brzinom v =3¢* m/s, a drugo brzinom
v,=(6t°*—10) m/s. Na kom rastojanju se tela nalaze, jedno od
drugog, kroz 10 sekundi?

44, Telo je badeno sa zemlje vertikalno uvis brzinom v=={39,2 —9,81) m/s.
Izradunati maksimalou visinu koju postiZe telo.

res Sabijanje x opruge proporciona.lno je sili F. Odrediti rad sile ¥ pri
sabijanju opruge na 0,04 m, ako je za sabijanje na 0,01 m
potrebna sila od 10N,




848.

849.

8510.
851.
852.

853,
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YV GLAVA

5. DIFERENCIJALNE JEDNACINE PRVOG 1*
DRUGOG REDA

5.1. Diferencijalne jednacine sa razdvojenim promenljivima

Primedba 1. U diferencijalnoj jednadini
(1) y=fx)gx)

promenljive se mogu razdvojiti.

Primedba 2. Za reSavanje diferencijalne jednaline (1) potrebno je
najpre razdvojiti promenljive na slede¢i nacin:

dy
) 7 =/{x) dx.

Primedba 3. Opite reSenje diferencijaine jednacine {1) dobija se
integracijom leve i desne strape jednaéine (2):

dy j
3 — = lf(x} dx+ C.
R T
Odrediti opiti integral slede¢ih diferencijalnih jednadina (848-853);

a) x(L+y")=yy’;

a) /x dy=+/y dx; b)%=%.

by xydx=(1+x%dy.

b) x*=3yp%y’.

a) (14 dx=(x-—1)dy;
a) y*dx -+ (x-2) dy=0;
a) (1 4y dx—+/x dy=0;

a) y= 1057y,

b} (x?—yxHdy -+t +xy*pdx =0,

D) yVigx—y=a.

* (tva tema nije predvidenz nastevoim plones | programom za gimaazije.

854,

855.
856.
857.
858.

859.

860.

861.

862.

863,

864,

865,

866,

Qdrediti partikvlarnz reSenja koja zadovoljavaju date podetne
uslove za sledece diferencijalne jednacine (854-859):

ydy=xdx, v=47a x=—2.
7
stgtdt+ds=0, s=4za t=§ .

§=3t>—2¢t s=4zat=2.

Q+x)ydx+(1—yyxdy=0, y=12zax==1.

dx

b
" g xsinydy, y= wt
cosZxcos y clgxsmydy, y=mzd x=y

Odrediti zakon kretanja tela duZ ose Ox koje poéinje iz tacke M
brzinom »:

a) M4, 0), v=2t+ 3¢ b) M0, 6), v=4t—6¢2.

Odrediti jednaéinu krive Ciji grafik sadrZi tacka M ako je dat
koeficijent pravea tangente:
a) M(2,—3), k=dx-—3;

1
b) MR—1), k=g

Odrediti diferencijalnu jednadinu datog skupa krivih
x
=Ctg .
Iny=Crtg 3
Odrediti diferencijalnu jednaéinu datog skupa krivih
(1+x3)(1+yH)=Cy2
Odrediti ortogonalne trajektorije skupa parabola y=ax®.

Dokazati da su ortogonalne trajektorije kruZnice x?+ y?=2ax
takode kruZnice.

Dokazati da su ortogonalne trajektorije krivih y=ax" elipse.
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867"
868,

B69.

870.
871.
872.
873,
874,

875.

§76.

98

Odrediti ortogonalne trajektorije skupa krivih x* — y? =a?.

Eksperimentalno je utvrdeno da je brzina raspadanja radioaktiv-
ne materije U svakom trenutku vremena proporcionalna pocetnoj
kolidini urana, U podetnom trenutku vremena (t=0) bilo je R,
grama urana. Odrediti formulu za izra¢unavanje koli¢ine urana u
ma kom trenutku vremena t.

5.2. Homogene diferencijaine jednadine prvog reda

Primedba 1. Jednadina oblika

(1) Sfyyde=gxy)dy,

gde su f(x,)) i g(x,y) homopgene funkcije istih izloZilaca, naziva se
homogena diferencijalna jednacina prvog reda.

Primedba 2. JednaCina (1) se uvek moZe transformisati u oblik

o) y’=m(§)-

© Primedba 3. Homogena jednaina, smenom y=ux, svodi se na

jednacinu koja razdvaja promenljive.

Odrediti opsti integral sledeéih diferencijalnih jednacina (867-876):

a) (x-+y) dx—xdy=0; b) x+y+ (y—x)y'=0.

a) (x—y) Ix+(x-+y)dy=0; b) (x—y)+xy ' =0.

!

a) @v/xy-x) dy+ydx=0; b y'—l=tg L.

a) (t—s) dt+1ds=0; by xy*dy=(x*+y*)dx.

a) xdy={2x-y) dx; b) (x—2y) dy=(x—y) dx.
x (e +2y) dx + (x> — y?) dy=0.
(x*—2y%) dx-+2xydy=0.

2
¥y y

LSRN

YEETx

877.

878.

879.

880.

881.

882.

883.

884.

885,
886.

Odrediti partikularna reSenju sledecih diferencijalnih jednadina
(877-880):

2x+y .
= ako =0 za x=1.
Y 2x je y,« *

1L y2
y’=xyx'2}:-- .akoje y=1za x=1

(y+\/;!m;{_m;~f) dx—xdy=0, ako je y=0 za x=1.

y'= m%,akojey-»—“l za x=1.

5.3. Linearna diferencijalna jednadina

Primedba 1. Jednadina oblika

(1} ¥ +yp(x)+4q{x)=0,
gde su p(x) i g (x) funkecije argumenta x, naziva se lincarna
diferencijalna jednacina prvog reda.

Primedba 2. Ako se u jednacini (1) uvede smena y=uv {u 1 v
funkcije promenljive x) dolazi se do opsteg reSenja diferencijalne
jednacime (1) u obliku

(2) y=e"5”“"(waqef"’“ dx).
Odrediti opste integrale datih diferencijulnih jednaéina (88 1-890):
a) y—2y—3=0; by y=yp+1.

a) xy —x%+2p=0; b) y+xy=x.

2
y’——}if—(x—f— 1¥=0.

x+1
2xy 4x
T =),
Y e T

¥ —yctg x— sin x=0.

s co§ t-5 sin t—1=(}.
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888,
889"
890,

891.

892,

893,

894.

895,

896.

897.

100

. l+2x _1—{—?.x
x+x2y x+x?’

VA 2xy=2x e"*" .
Y —2xy=(x—x)e**.
¥4+ yeor x=0,5 sin2x .

Odrediti partikularna refenja koja zadovoljavaju postavijene po-
cetine uslove u sledeéim zadacima (891-896):

ol
! t T 1 s a X==(),
y4ytgx cos ako je y==1za x=0

;XY 2 .
ymjlw::w):iil_;:;cizo ako;e y=3 za x=0.
y—==x% akoje y=eza x=1

2 1
yf+;y—~_«~;2- akojey=12za x=2.

¥ cos®x=tgx—y akoje y=0za x=0,

3 2
LA T .k 3 —_ s _...1
y+xy_x2 ‘a cley=1za x=

5.4. Nepotpune diferencijaloe jednacine drugog reda

Primedba 1. Jednadina koja sadrii drugi izvod ili diferencijal
drugog reda naziva se diferencijalna jednadina drugog reda.

Primedba 2. Najjednostavnija diferencijalna jednaéina drugog re-
da ima oblik
V' =f(x),

a njeno opéte refenje se odreduje dvostrukom integracijom.

QOdrediti opite refenje jednaéine
y'=1-12x.

898.

899.
904.

901.

902.

903.
9504.

905,
906.
907.

208.

909.
910.
911.
912,
913,
914,
915,
916,

Qdrediti opiti integral jednacine:
a) y'=0; b) y'=4;

Odrediti partikularna refenja koja zadovoljavaju postavijene po-
getne usiove (899-904):

y'=5 akoje y=5za x=21iy=11za x=4.

c) ¥ =cos x.

y'=x akojey=0zax=11iy=2zax=2.

d*s ) ds

- =12t je s=21—= =

¥ ako je s=21i ’r 20 za r=0.
d*6 ) . 46

Wz(ﬂz ako_;e GM—MOI%TJIZ za w=0.
=2y ékoje y=15iy'=1lzax=1.

y=—12x*+8, akojey=0zax=0iy=1zax=2.

Ispitati precizno promene i konstruisati grafik partikularnog refenja
(905-907):

y'=12x*~4 uakoje y=0zax=01iy=8za x=2.
y'=12x*—~8 akoje y=3za x=0iy=0za x=1.
y'=—12x*+4 akojey=3zax=0iy=42za x=1.
Ispitati promene i skicirati grafik partikularnog reienja.

Odrediti opsti integral jednacine

Y +aty=0.
QOdrediti opiti integral jednadine (309-916):
a) y'+4y=0; b} y'+9y=0.
a) ¥+ 5y=0; b) ¥ —9y =0.
a) ¥ +3y'=0; b) y' 3y =0.
a) y'—9y=0; b) ¥+ 16y=0; ¢) y'—y=0.

a) y'—6y' +9y=0; b) y'—3y' +2y=0.
b) ¥ +4y +Ty=0.
b) y'—y' —6y=0.

b) y'—2y +2y=0,

a) y' -2y +5y=0;
ay y'—6y'-+13y=0;
a) y'—4y' +3y=0;
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VI GLAVA

6. KOMBINATORIKA
6.1. Varijacije

Varijacije bez penavljanja

Primedba 1. Neka je dat skup E={a,, a,, a,...
nata.

..a,} od n eleme-

Definicija 1. Varijacije bez ponavljanja klase £k od n  (n=2k)
elemenata skupa F su uredene k-atorke sastavljene iz razliditih
elemenata skupa E. Ekvivalentna definicija ovoj je:

Definicija 2. Varijacije klase k od n elemenata (n k) a,, a,, a,, - ...
a, su sva biunivoka preslikavanja skupa E,={1, 2, 3,..., k} u
skup E={a,, a,, as,...,a,}.

Stav 1. Broj varijacija od »n elemenata klase k (k< n) iznosi
n!
(1) - Vi=nn—-Dm-2)...(n—k+)=——r.
(n—k)!
Varijacije sa ponavljanjem
Primedba 2. Posmatrajmo sada n raziiGitth elemenata a,, a,,
a,,..., 4, 1 pretpostavimo da je svaki od njih u dovoljnom broju.

Definicija 3. Varijacije sa ponavljanjem kiase k, od n elemenata
(n=k) ay, a,, a,,..., a, su uredene k-atorke sastavljene od eleme-
nata skupa {a,, a,, a,,...,a,}.

Stav 2. Broj varijacija sa ponavljanjem klase k od n elemenata dat
je formulom:

2) Vo= nk,

gi7.

918.

919,

926.

921,

922.

923.

924.
925,

926.

927.

928.

929.

836.

Dat je skup A=1{1, 2, 3, 4}. Formirati sve varijacije druge i trece
klase bez ponavljanja od elemenata skupa A i lzradunati njihov
broj.

Kolikc s= razliditih éetvorocifrenih brojeva moZe formirati od 10
cifara a da se cifre ne ponavljaju?

Dt je skup E={1, 2, 3, ..., n}. Prikazati sve vanjacije druge klase
skupa E grafom.

Dat je skup E=1{1i, 2, 3, 4}. Formirati sve dvocifrene brojeve od
elemenata datog skupa i odrediti njibhov broj.

Na koliko razlig¢itih nadina se mogu izabrati Cetiri osobe na Cetiri
razlicite funkcije (duZnosti) od devet kandidata?

Odeljenje jednog razreda broji 35 uéenika. Oni su medusobno
razmenili fotografije. Koliko je ukupno podeljeno fotografija?

Koliko se brojeva izmedu 3000 i 6000 moZe formirati od cifara 0,
1, 2,... 7, ako se nijedna cifra ne moze ponoviti o jednom broju?

Izradunati Vi+V3i+Vi+ V3.

Od koliko razlititih elemenata moZemo formirati 210 varjjacija
druge klase?

Koliko se brojeva moZe formirati pomodu elemenata skupa M,
koji éine svi prosti ¢inloci broja 2310, ako traZeni brojevi sadrze
po dva razlidita prosta cinloca?

Koliko se brojeva mofe napisati pomocu elemenata skupa M,
koji &ine prosti ¢intoci broja 3570, ako traZeni brojevi sadrze po
tri prosta Cinioca?

Odrediti broj re€i, od 5 slova, koje se mogu napisati pomoéu
azbuke od 30 slova, bez obzira da li se u redima popavhaju sva
slova i da li se dobijaju re€i bez znacenja.

Koliko se petocifrenih brojeva moZe obrazovati od cifara 0, 1, 3,
5,7, 9, ako se 0 ne palazi ni na prvom ni na poslednjem mestu i
ako se njedna cifra ne ponavlja?

Dat je skup A=1{3, 4, 5, 6, 7}. Odrediti broj trocifrenih brojeva
koji se mogu obrazovati od elemenata skupa 4.
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*
931.

932,

933.

934,
935.
936.
937.

Dat je skup E={0, 1, 2, 3, 4, 5}. Odrediti sve razli¢ite prirodne
brojeve vece od 1000, koji se mogu formirati od elemenata skupa E,
tako da cifre budu razliCite,

Odrediti broj razlicitih prirodnih brojeva, manjih od 100 000 kojt
se mogu formirati od cifara 0, 1, 2, 3, 4, 5.

. .5 .
Broj varijacija od n elemenata trece klase jednak je I od broja

varijacija tre¢e klase od n-+ 2 elemenata. Odrediti broj elemenata.

Reiiti jednacine (934-936):

a} Vi=380; b) 1=72.
a) Vi=>56x; by VIt Viti=2:3.
a) Vi:Vil=1:3; b) TVi=6-V3'L.

Ako je broj varijacija Setvrte klase bez ponavljanja od x elemena-

- ta 1680, odrediti broj elemenata x.

938.

939.

940.

941.

942.

943.

Broj varijacija oetvrte klase sa ponavijanjem od X elemenata
iznosi 50 625. Odrediti broj elemenata Xx.

Broj elemenata odnosi se prema broju varijacija 3. klase bez
ponavljanja kao 1:20. Odrediti broj elemenata.

Broj varijacija treée klase sa ponavljanjem od x elemenata vedi je
za 408 od broja varijacija treée klase bez ponavljanja od istog
broja elemenata. Odrediti broj elemenata x.

Koliko se Morzeovih znakova moZe formirati iz oba osnovna
znaka . i —, ako se jedan znak sastoji najvide od pet elementar-
nih znakova?

Na tiketu sportske prognoze nalazi se 12 susreta. Koliko razlicito
popunjenih kolona obezbeduje 12 tatnih pogodaka?

Na tiketu sportske prognoze nalazi se 12 susreta:

a)} koliko kolona tiketa treba popuniti ako se »znaju« rezultati
pet susreta da bi imali 12 taénih pogodaka;

b) koliko kolona treba popunbiti ako se »zna« da 7 susreta nece

biti nerefeno da bismo imali 12 pogodaka?

; 944.

945.

946.

947,

948.

Dokazati da je ¥, =V =n!

Odrediti broj razli¢itih Sestocifrenth brojeva koji se mogu formira-
ti od e}e;nenata skqpa E=1,2 34,5, 6,7, tako da se cifre ne
ponavljaju a da krainje cifre budu parne.

Koliko se razliditih petocifrenih brojeva moze sastaviti od eleme-
nata skupa E-m‘{.l, 2,3,4,5,6,7}, tako da se cifre ne ponavljaju i
da je zbir krajnjih cifara paran broj?

6.2. Permmtacije
Permutacije bez ponavljunja

Definicija 1. Permutacije od n elemenata su varijacije klase nod n
elemenata.

Defipicija 2. Permutacije su biunivoka preslikavanja skupa E u
samog sebe.

Stav 1. Broj permutacija od n
(1) Pn)=n{n—1)(n—2}...3. 2. l=n!

Permutacije sa ponavljanjem

Primedba 1. Neka Je dat skup od n elemenata, od kojih ima: k,
jednakih Jedne‘ vrste, k, jednakih druge vrste itd; k, jednakih
m-—te vrste; pri ¢emu je mnik, +k,+ ..ok, <n

Definicija 3. Svaki linearni raspored koji se sastoji od svih eleme-
nata zove se permutacija sa ponavljanjem.

Stav 2. Broj razli¢itih permutacija sa ponavljanjem od n elemena-
ta, gde je k, medusobno jednakih, k, medusobno jednakih, ..., &,
medusobno jednakih, jednak je

n!
P’L,. kz"‘km(n)=k 1 k t
Lokt

kT

Na koliko razli¢itih naCina mogu da sednu Cetiri osobe ako su
postavijene éetiri stolice?

Koliko razligitih petocifrenih brojeva se moZe napisati pomocu
cifara 0, 2, 4, 5, 7 ako se cifre ne ponavljaju?
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949,

950.

951,

952.

953.

954.

955.

956.

957.

958.
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Formirati sve permutacije bez ponavijanja od elemenata skupa
A={a, b, ¢, d}, a zatim reSenje prikazati grafom.

Obrazovati sve permutacije skupa E={l, 2, 3}, a zatim ih prika-

zatl kao preslikavanje skupa E u samog sebe.

Dat je skup E={1, 2, 3...., 8}. Koliko permutacija, koje se mogu
obrazovati od elemenata skupa E potinje:

a) sa 5 b) sa 123; ¢) sa 86427

Dat je skup E={1, 2, 3,..., 8}. U koliko su permutacija, koje se
mogt formirati od elemenata skupa E, elemenata 2, 4, 3, 6, jedan
pored drugog, 1 to:

a) u datom poretkiy b} wu proizvohnom poretku?

Duat je skup S=1{1,2,3, 4, 5, 6}:

a} koliko se raziicitih Sestocifrenih prirodnih brojeva manjih
od 600 000 moZe obrazovati od elemenata skupa S, tako da se u
njima cifre ne ponavijajuy;

b) keoliko ima neparnih brojeva odredenih v zadatku pod a)?

Koliko ima petocifrenih prirodnih brojeva &iji je zbir cifara jed-
nak 5?7

Dat je skup S=1{0, 1, 2, 3, 4}:

a) koliko se razlic¢itih petocifrenih pricodnih brojeva moze
formirati od elemenata skupa S, tako da se u njima cifre ne
ponavliaju;

b) koliko ima parnih brojeva odredenib u zadatku pod a)?

Dat je skup S={0, 1, 2, 3, 4, 5}:

a) odrediti broj razlicitih Sestocifrenih prirodnih brojeva koj
se mogu formirati od elemenata skupa S;
b} odrediti broj parnih prirodnih brojeva odredenih u zadat-
ku pod a)?

Dat je skup E={0, 1, 2, 3, 4, 5}. Koliko se razlifisih petocifrenih
brojeva, deljivih sa 6, moZe formirati od elemenata skupa E?

Odrediti broj razlicitih petocifrenih brojeva koji se mogu formirati
od cifara 0, 1,2,3,41 5,1 koji su deljivi sa 15, a da se cifre u njima
ne ponavljajo

959. Odrediti vrednost izraza-

960.

961.

962.

963.

964,

965.

966.

967,

968,

a) 81+49%; b) 1_0%' . ) 6_E—5!
00’ 120

Uprostiti jzraze:

1 1

11 o L1

n! (n+1) (k— Dt k!
Dokazati sledeée identitete:
o (m+3)
a) m ={m+ 1) (m+2)(m+3);

ni
b) En—_mzn(nul)(nMZ} =kt 1) (n>k).

Skratiti razlomke (962-963);

(n—2)! !
d) Y 5 ﬁn.ﬁ
(n—4)1 b) (n-2)°
a) gfﬂi?ﬂ : b} (E"_"ﬂ
n! (n—21
Resiti jednacine (964--965):
(n+2)! (n+1y!
a) gy gy Bt
n! ) (n—1)! 0.
!
ay @9 20x! by A2
2x—3H (x—21 =4 -1
Resiti nejednacine u skupu prirodnih brojeva (966—967):
(n—1y 2x— 1)1
a) ——-<72: fex— 1!
(n—3)! P axI3)17 420
y+2)! (m—2
a) — 100, = 2)(m—3)
0 DT : b) 1y > 000002
Koliko elemepata sadr? sku

; . kada bro} svi TS
njegovih elemenata: P j svib permutacija od

a) mije vedi od 1000 ; b) nije manji od 500 7
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969.
970.

971.

972.

973.

974.
975.
976.

977.

978.

979.

9807

981"

982.

983.

984.

10K

Koja je po redu permutacija 3421 od osnovne 12347
Koja je po redu permutacija 7345612 od osnovne 12345677

Koja je po redu permutacija beograd u leksikografskom poretku,
nacinjena od elemenata a, b, d, g, e, o, 1?7

Odrediti indeks permutacije radin koja Je napisana od osnovnoe
drina.

Formirati 68-u permutaciju skupa koji se sastoji od elemenata
4, i, I, m, n, ako se za osnovnu permutaciju uzme ailmn.

Kako glasi 119, permutacija od osnovie permutacije ehpsu.
Formirati sve razlicite permutacije od elemenata abbc.

Qdrediti broj permutacija od elemenata a, a, a, b, b, c.

Koliko ima sedmocifrenih brojeva obrazovanih od cifara G, 0, 0, 0,
1, 2, 3, ne uzimajudi u obzir, razume se, one koji poéinju nulem (ili

nulama)?

Koliko permutacija od elemenata a, a, a, a, a, b, b, b, ¢ pofinje:
&) sa a; b) sa b; ¢} sa c?

Koliko permutacija od elemenata 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4,
pocinje: a) sa 22; b} sa 313; ¢) sa 12347

Cdrediti indeks permutacije matematika medu leksikografski ura-
denim permutacijama skupa koji se sastoji od elemenata a, a, 2, e,
Lk mmtt

Formirati 58293. permutaciju medu leksikografski uradenim per-
mutacijama pocetne permutacije vdecemors.

QOdrediti broj permutacija koje se mogu formirati od svih ¢inilaca
proizvoda a®- b>.

Na koliko se razli€itih nadina moZe prikazati a3b?¢® kao proizvod
od osam c¢inilaca a, a, a, b, b, ¢, ¢, c? Kako glasi 30. raspored?

Formirati 232. permutaciju medu leksikografsk: uradenim permu-
tacijama ako je osnovoa aaajkm.

985.

980.

987.

988,

Odrediti indeks permutacije carinarnica medu leksikografski ura-
denim permutacijama koje se sastoje od elemenata a, a, a, L i, 0, n,
I LG C

Broj permmutacija od n elemenata odnosi se prema broju permuta-
cija od n+2 elemenata kao 0,1:3. Qdrediti n.

Broj permutacija od n+2 elemenata je 56 puta veéi od broja
permutacija od n elemenata. Odrediti n.

Dokazati da je

L1202+ 3134 +nln=(n+ 1)1, gde je n ma koji prirodan
broi.

6.3. Kombinacije

Kombinacije bez ponavljanja
Definicijz 1. Kombinacije klase £ od n (n= k) elemenata su ope
varijacije klase &k od tih elemenata za koje se smatra da su jednake
ako su sastavljenme od istih elemenata.

Umesto definicije | moZe se uzeti njo] ekvivalentna:

Definicija 2. Kombinacija klase k od n (n>k) elemenata skups E
je svaki nyegov podskup koji se sastoji od k i samo k elemenata,

Stav 1. Broj kombinaciyja klase k od n  (n=k) elemenata je

n nt
R

Kombinacije sa ponavijanjem
Definicija 3. Kombinacija k-te klase od n elemenata, kod kojih se
jedan element moze do fn puta ponavljati, nazivaju se kombina-

cije sa ponavijanjem k-te klase od n elemenata.

Stav 2. Bro) kombinacija sa ponavijanjem od » elemenata kiase k je

m (nk—1
@ “_( L ).
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989.

990.

991,

992.

993.

994,

995.

996.

997.

998.

110

Dat je skup A ={a,, a;, as, a., as}. Formirati sve trotlane podsku-
pove skupa 4.

Koliko se razlhiditith grupa po 4 ulenika moZe izabrati od 12
kvalifikovanih udenika koji ée reprezentovati Skolu na takmice-
nju?

Na jednom Sahovskom turniru udestvuje petnaest S8ahista. Svaki
treba da odigra partiju sa svakim. Koliko ¢e biti odigrano partija
na turniru?

Koliko nastaje trouglova konstrukcijom svih dijagonala konvek-
snog dvanaestougla ako im se temena poklapajn sa temenima
dvanaestougla?

QOdrediti broj dijagonala:
a) konveksnog petougla;
b} konveksnog dvanaestougla;
c) konveksnog dvadesetougla;
d) konveksnog n-tougla.

Dokazati tadnost jednakosti:

a) CE+CP+CE+ CE 4+ Cl+CEH CE=25,

D) Cg+C{+CI+CI=Cl+Ci{+CI+C].

U skupu od 12 tacdaka postoji tano 6 Cetvorki komplanarnih
tagaka. Koliko razli¢itih ravni odreduje ovih 12 tacaka?

U odeljenju ima 16 devojéica i 20 decaka. Za odeljensku zaje aicu
treba izabrati Setirl ucenika od kojih je bar jedna devojdic . Na
koliko nadina se moZe nadiniti izbor?

Dat je skup A={ay, a;, as, a; as, as}. Odrediti sve podskupove
skupa A koji:

a) ne sadrie elemente a,, as, i a;;

b} ne sadrZe elemente as i ag;

¢) ne sadrze elemenat dg;

d} sadrze sve elemente skupa 4.

Odrediti broj svih podskupova skupa koji ima n elemenata.

999. U ravni je dato 10 razlicitih tadaka od kojih nijedna trojka nije
kolinearna. QOdrediti broj svih pravih koje su odredene datim

tackama.

1000

v

U ravoi je dato 10 razliditih tadaka od kojih nijedna cetvorka ne

pripada isto] kruZnici i nijedna trojka nije kolinearna. Odrediti

broj kruZnica koje su odredene datim tackama.

1001. Skup od 40 osoba treba da izabere predsednika, sekretara i tri
élana predsednistva. Na koliko nadina se moZe obaviti ovaj izbor?

1002. Za delegaciju 3kole treba izabrati, od 10 ufenika koji govore ruski
1 15 koji govore engleski jezik, pet ufenika od kojih bar jedan

govori ruski. Na koliko naCina se moZe obaviti izbor?

1043. Na jednom $ahovskom turniru odigrano je 210 partija. Odrediti
broj ufesnika ako se zna da je svaki uCesnik odigrao partiju sa

svakim.

1004. Kosarkaski tim sainjavaju 5 bekova, 4 centra i 3 krila. Na koliko
nadina se moZe od njih sastaviti petorka ako u njoj moraju da

igraju bar 2 beka 1 bar jedan centar?
Reéiti jednacine (1005-1011)-
1005, a) 5CE=Ci*?;
1006, CHH 3 +2C5 Y =T (n—1).
1607, 23V =24 (V91 —Cr_ ).
1008, a) V5 +Ch_,=14n;

b) 3C2", =5C2"1,

*

1609, C;§-1+C:,'WZ+Cﬁu3+ [ +C,?_9+C,:’_1021023.
1010, V3 =C372 420,
11 1

1011, —y=-s+ .
LesTeite:

101 2. Resditi sistem jednacina:
a) Ci=66 A C;=Cj.z;
c) F'=20 A CP'=Cl%;

b) Ci=1820 A C;=Cjiy;
dy Vi Plk— 1+ CE =

=126 A P(k-+1)==T720.

10137 Resiti u skupu prirodnih brojeva ngjednadine:
a) CraCh; b) C#>C2"; c) C2,>CE;

b) P(x+2)=210 - 27} P(3).
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dy 200>11€C577%; ) Co_,+Crrl<100.

1014. Za koje je vrednosti n ik tacna konjunkeija
(VP ¥, =10:1) A (Cf: Ciar=5:3)7

1015. Kako glasi 197. kombinacija 5. klase od prvih 12 slova abecede
uzimajuéi te kombinacije u leksikografskom poretku?

1016. Koji indeks u leksikografskom poretku ima kombinacija moos
medu kombinacijama 4. klase od elemenata m, n, 0, P, G 5, s7

1017. Broj kombinacija druge klase od x elemenata sa ponavljanjem
iznosi 276. Odrediti broj elemenata x.

1018. Broj kombinacija trece klase bez ponavljanja od x elemenata
odnosi se prema broju kombinacija trece klase od istog broja
elemenata sa ponavijanjem kao 7:15. Odrediti broj elemenata.

1019. Broj kombinacija Setvrte klase bez ponavljanja od n elemenata je
70. Odrediti n.

1620. Ako je Ci=C1> izracunati C{;.
Odrediti n t k ako je (1021-1024):

1021. F"=24 A Ci=4.

1022. 1P=60 A Ci=10.

1023. P{(k)=24 AN Cg=15.

1024, V7 =120 N P(k)=6.

Dokazati da za ma koji prirodni broj » i prirodni broj & {k<n}
vazi (1025-1029):

i -‘:n eps——————— .
025 (\A-, ki (n—k)! (%J

H n 1
1026, = .

1027, CFyy +Clo +2CF=CitE .

LR ]

1028. C 24+ CP=2+2C072=C).
10297 Cii2 +2CH4 3+ Coti=Cot4
Eralumai # i k ako je (1030-1033):
1030, CP* 1€, ., =6:5:2.
1031 CPF2:CpEECpi2=06:1:1.
1032 CPEE:CPr L Crtl=5:5:5.
1033, Cp_ (CP 24 CIm2 2007 2) 1 Cly y =3155.
6.4. Binomni obrazac
Stav 1. Za svaki prirodan broj n vaZi formula

(1) (a+b)"m(g)a"+(?)a""1b+(;)a"“2b2+. ..

s H)a"“"b"+. . .+(")b",
k n

Opéti €lan u razvijenom obliku binoma (a-+b)" dat je formulom

) T;wl:(;j a"" kbt

1034. Metodom matematiéke indukcije dokazati formulu (1).

Primeniti binomnu formuln na sledeée binome (10351037}

1035.2) (342x)°%; b) (2x+5)*.
1036 1y

. a) (x+-;> ; b) (% +x—3)%
1037.a) (14— (1+D5 b) (e*—e ).

1038. Koristeci binomni obrazac izraunati sa tacno$¢u na pet decimal-
nih mesta:

a) 098¢ ; b} 2,1°; c) 1,008%.
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1039, Qdrediti peti Slan u razvijenom obliku binoma
1 2
(xT4+x3)12

1840. Odrediti ¢lan koji ne sadrii x u razvijenom obliku binoma

(x+x"3Ht2,

.. . 11 . ..

iv 11. U razvi :nom obliku binoma {x3+x2)!* odrediti &lan koji posle

sredivanja sadrZi x sa izloZiocem pet.

T s y .. . e
5’51042)Ocired1t1 ¢lan koji ne sadrzi x u razvijenom obliku binoma

o)

{i:MS::Odrediti srednji ¢lan u razvijenom obliku binoma

A a 1\16
S [ —x2 .
X
1

1044. Odrediti trinaesti ¢lan u razvijenom obliku binoma (Qx%zm:) \
X
ako je binommni koeficijent treCeg &lana jednak 105.

[1045 U razvijenom obliku binoma (x2+f—c) koeficijenti &etvrtog i

N . . . \
- trinaestog flana su jednaki.
Odrediti clan koji ne sadr?i x.

(1{046. Zbir koeﬁcijénata prvog, drugog i tredeg &lana v razvijenom obliku
; e ”
" binoma (xz + }) Jednak je 46. Odrediti ¢lan koji ne sadri x.
iEA“OE”:"U razvijenom obliku binoma
“\_/ — Y

(x x4+ é )

binomni koeficijenti petog i desetog ¢lana su jednaki. Odrediti
dlan koji ne sadrzi x.

Jat
7] ———_ 8
1048, Odrediti x u izrazu (—-‘—.:w—+ a x*{/a"“l) , tako da Zetvrti

%xw 1
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¢lan u razvijenom obliku iznosi 56455,

1049. Zbir binomnih koeficijenata drugog i tre¢eg Elana u razvijenom
obliku binoma
3 2
(x"24x3)
Jednak je 136. Odrediti &lan koji sadrZi x®5 .

1050. Binomni koeficijent treéeg ¢lana u razvijenom obliku binoma

(/X +x75)y

Jjednak je 78. Odrediti &an koji ne sadr#i x.

1051. Dokazati da je:
a) 1+(?)+(;)+...+(:)*—=2”;
n n n n "
b) 1+(2)+(4)+"'=(I)+(3)+(5)+'

* . .. . .
1052, Ak9 Je u razyijenom obliku binoma (x + y)” drugi &lan jednak 240,
trect 720, a cetvrti 1080, odrediti x, yin

Polazedi od jednakosti (1 +x)"=Cq, + Cyx+ C,x2+... + C,x",
odrediti zbirove (1053-1060):

1053. C, +2C,+3Cs+ ... +nC, .

1054, Co+2C, +3C,+ ... +(n+1)C, .

1055 C,+2C,+3C,+ ... +(n—1)C, .

1056. Co+3C, +5C,+7C,+ ... +(2n+1)C, .
1057, 3C, +7C, + 11C, + ... +{@n—1)C, |

=, C
1058, - 24 -1
1t

n

Cay TR
3 B I

&
1059, Co~2C, +3C,—4C,+ ... +(=1)"(n+1)C, .

o
160 ~0 S L2 0w G
1 3 (=1) n41’
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1061. Ako je zbir binomnih koeficijenata na neparnim mestima u binomu
fi-75)
a sz~ =
3 \7/ e

jednak 2048, odrediti &lan koji sadrzi a® .

1062. Izlozilac jednog binoma je za 3 veéi od izlozioca drugog., Odrediti
ove izlojioce ako je zbir binomnih koeficijenata oba razvijena
binoma, po binomnoj formuli, 144.

1y . .
1063. Odrediti x v izrazu (\3/5 +f) , ako je odnos sedmog ¢lana od
3

pogetka prema sedmom Clanu od kraja 1:6.

1064. Tredi &lan v razvijenom obliku binoma (x -+ x"¢%)% jednak je
1 000 000. Odrediti x.
1 NG
1065. Cetvrti &lan u razvijenom obliku binoma ({\/;c)ﬁé‘"m !1.3/:::)
jednak je 200. Odrediti x.

— 1 n
a) Odrediti n tako da je zbir binomnih koeficijenata poslednja
tri clana 22.
b) Odrediti onu vrednost x za koju je zbir treéeg i petog clana
datog binoma jednak 135.

1;06'4“}“'. Sesti élan u razvijenom, obliku binoma

1 21 ’
i og X
jednak je 5600. QOdrediti x.

1068 Koeficijenti petog, Sestog i sedmog &lana binoma (1 + x)* obrazuju
" aritmetiku progresiju. Odrediti izloZilac n.

P

l "
1069. Dat je binom (ﬁ e ) .

a) Odrediti n tako da prva tri koeficijenta u razvijenom obliku

datog binoma obrazuju aritmetidki niz.
b) Za padene vrednosti n odrediti sve racionalne clanove u
razvijenom obliku datog binoma.

Igjﬂfr(fetvrti &lan v razvijenom obliku binoma
(10185 4 10 7iogx )7
jednak je 3 500 000. Odrediti x.
{fl’(ﬁ 1 Koeficijenti petog i treceg Clana, u razvijenom obliku binoma

\\// n
ﬁ +E/§) » odnose se kao 7:2, QOdrediti €lan koji sadrZ x.

1072, Koeficijenti €etvitog 1 Sestog ¢lana u razvijenom obliku binoma

1 an
(-+v5)
odnose se kao 5:18. Odrediti €lan koji ne zavisi od z.
1073.}Zbir koriicijenata drugog i treceg &lana u razvijenom obliku

, I\, .
binoma (a\/a + 3 a) jednak je 28. Odrediti &lan koji sadrzi a®.

:.-'='IO74.'%Rainka binomnih koeficijenata treéeg i drugog ¢lana u razvije-
. /mom obliku binoma .

2 a " )
(5_5 %) jednaka je 5. Odrediti ¢lan koji sadrii a2

* i ‘e
1075. Odrediti koeficijent uz x® u razvijenom obliku stepena
(1+x*—x3%° .

1076. Odrediti koeficijent uz x” u razvijenom obliku stepena
(x2—x+1)7.

1077. Odrediti racionalne élanove u razvijenom obliku binoma:
- \5 — NG R -]
a) (ﬁ —¢/2); b) (Jz +\/3) ; Q) (1+\“/2) :

1078. Odrediti sve racionalne ¢lanove u razvijenom obliku binoma

(\“/;3_ +3/x )m.
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1079” Koliko racionalnih &anova ima u razvijenom obliku stepena
100
(ﬁ + ,/3) 2

10807 Odrediti sve racionalne &lanove u razvijenom obliku binoma

l 12
(L)
Vx
1081 Dat je binom (/2510735 4 §/2G-Dia3)n
a) Odrediti n tako da binomni koeficijenti drugog, treCeg i
detvrtog ¢lana u razvijenom obliku binoma budu prvi, tredi i peti
&lan antmetitke progresije.
b) Odrediti x tako da je Sesti ¢lan u razvoju jednak 21.

1082 Izratunati k-ti Elan u razvijenomi obliku binoma (\/g —I\/I;_)" ako je
Ty Thwy: T,=28:8/6:09.

10837 U razvijenom obliku binoma (&/x + «/x~1 2 razlika uzastopnih
clanova T, ., 1 T, je 30.
Izraunati x, ako se zna da stepen sa osnovom x u ¢lanu 7, | ima
dva puta manji izloZilac pego stepen sa istom ospovom X u
clanu 7.

1084. Na ZelezniCku stanicu treba da stigne iz istog pravea n [judi. Na
koliko mogudéih nadina, s obzirom na vreme dolaska, mogu da
stignu na stanicu?

1085, Izradunati zbir kvadrata koeflicijenata u razvijenom obliku Njut-
noveg binoma.

1086. Ako su 4, 4,, d,, 1 a, uzastopni koeficijenti nekog binoma,
dokazati da je

a, ay  2a,

a;+a, az+a, a;+a;

1087: Primenom binomne formule odrediti ostatak deljenja broja 437
sa 6.

1088" Elementi Paskzlovog trougla
1
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imaju osobinu da je razlika kvadrata ma koja dva uzustopna
broja koji pripadaju trecoj hipotenuzi (elementi oditampani polu-
crno) kub jednog prirodnog broja. Dokazati.

1089. Dokazati da je broj 111°—1 deljiv sa 100,

10907 Dokazati da je broj 23" —1 deljiv sa 22 (neN).

¥ . . (N - . -
1091. Dokazati da za svaki prirodan broj n va# nejednakost

N+ (") <
) 5 ce o .
1092 Dokazati da za svaki prirodan brr n vaZi jednakost

GG G- () () ()
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VII GLLAVA

7. VEROVATNOCA 1 STATISTIKA

7.1. Verovatnoca

Primedba 1. Neka je § polje dogadaja vezano za posmatrani
eksperiment.

Definicija 2. Verovatnodéa je funkcija P, definisana na polju doga-
daja S, koja zadovoljava aksiome:

Aksioma 1. VA€ S vaZi 0 P4)< L

Aksioma 2. Verovatnoca pouzdanog dogacfaja je jednaka !, 1.
P(2)=1 (2 je prostor elementarnih dogadaja).

Aksioma 3. Ako je A, BES 1 AnB=0, tada je
(1)  P(A+B)=P(A)+P(B).

Primedba 2. Aksioma 3 moZe se profiriti na n nezavisnih dogada-
jar Ay, Ay, L., Ayt
(2) P(A+As+. . . +A4,)=PA)+P(4z)+. . .+ P(4,).

Primedba 3. Verovatnoéa proizvoda dva nezavisna dogadaja A 1 B
jednaka je proizvodu njihovih verovatnoca, tj.
3y P{AB)=P(A) -P(B).

Primedba 4. Verovatnoéa proizvoda dva zavisna dogadaja 4 1 B
jednaka je proizvodu bezuslovne verovatnoe prvog 1 uslovne
verovatnoce drugog, pod usiovom da se prvi dogadaj realizovao:

{4)  P(AB)=P(d4)-P.(B)=P(B} Py(4).

Primedba 5. Neka je dat dogadaj 4 i dogadaji Hfl, H, ..., Hn,
koji se medu sobom iskijucuju i ¢ine potpun sistem dogadaja.

1093,
1094.

1095.

Pretpostavimo da se dogadaj 4 moZe realizovati istovremeno sa
jednim od dogadaja H|, H,, ..., H,. Tada je:

(5 P(A):P(H;)-P,,—l(zi)nin(H?J 'PHz(A)"‘i“- .+ P(H,) Py (4).
Obrazac (5) se naziva formula totalne verovatnode.
Primedba 6. Neka je dat dogadaj 4 1 dogadaji H,, H,, ..., H, koji
¢ine potpun sistem dogadaja i medu sobom se iskljuéuju. Verovat-

noca realizacije jednog od dogadaja H,, H,, . .. H,, ako znamo da
se realizovao dogadaj A, data je obrascem:

Py (A)P(H)
" P(H\) Py (A)+ P(H;) Py (A)+ ..+ P(H, )Py (A)
Ova formula se zove Bajesova formula.

(6} Pu(H)

Primedba 7. Za slutajnu promenljiviu x poznate su sve njene

vrednosti x, X3, . .. ,xn:_koje ona moze da uzme i $ve verovatnoce
Pt» P2 - - - » DPn Sa kojima uzima te vrednosti, §to se Sematski
prikazuje:
Xy X pe
(7) Xw( "); (Pr4pat. .+ pa=1)
P Pz ... Pn

1 naziva se zakon raspodele verovatnode.

Primedba 8. Ako je X diskretna slufajna promenijiva &ija je
raspodela data u obliku (7), onda je matemati¢ko oéekivanje dato
obrascem: ' '

{8) M(X)=x;p1+x2p2+...+xnp,,=—”z XiPi.
P=1
Primedba 9. Ako je data raspodela (7) sludajne promenljive X,
tada se njena disperzija D(X) odreduje formulom:

D(X}=(x,~MX)pi+ (o~ MX)pat. . .+ (X~ M(X)pr-
Baci se dinar jedanput. Odrediti prostor elementarnih dogadaja.

Ogled se sastoji od jednostrukog bacanja kocke. Odrediti prostor
elementarnih dogadaja ovog ogleda.

U kutiji se nalazi 5 kuglica, od kojiﬁ su 2 bele (k;, k), 2 crvene (k;,
ko)1l Zuta (k). Izvlace se odjednom tri kuglice. Odrediti:

2) broj mogucih ishoda;

b) broj ishoda da se izvuku tri kuglice razli¢itih boja,

¢) broj ishoda da se izvuku tri kuglice od kojih su dve crvene.
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1096. Ogled se sastoji u bacanju dve kocke. Odrediti:
lementamnih dogadaja, _ L
atla)) Ss]liq\lllg ?4 dogadaja da se na gornjo) strani ove kocke pojavi 1stl
j tacaka; o o
E)I{:gku; B dogadaja da se na gornjoj stranl pojavi 7 taCaka.

] aj adaj da kocke

aj dve kocke odjednom. Neka je A dogadaj 1 cock

1097 ggijf;u Ei}:&erojeve &iji je zbir 8 i B dogadaj da pokazu brojeve Cii Je
proizvod 12. Odrediti dogadaje:
a) AUB; b} ANB; crA .

i ji acanja kocke za igru i ako je do-
1098. Ako se eksperiment sastoji od bacanja kock > Je.
gadaj A pojava parnog broja tadaka, odrediti suprotan dogadaj A.

1099, Ako je A proizvoljan dogadaj, tada je:

a) AP=0; b) Ad=4A; ) AQ=A; d) A4 =0.
Dokazati.

1100. Ako je A4 proizvoljan dogadaj, tada jer  _ ~
a) A+@=A; b) A+A=4; c) A+ A =1L d) A+Q=0.

Dokazati.

E - . l - - - l’da -e:

1101. Ako su 4, B i C proizvoljni dogadaji, tada } .
a) A+B=B+4; b) A+(B+C)=(A+B)+iji+3+c,
c) A(BC)=(AB)C——'~(AC)B=ABC;
dy A(B+C)=AB+ AC. Dokazati.

1102. Sludajni ogled se sastoji od bacanja _l‘cocke za igru.’_Nek% i€ .g go~
gadaj da kocka pokaZe broj ne manjt od 3 i ne veci od 6, a mg)-
gadaj da pokaZe broj vedi od 1 i ne ved od 4. Odrediti razhiku
dogadaja A i B.

1103. Za proizvoljne dopadaje A i B vaieide E&orgauova pravila:
a) “A+B=X-‘§; b) A-B=A+B.Dokazati.
1104. Da 1i se dogadaji A i A+ B iskljuduju?

1105. Dokazati da dogadaji: a) 41 4;  b) A, 4 BiA+B, obrazuju

potpun sistem dogadaja.
1106. Data su tri dogadaja A, Bi C. Pomoéu simbolickib operacija sa

datim dogadajima odrediti sledece dogadaje: . o
a) realizovan je dogadaj 4, a nisu realizovani dogadaji B 1 C;
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b) realizovana su sva tri dogadaja;

¢) nije realizovan nijedan dogadaj,

d) realizovan je najmanje jedan od ovik dogadaja;

e) realizovan je jedan i samo jedan od ovih dogadaja;
f) realizovano je ne vise od dva dogadaja.

1197. Odrediti slu¢ajan dogadaj X iz jednakosti X+A+ X+A=B.

1108. Uprostiti sloZene dogadaje:
a} (B+C){B+CHB+C);
b} {(A+B)(A+ B);
c) (A4 B)B+ A(AB).

1109. Odrediti potpun sistem dogadaja za sledede oglede:
a) bacanje jednog dinara;
b) bacanje dva dinarag
¢} bacanje kocke i dinara;
d) bacanje dve kocke;
f) bacanje tri kocke.

1110. Odrediti verovatnoéu da dve bacene kocke pokaZu brojeve &iji je
zhir 8.

1111. U posudi se nalazi 3 bele, 7 crvenih 1 8 bezbojnibh kuglica. U
geometrijskom i fizi¢ko-hemijskom smislu kuglice su potpuno
Jjednake. Odrediti verovatnotu da & se pri istovremenom izviade-
nju dve kuglice izvuéi 1 bela i 1 crvena kuglica.

1112. Medu prvih 4000 prirodnih brojeva nalazi se 551 prost broj.
Odrediti verovatnocu pojave prostog broja.

1113. Medu 1000 novorodene dece 512 je muske dece. Odrediti verovat-
nocu radanja muskog deteta.

1114, Odrediti verovatnocu da badena kocka za igru pokaZe na gornjoj
strani paran broj.

1115, 1J posudi se nalazi 12 belih, 23 crvene i 27 crih kuglica. Odrediti
verovatnocu da izvuéemo crvenu kuglicu, pod uslovom da su sve
mogucnosti podjednako verovatne.

1116, Nepismeno dete sastavlja redi od slededih slova: a, a, a, e, i, k, m,
m, t, t. Odrediti verovatnodéu da ¢e sastaviti re€ »matematika«.
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1117. Automat je za jedan Cas proizveo 500 predm_eta,“med.u kojima je
bilo 8 neispravnih. Odrediti verovatnoéu pojavijivanja neispray-
nih proizvoda.

1118. Na pisacoj maSini postoji 48 znakova. Odrediti verovatnocu da e
pasumice otkucani znak biti broj 9.

1119. U posudi se nalaﬁi 80 cedulja. Na ceduljama su ispisani brojevi od
1 do 80. Izvladimo cedulju:

a) odrediti verovatnoéu da ¢emo izvuéi cedulju na kojoj je
napisan broj koji nije manji od 45;
b) odrediti verovatnocu da éemo izvuci broj koji je deljiv sa 3.

1120. U posudi se nalazi 5 jednakih kocki. Na svakoj strani svake klockwe
nalazi se jedno od sledecih stova: o, p, 1, 5, t".‘K'ocke se pojedinac-
no izvade iz posude i poredaju u jednoj liniji, jedna pored druge.
Odrediti verovatnoéu da & na gornjim strapama kocki biti
ispisana reC sport.

1121. Telefonski broj sastoji se od Sest cifara. Ako se pretpostavlja da
postoje svi telefonski brojevi od 000 000 do 999 999, koja je
verovatnoéa da u proizvoljno izabranom broju sve cifre budu
razlicite?

1122. Na deset cedulja ispisana su slova a, b, e, i, ‘l,‘o, p, I, h Cf:duije se
sluajno poredaju jedna za drugom. Odrediti verovatnocu da na
taj nadin papisana re¢ bude hiperbola.

1123. U posudi se nalazi 12 belih i 8 crnih loptica. Izvlagimo dve loptice
odjednom. Odrediti verovatnoéu da obe izvuene kuglice budu
crne. ‘

1124. Na usmenom ispitu postoji 25 cedulja sa po dva pitanja.’Kaud'lw
dat zna odgovore na samo 45 pitanja. Koja je verovatnoca da ce
na cedulji koju je kandidat izvukao biti oba pitanja na koja on
zna da odgovori?

1125. Sest strelaca gada u 10 predmeta. Ako svaki strelac I]leil'.lmi(.‘:e. bira
cilj, koja je verovatnoca da Ce svi strelci gadati u razlicite ciljeve?

1126. Bacamo dve kocke. Neka je P (A4) verovatnoda 'da ce se bacanjem
dobiti dva broja &ji je zbir 7, a P(B) verovatnoca da ce to biti dva
broja &iji je zbir 9. U kojoj razmeri stoje ove verovatnoce?

1127. Lutrija ima 200000 sre¢aka i 50 dobitaka po 3000 dinara. Od-
rediti verovatnoéu da srecka dobije 3000 dinara pod uslovom da
su sye moguénosti podjednako verovatne.

1128. Jedna robno-novéana lutrija od 10000 sreéaka ima 150 robnih i
50 novCanih zgoditaka. Odrediti verovatnocu da jedna srecka
dobije zgoditak {(bez obzira da li je robni ili novéani).

1129. Radovan, Ivan, Petar, Milka, Dragana i Mirjana su kupil ulaznice
za bioskopsku predstavu. Ako su sve kupljene ulazaice u jednom
redu i ako su one nasumice podeljene, koja je verovatnoéa da &e
oni u bioskopu sedeti gledano sleva nadesno u slededem rasporedu:
Petar, Mirjana, Radovan, Milka, Dragana i Ivan?

1130. U jednoj fabrici v toku dana proizvedeno je n proizvoda odrede-
nog tipa. Kontrolor nasumice odabira m predmeta, koje podvrga-
va proveri. Ako je medu njima bar jedan neispravan, celokupna
partija se podvrgava dopunskoj kontroli. Koja je verovatnoda da
dnevna proizvodnja bude prihvadena, ako je tog dana bilo k
neispravnih proizvoda?

1131. Od a elemenata prvog tipa i b elemenata drugog tipa odabiramo
nasumice m elemenata. Odrediti verovatnoéu da je od izabranih
elemenata p elemenata prvog tipa i ¢ elemenata drugog tipa, pod
uslovom da su sve kombinuacije podjednako verovatne.

1132. Od 32 karte igral dobije 10 karata. Odrediti verovatnoéu da
dobije 2 pika, 4 trefa, 3 karoa i 1 sree.

1133. U posudi se nalazi 5 belih i 7 crvenih kuglica. Nasumice se izvladi

8 kuglica. Odrediti verovatnoéu da su izvudene 2 bele 1 6 crvenih
kuglica.

1134. Neko lice zaboravilo je poslednje dve cifre broja nekog telefona i
jedino se seda da su te dve cifre razlifite. Odrediti verovatnodéu da
to lice pogodi potrebne cifre.

1135. Dogadaji A, B, C i D obrazuju potpun sistem. Ako je P(4)=0.2,
P(B)=0,3, P(C)=04, odrediti verovatnocu dogadaja D.

1136. U kontejnern j’e proizvoljno sloZeno 20 proizvoda odredenog tipa,
pri emu je 5 standardnih. Radnik nasumice bira tri proizvoda.
Odrediti verovatnoéu da bar jedan od njih bude standardni.

1137. Ako su 4 i B dva proizvoljna dogadaja, tada je:
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(1) P(A+B)=P(4)+P(B)—P(AB). Dokazati.

i i i jn aje P(A+B+C) =
1138. Ako su A, B i C tri proizvoljna dogadaja, tada je
P(A)+P(B)+P(C)~"P(AB)-—P(AC)-_—P (BC)y+P (ABC}).
Dokazati.

ifreni j i 1 jedan broj. Odredi-
1139. Iz skupa dvocifrenih brojeva nasumice biramo Je D).
ti vergvatnoéu da on bude deljiv ili sa 3 ili sa 5 ili sa oba
istovremeno.

1140. Bacamo dve kocke. Kada je verovatnoca da ¢ée one pokazati ili

dva jednaka broja, ili dva broja &iji je zbir 7, ili dva broja Ciji je
zbir 97

aju cilj: ij ji i ada cilj sa 70% hitaca.

141, Dva strelca gadaju cilj: prvi je bolji i pogada cilj sa

! Drugi je sla‘ﬁji, te pogada cilj samo sal40%. ,Obp__uce; istovremeno
opale prema cilju. Odrediti verovatnocu da ée cilj biti pogoden.

i i) Ca d: i lac pogodi

142, Tri strelca opale prema ciiju. Verovatnoca da prvi stre ogodi

! cilj iznosi 0,8p, da ga pogodi drugi iznosi 0,3, a da ga pogodi treci
0.2. Odrediti verovatnoéu da cilj bude pogoden.

1. .
1143. Data je verovatno¢a dogadaja A, P(A)zg i verovatnoca doga-
daja B, P(B):%. Odrediti P(BA) ako za dogadaje 4 i B vaZi:

a) A i B seiskljudujy
b) 4 < B;

1
c) P(AB)WE.

. erovatnoce dogadaja 4 i B koji se rmedusobno i’isk}ju?:u-
Had fzatﬁ (ili]) vw(),'a‘?: i P(B)=0,55. Odrediti sledece verovatnoce:

a) P(4); b P{4+B); ¢ P4B); d) P(A B).

1145. Verovatnoéa da ¢e se dogoditi dva nezavisna dogadaja 4 1 B su
P(A)=p, i P(B)=p,-
Odrediti sledede verovatnode:
a) da ¢e se dogoditi oba dogadaja; )
b) da se neée dogoditi nijedan od tih dogadaja;
¢) da ¢e se dogoditi 4, a ne B;
b} da ée se dogoditi B, a ne 4; B
e) da ¢e se dogoditi bar jedan od njib;
f) da se bar jedan od njih nece dogodiii.
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1146. Dat je proizvoljan dogadaj 4. Odrediti sledeée verovatnode:
al da se dogadaj 4 realizuje uzastopno n puta;
b) da dogadaj A ne nastupi n puty;
c) da se dogadaj 4 realizuje bar jedanput u # pokusaja.

1147. Koliko se puta mora bacati kocka da se broj 5 pojavi bar

. . 2
jedanput sa verovatnocom 3 ?

1148. Odrediti broj bacanja kocke da bi se broj 4 pojavio bar jedanput
sa verovatnoc¢om 0,5,

1149, Koliko se puta moraju baciti dve kocke da se bar jedunput na obe
kocke pojavi isti broj 4, sa verovatnocom 0,57

1150. Odrediti verovatnocu da iz 32 karte za igru izvacemo ili kralja iit
asa.

1151. U kutiji se nalazi 60 cedulja na kojima su redoin ispisani brojevi
od | do 60. VuZemo cedulju. Odrediti verovatnoéu da broj koiji
smo izvukli nije deljiv mt sa dva ni sa tri,

1152. Kolika je verovatnoca da od 32 karte za igru izvia€emo 1t karo ili
asa ili figuru ispod 107

1153. U kutiji se nalazi 80 cedulja. Na ceduljama su ispisani brojevi od
1 do 80. Izvladimo cedulju. Odrediti verovatnodu da ¢emo izvudi
cedulju na kojoj je broj koji nije manji od 45 ili broj koji je deljiv
sa 3.

1154. Baene su dve kocke i imamo posudu u kojoj se nalaze 3 bele i 4
crne kuglice. Sta je verovatnije: da bafene kocke pokazu dva
jednaka broja ili dva broja &iji je zbir 5, ili da iz posude odjednom
izvudemo 1 belu 1 ! crau ili dve crne kuglice?

1155. U jednoj kutiji nalaze se 4 bele i 8§ crnih kuglica, a u drugoj 3 bele
i 9 crnih. Izvlagimo iz svake kutije po Jednu kuglicu. Odrediti
verovatnocu da je iz obe kutije izvucena bela kuglica.

1156. U kontejnert se nalazi 12 proizvoda, od kojih je 8 standardnih.
Radnik bira nasumice dva proizveda, prvo jedan, zatim drugt.
Qdrediti verovatnodu da su oba izvutena proizvoda stundardna.

1157. Kolika je verovatnoéa da ée se na dvema badenim kockama dobi-
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ti zbir tataka 9 ili, ako se to ne dogodi, da se pri ponovljenom
bacanju dobije zbir tacaka 77

1158. Radnik opsluZuje dve automatske masine. Verovatnoca da u toku
jednog sata rada prva masina ne zabteva intervenciju radnika
1znosi 0,8, za drugn maSinu 0,7. Odrediti verovatnodu da u toku
jednog sata nijedna ma8ina ne zahieva intervenciju radnika.

1159. Radnik opsluZuje tri madine koje rade automatski nezavisno
jedna od druge, Verovatnoda da u toku jednog sata rada ne
zahteva intervenciju iznosi za prvu ma$ing 0,9, a za drugu madinu
0,8 i za trecu (,85. Izradunati verovatnodu:

a) da u toko jednog sata nijedna od tri maSine ne zahteva
intervenciju radnika;

b} da makar nijedna maSina ne zahteva intervenciju radnika u
toku sata.

1160. Bacamo dinar deset puta. Koja je verovatnoca da se 10 puta
pojavi grb?

1161. Verovatnoca da strelac pogodi cilj iznosi 0,85. Koja je verovatno-
¢a da ne pogodi cilj ako gada tri puta?

1162, Ucenik ulestvuje na takmicenjima iz matematike, fizike i hemije.
Verovatnoca da osvoji prvu nagradu, za svaki predmet, iznosi 0,4.
Odrediti verovatnodu da ¢e uenik osvojiti nagradu bar iz jednog
predmeta.

1163. U televizijskom studiju su 3 kamere. Verovatnoéa da je kamera
ukljudena iznosi za svaku kameru 0,6. Odrediti verovatnocu da je
u datom trenutku ukljucena bar jedna kamera.

1164. Bacene su tri kocke za igru. Koja je verovatnoéa da se pojavi
Sestica bar na jednoj kocki?

1165. Verovatnoca da protivavionski top pogodi neprijateljski avion

iznost kod svakog hica 0,04, Top opali prema avienu sto puta. -

Odrediti verovatnode: a) da avion ostape pepogoden; b) da
avion bude pogoden.

1166. Radnik upravlja sa deset jednakih maSina. Verovatnota da kod
neke madine mora da opravija kvar u roku od jednog casa iznost
za sve masine 0,12, Izracunati sledece verovatnoce:

a) da uroku od jednog éasa ne bude potrebna opravka ni jedne
masine;
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b) da oe biti potrebno opravljati bar Jednu masinu:
¢} da ce biti potrebna popravka svih masina, ’

1167. U posudi se nalaze 4 bele, 5 crvenih 1 6 zelenih kuglica:
a) odrediti. verovatnocu da ée se pri istovreme
dve kuglice izvudi | bela i 1 crvena kuglica;

] ‘ r
j{ ugllce} ! |

nom izvladenju

¢) odrediti verovatnoéu da & izvuéi ili i

_ emo 1zvucl ili 1 belu i 1 ervenu il
zelenu 1 1 crvenu kuglicu; po e
(:E)I odredm vt:romtn’ogu“d‘a temo Setiri puta uzastopee izvudi
zelenu kuglicu ne vraéajuéi izvudenu kuglicu.

1168. U posudi se nalaze 4 bele, 3 ervene i 5 Zutih kuglica:

;? it?dfelel vemvgtnof:u da se pri istovremenom izvlaenju dve
b;zg lc(tia oéiqunom 1zvuce 1 bela i 1 crvena kuglica;

odreditl verovatnoéu da nedemo odi izvudi

: odjedn ;
Englis Jjednom 1zvudi dve Zute
¢) odrediti verovatnoéu da éemo izvudi il i
¢ . mo 1zvuci Ui 1 belu i 1 ervenn i
zutu 1 1 crvenu kuglicy; e il
d) odrediti verovatnocu da ¢emo tri puta uzastopno izvuéi Futy
kuglicu ne vradajudi izvodenu kuglicn.

1169. Odrediti verovatnocéu da sluajno izabran prirodni broj, koji nije

veci od 100, bude stepen sa izl G
brirodmog oo i lzioziocem vecin od 1 drugog

1170. ]ti,)at.a je kvadraina jednagina x?—4x+ a=0. Bagena Je kocka i za
Or(;’gcg'th‘: uzet broj kopc?e pojavio na gornjoj strani batene kocke
( “dlti verovatnocu da de za tako dobijeno a de iednadina
imati realna refenja, ! ata Jednatina

1171. Iz Spila od 52 karte na sluajan nadin se izviae tr karte. Odrediti
verovatnocu da to budu tri razlidite slike.

1172. U Jmciiriloj zgradi stanuje pet porodica sa po jednim detetom. iri
poliot. ce sa po tr.i)_]e dece | dve porodice sa po petoro dece. Radi
anxetranja, na slucajan nacin se biraju tri porodi irediti

4 ice.
verovatnody da: ! g Odredi
a) makar dve izabrane porodice imaju isti broj dece;

b) sve tri izabrane porodice imaju ukupno sedmoro dece.

1173. Kocka, &ije su sve strane obojene, raseCena je na 1000 kockica



istih dimenzja. Dobijene koclgice su mlixrn‘) stqvljiggn}: tggffc ;
izmesane. Odrediti verovatnocu da sluéajno izv

ima:

a) tri obojene stranec;

b} dve obojene strane;

¢} jednu obojenu stranu.

inij i i : 1 B) udaljena medu-

i linija koja povezuje dva mesta {4 1 aj redu-

17 T{?éfg%s& iprjekinujta Je na nepoznatom mestu. ered{ﬂ veéovéléno
Sc::u da j:a prékmuta na mestu koje od 4 nije udaljeno vie od 500 m.

1 ] .r 3 x - VO

1175, Sredine stranica kvadrata, stranice a, §pdédnjem ()d;g:digoggro

. & je n Eaje adin 1zabrana. -
kvadrat. Tacka M je na svluca‘;an_ n an: editi ¢
vatpocu da je izabrana tacka M iz drugog (manjeg) kvadrata,

1176. U kvadrate je upisan krug, Odrediti verovatnocu da sludajno
" izabrana tacka u kvadratu pripada i krugu.

1177, Tacka M {x, y) je na sluajan nadin izabraga u k\éadg:fu gzﬁf tve;ciiéc
) : javai 2, O<y<2. Odre -
zadovoljavaju uslove O‘{x“s_, <y=. (C iredity -
?fﬁt{;ogg da ¢e sluCajno izabrana tafka M (x, y) pripadati i pod
skupu odredenim sledeéim uslovima:
a) (x—1F+(y—1=1;
by l<x+y<3;
¢} y=x,

1178. U datu kocku upisana je lopta. O{irecﬁti verovatnocu da sluéajno
izabrana *adka pripada 1 unutradnjosti lopte.
- astanak Ut i sata, na odrede-
1179:"' Dve osole zakazale su sastan.dk u 10'ku ‘;ed.rioz‘; -
nom mesty, uz obavezu ¢ekanja 20 minuta (—3 sataj.

j azak sve soba
Odreditt verovatnodu susreta ako je dolazak vsvake ng(e):] 0
jednako mogué u proizvoljnom momeniu naznadenog vr .

1180. Duz duzine a podeliena je na tri dc;la. .Odrediti verovatnocu da se
. od dobijenih delova moZe konstruisati trougao,

j isan jednakostraniéan trougao. SlhaZajno biramo

. U krug je upisan JedUJkDS‘iIdHICdﬂ' o,  biramc

1 talku i{(mgu. Odrediti verovatnodéu da tatka bude izabrana
unutar trougia.

Cnik: at je kruznoi iseCak sa centralpim uglom
182 U krugu poluprecnika r, dat je kruzni iseak
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o= 150°. Sludujno biramo tacku U krugu. Odrediti verovatnocy da
izabrana taka bude unutar isedka.

1183. Odrediti verovatnoéy da sludajno izabrana tetiva kruZnice bude
veca od stranice Jednakokrakog trougla koji je upisan u ty
kruZnicu.

1184. Dve kocke su badene, Kolika je verovatnoéa da zbir dobijenih
brojeva bude 7, ako se zna da je bar jedan od dobijenih brojeva 57

1185. Kocka je bacena ; pozmato je da je rezultat paran broj. Odrediti
verovatnocu da taj broj bude deljiv sa 3.

1186. U SeSiru se nalazi 3 belih, 4 cmih i 6 crvenih kuglica. Ako se
sluajno izveky 3 kuglice, kolika je verovatnoca da sve budu bele?

1187. Fabrika televizora dobije 30% lampi iz pegona P, i 70% iz
pogona P,. Pogon P, proizvodi 10% neispravnih lampi, a pogon
Py 15% peispravoih. Izmedy 1000 Yampi izabrana je jedna. Odre-
diti verovatnoéu, ako Je lampy aeispravoa, da je proizvedena u
pogonu P,

H, H, H,, .., H,. Tada se verovatnoda dogadaja A4 odreduje
obrascem:

o) =P L) Py (4 PUL)- P+ .+ p(rry- P ().
Dokazat.

118¢) Na stovari§tu se palaze proizvodi iste vrste proizvedeni u tri
razli¢ita pogona, i to-
20% iz I pogona, 40% iz 11 pogona i 40% iz III pogona.
Verovatnoéa da su proizvodi neispravni su: 0,01 za I pogon, 0,02
za Ii pogon i 0,04 74 111 Pogon. Udrediti verovatnody da sludajno
izabran proizvod na stovaristu bude neispravan,

1196, U prodavnici automao bilskih delova stighi su akumul
deni u 4 razligite fabrike, i to:
500 akumulatora iz I fabrike,
105G akumulatora iz 11 fabriice,
550 akumulatora iz 11 [y brike,
1900 skumulators iz 1V fu brike.
Verovatnoda da akumulator traje vife od S godina za I fabriku

atori proizve-
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iznosi 0,20, za I1 0,25, za I 0,30 i za IV fabriku 0,10. Sluéajno
biramo akummulator.
Qdrediii verovatnocu da ¢e trajati dufe od 5 godina.

1191 U jednoj &koli 4 odeljenja su zavrinog razreda. U I odeljenju ima
20%, u II 30% odliénib, u I 30%, { u IV 20% odli¢oih uéenika.
Verovatnoce da odlican ucenik bude nagraden suo: 0,03 za prvo,
0,08 za drugo, 0,06 za trede 1 0,05 za Cetvrto odeljenje. Kolika je
verovatnoca da sluéajno izabran uCenik bude i nagraden?

1192. U prodavnici se nalaze sijalice proizvedene u etirl razlidite fabri-
ke H,, H,, H; 1 H,, i to: iz fabrike H, 250 , iz fabrike H, 525, iz
fabrike H, 2751 iz fabrike H, 950 sijalica. Verovatnoca da sijalica
gori vise od 1500 casova iznosi: za H, 0,15, za H, 0,30, za H, 0,20
i za H, 0,10. Kupljena sijalica je slucajno izabrana. Odrediti
verovatnodéu da ona gori viSe od 1500 casova.

1193. Dva razlifita proizvoda, jedan iz jedne, drugi iz druge fabrike
nalaze se u razliditim kontejnerima. Ako je verovatnoca da su
proizvodi iz prvog kontejnera ispravni 0,90, a verovatnodéa da su
ispravni proizvodi iz drugog kontejnera 0,80, odrediti verovatno-
¢un da se, nasumice birajudi konteere, izvuce ispravan proizvod.

1194, U jednoj kutiji nalazi se 20 lampi za radio-aparate, od kojih je 18
standardnih, a v drogo) kutij nalazi se 10 radio-lampi od koiih je
9 standardnih. Iz druge kutije nasumice se bira radio-lampa i
prebacuje u prvu kutiju. Odrediti verovatnocu da je nasumice
izvuéena radio-lampa, 1z prve kutije, standardna.

1195, U prvej posudi nalazi se 20 proizveda, od njib je 15 standardnily
u drugoj posudi nalazi se 30 proizvoda, od njih je 24 standardnib;
i u trecoj 10 proizvoda, od kojib je 6 standardnih. Odrediti
verovatnocu, ako nasumice biramo preizvod 1 posudu, da on
bude standardan.

1196. Na stovariStu se nalaze delovi proizveden: na tri razli¢ite masine.
Prva madina proizvela je 40% delova od vkupne koliine, druga
madina 35% a weta 25%. Na prvoj maSini od proizvedenih
delova je 90% prve klase, na drugoj 80% 1 na trecoj 70%.
Odrediti verovatnocu da je izabrani deo prve klase,

1197, Neka je dat dogadaj A i dogaduji H,, H, H,. ..., H., koji se
medusobno iskljucuju i ¢ine potpun sistem dogadaja. Verovatnoda

realizacije.' jednog od dogadaja H, H, H,,.
da se realizovao dogadaj 4, datu je obrascem:
) Py TP .
Dokazati 1) 1-{}( )+ P{H,) "PHZ(A) +.. . +P(H)- PH”(A)

<., H,, ako znamo

F198. U prvoj posudi nalazi se § belih i 6 craih kuglica, a u drugoj 10
behhf 1 4 crne. Sludajno je izabrana kuglica 1 po’suda. Izvudena
kuglica je crna. Odrediti verovatnocu: a) da je izabrana prv
posuda; b) da je izabrana druga posuda, P

1199, Dvg automata proizvode isti predmet i lageruju u isti kontejner
Proizvodnja prvog automata dva puta je veca od proizvodn'é
drugoguautomata: Prvi automat proizvodi prosetno 60% predmg:-
ta odIFC.nog kvaliteta, a drugi 84%, takode odliénog kvaliteta
Odrediti verovatnocu da je izabrani predmet proizveden u prvou:;
automatu 1 da je odlicnog kvaliteta. )

* ..
1200. Od tri jednake puike bira se slucajno jedna:

a) _ odl.”editi. verovatnocu da je cilj pogoden ako ona z
pusku iznosi 0,75, drugu 0,85 1 treéu 0,05;
b) ako je cilj pogoden, odrediti ¢ ]

\ verovatnocuy da je pogode
prvom, odnosno drugom, odnosno trecom puskom,. 7 porocen

a4 prvo

*

1201, Fabrik;_i proizvodi automobilske gume. Tri pogona proizvode
reSpektivn.o 25%, 35% i 40% celokupne proizvodnje. Pogoni
redem d_z_i_pu 5%, 4% 1 2% Skartova. Slucajno izabrana‘gunfa 1z
produkcije pokazala se defektnom. Koja je verovatnoda da je
defektna guma proizvedena u prvom, drugom ili treéem pogomﬁ?

1202, imar_nf} dve ‘posude. U prvoj posudi se nalaze 2 bele i | crna
kuglica, a u drpgoj posudi 1 bela i 5 crnih kuglica. Premestimo
fdm]“l k}zgéxcu 1z prve posude u drugu. Zatim izvucimo jednu
xuglicu 1z druge posude. Ako je ona bela, odrediti verovatnodu d:
Je premestena kuglica bila crna. rovatmocu da

1203. Imamo tri posude. U prvoj posudi se nalaze 1 bela, 2 crpe 1 3
crvene kuglice. p_drugoj posudi nalaze se 2 bele, 1 crna i { crvena
kuglica, autreco) posudi 4 bele, 5 crnih 1 3 crvene koglice. Jedna
posuda izabrana je sluéajno i izvucene su dve kuglice, 1 to bela i
crvena. Odrediti verovatnoéu da su one uzete iz Dr’ve posude
odnosno druge, odnosno ireée posude, ) ,



1204. Verovatnoca pogodaka cilja v jednom hicu jednaka je 0,6. Odre-
diti verovatnodéu da od 8 hitaca bude 5 pogodaka.

1205. Verovatnoca da potroinja eickiriCne energije, u jednom mestu, u
. . .2 L

toku dana, ne prelazi postavijenu normu je 3 Kolika je verovat-

nod¢a da 1 narednih 7 dana potro$nja elektri¢ne energije ne prelazi

normu ako za 4 dana nije prelazila tu normu?

1206, Metalni novéié baci se 100 puta. Koja je verovatnoda da se grb
pokaZe 47 i1 48 puta?

1207. Nepravilan novié, kod koga je verovatnoca da se pojavi grb
me(grb);% , baden je 100 puta. Koja je verovatnoca da se grb
pojavi 47 ili 48 puta?

£208. U jednoj opstini statisticki je utvrdeno da je od 100 novorodene
dece 48 decaka a 52 devojcice. Ako se zna da jedna porodica ima

petoro dece, odrediti verovatnocu da medu decom ove porodice
budu: a) 2 devojéice; b) ne vide od 3 devojcice.

1209. Novéic je bacen 2 puta. Odrediti zakon raspodele slucajne veli€ine
broja pojave grba.

1210, Odrediti zakon raspodele verovatnoce broja realizacija dogadaja
A u tri nezavisna ogleda, ako je verovatnoéa realizacije dogadaja
u svakom ogledu 0,6.

1211. Kocka za igru badena je tri puta. Odrediti zakon raspodele broja
pojave Sestice na gornjoj strani kocke.

1212. Badena su tri novéica. Odrediti zakon raspodele shu¢ajno promen-
ljive pojave grbova na novéiéima.

1213. Sludajna velidina x moZe vzetl sledece vrednosti: x; =2, x,=35,
x,=8 sa verovatno¢om p, =04, p,=015 1 p,. Odrediti verovat-
nocu p,.

1214. Kocka se baca dva puta. Ako se sa x oznaci zbir tacaka dobijenih
iz oba bacanja, odrediti raspodelu verovatnoca slu€ajne promen-
ljive x.

1215, Strelac koji ima cetiri metka gada v metu dok ne pogodi ili ne
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utrosi sve metke, Broj utrofenih metaka je sludajna promenljiva x.
Odrediti raspodelu verovatnoéa pod uslovom da J& verovatnoda
pogodaka pri svakom gadanju jednaka 0.8,

1216. Odrediti matematicko olekivanje
zakon raspodele:

( 3 5 2
x=
01 06 03/

1217. Odrediti matematicko ocekivanj
poznat zakon raspodele

eef 6 3 D
“\02 03 0,5)‘

1218. Odrediti matematicko ocekivanje broja pojava dogadaja 4, u
Jednom ogledu ako je verovatnoda dogadaja 4 jednaka p. ’

slu€ajne veli¢ine x, ako je njen

e diskretne veliGine x ako je

121%. Matemati¢ko odekivanje konstante jednako i i 1,
€ sam ¢ ‘
MO e popcekly J ] o} konstanti, tj.
1224, Matemati¢ko ocekivanje proizvoda konstante i promenljive jed-
iq.al:co Je proizvodu konstante i matematickog ofekivanja promen-
jive: ’
M(CX)=C-M(X). Dokazati.

1221. Matematicko otekivanje proizvoda nezavisnih sluéajnih vel
Jednako je proizvodu njihovih matematickih oCekivanja:
MXY)=M(X) M(Y). Dokazati.

1222, Matematicko ocekivanje .zbira dve nezavisne sludajne velidine
Jednako je zbiru matematidkih ofekivanja sabiraka:

M (X + ¥)y=M (X)+ M (Y). Dokazati.

i€ina

1223. Diskretne nezavisne slocajne veliine date su zakonima raspodele:

(12 05 1
xX= , Y= .
02 08 03 07

az odrediti matematicko ocekivanje proizvoda XY na dva nadina-
| ?dredwanje zakona raspodele X'Y; 2° koristeéi dokazane for-
mule,

bg Odre_c@iti matematicko olekivanje zbira X -+ ¥ na dva nadina:

1* odredivanje zakona raspodele velidine X +4

Y; 2° koriiéenjem
dokazane formule. : !



1224, Bagena su tri novdi¢a. Odrediti zakon raspadele sluéajne promen- 12347

ijive pojava grbova pa novEi¢ima, zatim izraupati matematicko SluCajna veliina X ima dve vrednosti:

ive _ b D : P.=03 1 x, sa verces A in Xy sa verovatnodom
ocekivanje slucajne veli€ine x. i ;c  ako jezM (X){—i);f}?h;o;(()?) &'Z), 531:1; cemu je x,>x,. Odrediti x,
1225. Zbir tadaka koje se dobijaju na gornjim stranama dve kocke posle
bacanja, je slu€ajno promenljiva x. Odrediti zakon raspodele ve-
rovatnode slucajne promenljive x 1 njeno matematicko oekivanje.

*
1235, D1skrgt9a sluCajna veli¢ina uzima tri moguce vrednosti: x,, x, i
x ¢ ¢ -dno
3 Pl cemu je x, <x; <x,. Verovatnoéa da X uzme vredniost ic
1

Je p,=0,1, a vrednost Xy p,=0.,6. Odrediti z
=01, d 6. ! akon -
menljive X, ako je M(X}=3,5 D(X)=105 i x3=5.rasp0dele pre

1226. Odrediti disperziju slu¢ajne velicine X &iji je zakon raspodele: o

2 3 5
X= (0,; 0.6 0,3) : 1.2. Matematitka statistika
. . brasci:
1227. Dokazati da je D(X)=M (X*)—(M (X))*. Obrasci
. .. o . . Aritmetit i =X : .
1228. Neka je X broj tagaka koji se pojavljuje na gornjoj strani kocke ritmeticka sredina 4=, brojeva X1y X3, ... X, JE:
posle bacanja. Odrediti M (X) 1 D{X). 2 (1) Y X1 Xt L 4x,

1229. Izracunati disperziju sluéajne veliCine x ako je njen zakon raspo-
dele: . Geometrijska sredina G brojeva x,, x, x, je:
seee, X, Je

v 0l 2 1020 @) G={% x5 . %,
\04 02 015 025/ g )
Harmonijska sredina 5 brojeva x,, x,, ..., x je:
1230. Ako su X, Y i Z nezavisne sluajne veli¢ine, C konstanta, a D (X), 3 n "
D (Y} i D(Z) disperzije velidina X, Y i Z, dokazati: G H=g— o
a) D(C)=0; b) D(CX)=C*D(X); ¢) DX +Y=D(X)+D(Y) ' ;*1*%;;—% +x—
d) DX+ Y+2)y=D(X)+D(N+D{Z); ¢} D(C+X)=D(X); ‘ "
£) D(X—Y)=D(X)+D(Y). Kvadratna sredina K brojeva x,, x,, . .. ,X, je
X1 x5+ ... +x2
1231. Disperzija sluéajne velidine X jednaka je 5. Odrediti disperzije “) Kmfiﬁznxﬂ"\.

sledecih veliGina:

a) X-—1; b) 2X; ¢y —3X+6. Srednja vrednost E{(X)=X, obelezja X je:

(5 ¥ =ponTXtaXa to 4 fx,

°) (X) N 0 +fo .k f, =N,

de i e
. 8de Je x, oznaka za obeleZje, a f, oznaka za frekvenciju.

1232. Slu¢ajna veliGinag X data je zakonom raspodele

C —C s .

A= (0 5 0 5) . Odrediti disperziju D (X).

X ’ ’ Disperzija, D (X)=3s2, obeleZja X je:

1233. Diskretna slucajpa promentjiva x ima samo dve moguce vrednos- 4o )
tl, x, 1 x,, pri éemu je x,>x,. Verovatnoc¢a da X uzme vrednost
%, je 0,6, Odrediti zakon raspodele promenljive X, ako je
M{X)=14, D(X)=0.24.

P (G, — 7 ;
= e A A e +{x,—2)2f,).

Standardno odstupanje, 5= \/ D (X)), je



1236.

1237.

§238.
1239,
1240.
1241.

1242,

1243.

1244.

1245,
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(7 § = }1}((x1~x)2ﬂ+(xzmx)2ﬁ+- X))

Koeficijent varijacije K, je

S
(8) K=z

Koeficijent korelacije r obeleZja x,, y, je:
XY
) LAY

ENOEENNEY

gdﬁje Xi=xl'—“i i }’::yf—y.

1z dnevnika rada jednog odeljenja moZe se za svakog ucenika
proditati ocena iz jednog predmeta, na primer matematike. U
odeljenju tma 30 ucenika i njihove ocene iz matematike su:
4,3,52,3,3,3,44,52,2,1,3,2,4,1,5 43,3, 42, 1,3, 2,3, 4
3, 5.

Sastaviti raspodelu frekvencije i gralicki je prikazati poligonom
raspodele.

Odrediti kumulativoe relativae frekvencije iz prethodnog zadatka
i prikazati grafiéki kumulativou raspodelu relativnib frekvencija.

Odrediti aritmeticku sredinu brojeva: 2, 5, 8, 4.

Odrediti kvadratnu sredinu brojeva: 6, 6, 7, 8, §, 8, 11, 11, 12,
Odrediti geometrijsku sredinu brojeva: 243, 81, 27, 9, 3.
QOdrediti harmonijsku sredinu brojeva: 4, 5, 7, 10.

Odrediti medijanu brojeva: a) 10, 7, 7, 6, 13, 12, 8, 14;
by 17, 31, 15, 28, 35, 30, 29, 19, 19,

Odrediti modu za sledece podatke:
a) 3,55 7,88 8,10,10,12; b)) 6,7, 10,12, 14.

Dati su brojevi: 2, 3, 5, 6, 8. Odrediti aritmeticku, geometrijsku,
harmonijsku i kvadratnu sredinu,

Odrediti modn, medijanu i aritmeti¢ku sredinu sledecih raspodela
udestanosti:

. .
a) Broj Ucestanost
24 2
23 - 3
2 5
21 8 -
20 4 B
19 3 B
18 1
b) interval igi-:il'glaa Ucestanost
10-14 12 1
15-19 17 o
20-24 22 3 ]
2529 27 4
_.30-34 | 32 7
3539 | 37 10 }
4044 | 0 42 8
45--49 47 5 7
| 50-54 52 2 *
55-59 57 3
60—64 62 1

1246. Na jednoj tagki puta Beograd — Nig izvrieno je radarsko merenje -

brzina vozila i dobijeni su sledeéi podaci (u km/h):
7192 103 111 105 93 74 83 76 si
30 65 78 86 94 106 95 82 55 66
113 108 96 83 68 84 75 &9 42 54
85 89 98 121 99 88 72 58 60 I8
77 79 83 100 73 97 130 45 78 89
a} Formirati raspodelu frekvencija wzimajuéi 10 klasa duodine
20 km/h; b) Konstruisati histogram i poligon raspodele frekvencija.

3] St e PTTN 1 2 1o 3
. Pet novéi¢a badeno je dvadeset puta uvis i posle svakog bacanja

izbrloj:.m Je broj grbova. Dobijeni podaci prikazani su u obliku
statistickog niza:

Brojgrbovax, [ 0 | 1 | 23] 4] s Ukupno [

[ Frekvencijaf, | 1| 4| 5| 61 3 | 20




Konstruisati poligone i histograme apsolutne 1 relativne frekvencije.

1248. Prijemni ispit je polagalo 897 kandidata. Me}lksimaian broj mogu-
¢ih poena je 100. Izmedu svih kandidata koji su polagali prijemni
ispit izabran je sluéajan uzorak od 100 uéenika. Broj osvojenih
poena prikazan je u sledecoj tabell:

Broj poena  Sredina intervala Broj kandidata
{0,10) 5 Y
[10, 20 ) 15 7
[20, 30) 25 10
[30, 40 ) a5 16
40, 50 ) 45 14
[50, 60 ) 55 24
f60, 70 ) 65 12
[70, 80 ) 75 5
[80, 90 ) 85 2
{90, 100) g5 1
Ukupno - 100

Izradunati relativne frekvencije. Konstruisati histograme i poligo-
ne za apsolutnu 1 relativou {rekvenciju.

1246, Prilikom popisa stanovniStva u SFRJ, koji je izvrien 1971. godine,
u SR Srbiji su dobijeni sledeci podaci o broju nepismenih:

Starost Broj nepismenih

1. 10-14 34512
2. 15-19 20783
3. 20-24 20090
4. 25-29 25044
5. 30-34 48797
6. 35-39 101097
7. 40-44 117775
8. 4549 105608
9.  50-54 87672
10, 55-59 121008
11,  60-64 168706
12, 65-69 140622
13, 70-74 100534
14, 751 vide 103733
15.  nepozpato 22375
Ukupno 1218353

Qdrediti: a) apsolutne frekvencije datih obeleZja; b) relativoe
frekvencije istih obeleZja; ¢} grafik apsolutne frekvencije; d) grafik
relativne frekvencije; e} histogram i poligon apsolutne frekvencije;
i) histogram i poligon relativne frekvencije.

1250. Dokazati da je ukupna povriina pravougaonika, koji ¢ine histo-
gram raspodele, jednaka ukupnoj povréini ogranifenoj apscisnom
osom i poligonom raspodele frekvencije.

125%. Na atletskom prvenstvu takmicari se takmice u 4 discipline. U
svakoj disciplini takmiar moZe da osvoji maksimalno 25 poena.
Raspodela 100 takmigara prema broju osvojenih poena data je

tabelom:

Klase 0-20 | 2040 | 40-60 | 60-80 | 90-100 | Ukupno
Sredine

klase x, 10 30 50 70 90

Broj tak-

midara f 4 25 50 15 6 n-100

a) konstruisati poligon i histogram raspodele frekvencije;

b) odrediti kumulativou relativou frekvenciju i konstruisati nji-
hov poligon raspodele;

¢) odrediti srednju vrednost, modu, medijanu, standardno odstu-
panje i koeficijent varijacije,

1252, Na pismenom ispitu iz matematike data su tr zadatka i svaki je
ocenjen maksimalno sa 25 poena. Raspodela 60 udenika prema
broju osvojenih poena data je slede¢om tabelom:

Klase 15-25| 25-30 | 35-45 | 45-55| 55-65 | 65-75 | Ukupno
Sredine 201 30 4 | s0 | 60 | 70

ase x;
Broji _
udenika f, 8 12 20 10 6 4 | n=60

Konstruisatl poligon i histogram raspodele frekvencije. Odrediti
kumulativne relativne frekvencije. Konstruisati poligon raspodele
kumulativnih relativnih frekvencija. Odrediti medijanu i modu,

1253. U 100 porodica, izabranih na slu€ajan nafin u jednoj opétini,

popisan je broj dece. Raspodela frekvencija porodica prema broju
dece data je tabelom:
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Broj dece x; 0 1 2 3 4 5 Ukupno

Broj porodica f;1 3 25 150 | 15 5 2 n=100 |

Oceniti srednji broj dece u porodicama u posmatranoj opstini.

1254, Na pismepom ispitu iz matematike 60 ucenika je dobilo slededi

broj poena:

Poeni x| 15-25 |25-35 | 35-45 | 45-55 | 55-65 | 65—75 | Ukupno
Sredina 20 | 3 | 4 | so {60 | 0 -
klase x; 3

Broj 8 | 12 02| 10| 6| 4 | n=60
uéenika f; !

{drediti prosefan broj poena iz matematike po uéeniku.

1255. ProseCna meseéna zarada 50 visoko kvalifikovanih r.aldniga 3}6;*
5800 dinara, a prosefna mesefna zaradaw 40 z‘xvdmimstrazivm
sluZbenika je 3600 dinara. Odrediti prosefun li¢ni dohodak u
celom preduzedu.

1256. Dati su statisticki nizovi:

25
ayX —5 1 3 4, by X 1

f 11 4 2 f 6 3 2. )
Odrediti srednje vrednosti, standardna odstupanja | koeflcijent
varijacije.

j deljenj : : je 3kole, od 30 ulenika, na
1257. U jednom odeljenju 1V razreda srednje § , : : ba
kré]ju skolske godine ucenici su ocenjent Iz grupe prirodnih p ed

meta na nadin kako pokazuje sledeca tabela:

Vrlo Dovolj- | Nedo-
Odliéni dobri Dobri ni voiini
Geografija 12 i3 6 i -
Matematika 4 8 12 6 E
Fizika 5 6 11 Q
Hemija 6 7 15 4 -
Biologija G 8 12 | 3 -
Programiranje 15 12 50 -

a) odrediti srednje ocene iz svakog predmeta;
b} odrediti srednju ocenu za grupu predmeta;

142

¢} izraGunati standardno odstupanje svakog predmeta i grupe
predmeta, zatim utvrditi koji Je predmet ugenicima lakéi, kada
su im srednje ocene jednake.

1258. Dat je statisticki niz
X 1 2 3 3
J 20 15 10 4.
Odrediti srednju vrednost, disperziju, standardno odstupanje i
koeficijent varijacije.
£259. Dati su statisticki nizovi:
a) X 2 4 5 )X 3 &8
foro7 2 f 2 3.
Odrediti srednje vrednosti, disperziju, standardna odstupanja i
koeficijent varijacije.

1260. Data su dva uzorka: 1° 2,5 8 11,14 i 2° 2, 8, 14,

Odrediti: a} aritmetiéke sredine Xy i %; oba uzorka; b) Dix)iDxy)
disperzije oba uzorka; ¢} aritmeti¢ku sredinu uzoraka dobijenih
kombinovanjem data dva uzorka; d) disperziju uzoraka dobijenih
kombinovanjem data dva uzorka,

1261. Radi ocenjivanja prosecne teZine i visine svih ndenika Jedne Skole _
izabran je skup od 30 uéenika i ucenica i na osnovu zdraystvenih
kartona uenika sastavljene su sledece tabele:

TeZinaukg 45 44 48 52 54 60 63 12
B.oj ulenica L2 3 7 7 2 1 4

Visina uem 154 156 158 165 166 167 168 170 175 178
Broj ucenica 12 3 2 6 5 5 3 1 4

TeZina u kg 6G 61 62 64 65 68 71 76 77 78 80 8’2
Broj ucenika 121386221112

Visina wem 171 173 174 175 176 177 178 179 181 183 185
Broj ucenika 2 11 3 8 63 3 1 1 i

Odrediti: a) proseénu teZinu i prosecnu visinu;
b} standardno odstupanje i na osnovu njega zakljuditi o visinj
disperzije kod ugenika u odnosuo na disperziju kod uéenica;
¢) konsiruisati priblizno histograme i poligone frelvencija.
L26Z. Jzvreno je 16 merenja poletne brzine metka. Rezuliaii u metrima
po sekundi prema rednom broju merenja dati su u siededoj tabeli:
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1263.

1264.

1265,

1. 1235,6
7, 1237,5
3. 12329
4, 1236,2
5. 1238,5
6. 12342
7. 12359
g 12333
9. 1234,5
10, 1236,8
18 12376
12, 12331
13 12343
14. 12375
15. 12354
16. 12347

Izvr8itl procene: a) srednje brzine; b) disperzije i standardnog
odstupanja brzine.

Neka su pri 40 bacanja kocke, €ije su strane obeleZene brojevima
od 1 do 6, dobijeni sledeci rezultati:

1 4 5 3 6 5 1 3

5 2 4 3 1 4 53

356 1 6 2 1 6

31 2 4 5 4 5 3

6 6 3 5 2 6 1| 4

1z ove populacije izdvojena su tri slucajna uzorka na sledede
nacine:
1®  uzeti.rezoltati dobijeni u sledeéim bacanjima

1, 5,9, 13, 17, 21, 25 29, 33, 37
2° uzeti su rezultati dobijeni u prvih deset bacanja;
3°  uzeti su rezultati dobijeni u poslednjih osam bacanja.
(Odrediti srednje vrednosti ovib uzoraka, kao i srednju vrednost
osnovne populacije i videti na osnova ovoga koji stu¢aini vzorak
bolje reprezentuje osnovnu populaciju.

Za populaciju iz zadatka 1224 proceniii disperziju na osoovu
disperzije navedenih sluZajnib uzoraka,

Odrediti koeficijent korelacije izmedu obeleZfja x 1 y &ije su
vrednosti date tabelom:

SRHEI IR KR

S %

1266. Odredi‘ti koeficijent korelac
ocene iz fizike (y) u jedno
ako su ocene date tabelom:

e Zmedu ocene iz matematile (x) 1

m odeljenju na kraju Skolske godine

stanovnidtva (x) i nacionaln;
dama dinara:

Fc_ 35_FL 120 30] 8] 2 [2
y | 82 | 421 227 62 |26 58 | 38

Odrediti koeficijent korelacije ovih obeieija:

1268. Slededa tubela pokazuje godine (x)

pritisak (1) 12 osoba, I maksimalol arterijski krvni

12511601 118] 149|128 150

Odrediti koeficijent korelacije ovih

obelezja.



1269,

12707

1271,

1272

1273,
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VIII GLAVA

8. RAZNI ZADACI®

Odrediti povriinu koja je ograniéena graficima krivih
x?+4y*=201 xy=4 u prvom kvadrantu.

Data je funkcija x—y=(x?+ax+be™*.

a} Odrediti realpe brojeve a i b tako da data funkcija u tadki
A0, 1) ima lokalni minimum.

by Ispitati funkciju i konstruisati njen grafik za nadene vrednosti
alib.

¢} lzraCunati povriinu lika ograniCenog grafikom date funkcije,
ordinatama maksimuma 1| minimuma, 1 osom Ox.

Odrediti povriinu figure koja je ogranidena elipsom
—5 2 2
& 25) +5%=1 i hiperbolom x?—y*=16  (x=4).

Data je funkcija x—>y=\/;c In?x.

a) Ispitati datu funkciju i graficki je predstaviti.

b) Izradunati povriinu figure koju ogranicava luk krive y=f{x) od
tatke maksimuma do tadke minimuma, ordinata u tacki mak-
simuma § osa Ox.

- .. —3)

Data je funkcija x—f (x}:(wx—wwl}—.

x._..

a) Ispitatii graficki predstaviti datu funkciju.

b} lzradunati povriinu dela ravni xOv izmedu krive y==f(x), prave
x=21i ose Ox.

* Ovi zadaci siufe za ponavijanje, utvrdivanje, produbljivanje, sistematizaciju
celokupnog nasiavnog gradiva, pripremu pismenog i usmenog maturskog ispita
kao i za pripreme prijemnih ispita za upis na fakultet. Uglavnom su koriiéeni
né pismenim ispitima iz matematike 1 na tehnifkim fakultetima, maturskim
pistienim ispitima, prijemaim ispitima i raznim takmienjima.

1274. Data je funkceija x—f, ()=~

1282, Data je jednadina sin®x 4 cog® (E

tako da data jednading ima re

(x—1)*

a) iSth:’.iti i graficki predstaviti datu funkeiju.

b} lzradunati povriinu figure ograniene osom Ox: delom krive
y=f(x), od njenog preseka sa osom Ox do kose asimptote, i

ordinatom preseéne take krive ; kose asimptote. Pt

Izracunat (1275-1278):

2 —
1275, ] x\/t—l +x?* arctg g dx.
(4]

.,5

12767 | xo/1+4x7 arcts 2x dx.
0

wid

1277 [ (Veos x+/sin %) cos 2x dx.
Q

2
liinx

x(l~Inx)
1

* .
1279. Odrediti realne brojeve p i g tako da su taéna tvrdenja:

2
a) lim (Ecm—t1+x%2)= -—1;

Xt oo

qx +2

) 2x?—1
b) lim (ﬂ—k+px+q>mi.

x4+1

X+ oo

1280. Za koje vrednosti X je tadna jednakost

=3+ 72

tgot=———"""\ gk Je 0o <d45°7

x%—-2x+1

1281, Resiti nejednading

‘g"“w)=a. Gdrediti realan broj a
alpa reenja.
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1283. Reiiti nejednadinu
4logs cos 2x+2log, sin x +log; €os X+ 3<0,
7
Z -
Rediti jednadine (1284-1291):

o {x—2\2 x4 232 (xhrt)
) 48] = — 1=0.
1284. 20(”1) s(x 1) +48 5y

12857 2 (x2 4 x4+ 12— T(x— )P = 13(x>— 1)

ako e O0<x<

1287. 47=2 - 14*+3 - 49

1288, 6% — 3+ x—2=5Y (x~D(x~3).

1289 27 (3*+37% )+ 81 (33 + 35)x 1000.

log?2x ~log Z 4
5 X 3
129¢. (x——log 2) =1,

i X n —-5 T
1291, mgzg(zxu +g? ;i>+;0g;i(2 +otg? 6)M 3+ 3log ;35.

1292. Ako su d,, Gs, . - - , @, pozitivoi brojevi i ako je ar-ay . . . &= 1,
onda je -
(1+ay(I+a). . (14 a,)=2". Dokazatl

. i P
1293.Ak0jea1+a1+...+a,,::l i ai>w:§: i=1,2,...n tadaje

1294. Ako je n prirodan broj, tada je

{’/ n! élg——— . Dokazatl.

1205, Za koje su vrednosti realnog broja x tacne jednakosti:

2
. X% —4x—4 o T
a) sin o = , ako je <o <
) X2+ 1 regss

2x*—2x

b ctogem—0 T
) e 16

., T i
ko je — o7
a()je4 & 5

1296, Akoje tga=3 tg f=3"" i mmﬁmg, izradunati x.

1297. Date su funkcije y=a-2*+b 1 y=5b-27"+a, gde su g i b realni
brojevi. Koji usiov treba da zadovoljavaju a i b da:

a) grafici datih funkcija imaju jednu zajednicku taku (odrediti
koordinate tacke);

b} grafici datih fupkcija imaju dve zajednitke taCke (odrediti te
tacke)?
1298, Date sn funkcije f(x)=sn x+cos x 1 g(x)=sin x cos x.

a) Ako je x+ :=§ odrediti /(1) i g(2).

b) Refiti jednadinu f(£)+ 242 glt) =0.
c} Izracunati povrdinu koja je ograniena x-osom i krivom f(x) iz-
medu dve uzastopne nule.
1299. Date su krive x>+ y* =161 3> =4 (x + 1).
a) Odrediti ugao preseka datih krivih.
b) lzradunati povrSinu lika koji je ogranien ovim krivama u
intervalu [—1, 47.

1300. Dokazati relacije:

a} —l—w-—l- ! +.. .+ ! mk(k+1)logNa
log . N log:N fogs N 2
(keN;n acs R"\{1}).
) 1 A ! T ! =
log,2 log,4 log.4 log,8 log, 2" 'log, 2"

(neN, xeR"\{1}).

—~1. .,
" log, x.

£30%. Izracdunati duZine stranica trougla znajuéi da one obrazuju arit-

e . .. r . _ .
meticki niz, sa diferencijom 7 gde je r polupreénik upisane
kruZnice u trouglu.
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1302. Ako su a, b i ¢ realni brojevi i zadovoljavaju relaciju a+b-+c=6,
tada je a® +b* +c® 2 12. Dokazati.

1303. Ako je a+h+c=k, tada je 3(a?+ b +c? = k% Dokazati.

1304. Dokazati da aritmetiCka sredina ma ko_ja c':egiri broja, a, b, ¢, 1 d
nije manja od njihove geometrijske sredine, 1.

#ﬁ;{‘/abcd.

1305, Dolkazati da aritmetiCka sredina ma koja tri ppzitivua brojpa, bic
nije manja od njegove geomeirijske sredine, tj.

1306. Ako su a, b i ¢ merni brojevi stranica trougla, tada je
abez(a+b—c){a+c—by(b+c—a), Dokazati.

1307. Ako je a®+b%=1, onda je —+/2<a-+h<~/2. Dokazati.
1308. Ako je a*++b*=1 1 c*+d*=1, tada je lac—bd| < 1. Dokazati.

1308. Ako je @® +b*+ %=1 i m*+n®+p?=1, tada je lam+ bn+cp| < 1.
Dokazati.

Dokazati nejednakosti (1310-1314):
1316, ja-+ b <la} +|b].
1311, |al—|bl<|a+hi.
1312 la—b|=|al— b
1313. ja-+ bl ={a| —1b].
1314, jas+ax+. . va) <lad+Flad+. . lad.

Odrediti realan broj a tako da nejednaline (1315-1319) vaZe za
sve realne vrednosti x:

xz-i—aij%
x*—x+1

<2.

1315 —-3<
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2x2 —
1316. —6 <=5 T4,
x“—x+1
2 r———
1317, .9 <X _Tax=6 o
X4—x 1
1318, iﬁ:ﬂﬁﬂ <3
X 4+ x+
2 -
1319 X ax- 1,
X4+ x+1

x?— 3x~4[ )
B i PO
X*+x+41

1320. Resiti nejednadinu

1321, Odrediti polinom P (x) treeg stepena, sa realnim koeficijentima,
tazko da zadovoljava uslove P (I+)=3i—4 i P(—D=4i-1
(= -1).

E322. Odrediti interval za x u kome funkcija

xoy= x4y /xi 20 105

ima konstantnu vrednost,

* .. . "

1323. Data je jednadina x* —6x -+ 5+ m (x% — 5x -+ 6)=0 (meR). Odrediti
relacyu, izmedu refenja date Jednadine, koja je nezavisna od
realnog parametra m.

* P .
1324, Odrediti sve vrednosti parametra o (0 e <27) za koje je kvadrat-
ni {rinom
ya={sino+05) x?— 2 (sinx—3) x4 1
pozitivan za svako x.

1325. QOdrediti sve reaine vrednosti parametra m za koje je trinom

m—1 m—1 m—1
=(log, ———2)x*~22+4log, " Tyx+25lon, T
y=( é§m+1 ) ¢ 5 m+ 1 N Sim+1
negativan za svako realno x.
1326. Dokazati da se vrednost proizvoda
A s 2
(e* 4% L b Eb ) (% — xF Xy ——tee}
x—1 x+1
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o2 2
1 I3 3 x Z 1 ———— 1 s
ne menja ako se u faktorima izostave razlome 11 5a]

x—
. s dnadine zadovoljavaju relacije
tenia x, i x, kvadratoe jednacine zados ie m realan
1T 5‘3:?2-]2 + 21x 1x;=0 iomx,+xg)— X X2 = 3m+4, gde Je
1
pa:ametarz

drediti kvadratnu jednacinu; ) N,
%)) ?)diediti za koje vrednosil reulnog broja m dobliena J
. alna reSenja; ) o - g
g;ﬂa zr:i:d]i?)}e su vgednost'; realnog broja m resenja dobijene je
ne negativna?

1328. Rediti jednacinu
31 +gnxtuinded - +ainfx ko 2/3/6 .

1329, Regiti jednadinu

2w1+ms x—o0s2 x+ vt F(—1ynrtoospgt oot

3025 .

== y

£330, Dokazati jednakost n a
tg9° -tz 15° —tg 27" —ctg 2T +ctg 155 +ctg9 =8 .

* "
1331, Reiiti jednacinu .
liog?(1 —9x)+log(l —9x)—2|=2—log(! —9x)—log*(1 —9x) .
1332" Odrediti realna refenja jedpadine
(x* ~+-x""3)—l~(x2+x“2)+(x+x”1)=6 )
1333. Dat je kompleksan broj} \/kw.v,w...g
— ilog, m—2a . -
=1 m?—13m+44)—2+1 2 ' ’ ]
;)Okeagz;ti( da ni za jednu realnu yrednost parametra # kompleksni
broj z ne MoZe bitl ¢isto imagloaran.
Regiti jednadine (1334-1336):
wwr 5 . 30Skss . 508X (55 = 5333 )
1334. slogx._ 3oE*=573 3

1335. \/;EK/;TE b x8-6yx—1=1"

(336 /a3 25 A + Jx—hSxd =

1337. Broj N =30x0y03 deljiv je sa 13. Odrediti cifre x 1 Y.

1338. Odrediti cetvorocifren broj koji je jednak Cetvrtom stepenu zbira
njegovih cifara. Dokazati jedinstvenost reSenja.

1339. Odrediti osnova brojnog sistema u kome se broj »hiljadu tri
stotine trideset i tri« piSe sa 10101,

1340. Neki trocifreni broj napisan u brojnom sistemu sa osnovom 7 tma
iste cifre, ali u obroutom poretku, koje ima taj broj napisan u
brojnom sistemu sa ospovom 9. Odrediti ta) broj.

1341. Postoje li celi brojevi m i n koji zadovoljavaju jednacinu
m? + 1956 =n*7

1342. Odrediti dva pozitivna broja deljiva sa 4, takva da je razlika
njihovih kubova Cetvorocifren broj deljiv sa 91,

13437 Dokazati implikaciju
fog,,18=a A log,, 54 =h=ab+5{(a—b)=1.
1344 Dokazati implikaciju
log;,24=m A log, ;54 =n=5{m+-n)—3mn=§.
Rediti jednacine (1345-1347):

* . .
1345, sin'®®*®x 4 cos'P%%x =1 .

1346 sin x—~/3 cosx=2sin1999x .

1347, 21 loprtlegin—logdx + v Ly

1348T Odr(;diti a, b ictako da funkcia
. K i
x—f(x}=a+bcosx+esinx ima obhkf(i-)r_o,f(?"c):o,f(lé)== i.
Zatim, odreditt minimalnu i maksimalnu vrednost ove funkcije.

s - . C 1+ 280
1349" Odrediti jednadinu krive koju opisuje tatka: 4) z= ;

i
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at realan parametar,

o1+ 1 akojez kompleksni broj
b)z = 1t

satim konstruisati njen grafik.

= x 41y, tada je

135¢.* AkKOSUX, Y, < R iakoje m T iena
fa y2 . 4x + 3 = 0. Dokazati.
¢ akojef(0) =15,
1351,  Odredit fankcijux > f)y =a + bct, akoje f(U)
£(2) =30, f(4) =90
i 4™ ako jez kompleksni
352+ Kojukriva opisuje tatkaz = 5% + e, ako jez komple
' broj a ¢ realan broj?

1—2r7 31
T

It e " . e —rAettmasaan p—— A v
3 T -, —— M x o , ] 5
1353 Data je funkcyay = f(x) T2 T .
rdinatnom sistemu konsiruisa

gde}ct

realan broj. U pravouglom koo
grafik date funkcije.

r

1 4 31

ORI

giti iednadinu (VP 1 =100
1354.  Resitl] SN -

Jt
in {2 - S x)=V3.
(355,  Rediti jednatinu V3 sin (wg —x) cos ( 3 ) V
4356.* Funkcijay =1 (x) data je u obliku
gx

=&+ -
&+ 1 &+ 1 ‘ _ ' e
[zracunati duzinu juka ove krive u intervalog =X
i
- i inte T =X =
i duZi a kri = lncosxu intervalu & = 7
(357 Izracunali duZint luka krivey

i in(x — i alu
1358 Odrediti duzinu fuka knve y = in sin (x — 1) ninierv
' 2

.,'TE< =
1+3-——x-— ';;'

5 iti ginu
1359.  Rediii jedna ‘ o
cim gy sin by = sincx Sia dx
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1360,

1361.

1362,

1363,
1364.

13635,

1366.

1367,

1368,

i369.

pox, akosu q, b, ¢, d uzastopni nozitivni clanovi

. aritmetickog niza.

Dokazati da je
ctg 7,5° + 1g 67,5° — c1g 67,5° — 1g 7,5° =2 (3 + V3).

Resiti pox jednadinu
AR, LR e MM N LU g VR

Dat je beskonacni red

logsx + logix + logix +....

Qdrediti interval u kome se mora nalazitix da bi red bio
konvergentan, zatim odreditix tako da zbir reda bude 0,5.

Stranice trougla Cine aritmeticki niz sa diferencijom 2, Odrediti
stranice trougla ako je jedan unutraSnji ugao 120°.

Cetiri broja obrazuju geometrijski niz. Njihov zbir je 130, a zbir
kvadrata 5044, Odrediti niz.

Ako brojeviay, az, as, ..., a, ¢ine geometrijski niz, dokazati
talnost jednakosti

R

iy Fdr+az+ ...+ ay
ai'+vail'+ait + .+ ar!

= a1 a2d3 ...y

Dat je beskonadan geometrijskired Gijije prvidlan gy = &k (k > 1),
k=1

akolitnikg = VAR AKo je S zbir reda, a S, zbir prvih n Clanova,

za koje vrednostin je tatna nejednakost |S, — § | < 10727

Zbir beskonacnog geometrijskog reda je a, a zbir kvadrata
njegovih Clanova b, Odredit prvi ¢lan i kolitnik reda.

Dat je niz

v V2 +ve  Va+Vasvz,. ...

Dokazalti da je niz konvergentan 1 odrediti njegovu
grani¢nu vrednost.

Drat je niz

va,Va+Va, Va+Ya+va ,.... (a>0.
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1370,

1371

1372,

1373.*

1374,

1375

1376,

Dokazati da je niz konvergentan i odrediti njegovu graniénu
vrednost,

Realan niz {a,) definisan je rekurentnom formulom
Ay +2 = 3p +1 — 64y, ay = 3, a2 = 1 . Odrediti opsti dan niza.

Realan niz (a,) definisan je rekurentnom formulom
dn +2 =0p + Ay +1, @1 = az = 1. Odrediti opsti Clan niza
{Fibonadijev niz).

Data je funkeija definisana formulom
foy=—~log(l+x), (x> —~1).
Pokazaii nejednakost

Xy + X Fixr)y 4 fx2)
=< Y
gde sux; ixp dve vrednosti iz oblasti definisanosti funkcije
(x1> -1, x> —1).

Akosua,f iy (a < f < y) uglovi trougla i ako
o ' - i
Lg ER g 5 ig 2’2— tine aritmeticki niz, tada cos a, cos f, cos y

takode dine aritmeticki niz. Dokazati.

a—2>5b
2

pravouglog trougla, odrediti uglove trougla.

Akojelo =~}~ loga + logh — log 2), gde sua i b katete
e log 2( g £ E~hE

Ako kotangensi uglova trougla &ine aritmeticki niz, onda i kva-
drati stranica ¢ine aritmeticki niz. Dokazati,

Ako uglovi trougla «, g, y Cine aritmeticki niz v datom poretku,
dokazati da izmedu stranica trougla g, b, ¢ postoji relacija
a* — ac + ¢ = b i obratno.
Dwa ugla trougla odredena su jednadinama:
2 2

4lgx+ gy =8 16lgx-—1gy =8

LI .
a) Odredit tangens treceg ugla trougla.
b} Ako je dat poluprecnik R opisane kruZnice, odrediti
stranice trougia.

1378.

1379,

1380,

1381.

1382,

1383,

1384,

1385,

138¢q.

1387.

i3ss.

1389,

Strani a ¢i i i

e rougla ¢ine aritmeticki niz, ¢ija je raziika 4 Odrediti
stranice i najvedi ugao trou gla ako je cos o = e ako je

. i - ? J @ na .—
manyi ugao trougja. . J

Dokazati da ie grafik funkcii ;
R k o . . ) .
y2 - 4){2 — 12y W 9 = O_, L]ch ) KOJa}e data iOrHiuIOIIl

unija dve pr: it
dve prave i ugao kojj obrazujju. © prave. Odrediti presek ove

Resditi jednacine {1381 -1385);
1o ‘] 2?_1:_ ¥
g% (2 + 1g 4) «1~iogé" (2‘ +cig2%> =

. 77
sin'x + cos®™y = 1.
SInY + cosx = ¥ cOs 99 x.

C‘g?-_‘lgzl'"{“ztgz’f*}__

logz {cos 2x + cog = i

B2 (€0 2 + cos 2) + logg s (smx + ¢os %) = (.
Odrediti skup 1adaka u De ) { j
i G o +y)p} ! ekartovoj ravni za koje je
Funkcija f (n} definisana u s

kupu pri i ; .
uslove f (n) = fin=1) + " PU prirodnih brojeva zadovoljava

» F(1) = 1. Odreditif (n).

Ako pozitivni brojevie, b, ¢ dine

5

Z.2 0, eometrijski ni 0 i
a B>t (a 3+bm3+c“3)=a3 £ rijski niz, 1&ddje

3 3

+ b7+ - Dokazati,
AkOjea = 4 cos’q +
b= 2Csin o cos ¢ +
€= A sin°g -

Bsinacosa + ¢ sinza,

: Beos2a -2 4 SIN ¢z cos &,
= A sin B sinacos a + ¢ cosZe

ladaje b — dgc = p? . 4.4C, Doica?ati’



1390,

1391.

1393,

1394,

158

Ako za uglove trougla vaZi jednakost
_ 3
cos a + cos ff — cos (a + f) = =,
fada je trdugao jednakostrani¢an. Dokazati.

Izradunati zbir
sinn 1 sin 1 sinl

cos0 cos |
I gmpa*)

Data su dva trinoma
FINES] =yt — (g + byx +ab
. 7 .
falxy=x —(a—bjx—ab. . o
a) Pokazati da ni jedan od ova dva trinoma ne moze imatl 1sti
" ynuk za sve realne vrednosti argumentax. ' )

b} Odrediti zbir s onih vrednosti argumenta x 7a kojeovi
grinomi imaju najmanju vrednost i zbir § njihovih najmanjih
vrednosti.

Data je funkcija
y = V3 sinx + Cos x.
a) Konstruisati grafik funkcije u intervalu (=, + 7).

b) Za koje vrednosti parametra m jednacina V3 sinx + cosx = m

ima realna refenja?
¢) Zam = 1 refiti jednacinu.

Data je parabola y? = 2 px i krunica sa centrom u ZiZi parabole
i poluprenikomr = 2p. _

a) Nadi ugao pod kojim se seku date krive. . ’

b) Izradunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom figure
ogranidene parabolom i kruznim lukom koji préseca pozitival
deo x-ose.

¥} Grupe zadataka [, I11 111 bile su na maturskom pismenom ispitu iz matematike
u Petoj beogradskoj gimnazifi 1971. god.

£395.

139¢.

1397,

1398,

1399,

I grupa

Prava3x — 5y + 25 = 0 je zajedniCka tangenta elipse

b*x? + a*y* = a” b i paraboley® = 2 p x, koja sa elipsom ima
zajedniCku ZiZu. Dokazati da je trougao ¢ija su temena tatke
dodira i zajedniCka ZiZa pravougli trougao.

Za koju vrednost x u razvijenom obliku binoma
i 7
V2 + e
( YT
zbir treCeg i petog Clana je 135, ako je zbir binomnih
koeficijenata poslednja tri £lana 22.

Data je funkcija
y=)c2 —2xcosa+ 1 —sine,

gdejea € [O, %] .

a) Odrediti o da osa OX bude langenta krive, i skiciraj grafik tih
krivih.

by Akosuxyixzrefenja jvcdnagfinexz —2xcosa+ 1 —sina =0,
odrediti ¢ Iz relacijexy +x3 = 2,

¢) Nacivezu izmedu redenja x; ix; jednacine
x°—2xcosa + T — sina = 0koja ne zavisi ad «,

I grupa

Data je funkcija f (x) = A axt+9x+ 4,

a) Odrediti parametar 2 tako da funkcija ima ekstremum za
X = =1

b) Za dobijenu vrednost parametra g nacrtati grafik i ispitati
promene funkcije.

¢) IzraCunati povrSinu ograni¢enu krivom, osom OX'i OY.

d) Nadi presek krive i prave koja prolazi kroz 1acku 4 (-1, 0)

, 7

a sa osom OX obrazuje ugao a = T

Pravax — 2y + 8 = 0 je zajednicka tangenta elipse

b*x" 4+ gy = g® b” i sa njom konfokaine parabole y2 =2px.
a} Napisati jednaline ovin krivih.

t) Napisati jednainu kruZnice & koja sadr7i obe dodirne tacke i
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1400.

1401%.

1402.

1463,

1404.

gije srediste pripada da1oj tangentl, pa pf_)ka%atx da ova kruZ-
nica sadri i zajedniCku ZiZu elipse nbparam)}.{h ‘o oser
c) Odrediti zapreminuy iela koje postaje rqtau}omtf) Deﬁlu;m
* fjgure ogranifene elipsom, parabolom i datom ange: .

Dat je trougac ABC ¢iji nglovi zadovoljavaju relaciju
a—fF=2y

a) Dokazati da je ugao o tup. _ y ‘

b)) Na polupravoj B4 uzeti ta¢ku D tako da buae BD > B{% sen
i DC = AC, 'pa dokazali da je prava CA SIma%ra}a ugla el .

¢y Odredid ortogonalnu projekcijup stramce'CAani pra:z;u ’13,
pa dokazati da stranice BC =a , CA =b 1 AL = ¢ troug
zadovoljavaju refaciju ¢* =a(a—b)

L

IV grupa *

Nadi najmanju visinu trougla ¢ije su stranice a = 6,5 cm,
Be=Tcmic=75cm

P —2x+1
a1
itati i nacrtati grafik funkcije.
a} Ispitati tok i nacriatl gm{n o .
b)) O?lrcdili povrsinu ogranicenu lukom krive } odseccima
koordinatnih osa.

Data je funkcijay ==

i
T 1 12__\6 .

i vy o Ty je detvrii ¢lan
Odreditix uizrazu (( X + x) ,akoje
razvijenog binoma 200.

. 4 - s
Dat je izraz cos'x — SINX -+ SN ZX

a) Podesiti dati izraz zd logaritmovanje.
b) Zakoje yrednosti parametra m jednalina

. g
cos'y — sin'y + sin 2x = mima realna regenja? Rediti jednacinu

zam = V2
Prava Sy — 3¢ = 25 je zajedniCka tangenta elipse

*) Maturski pisimeni zadaci — juna 1971 pod., u Catku.

1406.

1407,

1408,

1409.

1410,

1411.

*

b** + a®* = a® b*i konfokalna parabole y* = 2 px. Odrediti
ugao pod kojim se vidi deo ove tangente medu ta¢kama dodira
iz zajedniCkog fokusa.

V grupa R

Stranice trougla su tri uzastopna parna broja, a povriina mu je
24, Nad srednjom stranom treba u trougao upisati pravougaonik
maksimalne povriine i naci njegov obim. U kom odnosu je po-
vriina kruga opisanog oko pravougaonika prema povrdini kruga
opisanog oko trougla.

Odreditix-ti ¢lan geometrijske progresije Cija prva tri ¢lana
glase: 11 . yleex ; oy _ g . 35 —xley

Talka M (9,0) spojena je sa tackom N (x < 9,y) na paraboli

y2 = 8§ x. Povriina ogranifena lukom parabole, delom njene oso-
vine | duZinom MN obrce se okox- ose. Odrediti koordinate
taCke N, tako da zapremina nastale kupe bude maksimalna i na-

¢i odnos u kome ona stoji prema zapremini nastalog rotacionog
paraboloida.

41
: x4+l
Qdrediti za koje jex Sesti ¢lan razvoja binoma
o i
V gleea0 =3 . Y otr=DTee3 | jednak 21, ako su binomni

Koeficijenti drugog, treceg i ¢etvriog ¢lana razvoja redom, prvi,
tredi i peti Clan aritmeticke progresije.

Ispitati i grafi¢ki predstaviti funkciju f (x) =

VI grupa )

Ako je jedna dijagonala Cetvorougla preénik kruZnice opisane
oko njega, dokazati da su ortogonalne projekcije dveju naspram-

nih stragica fetvorougla na drugu dijagonalu medu sobom jed-
nake.

}  Pismeni maturski, Jagodina, juna 1971. godine.

**y Maturski pismeni zadaci, juna 1971, godine u Valjevu.



412,

1413,

1414,

§415,

1416,

1417.

1418,

141%.

k! T
S togV o s .
Resiti jednatinux 206X 71205 = 10 i izvrsiti proveru.

Pravax — 2y + 6 = (0 je tangenta paraboley” = Z px . Odrediti
jednatine onih rangenata isie parabole, koje su normaine na
datu pravu i pokazati da presck tih rangenaia pripada direkirisi
parabole.

Merni brojevi stranica trougla su tri Uzastopiia neparna broja, a

2w . S
jedan ugao —;-. Izracunati stranice t uglove.
’ ul

: 23 2
izratunati povrsinu ogranienu lukom krive y = X - 4x,
x-0som i ordinatama njenih ekstremnih tacaka.

*)
VI grupa

U jednadinix® — 2 (m — 3)x + 11 — Sm = 0, odrediti parame-
tar m 1ako da: ) koreni budu realni,

.’

L1001
b} koreni zadovoljavaju relaciju Py o= 4L

Jednokraki trougao obrée se oko prave koja prolazi kroz icme

na osnovici i paralelna je sa visinom trougla. Tzradunati P13 obrt-

nog tela, ako se zna osnovicac ikraka (c = 12,4 = 153.

U 1acki P (3, y0 > 0) parabole _):2 = 2 (x — 1) povulena je tan-
genia. ‘zradunati: )
a} povrdinu figure ograni¢ene tom tangentom, parabolom i
X-0S0m;

b) zapreminu tela koje nastaje obrtanjem iste figure oko

ose Ox.

VI grupa )

Tzratunati zapreminu tela koje se dobija kada se od clipsoida,
2 -
itastalog rotacijom elipse 3% + 4y° = 36 oko ose Ox, isefe va-

*y" Pismeni maturski, I gimnazija Zrenjanir, juns 1971, godine.

**y Maturski pismeni, 1i beogradske gimnazlje, avgusia 1971, godine.

1426.

1424,

1422.

1424.

1426,

Hak najvede zapremine (0sa vaijka s¢ pokiapa sa osom Ox).
Resiti jednadinu [x* + 20 | ~ |3 —x | =x°.

Stranice rrougla obrazuje geometrijski niz,

ay Dokazati da kolicnik toga niza g zadovoljava ustov

1 1 ,

é{r“ﬁ”— D<g <55+ 1)

by Odrediti ¢ tako da trougao bude pravougii.

Oddrediti ostala temena trougla ABC, ako je dato teme .4 (4, -1)

kao | jednalina visine 2y — 3v + 12 = 01 teZidna linija
2x + 3y = 0 koje polaze iz temena .

Avion feti na visini / = 2 R nad Zemljom,

aj Pod kojim uglom posmatral vidi Zemlju iz aviona?

b) Koliki deo Zemljine povriing je u vidnom polju posmatrada?
(Smatrati da je Zemlja oblika lopte.)

IX grupa ")

INadi zapreminu tela koje nastaje rotacijom povr§ine ogranifenc
lukovima krivih

¥ - 2
¥ =x" 1 ¥y = 4x okox-0se.

Tri broja koja obrazuju geometrijsku progresiju daju sumu 26,
AKo se prvom doda 1, drugom 6 i trecem 3, dobijaju sc tri broja
koji obrazuju aritmeticki niz. Naci zbir prvih 20 ¢lanova aritme-
ti¢kog niza.

KruZnica prolazi kroz taCku 4 (-3, 4) i obe ZiZe hiperboie Cije
. 3 . -

Su asimptotey = & —x | tangenta 5x - 4y = 16 (hiperbole).

Odrediu jednacinu kruzZnice.

Visina pravilne zarubljene ¢etvorostrane piramide je 6 cm, 4
rapremina 152 cm’, Povrdine osnova odnose se kao 4 1 9. Odrediti
povrSinu omotada zarubljene piramide.
Resitl trougao kome je daa povréing, zbir dveju siranica i ugao
medu njima

[P=80V3E, b+c=42,a=120°.

*} Maturski pismeni, Gimnazija , Jovan Jovanovi¢” Novi Sad, june 1971, godine.



142%.

1430.

1431,
1432,

1433.

1434.

1435,

1436.

1437,

1A

*)

X grupa ®

Sinus jednog ugla pravouglog trougla ariimeticka je sredina
sinusa druga dva ugla a poluprednik upisane kruZnice u m')ugiu
iznosi 4. IzraCunati povrsinu trougla (bez upotrebe logaritam-
skih tablica i digitrona).

Osnova prave Cetvorostrane prizme je romb povriine 1 m?
Izraunati povrSinu i zapreminu prizine ako su povrdine dija-
gonalnih preseka 3 m® i 6 m?.

Rediti jcdnaéiﬂu 4io815% 3B 6 z-0,5 _3logygxt 0.5 __ o 2ogggx—1

Odrediti x tako da zbir tredeg i sedmog flana u razvoju binoma
{(+/cos x++/sin x)? jednak je 7.

Ispitati precizno tok i nacrtati grafik funkcije

zatim izradunafi povriinu ogranidenu grafikom krive (1) njenom
kosom asimptotom i pravama x=3 1 x=6.

XTI grupa *)

a) Odrediti jedna¢inu onog pre¢nika elipse x? + 5y* =25, &ija je
duZina jednaka medusobnom rastojanju Ziza; )
b) Pod kojim se uglom vidi ta elipsa iz tadke 4 (0, 4/30).

Stranice trougla se odnose kao 3 : 5 : 6 a zbir njihovih kvadrata
je 280. Odrediti povréinu tela koje nastaje rotacijom trougla oko
najvece stranice.

Rediti jedpadinu flog | (1+4sin2x)|+]log, (I —sin2x)|+=1.
3 3
1—2sinocosa 2 sing cosa

- —- == §ing - COSA.
Sing + cose;

Za koje o vaii ~— 3
sin?el —cosie

Grupe X, XI i XTI, Maturski pismeni, u Trecej beogradskoj gimnaziji, juna 1994,

godine

1438.

1439.

1440.

1441,

1442,

Dato je {1} Funkcija y=x? ~2xcosz+1—sing o e I:O, g}
{2} jednaéina x*—2xcose + I —sina=0.
a) Ispitati prirodu refenja jednadine (2) u zavisnosti od «;

b) Ako su x, i x, reSenja jednaine (2) odrediti o iz relacije
Xy +X,=2;

¢} Ako su x; i x, refenja jednaline (2) odrediti relaciju izmedu
Xy 1%, koja ne zavisi od «a;
d) Za koje o funkeija (1) je stalno pozitivna;

e} Odrediti o tako da Ox osa bude tangenta krivih, skicirati
grafike tih krivih.

XIT grupa

Prvi &lan beskonacnog geometrijskog reda je vedi, a tredi manji
¢lan uredenog para koji predstavlja refenje sistema jednadina

x4 p3=35 2¥TY 2Py E 2 2994, Odredi sumu tog
beskonaCnog reda.

Osnova prizme je jednakokraki trapez osnovica a=8 cm i

b=2 cm. U prizmi je upisan valjak. Koji procenat zapremine

prizme {inl zapremina valjka, ako je visina tela jednaka kraku

trapeza?

Data je funkcija

(1) y=\/§sin x+cos x

a} Nacrtaj grafik funkcije bez upotrebe izvoda, ispitaj tok;

b} Za koju vrednost parametra m jednadina \/ 3sinx +cosx=m
ima realna reSenija;

c}) Za m=1 redi jednadinu;

d) lzraCunati zapreminu fela koje nastaje rotacijom krivolinij-
skog trapeza ogranienog lukom krive (1) i odsedkom X -ose

el -7 ®
[-z.7).

Odredi lim — 598X

x0 x(/T4x—1)

165



1443.

1444,

1445,

1446,

1447.

1448.

XIIT grupa *)

Data je kvadratpa jednacina

4x? =(3 —a)(2x~1), a realan broj.

Odrediti vrednost realnog broj a da1 data jedpadina lma
realna i razliGita refenja x, i x,, koja zadovoljavaju relaciju
Y472 g3

X, X

Rediti jednadinu

i1
(sin Zx -5~\/.;3 cos 2x)i—3=cos (-gmﬁx) .

ih ¢l a aritmeticke
Ako su S,, S, Sy S0me m, nom-tn prvih ¢lanova

5 -5, m—n :
- o Zm M8 Piokazati.
progresije, tada je S .. min

Akosu x, y, @ & Riukoje
3

23 cosu+i sina

tada skup tacaka M{x,y} u Dekartovoj ravni pripadaju koxlnfls-'

nom preseku. Odrediti oblik konusnog preseka i konstruisall

ga u ravoi xOy.

=x»4}~1y (izxw-l);

. v . . o i

Izradunati povrsinu povré u prvom kvadrantu koja je ogrami-

¢ena é:lipso?n b2x? + a®y? = a®b?*, kojoj pripadaju tacke A{4,1) 1

B(—2, —2) i hiperbolom xy==m, kojoj pripada tacka C(2.2).
X1V grupa ®

Resiti jednaéinu

Fe N2 N2 2 —4
20{ 26 2 m5<i2\ 448 ?«ﬁ-m{}.
xtl 1) T

Tata je funkcija x—y=2cos®X-++/3 sin Zx.

a) Ispitati promene 1 konstraisati grafik date funkcije;

b} fzradunati poviSinu povrii ograniene lukom date krive i
pravama x=41y=0, koja pripada prvom kvadrapti.

1456,

1451.

1452,

1453,

1454,

1455,

1456.

1457.

Zajednidke tangente parabole y?=4x i kruZnice.
x*+y*+2x —8y+9=0 obrazuju trougao, oko kog je opisana
kruZnica. Odrediti jednadinu te kruZnice.

62223 . e :
Izra&unati i/—Z%—T ako je z=1-+1i Relenja svesti na algebar-
=z

ski oblik kompleksnog broja a+bi, g, be R,
U jednaini x3 - 30x? +mx —786=0. Odrediti realan broj m,
ako koreni date jednadine su stranice pravouglog trougla.

XV grupa ®

. . .. " x 1 .
Neka su ctgea i ctgf refenja jednadine x2+5+5=0. Dokazati
da je

cosz(oz+,8}+i? sin (& + B) cos(cx+ﬁ)+é sin®(e -+ f)= 1.

Resiti jednadinu 4x? 4 91 Viesd xa 1 5x1 +losg?,

Dat je kompleksan broj z——-}é~—+é . Odredit x tako da srednji

L

z¥ 1N an
tlan v razvijenom obliku binoma ( —_;"-+3"Z”}
2

P

bude jednak binomnom koeficijentu.

Date su elipsa x*+42y* =2k, gde je k>0, i krufnica &iji je
pre¢nik fokalno rastcjanje date elipse. Izraziti u funkciji od &
koordinate onih tacaka na elipsi iz kojih se kruZnica vidi pod
vglom od 120 stepeni pa odrediti sve vrednosti parametra & za
koje ¢ée koordinate trazenih tadaka biti celi brojevi.

U kriZni iseéak ¢iji su poluprecnici OM = QN =R i centralni
ugao < MON=¢ (x<90 stepeni} upisan je pravougaonik
ABCD maksimalne povrSine tako da mu femena 4 § B pripa-
daju polupreCniku OM, zatim teme € luku MN i teme D
polupredniku ON. lzraziti u funkciji od R i o dimenzije tog
pravougaonilza kao i tu maksimainu povrSinu.
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1458.

1459,

1460,

i461.

1462.

1463.

1464.

1465.

1466.

XVI grupa ®

Data je jednacina x*+(Ba—x+a=0ae R )

a) Izraziti jedan koren date jednacine ka(? ‘fu.nkcuu drugog. .
b) Nadi interval u kome se mora nalaziti jedan koren da bi
drugi bio pozitivan. o B
¢) Odrediti vrednost parametra a tako da oba resenja jednacine

budu pozitivod.

Reiiti po x jednatinu: 32 cos® x—cos 6x= |

Data je hiperbola: 3x —4y* =72 i prava l 33f+.2y+1 =0 o

a) Nadi tacku P hiperbole najblizu pravoj [ i njeno rastojanje
od prave L :

b) Izraunati povriinu tmug}a'odredenog x-osom, langentom
normalom hiperbole u tacki P.

Odrediti maksimalou vrednost odnosa zapremine lopte i oko
nje opisane kupe.

" 3—-2x
Reiiti nejednaéinu:  flog, T—x < 1.

XVII grupa ")
Ispitati i nacrtati grafik funkcije y=x"In%x.
Stramice' a, b, ¢ trougla ABC obrazuju aritmeticki niz sa
diferencijom d=% gde je p poluprecnik upisanog kruga u
trougao ABC. Odrediti odnos a : b:c.

Odrediti domen funkcije
a) y=logmxsinx
b) refiti jednacinu: 10g 4ex SinX + I0g i, COSX =2

jzradunati vrednost izraza:

(s 5%

¥ Grupe XIII, XIV, XV, i XVI, Matutski pisteni, u Peto] beogradskoj gimnaziji,

T LY A e B

1467.

1468.

1469,

1470.

1471,

1472,

1473.

1474.

1475.

Data je parabola y*=4x i taka M(4, y>0). U tacki M
postaviti tangentu parabole. Naéi zapreminu rotacionog tela
koje nastaje rotacijom figure ogranidene tangentom, lukom
krive i x-osom, rotacijom oko x-ose.

XWII grupa

Nacrtati grafik funkcije y=sin (x —~/x?)
a) rediti jednadinu sin (x——\/?)= - 1.

Tri broja €iji je zbir 28 obrazuju geometrijski niz, ako najvedi
broj umanjimo za 4 dobijaju se tri broja aritmetifkog niza.
Odrediti te brojeve.

Reiti nejednatinu: 1og o (%{231 + %) >%

3

. . 2\ rox .
U razlaganju binoma: (az 3 a——Wﬁ) paéi &lan koji ne
a \/ﬂ

sadrzi a ako je odnos binomnih koeficijenata petog i tredeg
Clana 1:2.

Izmedu svih jednakokrakih trouglova upisanih u krug po-
lupreénika r odrediti onaj trougao kome je povriina najve-
ca.

XIX grupa

Ispitati i nacrtati grafik funkcije y:I_*_—i I naél povriiomu
x

ograniCenu lukom krive i ordinatama ekstremnim vrednostima
I X-0SOm.

Dat je niz pravougaonika jednakih §irina a duZine &ine arit-
meticki niz, obim prvog je 32 cm, a povriina drugog 70 cm? a
peti pravougaonik je kvadrat. Odredi dimenzije tibh pravouga-
onika.

Odrediti sve realne brojeve p za koje je kvadratna funkcija
fEy=(p*+2p—3)x2—4px +p pozitivna za sve realne vrednosti
promenljive x.

1A



1476.

1471.

1478.

1479.

1480.

1481.

1482,

1483,

1484.

170

#®

——r

sin® 4x

=2Zsin xsin 2x,
2cos x +cos Ax+cos 5x

Dokazati da je:

1
U binomu (\/35 logx+1 4 12/% ¥ odredi x tako da je Setvrii Elan
jednak 200.

XX grupa
. S5--x
Ispitati i nacrtati grafik funkcije f {x):mr}m;;5 )
o -2,
Feiitl nejednacinu W T T

N . e
Pravilna Cetvorostrana piramida ima bolnu l’\i’l(:;{] ’b k(c)ijpojs >
pod uglom alfa u odnosu na ravan osnove. Za koju vre

ugia alfa je zapremina piramide najveca?

E i
M Fet H 3 PR | .
LH & 3 . . - .

Za koju vrednost parametra »a« a € R je prava
(a-+2)x+(a®— 9y +3a*—8a+ 5=0 |
a) paralelpa x-osa; b) paralelna y-osi; c) prolazi kroz kord.
podetak.

XXT grupa
Ispitati i nacrtati grafik funkcije y=(2x* —3x)e"

€ j & ! Lo j alan broj i
Data je jednafina x;n14xt2rEM1 gde Je m rea

{x-—m) {x—2m)+#0

a) pokazati da jednadina ima realna refenja za svako m e R
b} odredi parametar m tako da izmedu reSenja postoji relacija
1 1

,7A+ -
X, Xy

<l

Grupe XVII, XVIIL XIX, XX, XXI, XXII, Maturski pismeni, u Jedanacsio}
beogradskoj gimnaziji, juni 1994, godina

1485,

1486.
1487.

1488.

1489.

1400,

1491,

1492,

Romb stranice g i oftrog ugla a=60" rotira oko ose koja
prolaz kroz teme oftrog ugla i normalna je na veéu dijagona-
ln. Nadi povriinu i zapreminu rotacionog iela.

Resiti jednacinu 0,5 sin 4x sin x -+ sin 2x sin x =2cos? x

Zbir binomnih koeficijenata drugog i tredeg &lapa u razvoju

. [ 1y
binoma: bf/;z —5:/“1) Jednak je 153. Naéi €lan koji ne sadri x.
X

XXII grupa

3
Ispitati i nacrtati grafik funlcije y=fx xz)z _

Data je jednadina m - @x—m)y=4(x+2)—2 {mi— 1} 5m,

m & R im#1. Reiti jednadinu PO x a zatim odrediti parametar
m tako da refenje date jednadine bude pozitivno.

Data je parabola y*=8(x-2) i njena tadka A 4,y>0)

a) napisati tangentu parabole u tagki A.

b) izracunati zapreminu koja mnastaje rotacijom oko x-ose

figure ogranicene tangentom parabole, lukom parabole i
x-0S0m.

Dokazati da je za svako 3 - 4"+ £ [07~1_4_¢ {mod 9)n e N.
Resitt nejednadinu:

log, (log,, x)+log, (log, x)< —4.
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Univerzitet u Beograda

Klasifikacioni ispit iz matematike za upis na tehoitke fakulte-
te, matematicki, fizicki i fizicko-hemijski fakuliet, svaki test ima
20 zadataka.

Zadaci 1—5 vrede po 3 poena, zadaci 6—10 po 4 poena, zadaci 1114 po 5
poena, zadact 15—17 po 7 poena i zadaci 18—20 po § poena. Pogredan odgovor
donosi —10% od broja poena za tafan odgovor. Zaokruzivanje N ne donosi ni
pozitivne ni negativoe poene. U sluaju zaokruZivanja vife od jednog odgovora,
kao i u slufaju pezaokruZivanja ni jednog odgovora, dobija se —1 poen, [

25. juni 1990,

L

1. Hipotenuza pravouglog trougla dva puta je veda od jedne
katete. Otri uglovi tog trougla s
A) 45°, 45°, B) 30°, 60°, () 26°35'32", 63°24'28",
D)y 187, 72°, E) 15°, 75°.
2z Dati su iskazi: 1 log (—2){—3)=log (—2) +-log(—3),
11 log(—3)? =2log(—3), Ui log(—2)*=2log{~2)?,
v iog%:log 2—log 3. Tadni su:

A} Nijedan, B)svi, C)LilV Dy illy, EyIIIilv.

) 2 3 I2N"%,
3 Vrednost izraza (§+7 ?) e
f10 175)3 400
A}l, BY049, O EE 19)] (5&"8, , E 261
a®—h?
4. Ako su g, b e Ria®#b? vrednost izraza 2 jer
a* + b? a*+ab+h? a?—ab+b?
Aya—b, By -, O o, D)y
E) Ezj+ab+b2 _
atb
5. Za a=(2++/3)"1 1 b=(2—+/3)"! izraz @@+ 1)1+ (b+ 1!

ima vrednost: A), B) /3, c:}%, D) 14++/3, B2

172

16.

1L

B3

Ako je povriina lopte 3247, njena zapremina Jjes
A) 1877, B) 1832, C) 9727, D) 2916m, E) 108n

Koliko refenja u | )
: ntervalu P
SIN®X - Cosx + | = 07 (0,27} ima jednadina

A NG :
) Nijedno, Bj jedno, C) dva, D) tri, E) beskonagno mnoge.

. - 2
Date sy funkcije f, ={x}=2x, f_,,_(x):zm, f3(x)=\/§
- x '
Jax)=(/%)%. Tadan je iskaz
A} Medu datim funkcijama nema medusobno jednakih

B} sve su funkcije medusobno ;
s00no jednake, ) f —
D)fl=f3 #f:;r E)f; ?"éfs =f4' )fl fz #f:;,

Proizvod svih resenija ;i ¢l
ja jednadine x*—2|x|—3=0 e
A) 3, B) -3 QO -1, D)9, E) 9, o

Akoz_pe lozgﬂﬁa,zlogﬂxb, tada je (log,7+10g,2)"! jednako:
A) ACL:J?_. a+ ,bz ab 24a- 7

B _ - Zi) E) mif_izb
ab

Jednagina /2x + 1zi_u\/;':§=\/;j;§

fe)g;e:?a g\;:i __rea_lna poz_itivna reSenja, B) ima dva realna

realnjod 1E:a§en?£:1b Jg)Sﬂ{no Jedqo pozitivno, C) ima samo Jedno
esenje, ma Cefiri realn: iti Senis. T

nema realnih resenja, alna pozitivna resenja, E)

U figuru ogranienu luk i

| , i om krive 2x2—y=¢ ; : upi

,}\e}i ’ }lncrc}vougaomk }ako da su my dv&lv tenie(;;aon:r? p u'plgl .
aksimalna povriing fakvog pravougaonika jeste: ST

A} &, B)8s, 09 D)os, E) 10. ‘

Prava GxX+y—5=0 dodiruje elipsy 9x2+16y2:144 ako |
Samo ako jer A) g== +2, B)a= _,_3 ) 7 .
_.45 i

=4

6 4
D) a= to Ela=+1.



4.

o
L

16.

7.

19,

Izraz sin®x + cos*x indenti¢ki je jednak izrazu:

1-2cosdx

A) 1, B)sindx+cosdx, C)l+cos’2x, D) “gfzgiw’
3 -+ cosdx
E} T

Neka je M skup svih realnih vrednosti parametra m takvih da
jednadina 2logx =log(x - m}+2log? ima dva realna razlidita
refenja. Skup M je

A) Skup R, Bj prazan skup, C)}{m:m> —1},

DYy {m:—1<m<0}, E){m:mz=0}.

¥roz tacku u trougiu ABC povulene su prave paralelne strani-
cama trougla. Na taj nadin formirana su tri manja trougla &ije
su povriine 1, 4, 1 9. Povrdina trougla 4ABC je:

A) 36, Bpod4, )48, D) 24, E)27.

Koreni jednadine x?— x+a—2=0 zadovoljavaju uslov:

X, x, 1

R4y ox x, +4 =0

x, x, 2

Tadaje: A) —l<a<!, Bla=+1 C)a=++/2,
Dyamy/3ili a=4—~/3, E)O0<a<l

Polazeli od zbira geometrijske progresije 1-+x4x%4-x%4+x*

. . e L . 2, 4n .
{1ii na neki drugi nacin} mogu se izradunatl cos < lcos—. Zbir

N R
B) - O

2 4
COS"; +cos ;E Jednak je: A} — a0
14+4/5 i
Dy — Y2 g -5

Na fudbalskom turnirue takmicenje se odvija v m grupa (n> 1}
sa po 2k ekipa (k> 1) u svakoj grupi. U gropama ekipe igraju
svaka sa svakom i prve dve ekipe iz svake grupe ulaze u
fialnu gropu. U finalno] grupi ekipe 1graju svaka sa svakom, s
tim §te ekipe koje su se sastale u prediakmidenju ne igraju
medusobno novu utakmicu. Ako Je na turniru odigranc ukupe
oo manje od 1135 utakmica 1 ako je ta] broj utakmica peparan,
odrediti m i 2k,

20

']

94;\

A)v m=6, 2k=4 Je jedvino resenje, B) m=3, 2k=6 je jedino
resenje, C) postoje tadno dva reSenja, D) postoji vise od dva
resenja, E) zadatak nema reenja.

Za koje su vrednosti realnog parametra m obe nejed nakost;
3 I mx—32 , A
-~ <~x2_xﬂ*<2 zadovoljene za svako realno x?

A} —6{m{~1, B) —6{m<7, C) —6sm<7,
D} —1{m{2, E)niza jedno m.

25. juni 1991,

Ako je a realan broj i lal#2, tada je vrednost izraza

a+1l I-g? 1 .
m+m tr————— jednaka

a—17+3
a—2 a+1
A PR _. . - ¥ . a+1
air B, 5 Ow DL B 2TL

Ako je 107"#10%=8x . 5, tada Jje x jednuko
oS 1 9 1

Eelilinva Ii{nggtg je za22 manja od preénika, a odstojanje cenira
Tiza od tehive za 2 manje od poluprednika krupa ALY
tetive jednaka je P g Duzioa ove

A)6; B)E&; Ci10; D) 5\/6;; E) zadatak nema refenja.

Ako je reciproéna vrednost broja x4-2 Cetiri puta manja od

broja x— 1, tada je zbir svih vrednosti bros & z j
Vi ovad o roja x koje zadovolja-

AjO; ,B) I; ¢ —1; D) -—6; E) ne posioji nijedno takvo x.
Vrednost izraza

(ﬂ_{ﬁ_%ﬁ;ﬁ)“z( NS
LT L=/ “*"\Fﬁ) ’*(I":j/?) Jodnaka je

A} 25 B)(l+y/ 5}2; C) giz’ D)y 17, E)20;

I7s



16.

il.

x [s 3 3 k)
Ako jef(w;_*_—i)=(x—— 1)2, tada je f(3) jednako

A) 6,25; B) 735 Q4 DY E 5,15.

1

e = 1] ko
Ako je f (x)mlog6x+3log39x, onda je f(x}+f (x) jedna
A)O; B} 12 )18 D) log,x+2; E) 3log.9.

i i avi ]a poveca za dva,
¢ broj stranica pravilnog mnogoug eéa 7 CV:
ﬁjicg}oiese égio poveca za 9°. Broj stramica mnogougla J-edna.k i
Ay 8 B)Y Q) 16; Dy 1% E) zadatak nema refenja
Koeficijent pravca prave _norr.nah_ae na pravu povucenu kroz
tatke A(—2, —1)1 B{22) jednak je

3 3 4 o 4
A-L B O3 D)3 B 3

ir svi ifreni ] liiv sa 11 iznosi
7bir svih trocifrenih brojeva delj o
A) 33660; B} 40733 C) 41624; D) 44550 E) 53031.

Alko su prave x+4y—25=01 4x +9y—T5=0 tangente elipse
p2x? +aly?=a*h? ondaje a+b jednako .‘

A) 123 B)20; O 18 Dy24s B 144/2-

Maksimaina zapremina valjka upisanog u sferu poluprednika
R jednaka i€

4 ) B
2 2 e g D) Rm B R
A)gf@n; B}*g\/éRn, ZTRR’ }3\/3 \ﬁ

A) Sve su funkcije medusobno jednake; B) Medu datim fun-
kcijama nema medusobne jednakib;  C) Sy f,=f £l #/1
D) fi ?éfz=f3=f4§ E) fi #/3 =,f4#f2 #[1-

i4.

15

16.

17.

18,

19.

26.

Vrednost realnog parametra m za koju je zbir kvadrata korena
jednacine x? —mx +m—3 =0 najmanji, pripada intervalu

A)(—o0,—5% B (—5-2} O(-22}; D)5; E)(S+oo]

Ako je u trouglu ABC ugao kod temena A4 dvaput vedi od ugla

kod temena B, a stranice su AC=2, 4B=13, tada je strapica BC
jednaka

A3 BWE 022 D) VB B

Dat je 1990-cifren broj 1234512345... 12345. U broju se, iduéi
sleva na desno, redom precrtavaju sve ciffe na neparnim
mestima. Neprecrtane cifte u postojeéermn poretku &ine novi
broj u kome se ponavija isti postupak precrtavanja. Ovaj se

postupak ponavlja sve dok ne budu precrtane sve cifre. Koja je
cifra poslednja precrtana?

Ay, By O3 Dy4; BS.

Data je jednadina * [ x++/x*—1+3/x—/x*—1=1.

A) Jednaéina ima tri refenja koja pripadaju skupu (-~ c0,—1]
W [1,+00); B) Jednadina ima samo jedno reSenje koje pripa-
da intervalu {—co,~1F; C) Jednaéina ima samo jedno refenje
koje pripada intervalu [1,+ oo}, D) Jednaina ima dva realna
negativina relenja; E) Jednaina nema reSenja.

Skup svih refenja nejednacine log ; (x4} =log 1 (2| x| - 1) jednak
: g 3

je

D) (~4-31v[34); 1 E)[-3,-2u{(l3]

Zbir uglova pod kojima se sa 100, 200 1 300 metara udaljenosti
od podnoZja vidi toranj koji stoji na horizontalnoj ravni iznosi
90°. Visina tornja je:

A)100m. B)9%m )9 m D)64,/2m E)56,/3m

Vrednost proizvoda sin20° sind0° sin80° jednaka je:

i 1 1 1~ 1
Ny PG 9575 D) 5(/5-1x B)3/3.



foerd
s

-

178

5, sepiembar 1991

¥.oji pravilan mpnogeugao ima 44 dijagonaie?
B} jedanaestougao; <) dvanaestougao;
) éctrnaestougao.

A} desetougad;
1)) rrinaestougaoc;

JednoSina prave koja prolazi kroz tacku. P(2,3} i normalna je
na pavu 2x— y—i=0je

Alx+Zy+2=0 B) 2x+y-—T=0 ) 2x -+ 2y—10=0
;}})n4 Zy—8=0; E}x—y+1=0

U jednakokrakom trouglu krak je dva puta vedl od osnovice.

Ako je o ugao zmedu krakova, onda je sm2 jednako:

i 1 /3 J15 J15
et - r> AR E ¥ )
A) e B) 2= O 5 d) a0 ) is
SN S & ST SN S
Ako je |x| |y}, tada je 1zraz Ax;uy t{xi—y )+;'—i-y-x:w 2
indentidki jednak:
LAY XY XYy XY
A} 1) B) ﬁ%yzn )X‘i*y': )x+ya ) Xy

1 3T jer .
¥Yrednost izrazaﬂlz“iz (4} } 8% jednaka je:

1 U
A4, B) ~4; C}E; D)2 E)

Ako je log8=a i log9=b tada je logs6 jednak:

s 6 2a--3b 3a+2b .
o O . D)y B}y
B) Za+3b ) 6 ) 6 “

RETSETS
Jedpadina |x+2|=23~—

B} ima samo Jedno refenje; £} ima facno
E} ima beskonalno

A) nema refenja;
dva refenja; D) ima taéno Getiri reSenja;
mnogoe refenja.

8,

16,

11

S

14.

;Skupv tacaka u ravni &ije koordimate x i y zadovoljavaju
jednadinu x*—4dx+2y* +dy—4 =0, predstavija:

A) kraZoicw;  B) elipsu; O hiperboln; D) paraboly;
E) dve prave koje se seku.

Ako je f(x—2)=x*-2x~1I, tada je f{1) jednakc:

A) -2, B)S; C)10; D)20; E)2s.
Vrednost izrazd( 3 15 ) (\,'3+5)“
\\/—‘“1 J“E «\,/3"-*

AVIHE BVE QL D)y E)‘/3.

.
Zbir kvadrata refenja jednadine x? -+ 3px+a®=0 je :; ako i

samo ako je

Aa=L Bj=1 Qe=; Dlal=3 E)lal=

-B»-I!-A
{’\Jlaw-

U aritmeti¢kom nizu, sa razii€itim &lanovima, prvi, peti i
Jedanaesti <lan obrazuju geometrijski niz. Ako je prvi élan 24,
odrediti deseti &lan aritmetiCkog niza:

A)48; B)S50; C)51; D)54; E) 72

Fotel] x—i~sm X .
Izraz —

2 —sin2x

A) = cos fx-—f\i; B) cosx+sinx; C = E\‘
\/ﬁ { i) X ) cos(x-i-‘;j ;

./?:
IR T
D}«,/Esmkxm‘ij’ ) L.

Date su funkcije f,(xj=2log,x, fyx)=log,x?,

£ - e r e
Sibxj=2log, x|, fx}= log, 2
:A}_Sve su funkcije medusobno jednake. B} Medu datim fun-
icijama nema medusobno jednakth. T} f, =f, =f; #/,.
DYfi=fo#/a=F BE)L#L=/#l%

179



5.

16.

17.

18.

19.

20,

Refenje jednadine log,(3—2- 3*"1)=2 4+ 2x pripada intervalu
A)[—8,—4] By[—40] C)[04] D)[48]; E}[8,12].
Skup svib reSenja nejednacine —3 xw~2_>l jer

x*+3x—4" 3
A)(—4.1) B)2,+o) C)[02) D)(-503%
E) Skup realnih brojeva.

Kosarkaski tim sadinjavaju 5 bekova, 4 centra 1 3 krila. Na
koliko se nafina moze od njih sastaviti petorka ako u njoj
moraju da igraju bar 2 beka i bar jedan centar,

A) 540; B) 1440; C)792: D) 243; E) 125.

Na stranici AB paralelograma ABCD povriine 1 data je tacka
M tako da je AB= 23 AM. Ako je N tadka preseka pravih AC i
DM, 1ada je povriina trougla AMN jednaka:

1 i i 1 1
Az B @ O D) 52 B or

o o 1
Sva refenja jednadine sinx -+ cosx -+ tgx =—— s
CosXx

Ay x=2k+Dm ke, Byx=kn keZ; Cyx=2kn ke
D) x=g +2%kn, ke Z, E) x=~g+2kn, ke Z.
Visina prave kupe najmanpje zapremine, opisane oko sfere
datog polupreénika R je:
A)2R; B)RJZ ©)3R D)2J/R E)4R.

26. juni 1992,
SveZe peCurke sadr7e 90% vode, a suve 12%. Koliko se
kilograma suvih pecurki moze dobiti od 22 kilograma svezh?
A) 2,464; BY2,5; C)2,64; D) 4576 E) 4,84,
Ako jJe f(x)=ax?+bx+c, tada je f{x+3)—3f(x+2)+3f(x+ 1)
za svako realno x jednako:

Ay B f(—x) G0 D} —flx) E) 7f(x)—2c.

AkoaeR/ {~1,0,1}, vrednost izraza (wiwﬁiﬂ) a+ti |

1 2 a—1 a*—q) a5
. —a—a 1—g—g* 2
AL B )(EM_; p) L te-l
a+1 Y@ -1 a’+atl
l+a+a*

. i -1G B 1% -3
Vrednost izraza (5) - 27 3+0,2""25"2+(64_§) iznosi
3 5
A% BL O D% s

Proizvod svih resenja jednacine f4x—6]—2x—12=0 je:
A) —18 B) -9 C) —6: D)3 B9

Geometrijsko mesto tadaka {(x
, ¥) temen
y=x*+kx+k+1, k e R, odredeno Jje Saa parabola
3
E)y==
)y i

y=3%; D} y2(1w3x)2;

Date su reaine funkcije f; (x)=(x - 1)2, £, (x} =[x —1 2
17 —

ﬁ(x)=fxm1 o= x—1]/x?~2x 41 i

S5 @ =(x— Dy —1)%.

Tacno je tvrdenje

A) Sve date funkcije su medusobno razlidite;
B}fa #fi mfz =f4 #fs

O fi=f =fi=f4 #fs

D)fa #fz mfz #fgd Fs #fi;

E) Sve date funkcije su jednake.

Tadka simetrid acki 2 4
ex:xcua taCki M (5, s} u odnosu na pravu
X—3y—4=0 je:

E —14 -
me -3 5 (5= H) o (3—;} D@ -4 B (5 -3)



it

il

1%

13

14

15

MNeka je u trouglu ABC 4B=AC i ugao kod temena 4 vedi od
30°. Neka je D taCka na stranici BC takva da je ugao
BAD=30" i neka je E taka na stranici AC takva da je
AE=AD. Ugao EDC jednak je:

Ay10°; B) 125 C)15; D) 187 E) 30%

Na segmentu [0, 3n] broj refenja jednadine sin 2x=cosx je
AL BL O4 D5 BT

Skup svib vrednosti realnog parametra m zs koj su koreni
kvadratne jednacine (m— 2}x* —2mx -+ 2m+2=0 realni i razli-
¢itog znaka jeste

A (=12 B(i—/5 — Do 1+/5% O —/5 1+/5%
D} (2, v} E)@.

Ako su a, b, ¢, d pozitivni realni brojevi razligiti od 1, vrednost
trraza log, @ -log, b - log, ¢ - log, d je

Ay abed; B)log,,,(a+b-+rc+dy; C) ad; D)%g; B) 1.

Ako su prave x+y—8=0 i x+3y+16=0 tangente elipse
b*x? + a*y? = a®h?, ureden par (a, b} jednak je

A)(6,5; BY(6,2,/6): O 210,5); D)2/10,2/6);
E) (42, 3/2).

Ako su stranice trougla ABC, 4B=35, BC =6, AC=9, tada je
polupreénik opisane krufnice tog trougla

5¢3. 22 274/2

N \‘?" "
A): B)T: O D) VLE)2V6.

2 3

Oko polulopts poluprednika » opisana je prave kupa minimal-
ne zapremine Clja je osnova u ravni osnove polulopte. Zapre-
mina te kupe iznosi

4 2,/2 ' 3
A} p r'm; B) _\:/__ rm G 3“-2[% rr; D) 1;% r; ) g rin.
3

16.

Brd,
3

18.

19.

20

1 samo ako je

Alaz3 B i+ /2 <axipa /o ) %
<

Jednadina sin® x -+ cogt

X==g,
samo ako je

A} ~l<a<i; B) O<a<y;

: 1
E) — 1< 2
a<2_

Na te_uiskom turnire udestvuje 2#
kup flsu.emu, ti. ¥ naredno kojc se
borazeni ispada iz dalieg tal
dobijena seta, odnosne, pobe

seta. Poznato je da je
ant1 ) o

takmi&ara. Turnir se igra po

: Phsi,ra pobednik u megu 4

micenja. Svaki med se igra do ,tri

Gt ongj igrac koji prvi dobije tri
:-mwturniru odigrano ukupno

JUCALZ na turniru je

A) 32 B) 64 C) 128; Dy 256; E} 512.

dn? gl _ Dahcciz
#7184 setovs. Broj tak

Tetive AB i AC kru .
ga k osu . s «
tadki E. Ako e AC=¢12 i U Jednake, a tetiva 4p sefe B y

k AE =8, tada je 4D Jednako
AY 16 B)12/2; ) 17 D) 18 Ej12,/3 .

AKO e i Fiomtois,

ko je niz funkceija fi(x), n e N, definisan na sleded nagin:
Y '

x—1T= TS =09 5 € N, onda e

J1992(1992) jednako

A) —1991; B) —t. 1 1993 1992
3 > Q,.j —'-—--—; D‘ T, Z
199 g9z / 1997° E} Mf_

Sistem jedna&i L4y '
nacmg 2MHVar g asEty- xy
3 ] a + 3y =, 81+4x3‘+:}_?x+y»~§:
=aq°- 3% 3 34 i jed
»a€ R, img bar jed Senje {
Sano resenje (x, ), x, v e R ako



4. septembar 1992,

JednaGina prave g koja prolazi kroz tatku 4 (1, —2) i paralelna
je pravoj pr 3x+2y— 1= 0 je:

A) Ix+2y—3=0; B) 2x+3y—1=0; Cyx+y+2=0
D) 3x+2y+1=0; A)me3ym8ﬂ0.

Vrednost izraza (0,536% —0,464%) : (3,6*—-7.2 - 2.4+ 2.4% je

1 1 1
Ay L; B)—ié; C) 1,25; D)E; E)E'

2x--1 . .
Ako je fix)= o Jx—w——l onda je fi (ﬁ—k 1.) jednako:
4 ) 4442
; - toji; D)——=; BE)O.
A)2, B) 3 C) Ne postoj; 5+4\/2

Ostatak deljenja polinoma 4x®+ 9x® + 19x +92 binomom x+ 1
je:
A)80; B)60; C)40; D) 124 E)96.

Regenje jednaéine log; (log, (log, x))= —1 pripada intervala:
A)(6,8); B)(®10; ©)(1024]; D)O1); E)(1.6).

Vredpost zbira z=1+i+i24+7+ ... +i** "l gdejenelN, ali
imaginarna jedinica, je:

A)O; B)i; C —i; Dy—1 BL

Ako je u trouglu ABC ugao BAC jednak 30°, a stranice
BC=+/2 i AC=2, onda je vgao ABC jednak:

.2 .1 .
A) 45°%; B) 60°; () arcsin 3 D) arcsin 3 E) 30°.

Stranica romba je a=9, a zbir dijagonala d, + d,=?24. Povriina
romba je:

A)72 B)64 C)63 D)10g E)S8L

10,

i1,

12

i3.

i4.

15,

Ako je @ - b#0 i ash, vrednost izraza

(@+b)? {a+b)* cad-b3
[(77”“4) ( ab *‘H Tap

a+b a*+ab+b?

i
. —b-
A)ab’ B)a 5 ab ; ) ab

A) Jednaéina ima samo jedno pozitivno refenje; B) Jednaina
ima ta¢no dva refenja; C) Jednading ima beskonalno mnogo
reenja; D) Jednadina nema reSenje; E) Jednadina ima samo
jedno negativno redenje.

Oko kruga polupreénika r=«,/ \/ 241 opisan je pravilan os-
mougao, Povriina osmougla je:

AY6/2; BY9; O 4(/2+1;

Jednadina x* +ax+ 1 =0, g € R, ima realne korene x, i x,, koil

D) 5,/2; E)S8.

zadovoljavaju uslov =1 k ----- <7 ako i samo ako je:
Xz X

A)ial>3; B)2<|al<3;

E)2<a<a/7.

Vrednost zraza

C)2<a<3; D)lal=2;

sin 160° .
sin 100°(cos® 40° —sin* 40%) ]

A)2sin 20% B)2; C) —2/3; D) —2; E) —24/2

Najkrade rastojanje izmedu krive x* 4 y* —4x—2y+1=0 i pra-
ve x—y+3=0 je:

3
NG B)%; 0%

D) 2(/2-1); E) L

Najveta zapremina uspravnog valjka, Cija je povrSina jednaka
P, 1znosi:
P\/ P PJP VP P\/_
B) L oL, E) —
3\/ 6m 2 \/- \/ 7t




16.

iT.

18

19.

26.

186

Akojetgx=—%-g<x<ﬁ,tg}r*—~3,0<y<g,i:adajes'm(x+y}
jednako:
1 TWV2 VIOV V2
e ¥ . 4 PR S D ¥ . E ~ .
A) iz B} 0’ <) 57 }10, )2

U kobarkaSkom timu igra 5 bekova, 4 centra i 3 krila Na
kolike se nadina moZe sastaviti prva petorka, ako u njoj
moraju da budu bar 2 beka 1 bar 1 centar.

A) 480; B} 340; C)792; Dj 120; E) 360.
b
Ako je a>b =0, tada je skup refenja nejednaline ax%—;< a-tb
Jednak:
. b b b ,
A} (—oo, 0)u(£, 1 B){E’ +w}; C) (G, ;}U(l, 4 o0}

D){g, 1) E){—woo,g)u(l, -+ o).

-

5 . .
Skup reSenja nejednadine log, \/Exwi >1 jednak je:
2 () o2 oy
A) (5, 1)u(1, 2}; B} Kz, i, ;O (5, 2)U(1, 2);

D) @ +Do); E) (1, 2).

Proizvod resenja jednading (/3 + 24/ 2F + (/3 —2+/2F =34 je:

A)12/2-34; B) —12; C) —16; D) —4; E} —8§.

25, jun 1993,

I \
05 : 12541 - 1%-—3) - 3

Vrednost zrazs i
!

2 /3
A}g; B) 2; C}i/i‘; D)y 3, By ..

e

/ 1 1

+1
Za svako a> |, [ —p—mam 4 —“,mﬁ---ﬁm-r_») : ( I+ \/ Si*)
€\\/a+\/&+i \/’a—v/a—ul —1

jednako je:

A) /@ —1; Bya-1; O Ja—1; D)@ —1; E)2/ala—1).
Alfo'jc: A (Xo. ¥o) tacka na pravoj 3x-—4y+ 1 =0 koja je najbliza
tacki B(2, 3), tada je x, -+ y, jednako:

i 24 14 43 17
A}y —; By—:; O - -3 —
)4_ )5, {’)3 D)(},E)G

Zbir prva ¢etiri ¢lana aritmetitke progresije je 92, a zbir prvih
devet clanova je 342. Koliko prvih &lanova treba sabrati da bi
se dobio zbir 8407

A)11; B)13; Q)15 D)17: Ej2i.

Neka je P(x)=ax?+ bx +c. Ako je P(0)=4, P(1)=S5, P(—1)=9,
tada je skup {a. b, ¢} jednak:

AY{L,2,41: BY{4,59) Of-2423}; D)o —1, —2}:
E){8 9, —1}.

Prava kx—3y--24=0 je tangenta hiperbole x? — y? =136 ako i
samo ako L ima vrednost:

AySili —5; BYtfili —1: Cytili—2; Dy2ili —2;

E}y3di —1.

A)l<x<5; Bjx<-Ziix>1; O —2<x<l;
Dj —1<x<5; Eyx< 2.

Ako su a+4ib, c+1id (a, b, ¢, d realni brojevi, i:\/:} refenja

Jednadine 2% = —15-8i, tada je a - b - ¢ - 4 jednako:

Ay15; By —12; C)i2; D) ls; E) —16.

Broj reSenja jednadine 2sin® x—2cos*x—1=0 na intervalu
{ —mn, n] jednak je:

AY6; B)3; Cy5; Dy2; Evd4.

187



10,

11.

12

13,

14.

i5.

Ako je a>0,b>01i a*+h*>=14ab, tada je
1 : .
log, (a+b)——i(log2 a+ log, b) jednako:

1
A)log, ab; B)O; C)E; Dy1; E)2.

U oétrouglom trouglu zadane su stranice a= 1, b=21 povrsina

P——wl—i _ Zbir kvadrata sinusa uglova trougla jednak e 17.
1

88

134 _ 352, 1868 88
39

28
=, B) = =2 D) E
5 i 9w’ i3 )

A)

Maksimalna zapremina prave kupe date izvodnice s jednaka Je:

: 2 3
A) 2ns? V3. B) ns® \/—3 C) 3ns® {w; D) 27cs3‘\'f

..... S :

Zhir svih vrednosti parametra g, za koje je razlika korena
jednagine (a—2)x* —(a—4)x—2= 0 jednaka 3, je:

9 i1
A)2; B -5 O D4 B

18.

7bir kvadrata svih realnih reSenja jednacine

(1) (x—2) (x—3) (x— ) =15 je:

44
A) 18; B)25; C}36; D)E; E) 23.

Jednadina x—a=2 gz\/}"i#aﬂ ima maksimalan broj resenja
ako i samo ako je: o

. 1 )
Ay a<0ii a>2; B)GS_—-ZlhaZ"—E; ) —2<a<0;

1
D)jal<l; B} ~~2<a<ﬁ2.

i6.

Osnovice trapeza ABCD su AB=8 i CD =4, Neka je N tacka
na stranici BC takva da je povriina trougla ABN &etiri puta
manja od povriine trapeza. Ako je M tadka preseka pravih AN
1 CD, tada je CM jednako:

64 40 49
A)13; B)-—; —; D v B)—.
)13; B O D4 BT
: 3 3 5 . 11 ;
Ako je ax?=hby*=cz® i :+}+E=l (x, v, z, a, b, ¢ reaini

—~ vammimmiﬁ
. L +
brojevi, e/a+€/l;+\3/g#0), tada je izraz vaxT by ez

Jar o+ e

jednak:
’ at+ b+’

C) 1+.f/a~—_b+\3/b—c+\3/c—a; D) Ne zavisi od a, b, ¢;

a+b+c
E) —F—.
) 3.Yabc

Na Sahovskom turniru uéestvuje 8 igraca. Svako igra sa svakim
po jednu partiju. U svkoj partiji, pobednik dobija 1 poen,
poraZeni dobija O poena, a prl nerefenom ishodu, oba igrada
dobijaju po 0,5 poena. Na kraju turnira svi igrafi su osvojili
razli¢it broj poena. Ako je petoplasirani igraé osvojio 2,5 poena,
ako postoji igraé koji je osovaojio 3,5 poena i ako drugoplasirani
ima manje poena od zbira poena éetvrtog, sedmog i osmog, tada
je broj poena prvoplasiranog i drugoplasiranog jedpak:

A)7i6; BY65i6; C)7i55; D)65iS5; ETis.

Vrednost proizvoda cos g cos 4;? cos S;E jednaka je:
A)- VIO Dy Y OB Y
)5 B) =g Qg D)ms E)l6



26.

1

90

Meka je S skup svih reainih brojeva x za koje vaii
62x*—35x +6

B2 T35 6x

d e fglu<b<c<d<e<f<yg). skup § oblika:

A} fa, blule. uld, I gk B) [a, Blule, dlole, f);

Cila, b]ule, djvule, f); D) [a blule, djule, +0);

B} (a. bluje, 4).

io =>3. Tada je, za neke realne brojeve a, b, ¢,

2. septembar 1993,

e N 3+420 : 0,1
Vrednost izraze (/{—~22 + /(=12 )% : N
s 2o 03125
(i 16 23) 31

jednaka je:
Ay —16; BYS4; O 6; D) 16; E)48,

—~2
e

21 2

Za O<a<b, vrednost izraza | 1-+ é(é) ——£<E) }
\ ;
A) 1 B)b-g_ <) ﬁé\z. D)“H'b. E)_‘{j:é
7 ab’ a—b)’ a—b’ b—a’

Zbir svibh vrednosti parametra p za koje je zbir kvadrata
korena jednadine 2x%—px—2p +3==0 jednak 2 je:

A}2; By —11; ©)26; D) —8:; E)3.

jednaka je:

U pravouglom trouglu tacka dodira upisane kruZnice i hipote-
nuze deli hipotenuzu na odsedke dufine 5 cm i 12 cm. Zbir
duina kateta je:

A)23 em; B)24 cm; C) 25 cm; D)lﬁ\/ﬁcm; E} 22 com.

Ako se polupregnik sfere poveca za | om, njena poviiina se
poveta za 8n cm?. Pri tome se zapremina svere {u cm>) poveda za:

i¢

i7
Ajdns B)m; O 16w D) 2% E?i_fﬂ.

.Fednafﬁina prave koJa prolazi kroz tadku 4(3,4) i normaia e na
pravoj 2x+3y—T7=0 je: .

A)3x—2y—-1=0; B)3x—2y+1=0; O 2x—3y+6=0;

D) 3x+2y—17=0; E}2x+3p—18=0,

Sva refenja jednaCine 4y/x+3=x+6 pripadaju skupu:

A) (—200(L,2); BY(=3,—1)u27); O (0.5);

D) {=3,00u(3.5); E)(1,4)U(5.9).

Broj refenja jednatine cosx=cos3x na segmentu [0,27] jednak je:
AjO; BYI; ©2; D)3; E)vediod 3.

Jednacina |x—3|+2|x+1]|=7

A} nema refenja;  B) ima tatno jedno refenje; C) ima tatno
dva reSenja; D} ima tadno tri refenja; E) ima beskonadno
munogo refenja.

X* X -

Skup refenja nejednacine

A) (— 0, 17U(3, + 0); B) (—1,3)u(3,+ c0); Cy{—1,+e0);
D) [3,+00}; EB)(—13).

Jednadina prave ¢ koja je simetri¢na pravoj p3x+4dy—2=0u
0dnosu na pravu §:—~x-+y—8=0 je:

A} Bx+8y+26=0; B)dx+3y+6=0; ) 26x+23y+26=0;
D) 13x+15y=0; E)dx+3y+7=0.

Skup svih refenja nejednacine log 2 log, 2 - log,16x>1 je:

f/}. i\‘ i If /
A) E_‘;g'rz"-ju(i,fi}; B) (O’E)u\%’g; C}(;i)
11y )

D} {13‘1}9 E) (Z;;jj

191



13.

14.

15,

16.

17,

18

15,

Resenje jednadine 4% — 3%~ 12 3¢ +1/2__925—1 palagzi se u inter-
vah

A)(—4,-2); B)(—-2,0); C0,2); D)(24); E)@6).

. . . .. . 1 .
Ako su o 1 f oStr uglovi za koje je tgocz-—-% i tgﬁug, tada je

«-+2p jednako:
A)30°; B)45°; C)e60°; D)90°; E) 135

Zbir binomnih koeficijenata treceg od pofetka i treéeg od kraja

tlana razvoja binoma (\4/ §+\3/E+)" (n je prirodan broj), jednak
je 2450. Broj racionalnih ¢lanova u tom razvoju jednak je:

Ayi;, BYg; )5, Dy4; E)3.

Broj 19931 se zavrSava sa N nula, gde je N jednako:
A)420; B)495; Cp450; D)440; E) 409.

Trocifrenih brojeva deljivik brojem 11 kod kojib je zbir cifara
jednak 14 ima:

A)T; BYS5; O3 DI EO.

Skup prirodnih brojeva razbijen je u. grupe na siedeéi nadin:
{1}, {2,3}, {4.5,6}, {7.8,9,10},... Zbir brojeva 99. grupe jednak je:
A) 501509; B)490901; C)511932; D)471981; E) 485199,

Ako su m,, m,, m_duzine teZifnih linijja trougla, tada je zbir
kvadrata duZina stranica trougla jednak:

4
A) S emiemd); B) 5 lm, +mytm )
4 2
) v3—(mam5+mamc+m,,mc) ;
1
D) g((ma+mb)2+(ma+mc)2+(mbmi'mc)2);

P
E) -g(mi 4wy +mE 4 mamy+mom, +mym ).

20.

’tv-.l

Skup svin refenja ntejednadine ./, Sinx + -\/ cosx> i igs

Aj pra kup (% o m N ’ )
J prazan skup; B) K6+2hn’ g:ﬂk:ﬁ:}; ) fzkﬁ;'%—i-:ZkR};
3w A
DY 2km; 20 4ok ) X 2km T j [
_ ( (2 +2knj ; E) (12+2kn, 12+2kn) (k je ceo broj).
L jul 1994,
Ako je f2x—1)=x, tada Jje fLS{x)) jednako:

Ayx2; gi=”

. x4+ 3
; O 2x—1; D) 5 B)2x—1)*; N) Ne znam.

Dat je pravougli trougao ABC sa pravim vglom kod temena

Ako je duzina visine CC’ iz temena C jednaka \jg 1 duzina
3

o 2

odsecka C'B jednaka ﬁ3, tada je poluprenik opisane krusnice

oko trougla ABC jednak:

:
5 V2, C)‘?- D)‘/{;

2
A) S
)3,

2 Ty

E) I, N) Ne znam.

Data je jednagina (kK —1)x 4-k— 1 =0 (k realan broj) i iskazi:
I_ Za k=1, data jedpadina ima besk
I Za k= —1, data jedna&ina ima vi
U1 Za kg{—1,1)
Taéni su:

onacno mnogo resenja.
. S¢ od jednog resenja.
. data jednaéina ima Jedinstveno reenje.

A} Samo 11 I1; B) Sviiskazi; ) Samo II; D) Samo 1:
E) Same 11 1li; N)Ne zonam. 5

Rastojanje centra kruznice x?4 2

+ 23— Ay d= o
M(—1,2) je: } 0 od tadke

AL Bl OW2 D)2 B)0; N) Ne zmam,

Izraz (81”2’)(81(‘2}_2) ima vrednost:

mg- — -
A)37%; By3-s. Ci37% Dyi; E) 3y Nj Ne znam



16.

11,

12

194

Ako i log,,5=a, log,,3=>0, tada je log,,8 jednako:

31—a) Ha+1) 3(1-—-a) 2—a 3a+1
Mty BTy 9501 Dty By’
N) Ne znam.

Wejednakost S—2x 1 tadéna je ako i samo ako x pripada
gjednakos i8> jea prip
skupu:

A) (wOO,Z)U[%A); B) [1,2)003,4); O (0,2)(3,4]:
D) [1,2)003,5); E)IL3}; N)Ne znam.

Odnpos visina dve pravilne trostrane piramide je 12, a ivica.
manje piramide je a=\/g. Povriina vede piramide jednaka je:
A)304/3; B)12/3; ©)16/3; D)20/3; E)24./3;

N) Ne znam.

Neka je § skup svih brojeva x, definisanih sa x,=i*+i™%, pde
je k prirodan broj a i*= — 1. Akup § ima:

A) 4 elementa; B) ViSe od 4 elementa; C) 2 elementa;

D) 3elementa; E) 1 element; N) Ne znam.

Najmanja vrednost funkcije f{x)=cosx +sinx je:
A) =1 3; B)0; C)—I; D)—2; E)~+/2; N)Neznam.

Date su tacke 4(0,a) i B(0,b), 0<a<b. Ako se iz tatke C(x,0),
x>0, duZ AB vidi pod maksimalnim vglom, tada je x jednako:

A)ab; Bab; ©%F 2 by Vab—a) B)b(b—a):

2

N} Ne iﬁﬁm.

Ako su x,, x, i x, refenja jednadine 125x°—64=0, tada je
X3XpXq (X, +X, 4 X;) jednako:

64 125

64
A~ B0 O D)oz By N) Neznam.

13

14,

15,

16.

18.

ig,

24,

Broj reSenja (x,y) sistema Jednading x + y =3, fx]<T 36 1 e
A)1; BY3; Qo; D} 2; E)4; N) Ne znam. h
Broj racionainih ¢lanova u razvo; i

Zvoju stepena binoma
(v/643/3)1994 e
A)334; B)330; 331; D)332; E)333; N) Ne znam.
Dat polinom P(x) stepena n{nz=3). Ako je ostatak deljenja

P{x}sa x—1 jednal 1. a ostatak deljen;i
i » @ ostatak deljenja P(x) sa x? jednak
2+x, onda je ostatak deljenja P(x) sa (xwg)le + 1;2&3322:&

A)x*+x; B) =% 4+x+1; C)3+4x; D) x?—x4+2:
E)2+x; N)Ne znam. ’

Neka je p ceo il d i
ep broj i as O’Z . Ako su x,=cosz i X, =gina

refenja jednadine 18x2 — . )
parova (p,a) je: € 16x7—6{p+3)x+p(p+6)=0, broj uredenih

A} vedi od 3; B)0O; O Dy2; B 3; N) Ne znam.
Zbir tg9“+tg81°+tg117"+tg153" Jednak je:

A) —3; ByI: O 4; D) 3\/5; E) ——E%\/_g; Ne znam.

;Neka je S skup svih realnih brojeva x za koje vazi

og?x smx——loguzx cosx=310<x<2n Tada Jje, za neke reaine
brojeve a, b, ¢, {a<b<c), skup § oblika:

A} (a,b); B) (a.b)u(b,c); C) [a,b7; D) La.byu(b,cT;

E) [ab); N) Ne znam.

. - . . o 2
Broj refenja jednagine 2cos? >

+x —_— .
3 — =343 e
A) vedi od 3; B)0o; Cyi1; Dy2; E)3; Nj Ne znam
U ormanu se nalazi 10 raziicitj ici

. : I . ih pari cipela. Na koliko nadins
moZemo izabrati 4 cipele tako da medu izab:anfmlkcc:}i I:::Il;m:l
bude bar jedan par iste yrste? petma

A} 2100; B) 3360; C) 1485; Dy 1530; E) 1440;
N} Ne znam. ’
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10,

I GLAVA

1. FUNKCIIE
L1. Neka svojstva elementarnih funkeija

) D={x|x € [-2,2]}, D=
b)D-T-{xI}CE[O,'i]}, D= {y|
¢) D={x|x (——OO,U)U(6,+°°)},
D={y|y € (~=, +0)}.

ye[-22
ye[=-2,2

c)Am{y]—«oo<y<2}.

1 <x<d4
d)x>§—;

f) 1=sx=<4,.

’l —_
Iskoristiti da je 0 < =1.
Skoristiti da je P

Rezultat je

Dz{x lx & [#,—1} U [1i~f~2ﬁ1_]}

Da bi se odredila nepoznata funkcija f, treba zameniti
arpumente:

X+ 1

X+ Lx+x byl

$a nOvom promenljivom,

recimo sa 7 jud,
ay fx) =x* - 5¢ + 6 ;

b) f)=x>—2;

T+ V1447
C} f@x) = o ;
®f®=&fJ
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1.

14,

18,

19,

200

Nekajex — 1 =1, tadaje
f@O=20+1)~3="2— 1 Akostavimo daj¢
(=x"—x+ 1,imamodaje

fEE—x+1) =22 —2r+1,a

FE—x+ D) =4 —dr + 1.

a) parna; b) parna; c) ni parna ni neparna;
d) parna; e) neparna.

Na osnovu pretpostavke, imamo jednakost

ax® + bx — ax — 1)° — b ~ 1) =x, ili

2ax - a +b=x.

Da bi poslednja jednakost bila identitet, neophodno je da su
zadovoljene jednakosti

2a =1, —a + b = 0. Odavde nalazimo da je

1
a=h= 5
TraZena funkcija ima oblik

2

_X L x_x@+ b
fo=g+y="7%""
Kako je
A

14+243+... 4n 5

sledidaje
fy=1+2+3+... +n.

Nekajef (x) = ax® + bx? + cx traZeni polinom. Na osnovu
pretpostavke, imamo jednakost
bt v —a—1P b -1 —c@=1) =x".
1z ovogidentitetasledida =1, ~3a +2b =0,
a—b+ec=0.
Odavde nalazimo da je

1, i1
a=5,b=5,e=1.
Dakle, traZeni polinom

¥ Y x x+D (2 +1)

f(JC) - 3 + 2 + 6 - 4 .
Ako u dati identitet zamenimo x redom sa prvih n prirodnih
brojeva, imamo:

20,

22,

23,

24,

25,

26,

HORFIOERES
f(@=f(y =27,
fG3)—f@)=3,

[y =f(n—1)=n>
Sumiranjem nalazimo da je

f(n)~..=12+22+32+...+n2m”(n+125(2n+1).

2n

a)o)ﬂ—g—; by w=2x;, ¢ w=umx; dy w=2m.

AmpiitudajeA =Va’+ b7, a period w = *27_5
}J

Date funkcije se mogu izraziti kao linearne kompouzicije izraza
sinpx i ¢os px.

Da bismo odredili inverznu funkciju, uo&imo njene monorone
grane. Data funkcija ima dve monotone grane, i to:

P fy=x> Ax<(

2° fx)=x" A x=0.

Iskoristimo li poznatu jednakost " (f (1)) = x , imamo
IVCIZau granc za

1° ) = ~Viay < 0, a za granu

2° Fleg=+VF Ay =0.

}skoristimo li poznatu jednakosi f 7 (F (x)) = x,
imamo

S (doga (x — 1)) = x . Neka je

logy(x ~ ) =r,tadajex~1=2"=2x=2"+1,
pajef -1 () = 2' + 1. Dakle, inverzna funkeija datoj je
Fley=2+1.

Analogno prethodnom zadatku imamo:

201



32.

202

FIEF -1 =x.
Smenom 3* — 1 = ¢, nalazimo da je
x=logs(t+ 1),paje

I Ho) =logsr + 1), ilif '@y =loga(x + 1) .

e =5

fﬁl(x) = log, (x + V}Tff) .

¢
) = e — 2

X —

D={r]x € (=, ~1) U (L +=)};

3
— ¢
Flley =1+ (x+2)

Na osnovu definicije inverzne funkcije, imamo funkcionalnu
jednadinu

s vire + V- Visd)=x.
Neka je Vx+m+ v, — V1427 =,

Primenom identiteta
(@ + by =a’ + b + 3ab(a + b) , imamo
x4+ V142 4 =V14a?+

+3V()c 4+ ¥ 1-§-x2) (x— V14 2" r:t3,0davde

3
£ 3t

e S St
Zamenom u funkcionalnoj vezi

-1 _ i +_§I-‘
f (E) - 2 *
nalazimo da je

3

-1, x4+ 3x

f (x) = 2 *

ay Kako uovom siuéaju na osnovnom periodu data funkcija
ima dve monotone grane, tada je inverzna funkcija za datw:

34.

35.

3s5.

- 1 X i 2
Loy o 2 .o ,
7 3arc51n2/\—6<}<6,
~1, 1 . X F i
Tpy o :

f {x)-3er51n2f\6<)<2

a) x & (—oo, w-Zj| U [%,+ w); by x & [—1,3];

o x e [mz, «-%] U [0,2] L dyx & [~05 1)

) x3=—1;, xr=4; b) xp =2 xp =4,
a 2n
F=3.735

b} Na osnovu definicije kvadratnog korena, imamo
y= fx— 1| +]x + 2] . Odavde dobijamo:
1zax<—2,y=—-2x — 1;

2 =2=x<1l,y=3

Fraxzl,y=2x+ 1

Grafik je prikazan na slici 6.1.

bed

L
[
¥

2’
{re 3 .
X &= o, ve= —sin 2y,

Grafik je pri

7T 3
9 Lax [0,*2—] U [fm ZJE:I y=sin2x,iza

(azan na slici 6.2.
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44,

41.

42,

43,
44.

46.

7.

48.

49,

56,

204

e
q
Had
2
3

SL 6.2

x+ 7
e+ 17

fey =

fEy=2+3 4

D FI) =~

o b} x=~2; ¢} nema reSenja.

x(1+ 52979
Iskoristiti reSenje prethodnog zadatka.

a) (=2, —1) U (0, +ew); b)x =w;

) (VI -1 U (% 4wy, d) a € (~1,0) U (1, +oo).

a} ix| <4 (Dokazati da je sinx - sin Tx# 1.)
by Parna.

[5,0) U {4}.

Jednakost je tacna, §to se lako dokazuje. Za dokaz suprotnog
tvrdenja stavimo u (1) umestox, -x 3, tada (1) postaje
(2) A (=x —D+fEr+D)=x+3 —4@+3)+4.

Iz (1) i (2) nalazimo da je

(N 2fx+2)=x"+6x+7.

Zamenom u (3), x—2 umesto x imamao:
1 ) g 2x— |
SE)=g (=246 (x4 )=

51,

4,

55

56.

d=b=c=0.
X -2
Akoie = ada i
}x+1 Z,tada je
L zAE x4 1 1(_ \
“le—z Xu_z«w;\z;ﬁ_k,z#(})h

Data funkcionaina jednacina postaje

(0 _fG}+2f&>=%i3»

1
Akou (1) zamenimo z sa —, dobijamo

1 1+ 2z
@ ﬂ@+2ft):z_l_
[z (1)1 (2) nalazimo dajef (2) = ;éﬂs .
31~z
Dakle, trazena funkcija je f (x) = f’ﬁ +%.
S2{L - X

Tacno je tvrdenje pod b) f3 = 1 =fa=fa=fs.

Iz definicije niza funkcija nalazimo da je

AE=FE = =5,
x -1
@ =fim=.. =
W =fE = =t-x,
f@ =fo@=...=—>,
@ =fu@=. . =21
X
1

Jfe @)= = = o

Qdavde zakljuCujemo dajef, + ¢ (x) = f,, {x) . Kako je 1992 de.
Hivo sa 6, sleduje da je

fo{xy=fio(x)=... =fom (1992) =

19927

.



58.
59.

60.

61.

62,

63.

1.2.

64,

65.

60,

67.

68,

69,

76.

206

F(3)=625.

Tadan je iskaz ).
Tacan je iskaz e).

£ +f(;1:] =12.
F(1)y =20,
xlggmziﬁ,

a) 39, blxie=+2,

Graniéng yredaost funkeije

a) é(ey=
d) d (e) =
0,005,

ay lim (x

ER]

lim 10 =5
-’f""°°1+l/1_.];9 o
X

5i by o=

£

3
5

b) = dy 1

‘ 8 )

h) _3’ (’) 0

by ; ¢ —-%‘Q

by 0.4 ¢ ~1:$~

T e —

v X

1 .

9 g1 @) 24Va;

—2+Vd+e; ¢ d(e)=3¢;

1())6
V5% — 1&?
ey 2

71,

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

. Sy 90 1
3) b > b) 6r L) 20’ d) — C) :i; [) 4
2 1 7 T
a) 35 b ; ) 5 ;o
3 )21}2_ c) d)3,, eyd; NQ5.
1 a+b a-+b
d — N r
)2 b)zf“ 9 2
. . i
ay 4; b)1; 02 Ay cj2cosa; fHceosa.
1
a - by =- S i =
a) —3; by-2 AL - 2
2 P T DB e e Do
V2
a) 6; b)) —
) ) 5
a) cos’a b) l.
4
ay 1,
1= cos (1~ cosx) 1= cos (2sin %
by lim 7 " e lim — A
x>0 X v -e [} }(4 -
4
2 sin? (a.m2 “f*) st f:"]
1i 2 .1 2
im 3 = {im = .
X - X xw{)g _{
2 J
e )2
=2
sin =
(sm 2) 1
Lo X _8
S ——
"5

207



2 : 3, 0,5 -
80. lim P, = lim Zr¥sin = = 2. 90, a) &*; by 05
F- ] X :
. - L 91. a) Smenae" ~1=1¢; b) Smenag*~1=1.
niim; a, =niimw Zrn sin o= 2rm. _ } )
%1 2 92, a) Iskoristiti prethodni—zadatak pod aj.
- ) . Rezuhtat je - 2;
; av by by Jax — by _
82. %. 5 b) Hm T =lim € D
: x=+0 PR X
83. Primeniti obrazac . 3o i : br (o~ b)x N
an__brI:(a_b)(a"“l-{_a"_“h—i—a bt b ) ]ime (e )(a b)=a‘—b.
m X0 (@ —byx
Rezuliatje —. - : '
! | ¢ —1 e -1 1
n - : 23, lim siny lim P = 1;
84. a) €7, b) e =0 x>0 Sin:
' X
nop 5 1
85. aye™ 5 Db)e. ) Ina smena - =/
86. a) ¢, b) 10loge. 94, 1.
87. ay L, by L s o TE
: o5 - 2cosx~—1/§“_i, 2 |cosx cos ¢ _
88. a) ; - vz Lﬁ #eZ =
X
2 * A 1+ (20 D)
' +x+1 : Fr—x -1+ _
89, a) hm. LM) = lim ( K —x e —4 sin (£ + —J—I—) sin (£ - f__)
xwom WX —X — v o> o0 - ’ lim 2 12 2 12 _
. 242 )x _ ; o ] s T o : ‘./m
xii_nl (1+x2—x—1 ) -~ x=% 2sin (EE""E) cos (1—2—2)
L1 2d 1 ,
A s I v+ 2 P ex =1 B !;2 : ‘ Y -
= lim (1+mfz~—r—fﬁm¥ I : 2 sin 5+
x o o ¥ —x = ' lim P
; hid N
Orvde smo iskoristili da je : x> COS (12 )
1
1 V@ by V2
im (14 w) =c. .
Ty~ m\ f(}) 4
b} e’




96.

¥,

28,

99,

100.

101,

10

.. & —cosx
ay lim ———— =
xo ) x
. ¢ -1 1-—cosx 3
= [im rane 3 =7
xen {3 X7 x- &
by 1
Ve

Smenax =7 + ¢. Akosuaib oba parna ili oba neparna, dati
: : a
limes ima vrednost 5
Ako subrojev. a i b jedan paran, a drugi neparag, dati iimes ima

d
vrednost ——i—.
2

H r
. Yeosax ~ Veos by
lim 3 =

4
A

x -0

1~ Vcospr — (1— Vcos axy
5 =

= lim
T x°
. 1 — cos bx
== Jim > m T
¥ 0 x (14 Veoshe 4 ... 4 ( ﬁcosbx)
. I Ccosax
— liny =

=0 x (1 + Veosar 4 ...+ Yeosar Y !

Pri racionalisanju koriS¢ena je formula
A= =@ =)@ d" T b+ T Y

. 1
sin (sin . sin{sinx
a) lim SRy (sinx) sinx
20 X cwp Sinx X

. : .2
b} arcsinx =t =x = sins. Rezullat jes-

102,

163.

164,

105,

106.

107,

108.

109,

116,

i1,

a) gmena arcigy = ¢ Rezultat je 1.
b) 3 (skratiti razlomak sa.x).

a) Smenaarcsin (1 — 2x) = 1. Rezultat je - 0,5.

b) Smena% -~ arc g

X+ 1

= ¢ Rezultat je 0,5

L.3. Asimptote krivih linija u ravni

a) Vertikalnax =2, kosay =xv — 2,
b) Vertikalnax =0, kosay =4x 1.

a)xmzzo’xmy:(};
b)xx]-’x=“1,y:x.

3)){:«-—1, X——2y=0;

b)x:l,xm—lyy_—__}-’ €y x = 2.

a)x:O,x=2,y=—1; by x=0,vy=1;
<) xmgw+kyr,kEZ.

211



112.

113,

114,

115,

1i6.

a)xmz;—+k:fr; byx=kn;, O x=ku, keZ.

ayy=x+1,x=0; by=1,y=-1.
x=0,x=n,x=—m.
x=2 , x=-2, y=1,y= 1,

x=~—~1,y=x~3.

117,
118.

119.

£20.

1231

122,

123.

124.

135,

126.

II GLAVA

2. IZVOD FUNKCIJE
2.1. PriraStaj funkcije
Xp=1.
Ax=0,01 Ax=199 .
f=45°.

4y
== 5 .
=452

a) x=999, Ay=3; by Ay=1, Ax=45.

Ay =0,99485 .
x

As As As
'''''''' =1 Sl' ¢ R : — o= N :
oy 10+ 10r+ a) Iy 215m/s; by 7 2105 mj/s;

A .4
9 ”ZLP‘IO’OS m/s; u(gO):hmﬁmzlo m/s

I At~}
X,=2q
a) Kako je lim f{x)=f(2)=5, data funkcija je neprekidna za x=?2.
x—+2
b) Neprekidna je x=1.

Primeni definiciju 2 neprekidnosti lim Ay =0 .
Ax—=0



127.

128.

126,
130.

131,

214

fix), xsD,
TraZena funkcija je F(x)=4 1

3 » x=1.
Sy, x#0
F =
) {0,5, x=0.
a) a=1; by a=-—6; c) a=4.
Primedba 1. Ako postoji konaéna leva i desna grdmcnd vrednost

funkeije y=f{x) u tacki x=a i ako su ove dve grani¢ne vrednosti
razliCite medusobom, tj. fla+0)#f(a—0)}, tada se tatka x=a
naziva tackom prekldd prve vrste.

Primedba 2. Ako u tacki x=a bar jedna od jednostranih grani¢nih

vrednosti ne postoji, ili je ova beskonacna, tadka x=a se naziva
tatka prekida druge vrste:

a} funkcija ima prekid druge vrste za x=3, jer je

. x . ) x
m ——==co 1 lIm —r=4o0;
x—+3-0 X—3 x=3+0 x—3

b} x=21i x4 prekid druge vrste;
¢} x=0,x=—1 1 x=+42 prekidi druge vrste;
d) x =g~+ kr, prekidi druge vrste (ke Z);
e} x=ki, prekid druge vrste (ke Z);
f} x=0 je prekid prve vrste, jer je
im %=1, a lim .

P 1=
1+5=

Data funkcija ima tac",ku x=0 za tacku prekida prve vrste, jer je
1 1 T
f(+ 0= hm arctg o, fl— O)M hm arctg~—m§‘, 1.

fi+0) # f( 0) U tdel x =0 funxf‘ua nije definisana (sl. 7).
iy

s

\M!

Si7

133.

134,

136.

Za x=0 funkcija ima prekid prve vrste.
2.2, Izvod funkcije
o def /2 (x4 x)—3 — /2% - 3
L
2x+24x—3~2x+3 2
= lim e == HITY T S
a0 /§x+2Ax 3423 4r=0 Jax 4 24x—3 4 /2x—3
"”ZELT:;
2
b) )= s
Jdx+5p
Jp— .
7 )def. VX Ax = Jx - lm Xt+dx—x
a) Fix) = hm —
dx-0 Ax vty (x+x x)2 ~l~\/x(x+Ax)+ﬁ
. L _
Ax0 /(x+ Ax)* + \/x(x+_1x) +- /x 2’/x2
i 1
by fly=m— .
(x—ay’
d
a9 :r?f i (x+4x) s1n(x+4!x} X qu _
mmu Ax
- lim X (8in (x + AX) —sin Xj-+ x sin{x + 4x) _
dx—{ Ax
e x%ﬁx%ﬂ' Lo XA Ax—x ..
) cos - 5 sin 5 + dx sin(x + Ax)
= ]im - =
Ax—0 Ax
dx . dx
xXcos{x+ ——sin 2 }
T 2 o e e i
lim ix -} Afifill’(Sin {(x-+4x)) =x cosx+sinx ;
2
by f{x)=cosx~xsinx.

215



137.

138.

139.

14¢.

141.
B42,

B43.

i44.

145,

F46.

216

def . {(x-4x)* sin(2x 4 24x)— x?sin 2x _

d) f (X) - ;x-al) Ax

tm X gsm {2+ 24x)—sin 2x)+ 2xA4x (sin (2x +24%) + Ax* sin(2x + 2 4x)
Ax—0 Ax

_ pim XG0S Qx4 AY) sindx L Q2x+24%)+
Ax-+0 Ax Ax-+{

+Alimo Ax sin (2x+24x) = 2x* cos 2x + 2x sin 2x ;

b} f{x) 2x cos 3x—3x? sin 3x .

a) [ (x)~—w::, b) f(x)=3x.

3\/x \/_
a) y'=30x"—15x*+4; b) y'=12x2—4dx+41.

2 1
a) y W«f' /;i“";;";;

1 16 3
b) y’:‘ ._|_._..W,AN_:.:_*,___.‘;

3% xy/x e
a} y'=4x7; b) y=(x*+x4+1)(5x*—x—1).

a) [(x)=6x?+14x+1; B) f7(x)=2dx3+22x.

a) [ (x)=2x cos x—x? sin x:
by f{x)=3x? sin x+x> cos x.

a} [’ (x)“gagi; by f(x)=2sin® x.

i )= 2B Vo) e
) f{ ) ( I)y_a b) f (X) (x+ )2= C) f (x)—(zmmxz)z'
. v =& oy ey T —1
= s 2 b) S (x)= “+W.

147.

148.

149,
150,
151,
152,
153.

154.

155.

156.

157,

158,

159,

160.

161.

162,

2

2 f(X)m(cosxfx sin x}z§ b) f'(x}=€x<af031ﬂ x+(1 “*xz)m;)-
r=ﬁmn1___. cen sint42
a) y I—sin x° b) ()= T (142sin?’
[ (t)=tarcig:.
f{—1=-20.
3)=21.
=1
£1(3)=26.
oo _W%Msin x o n
re= e r(3)=es
[y = 1—5}11 2x ’f(:"%{) =22+ ’*@:)«
'] \/-3 —
()
S= s =

@ STy

Fe=r s Fo=t.
f’(ﬁ)w&ﬁ—ﬁ.

o=

cosZx’

i
1—sin2x’

S (xy=

f{(x)=cos 2x—sin x.



163. [ (x}=cos x—cos 2x.

—7e*
164. f ( } (?:5)2
. 4
. 1
2
167, [ )= 5
' 1
168 7' x In*

125 1
17¢. A(S, —3—) B(~-~l, 3>

171, a) Poito taika A pripada grafiku date funkcije, imamo da je
ye=2 0223 - 242=4. Pa je 42, 4).

Izvod date funkcije u tacki 4 ima vrednost y=4x—3=4 2—3=5.
Primenom obrasca v—y =/ (x;)(x —x;} dobija se jednalina tan-

gente y—4=5(x—2); Sx—y-—6=0.
b} Zx—y+1=0; gy x—y—1=0;

172, 3x+y+6=0.

173. P(6, —3).

174, A0 1), B(2, —3).

175. Tx—4y—17=0 1 189x—108y—209=0.
176, 10x—y—11=0.

177, Jednaéina tangente je y=2x41.

218

dy x+y—n=0.

178.

17%.

186.

181.

18z,
183.

184,

Primedba. Ako je M (x,, y\) tacka grafika funkcije y=f(x), prava
koja sadrzi tacku M i normalna je tangenti date funkcije u istoj
taCki M naziva se normala date fUIll\Lle u tagki M. Jednalina

_ normale u tacki M glast y—y, = (x—x,).

f(l)

Jednaina tangente: dx+y—8=0,
Jednadina pormale; x —4y—2=1().

Jednadina tangente je: 2x+2y—m=40, a
jednadina normale:  2x—2y—m=0,

Za x=0 f(0)=cos?0=1, dodirna tatka ima koordinate M (0, 1).
Kako je

2
f’(X)=—Smw-f: za x—0 lim f'(x)= —1 =k (r je lim %fml).

Jednadina tdngente je y=-—x-1, a normale y=x-t 1.

Prava je tangenta parabole ako imaju jednake izvode. Podto su
izvodi y'=k i y’=§’ imamo k=Y. Ako se climinitu x i y iz
sistema y=kx+n A y?=2px A p=ky, traZena relacija je p=2kn.

E2+4dan=0.

Jednadina tangente date hiperbole u bilo kojoj tacki M (x,, ») je
Z

y—yi= *2%% (x—2x;}.
(rdsedel koje tangenta odseca na koordinatnim osama su:
7x1)_{_1k+a X ‘_,11 W Jrawx1
az 2)»;2
Povriina trougla je p=l 2l 'yzl +eh) X (2x1y;+a =
2 a 7%

1

_(2xpy +af) (207
- A

=g?, ¢ime je dokaz zavrien.

Posto grafik sadrzi tacku (0, 03, sledi da je C=0.

Prvi izvod funkcije je y "= 2ax + b, 1z uslova da grafik ima tangen-
te u tafkama sa apscisama x=2 i x=13, imamo:

4a-+b=0 A 6a+b=]1. Odavde nalazimo

i ‘ , , x?
a=3 b= —2, trinom ima oblik yx~§~m2x.

219



185.
186.
187,
188.

189.

196,

191,

192.

193,

194.

195,

196.

197.

198.
199,

200.

220

)= —x?—x+2.
() =x2—3x+4.

a=4,.

Bx—y+12=0; 216x—27y-176=0.

X=2y4+9=0; 2Tx-—-34y—T7=0.

C
A(l,s),B(_l, 53)
397

Ox+9y—38=:0,

2.3. Izvod sloZene funkcije

a) y'=12 cos 6x;
a) y'=2x{l—x)je ¥
a) p'=02x 1) * %,

1

. ’ T e e %
a) y T
a
a) y' =y ;
) .} a 2 — 2

a) y'=4 sin’*x cos x;
v =31g"*x.

y'=ctg 2x.

b) y'= —20 (1 — 5x)*.

i
b) p'=
x*—x
, 2
by y'=1"27

b) ¥ =cos’x.

201.

202.
203.
204,

205.

206.

207,

208.

209.

210.

212,

213.

214,

215.

¥ =tg’x.
y=tgix,

y'=ctg xcos?x,

i
Y irr 1y

S

v =In(x+/1+x%).

y'=+/x2+a’.
, 2ax
a) T x'4a?
, 1
aj y =Tixt x#1);
, 2a
aj y P RpeE
, 1
a) y =
-
2) . at+bt
YT rr a2+ by

b) ¥y =
)y (D,

2
b) ylzf"""-:m
V1-4x?
2
b) pi=
)= (d<y)
I
b S oo
)y T4+ x2

1
b ’:“ﬁul“_!y_ 0 .
)y —= {O<x<a)

X

b) yfr_earcsin * .



1 230. Prvi izvod sve etiri funkcije je »'=0.

T, yi=— e (x£41) ygy @R 1)sin2n-+1)x 25+ 1)sin (2n— 1) x
71 ‘ 232, 4 sin? .
S~ x
xE . : 2 -
218, v'= —. 1 8in 2nx s10 X —Sin®nx cos x
l1ex : 233. Sinix .
219, y'=./af—x*
220 y’z ”‘T)f = 235, d) y’: WE; b) y’x
«V/xz—ka)' ¥
x ? bx? #x
1. ¥ =, 236. 2) y'= ———; b) y =",
221. y N R A 2y
g 5
. xP—3x 217 )y g XY . S
222‘ f (x)= x4 —Mim,‘ | 5-37. d) y - x+2ys b} }’ yZ__ax
_ 14y2 y{§ —x%—y*)
21 P2t b} plamir Y
223. ’-“/xx -------- DW=y T T < )
. 239, y=x+45.
24, ym 2 :
ST 240. 2x—y+1=0 v 2x—y—1=0.
{ i y
s 2 241, o=90°.
225, ylm———.
1=x 242. a=45°

243, o=90".

27, yim ] 244. a=90".
| 245, @=90".

228, y'= ggjg; . 246. o= 60",
o | 247, a=60°.

220 Y= Gty 248, o=45°.

222 223




249. o=60". 2 ‘
3 264. a) "=y b} y'=4sin2x.

250, o, =90, Oy == AICEE R *

265. Kako je f'(x)=¢"(sin x-+cos x}; [ {x}=2e"cos x,

251- f}!1=90°’ 552:{13345‘:, ! f’”(x}:z?;ex(cos x——siﬂ x), Ondaf’(0}=i,f”(O)mE,f"'(O}zl

252. Date familije krivih obrazuju originalnu mrezun ako je ugao

preseka o =90°: ] 266, a} y'=cos x=sin (xw{rg\
a) Preseéna tatka je A(bVa 2\//;)). Iz y* =4a{x-+ a) nalazimo 3 \ /
2a 2a | "= —sin X =8in (x + 27&)
fmm = e (e kg iz Y =4 (b —Xx) nalazimo z ¥ 2 )
Y T e p= o aiz 7= db(o=) 2
T
2b 2b PRLAp— — f o Q] ; 3._
y’m—-'““=~—“ﬁ="—\/§”~—"k2, pa je ki ky=—1. 3 08 X mn(x—!- 2);
y o 2 a : / A
Familije datih krivib se seku pod uglom o=90°, Sto znadi da y# = sin x-quxﬁui ----- )
obrazuju ortogonalnu mre?Zu. = Y
b} oa=90"; c) w=90°, . TrmmmmssT T T
3 ¥ = sin (x e );
253. —~5<x<0. 2
254. m:arctg.ﬁ), y=9x--2325, b) p == cosy (x 4n g)
255, a=arctg 3, y=2x+3. ( i)"“ il
. 2ET. 4 n) ng = 2» . k S) e o ,,77";:“_'_ :
256. f7(1)=0. T.oa) Y=y ) =
: -ml)"*lnwz'
257. Uputstvo: y'=35x*+8>0 za svako x. ‘ g) ¥ = (_7;5 -------- )

258. A0, 2. . . . . -
8 ©.2) 68, Ako diferenciramo datu formuly, imamo 2x+ 2yy'=0, ili

259, p= - x+2.5. 5 X+yy' =0,
: Ako poslednju jednaéinu diferenciramo ponovo imamo
: . . .‘L‘f‘}”z
260. a) y” \/l 2)3 b) p" = (dx?— e : P phyy”=07 iy -,
+ :
Kako ic v’ x m\/iz N drugi izvod izradonati
261. a) y” =2e*cos x; b) y"=de?*t1, vako je y :A; i y=+/1l-x7 moZe se drugi 1zvo¢ izrafunati
4 i kao funkcije od x, y”
L "o o b "
262. ) ¥ =g Rt gy
" 2 sin x " 2x
263. d) y cos x S b) y = M(T—i-hjm(jz—)z

INA



226

272,

273,

275,

277,

278.

279,
280,

281.

285,

285.
287.

288.

3 .
xe{—oco, 1)U(§, 2){3, + e},

S

a) dvm = Aj; b} deﬁZ(l——COS 2x‘} dx .

a} dy= ~—f—2 : by dfig)=>b sin(a—bp}de.

ix by df a’dx
x+/xF -1 )= i a’)

a)a=-3,b=-9; b) 12 O x & (32 + V5).

as=1.
2(i—a)
3a

B

""i: }’ xzx

a,=—1, a;=—5.
foy== 1, ky=—06.

2 4. Primena izveda pri odredivanju granine vrednosti
Lopitalove pravile

Primenom Lopitalovog pravila dobija se
. sin3x . 3cosx 3
o fm T WM T2

28%.
290,

295.

ajn; b}Z.

: ) g .. .
Primedba. Ako se neodredenost » G« ili » — « ponavla, potrebno
oo

je Lopitalovo pravile ponoviti vife puts, dok se neodredenost ne
eliminiée, tj.
¥ ) * x . f!.’ x
L < N

) xagix)

xa g (xs

a) Potrebno je Lopitafove pravilo ponoviii tri puta, t.

. —eT X e te =2 e—er o e’
fm e T2 i S T £ e e 2
0  X—8IO X  x=~0 l—cos x  x~0 Sl X s COS§ X
b} Q.
a) 12, b)é
1
a) —-; biln -
8
Ovde je neodredenost oblika » 0+ o «. Medutim, ona se transformise
) O ., o C
na neodredenost ablika >‘>—(j<< i » — « na ovaj nadin:
v o]
Inx | 2t
iim x? inx—hm = lim (s )= 0
x—0 e, S R S R
-
by 0,5. x
Ovde je neodredenost oblika » 0%« ona se transformise na oblik
o0 , . .
» — « logaritmovaniem, 4. 1
& inx x
A=lm x¥<=lnd=Inlim x¥=lim x lnx= hm e 13
x—0 x— 0 x—Q x—=0 i
X x*
ml'mé(—x)mo. Odavde sledi da je InA=0<>4=¢"=1, dakle.
]izr(x) X =1

Ovo je neodredenost oblika »oo— oo« Posle svodenja na zujed-

ni¢ki imenilac dobija se tip » 0 <« 1j.

nx+l—1 .  x

) x 1 xlpx—x+1 .
lim (== am @ — e mm L e = i e == (0,5
sl x—1 Inx’ s u—l)uu x~1 x=1 x=11 1
Inx e -
X X x
b —1



396, a) —5; b)0S 30%. DBrzina zagrevanja tela je prvi izvod temperature T po vremenu 1, ©.
. d) - 3 R | .

; TH{ty=041, odavde T'101=04.10=4. Dakle v trenutku =10,
297. a) _1 - b) 1 telo se zagreva brzinom Cetiri stepena u sekundi
\/e ’ €

; 316. 3 stepena u sekundi
208, ayi; b) —1. i

2

. f .
296, a)1,5; by4. 3t sin= 10+20tw% , 0v=20—gtf, W= —g U maksimalnoj taski
20
1 0=0, ft=-=204g; 5. =3038 m.
300. ajg; by —1. g
301. ayoo; b) O 312, Put s koji je centar C tocka preSao za vreme ! jednak je s=rf
30%. ; . . L ) 1 . ’
1 : {f# izrazeno u radijanima), pa je s=r (z+§r2). Brzina centra C je
302. a)2; By ' p=§{t)=r+rt, a ubrzanje W=r.
303. a)l; b) L ' 313, 1="908:=08.8=64 (A/s)
- 2 ,\ryg ; Wt hate ,mdf_ E = U0 == 0, ! R
3.5 Primensz zvode u prirodoim nsokama '_: 314. 35 Afs.
304. Brzins tatke u ma kom treputku tiv=s'(f)=6t"+2t. 315. Brzina o(f)=6t+1=6 -4+ 1=25 m/s; kineticka energija E).l_ me =
Brzina kretanja tacke u trenutku t=4:op=5"4)=6" 4242 4= |
K o, . 2
=104 m/s. - =5 10 -25%=322517.
Ubrzanje u bilo kom trenutky 1 je W= s" ()= 12t + 2= 5" (4)= . |
=12 - 442=50m/s. : 316. 20000 J.

5. p=s() =12 —4r+3, Weg (1) =21—4. Telo menja ey u trenutku
kada je V=0<1? —dr+3=0=i=1vi=3.

2.6. Monotonost, ekstremne syrednosti, konveksnost, kenkavnost,
prevojne taéke funkcije

4 dobiis - edpabine 3i7. a3y Za xe{—co, - U, + m}__fugkcija raste; u intervalu
346, Moment susreta dobijamo 12 jeGhacme 2 e T S e e e s et
! 2100 —Stest=—5vi=20 konveksna. Tacka P (0, 0) je prevojna tacka.
2 £ - B « b) Monotonost date funkcije prikazaga je tabelom:
Brzine u momentu susreta su b= —5vo=20. 1““’ 2 s e
: X 3
307, 1=35 5. ‘ })1 f max | min [

4 . Lo
Za x <y funkeijn je konkavma, a za x>- konvekspa; tacka
308, r=15s.

[ES RPN

lalals]



318,

319.

325,

324.

)
L0
<

P 4 16) je prevojna tack
= : a tacka.
(\3 2']}’] P )

a) Za x>0 funkcija je rastuéa, konkavna je 1 nema prevojnih
tacaka;

b) Stalno je rastuéa; za X <KT7 je konveksna, za x> kn konka-
vna. Prevojne tatke P (k7. 0), ke Z.

a) Raste u intervaiu {—1, 1), opada u intervalu (—co, —i)i
(15 + Cx}} .
T 3% am T
b} Raste za —— <x<—; , opad <
) R 4 4P 4
a} ymn)g:?) L3 X = l, me= """‘1 za xzr-l .
N 5
b} ymaxx; Zi -xml:yminﬁ_g 2 X=3 .
3
'cl} ymin=2 a X = il 3 b) ymame za XmO .
J.’m.ng Za X =4

7T

I 57C
/27 xm= L Y= /L Ea Xx=
Vmax™= &/ &, b 4 Ymia \/ Zd 4

7 \ in
Ymin = —~1za sz ) Va3 Z8 X :"2”
. -4 .,
d} ymd‘ ‘;2 w R=e 3 3"min"“0 Za Xo=
b) yan=4e T za x=—2; Yo =072 x=1.

Jednaéina v’ =0 <> 3x% —6x + 6 =0 nema realnih refenj, ito znadi
da data funkcija nema ekstremnih vrednosti.

A su dimenzije pmvougaom]\d x 1y tada_je_ povréina
{x)= xy——\cvéh' —x? = arix?—x* jer je 1?-—\,/4?/ —x* . Fun-
kCIJd P(x} ima maksimalon vrednoest kada 1 “uzmcn

fix)=4rfx*—x* ima maksimalpu  vrednost. lzvod funkcije
'~ . . .

Fi)=8rx—dx’ =0ex=0vx=ry2. I\idm%iﬂldiﬂ{)! vrednostl
odgovara x=r+/2, druga dimenzija_y=r~ 2, §to zoaéi traZeni

pravougaonik je kvadrat stranice rS2 L P2t

327. Analogno prethodnom =zadatku, dimenzije pravougaonika su

m=ay/2, n=by/2, P

= Zab .

328. Ako e M(x, y) bilo koja tacka elipse (sl. 8), tada je

PO)=5(b+y) (67~

¥, P

L = .. 3
(snovica je a+/3, a visina T h.

b4yi Fi i

JAN

329, Ako & M {x v} ma Koja tdcka parabole (sl 9.}, tada

v —
Piy)= an—; \/6ap aP,, ——¢6ap.

5L 8

2
Dimenzije su —

Bab\/é

A
¥4
/&'/V!(X,YJ
f// al x
VL aex
\f o
M
5L 9

Je&

336. GOspovna ivica kutije le a—2x a vising x (sl 10). fapremina je

Z o 3 2 " e [41 2(23
ix)={a—2xY¥x=4dax’—4dax® 4+ a*x, a visina kutije x=— . ¥ =" .
P S 27
X1y X
X, ]
:’(
{ G-2X a
F A A
! =/
e Q= 2K e //h,/
? !
‘ i L. 8L t:/

231



334,

83
£
tn

336.

337.

ta
L3
&

339,

vy

Vix)={32—2x} (20— 2x)x —4x? — 104x + 640, x=4, V =1152cm*
/3
Manja osnovica je r, a visina ALy

Ako sa x oznadimo poluprecnik valjka, tada je

R
V&):%ﬁ (Rx*—x*). Poluprecnik valjka x=~2~§- , vising h=—,

3 3
_ARMT

Mmax 27

Fid
Neka je x visina kupe, tada je V{x)m-é- (2Rx*—x%}. Polupreénik

o o 2RVT L 4 32RT
kupe jo r==—3-", visina x=3R , V===
x=t 4 g= 2R—\/§ Vo o= 8R°H
T 3 ! - ' max 27

Br
7z e R3.
Ilﬂln 3
4R*/3 . . 2R3
a) Vo= . ;/ z , polupre€nik r=R \/g , visina x:m.m;’,’,,,, ,

. R{/2
b) M, =2R%, visina x=R«/2 , polupretnik 7‘3\2/: .
M(“‘z/")‘ , h‘/z) P =ab.

Neka prava koja sadri datu tackn 4 odseca odseCke x iy (sh 11).
Tada je povriina trougla

i
P"—'}; Xy .

Iz proporcije x:y=(x—a}: b proizlazi da je
bx bx?

y=_—_, pajg F (x)“”—‘ﬁ”(j;**

54011

34¢. Neka je osnovica trougla AB=2y, a visina CD=r+x (sl. 12}
Tada je

Plxy=/x 41y ),
odakle proiziazi da je AC= AB=BCx=r./3 .
‘ C

Sz

341. Ako je visina konusa x a poluprecnik r, tada je

- — _ p? ‘

Perlntrny/r2+x? . Odavde je rzx;t(niing};) Zj;prelmnajl
_— Px T \/P

funkeiji visine x je V{x}= oy . Rezultat: x=_/ == .
’ x e Ve=5 gy Remltatx= o r=a %

1



342,

343.

344.

345.

346.

347,

349,

234

C Lo —
Osnovpa ivica je ami\/ﬁ’ visina hm%\/EP.

Polupreénik osnove je rmgj{-' visina hzg’ Voan, = ~———.

3V

Polupreénik je rmf o f—s a visina h=2 \/
n

Tetiva MN =4./2, P_.. =6.

..... e Poito Je y=xd,
\/22+(-~i)"‘

’>xwx-

( Y . 4 .
\/ S

3
=3 ==--
2] v da 4

1
3= ay=0, ay=—1, ay=0; xwy=2—7x3wx.

G
a} y=x3—£x2m12x+3;

F=2k+1)n k=012 ...

f=arctg k (tako dobijeni ugao f naziva se ugao trenja).

1 2
a) A=B=1; b} d=—— B= —=;
) ) A== B= =3
Kako su x; I x; reSenja izvodne jednaine f£'(x}=0 to ;L
x*H{a—2) x—(a+ 1)=0, na osnovu Vistovih formula je
:L,lJrAzxw{a—") 1oxg e xg=—(a-+1}.

b} y=x+6x*+12x 4 12,

sled:

¢) A20, B=0.

* fma.l{_3)=

Izraz s=x2+x,2 = (x, + x)* — 2x,%,, pa je s{@)=(a—2)*+
4+2(a+ D=ag>—-2a+6. Za a=1, 54,

a=0,5.

Funkcija raste na intervalu (2, 3), opada na (3, + co).
Za x=3, fo..=4.

-1 <a<

b=4.

ce[12, 147

a=13,

2) foia =f3}= — 57, fruua = (6) = 132.

0 uas () = 15-24/5 S x_f(z;\)z .

Sistem y= x*+3x? +2x, y=2x - ] pema refenje u skupu &, §to se

lako dokazuje. Tangenta na datu krivu, paralelna dato) pravaj,

ima sa krivom zajedniku tacku A0, 0), koja je udaljena od
/s

. prave za d =17

5

I

a} Data funkcija ima ekstremne vrednosti za y'= =0« 3x?+p=0
[p /
r

~M\/ 3’ 3
—

Poito je y k \/ Z) 0, za xmw\/*ﬁ funkcija tma maksi-

s —

Maksimalna vrednostM:(—\/ g) \/ 3)-{q%
e 3

PN

R



366.

367.

— ., : o I
a minimalna m = \/#f? +p /—i}+q=q+_€\/-wp-
3 3 3 3

4
Proizvod Mm=g* +5--,—]p

b} p= —3, g=2, x>y=x"—3x+2

2y M(2, 4), P(0, 2), fx) == % ¥ +2x+2;
b) & =45°

Izvodna jednading y’'=0<{— 3m +2)x* + 2x —m =0 pema reainih
refenja ako je njena diskriminanta 1-+m(—3m+2) <O

1
ms(woo, w--é-,-)u(i, + ook

2.7. Ispitivanje funkcije (uz primenn izvoda). Grafik fuckcije

a} Data funkcija se moZe transformisati u proizvod

ye={x— 1) (x—4). Definisana je za x(— o0, +o0); ima dvostruku
nulu x=1 1 pulu x=4. Pozitivna je za x>4, negatlvna za x <4 i
X% Vma=0 za x=1, y=—4 za x=3; prevoma tacka je
P (2, —2) konkavoa za x <2, konveksna za x> 2 {gralik na sl 13}:

y=xt—6x% + 9x -4 y=x7—6x%+9x—2.

y Y
¢ ) . i - 4 ,

0 4 X

Y o) 1 2 3 f

% + il
\ / X
4 -2
SE 13 Si 14

278,

373,

b} Polinom u funkeiji treba rastaviti na &inioce
y={x—=2){x*—4x+ 1) Delimsano je u skupu I =/{x] E;i—cx;
+ o). Nule su x, =2, Xy =24+/3; y<0 za xe{— 00, 2—+/3)(2
244/3) v>0 m xe2—/3, 2UR+3): y=2 za x=1 ;
Vmin= —2 Z& x=3. Prevojna tachd i P{2, 0}, konkavna za x<2,
konveksna za x>2 (grafik na sk 14).

a} Data funkcija se moZe delSdU u obliku y==x{—2)%. Definisa-
na je u skupu D={x{xeR}, ima nuiu drugog reda x,=x;=2 i

2 32
nule x:=0, za xug Vg = 5> Vmin =0 za x =2, prevojnu tacku za

4

4 .
x=- konkavoa je za x <

4
P 3 konveksna za x> (grafik na sl 15}
J 3

1&3"

Yoo axiox

|
i
i
I

I
&
§

Y:-a‘?ex“— 255N+

5i 18 S 16
Diefipisana je v skupu D= {x|xeR}. Ima jednu realnu nulu
. 7 - . .
xee(~1, O}, ymmm% za x=1, ymn= +1 72 x =3, prevoma tacka je
\\ i
P(Z, ) y< 0 za x<xg y»0 za x>, funkeija je konkavna za

x <2, konveksna 28 Z {sl. 16).

a) Deflinisana je za svake xe R, ima pulu drugog reds x;=x,=0, 1

= . . .
Xgg=t+/2, 28 x=0 yu.=01 28 x==F1 v, =—1 ima dve

35 TER
prevojne tacke P, (‘/_ vvvvv ) H Pz(w%w ww) {sl. 17}.
3 h



b) Delinisana je za svako x, kriva sefe koordinatne ose y u
tadkama {\f o5 (- \f i 3}, za x=0 vy, =3, za x=+4+1

Voo =4, Drevojne tacke za x = -+ (si. 18).

-\//g

I&

pva, e aF
%' D /J/L\J//A\\\
} ) i

375,

/
-V_T/ -1 1 \x
¢

! JERPEF R ]

SL 17 5518

a} Drefinisana je za svako x; 7za x;=x,=x,=0 ima nulu trefeg
reds i x,=5=3 dvostruku nulu;

g
Vmin ™~ — 82 za xmg’ Vman =0 Za x=3; prevojne tacke za

b} Funkcija je definisana za svako x; ima nulu treéeg reda x=01

. 6
dvostruku nule x=2; y,.. =11 za x="5»’ Vmie =0 z2 x=12; prevojne

3 6+4/6
talke x = -

=50 x=0 sl 20)

= Bxx-0x . a
i y Yo' xe dx

238

}x

N f | iMA\/
\‘ o
(VA

i

Sk 1% 5L 20

378,

a) Definisana je u skupu D= {x{x& R\{—2}}, x=2 nule funkcije,
nemna ekstremne vrednostl, x= —2 vertikalna asimptota 1 v=1

4 Ead
horizontalna asimptota, y'= - 2}2 Y= “HIyE
za ¥YxeD (sl. 21).

b} Drefinmisana je za svako x, nula funkcije je x=0. y>0 za x>0,

¥ >0, raste

379.

2(1—x - 8 X
y<{ za x <0. y—é+ m} s y= (i—i»x 4 Ve =1 2t X=1, ypy = — 1
za x= —1, prevojna taéka za x=0, konkavna za x>0, konveksna
za x <0 (sl. 22}.
Y
L X=2
s
f
7/: ¥
~2 Z X
L
/ Ve e
_2 i -
.1 (o]
i X
Si 21 Si. 22

a} Definisana je za x5 +2; za x=0 ima nuly, x= +2 vertikalne
asimptote, y={ je horizontaina asimpiota,

" o 8x(x +.\2)

(sL. 23).

b) Deﬁms‘ma je za svako x; x=1 je nula drugog reda, y>0 za
svako x, y=1 horizontalnz asimptota,

(l+x2}2 ymx=2Zﬂ x=—1,‘yminm0mx:1’;

prevojne tacke za x=01x= +./3 3 {sl. 24).

239



St 23 S o

I

e ral

|
383. a) Definisana je za X #Ar¥= 04}

xﬁe funkcije; x =4 vertikal-
R RN 4 e
na asimptola, a y= — X —1 kosa,agumptod;

_mxiABx—12 0, 2
y = (‘X*‘i)z (L\’— “3
x=2 (sl. 25).

b) Definisana je za x# L x =2 nula drugog reda; x=

ﬂsim{}tcta W kosa y== e X 3: y’ pe -—{*x*; -i;-im--j ¥ : {_/\;ﬁ 1)3. * Vmax = G

78 x=2, Yoo =4 za x=0 (sl 26).

f’
AN ]
\\ -,,-‘.,3;:_{? ‘] |
\\ !
N .
B . Y
:
i
i
|
QA
B
55025

\

\ ‘ITE?,.X

=0z x=61 ypn=—1za

—x® 4 2x -2

Bl Z6

1 vertikalna

384. a) Definisana je u skupu D={x|xe(—o00, —~/3} | {—+/3.4/3)
(\,/g, + co)}, funkeija je neparna; x=90 je nula tredeg reda. Za
x=3 Voge=—4,5, za x=-—3 y..,=45; prevojona tacka (0, 0).
Vertikalne astmptote su x= 4+/3 1 kosa y= —x (sl. 27).

b} Definisana je u skupu D ={x|xe(-co, —4) @, +c0); x=01
x=3 su nule funkcije, x= —4 vertikalna asimptota y=x—1 kosa
asimptota, yp,=—9za x=—6, yp,= —1 za x=2 (sl. 28}.

Y i ; ¥

S5 27 51,28

387. a} Definisana je za x+#1; x=—1 1 x=4 su nule funkcijje, nema

ekstremnih vrednosti. Funkcija je monotona rastuéi za sve vred-
nosti x7 1. Ima vertikalnu asimptotu x=1 1 kosu y=x—2 {s. 29}.
b} Defllnisana je za x 0, nema nula, vertikalna asimprota je x=1),

i
horizontalna y=0, y. =10 za x=1, y;. =8 za x=3 (s1. 30}

¥4 4
104
X~ 2 - D 83

xX-1

/ y:w»«_____IO
i 4Xd-9x“+ 5x

5129 st




388.

a} Definisana je u skupu D={x{xe{= oo, 03 HO, 22, + <o},
x=1 je nula, nema ekstremnih vrednostl. Ima prevojou tacku za

o
2;.

Vertikaloe asimpiote su x=0 i x=2, horizentalna y=§

-

L

{sl. 31},
b) Defnisana je u skupu D= {x|x&{—co, 0) J{0,+

AT
ptota ¥

o)}, parna e,
; 1 vmmw?; vemkdina asimpiota x=0. Krivolinijska asim-

X oo, y-ext 5lL32).

Ll
N
Jarks

242

5L 32

P ¥ ‘e F ey r——— .
Za y>0 dobija se y=/x(1~x)% a za y<0 y= —/x(1—x)% 4.
data funkcija ima dve grane.
Definisana je za x>0; x=01 x=1 sv nule funkcije, za

1o 23 2./3

B */ , 5to zmadi da y> 0 yp,, = ﬁ% aza y<0

2‘/3 {sl. 33).

Vmin =

b} Definisana v intervalu — Eﬂ\éx 2\[ Gralfik sece koordi-
natne ose u tadkama: {——”\/'7 0y, (@, 01 (L\[Z 0. Ova IUDKCI_}A .

dvornaéna: Za y>=0 y= \/x (8—x2) za y<0 V= oy /3% (8 —x%).
Ekstremne vredoosii uw talkama {—2, £4) i {2, £4), jer je
dvoznadna. Prevojng tacka (@, 0) (sl. 34).

S 33 Bi 34
392. Grafici datih funkcija prikazani su na slici 35 § 36,
Yi
Vi
Y=2x-3 %E
0 . S 0 Z / X
§ / &
Y
Si 35 Sl 36
393. a} Definisana je u skupu D=

{x[xe(—c0, + o)), x
drugog reda, yp,=0 7a x=0, y_ =4de"? 74 x=
asimptota y=0 (sl. 37).

b} Definisana je u skupu D={x[xeR}, x=0 je nula funkcije

V2

A X = — e
2

= je nuia
2. Horizontalna

— =1 5, ) -
Vmaz =2 fa X$-—-;-“-y Vmin— —& 1

Fa

. Apscise prevojnih

taCaka su x=+

243



b Y
_.xi
)‘:Xzehx y=xXe
K +%
+4e z ?: \ X
X [¢] VF
@] ? — f
Sl 37 SI. 38
394. Grafici datih funkelja su prikazani na sl 39, 40 i 41,
b
Y U
y r &
. xyzée'
3
y=8 yuxe® “. * :
; }
.
« —
i8]
Sl 39 Sk 40 Sl 41

395. Gralfici datih funkcija prikazani su na sl 42 i 43,

Y
2 «—Xz
y=x'e
X
0
Sk 42

Ya

(hk
S~
P

Si 43

396. a) Delinisana je za x #0; nema nule, y>0za x>0, y<0 za x <0,
Ymin=¢€ za x=1. Vertikaloa asimptota y=0, kosa y=x -1 (sL. 44).

AA

b) Definisana je za x#2, x =0 pula funkcije, y<0 za x<0, y>0
za x>(. ymx=; Za x=1, yp =4 za x=4. Vertikalna asimptota
x=2, kosa y=x+1 (sl 45).

b
.//
7
we -
=
yz=Xe
A
- -~ © z -
ye o
e e
./ ,//
/ //
51 44 SL45
397. a}) Definisana je za x>0, x=1 nula funkcije, ymn= —e~! za

x=e !, y<0za 0<x<l, y>0za x>1 (sl. 46).
by) Deihz:lisana je za svako x>0, x=1 je nula drugog reda,
y=4e"" yua=0, za x=1. Prevojna tacka je Ple ' e™ %) sl 47y

Y

Ya

y=xlnx y=xln

1 : .

5L 48

Sk 47

AL



398. a)Definisana je uskupu D= {x|xe(— oo, —U + o) x= #«/5 : b} Definisana je za svako x, nule su v—_+;m; Yo =2 72 Svako
su nule funkeije. Nema ekstremnib vrednost ni prevojnih tacaka. 2
Vertikalne asimptote su x= 41 {sl. 48).

5 4
xm"g‘"ﬂkn, Yuin=—2 za xxg"“?—{-%an, ke Z (si. 53).
b} Grafik je prikazan na sl 49. 6

v y | )
y=codk—cosy Yt yzsine-¥3cos.
-2
2 -
Y =X 1) y=In X+1 ; ; A /
W\ o 2F e o 29 f %
\ o ! 0 X OO TR AN
' e
Sl 52 Sl 53
401. Grafici su prikazani na si. 54 § 55,
y

Sl 48 SL 49 y:-!,ccsxcus(xffg—)

399. Graficl su prikazani na sl 50 i 51. y 9 T
' y lol € /N % /NF

T 1
_i=inx

e
<]
>
L
>
~
§
=3
<
R
h

o
yasinxsin{xs L)
3

: - , 5 '- Sl 54 ' Sl. 55
o f,——-\\ % o \\ o e « :
ff[ \\///" % 403. Grafici su prikazani na sl. 56 1 57.

¥

-t
T
>
o
s

y:Zcost-rv@sm s

v
i

Si. A S 5% /]\
§ / 27 \

yi=0sex=fnv x m?t 2kr, ke Z {sl. 52). : SL 56 S 57

2
¥u 2005 A+ 6 c05><

L e . . - o
400. a} Definisana je za svako x, y=0~ﬂ>>¢x~---+kr€v x=2kn




405. Grafik a) na sl. 58, pod b} sl. 59.

y=2sin(x + [x])

X

y v
2 '
1
S AWANS ,
5 FYa zar\/ 7
2 Y
Sk 58 Si. 59
407. 1) Prvo posmatrajmo funkciju y=x? —|x|—2.
Za x20 y= W2, x<0 y= x;«lz > Grafik
x20 y=|x—3 g A V= 2 i
date funkcije je apsolutna vrednost svih ordinata grafika funkeije
y=x*—|x|—2 (sl. 60).
b) Funkecija je definisana za x#0 1 x#1. Za x<0 data funkcija
ima oblik y=—2x*42x—1. Za O0<x<] funkcija se svodi na
oblik y= -+2x- 1.
Na kraju, ako je x>1, data funkcija postaje y=2x*—2x+1
{grafik je prikazan na sl 61).
Y4 ‘4
\
9/4 ~
o
(x=1F 1x¥
-2! Y= A

0 ‘2 e Z
y=ix2-i;h~2f IX-1 X

v ™o
\ ¥ / .
'-u.-r‘.,,,, ” LY

Si. 61

d10. a) Definisana je za svako x. U zavisnosti od parameira a treba

4940

razlikovati sledece slucajeve:
1° O<a<4, ima jednu realnu nulu 1 dve ekstremne vrednosti
{sL. 62);

2°  a=4, ima tri realne nule, x =01 x=2 dvostruku (sl. 63},

3" a>4, ima tri realne nule (sl. 64);
4° a=0, ima tr1 realne nule (sl. 65).

{o<a<4) y
3 2
Yo X-aX+AX
1[ Z/X
N /}Oy:x3-ox2+ax {a =4)
sk 62 SL. 63
(@ =) {a<o )
y 3 2 b2
yaX-ax+ax
AO \/A O
Sk 64 Sk 65

411, a) Definisana je za x#0, kosa asimptota y=x, vertikalna x=0.
1*  ako je a>0, ima dve ekstremne vrednosti,

za x:w\/a ym=~2\ﬂi, za xw\/c; yminr-Z\/; {sl. 66};
2° ako je a< 0, ima dve realne nule x= i\/c_i (sl. 67).

y Y
a S
k’-/ y:)(-p—y
y:x+-§'- T / loeo) ///
{a>o0) f
a N -ya X
© /v

3
/%*‘\

5L

66

Sl 67

412. a) Definisana je za svako x, y>0za x>2, y<0 za x<2.
x=2 je nula funkcije, ym"—“»_\/f Za X=-—2 y=11y=—1 sn

5



415.

250

yerrd !
[z /
1 B TR A

horizontalne asimptote, jer lim _3::27% i

e 4]

x| [t
lim - S e 1L 68). \/ x
RN

b} Definisana je za x 1, gema nujg, y>0za x< 1, y<0za x>1
Asimptote su: x =1 vertikaina i y=41 honzontaine

)
ymiﬂ"—**—?f za x=—1 (s1. 69).

y i

Sk 68 81 60 \

a) Definisana je za svakox,x = 0 ix = 1 su nule; ymin = 0
zax = 0, (IIm y'-s=+ )
x> k()

me-z—j za xm-é kosa asimptota je y= m~"+ (sL.70).

2
b} Dt.,fllll\dnd je za svako x, x=0 i x=— 4 sy nula )lmxm%{i
4 = g s Vmin = 0 za =0 {lim v "=Eoo)(sl T
Y= 20
Kosa asimptow y = » + % .
z ¥

Y /
L3 ¥

S 78

413.

422,

a) Deﬁnisanﬁa je za x#1, x=0 je nula funkcije. .
—~/5 34+./5

La X=——p funkcija ima maksimalnu vrednost. 1 za x:-w—;—

minimum. Asimptote: x=1 vertikaina a y=x+ 1 kosa (sL. 72).

b} Definisana je za x#0, x=-2 je nula funkeije, za x= — 1,

};Mx=e“j,za x=2 ymin:4\/é‘ i 2
! 7 s
‘ ; . ”3-/1. ¢ £
. o »-..,1 X / -2 2
/
// g
SEL T2 i 5L 73

a) Definisana je za x>0 i x#e¢*v2, nema nula; za x=e >
4

Vg™ — €7 %, 78 x =2 ; vertikalne asimptote su x=¢"v2
i x=e*vZ (sl 74). o
b) Definisana je za x #0, neparna je, nule su x= +./e" % Za

ymin = _L_
2

X o= W‘V/; Ymin = — \/: L, 22 Xo== \/;E Yma™ ““[ . x=0 jﬁ vertikal-
3] f
e Ve

na asimptota, y=0 horizontalna (sl 75).

Yy | x'l Y
| \ /
\ Seinat
i A ¥ ——
} \\\...o// I JK
| 3 e . B ;f Ve e
A el _’-\// {
2 {
/
|
r | ;
i[ \! .
| i SL 74 SE 78
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424.

a) Definisana je za x #0, neparna je, nema nula;
Vo = mg—l za X7 — 1, Ypig=1 +g za x=1; x=0 je vertikalna

asimptota a y= -+ = horizontalne asimptote (sl. 76).
b} Definisana je za svako x, neparna je, x =0 je nula funkcije. Za
xe{—co, —1)U(l, + o)

-2 4 .
y’=-1*:;~——x2 i y”z?;:—xxz funkcija opada, za xe{~1, +1}
f,__iz ....... p " ,.4A,x funkciia raste. V.. = Em c=—1
Y=y & Y=y e fenkeia raste, yu =7 22 x=—1,

ym,‘=%t za x=1, x=0 prevojna tatka. Ako x—1, ng; X+ —1,

Y MT—;; y=0 ja. horizontalna asimptota (sl. 77).

y=arc sin —2
X

k3

415,

SL 76 st

a) Definisana je u skupu D={x|xe(—~o0, ~1Jy[l, +co)}. Nula
funkcije je x=1, nema ekstremnih vrednosti. Za x=1

y'=-———— pa je y' >0, funkcija je rastuéa.

1
Zexs—1 p=-— —==, 3" >0, funkeija je rastuca.
h x\/J?

ymg ie horizontalna asimptota, za x= -1 y=mn (sl. 78}.

* b) Definisana je u skupu D ={x|xe(— o0, —1JU[l, + o)}, nema

1 . .,
nula, Za x21 y = ———— y'<0, funkcija opadajuéa.
X/ X% 1
1 - . ,
Zax<—1 y'=——=— y'<0, funkcija je opadajuca. Horizon-

xc—1
talna asimptota je y==0.

Za xe=1 ym;—t, za x= —1 p= w’; (sl. 79).

o)

zare sin -
T
B

iy

sl 78 5L 79

426. Grafici pod a) i b) prikazani su na sl. 80 1 &1.

2
yaxd ~(x%y)

C©

y:xcuttg:? /
*

SRS .

Si. 80 sl 81

[ T4



427.

428.

a} Definisana 2a svako x, neprekidna je, x=0 i x=2a su nule
funkcije.

. ) dax—3x* dg—3x
Prvi izvod y'= —

35/(2ax* — 33  3Yx—(2a—x)*
Za x, =01 x,=2a prvi izvod nije definisan;
4a—3x 4a—3x

m —————— —co, Hm ——————— oo,
x-r -0 st X+ o e
Ix(2a—x)? 3% {20 - x)?
Za x<0 y'<0, za x>0 y'>0 data funkcija za x=0 ima
4 2
MUNMUm Y, =0. Za x"_-—,?» ymm—-:j- a{‘/f_i. Za — oo <x<{ fun-

e 4a . 4a . :
kcija opada: za {}<x.<“~3w raste 1 za x> opada. Kosa usimptota
%
a
ye= - -5‘3— (sl. 82).

b} Definisan je za svako x, x=01 x=1 su nule funkcije;
3 3 T Z x~g
25 BXTs

Y max™

I Bp
S yaV2ax™ y:(x~1)\/; /

Sh a2 - 81 83

a) Definisana je za svako x, neparna je, nula funkcije je x=0,
ekstremne vrednosti su y = —05(1+n) za x=—11
V3 = V3o

Vet ="5" +§ za x=\/§ V=03l A zax=11 y ="

2 3

za x= —./3. Prevojne tatke P,(—1, —0,5(1 +n}), P,(0, 0),

Py(L, 0,5(1+n). Kosa asimptota je 5%, fai. 84) .
b} Drefinisana je za svako X, neparna je, nula funkeije je x=0.

Prevojna tacka (0, 0). Kose asimptote su y*—*xig {(sl. £3).

¥ i e
2
2x Ya xwurcigl | //
b lz,+crt3m ,T'“tﬂ‘ :11/‘ //
: AT
.z 7 e
i (/ b3
- e /” E3
- /'/ / £
/ / !
S
.//
e
ra
SL 84 Sh. 85

429. 1) Definisana je za xe(- o0, U0, + o). Ako x-—0, y——»-ﬁ—z’E

T,

o . 1
Nula funkcije je x=—1, prevojna tatka za x= wE

Horzontalna asimptota y:g (sl. 86}

b) Diefinisana je za x&{—cc, — 10, + o), nema nula, x= —1 1
y=-e (sl. 87).
i ¥
)
yeareiy (\1 + 3) y=(tat]
] k_ /// ! e
R * ‘i f
\1. —'i 3 #
\ |
N |
: 1
SL 8¢ . 51 87



436,

431.

354

III GLAVA

3. APROKSIMACIJA FUNKCIJA

3.1. BDiferencijal. Prinena kod linearnib aproksimacija

Priadta] date funkcije Ay=f{x+ 4x)—f(x)= Ax{6x+34x—1)=
=0,05003. Diferencijal dy =f"(x) -dx=f"{x) Ax == (6x— 1} Ax =
—=0,0500.

Pri aproksimaciji 4y ~dy apsolutna greika je o=|dy —dyl =
=0,0003 a relativna grefka

5=l— ----------- ':0,06, a procentualina 100 -d=6%.

Priraitaj date funkcije je Ady=Ax(2x+4x-—1) Za x=10 i
Ax=0,1 je

Ay=0,1 (20+0,1—1)=1,91.

Iriferencijal date funkcije se izradunava pomocu obrasca
dy=y'dx=y dx=02x— )Ax; za x=101 4x=0,1 sledi da je

dy=(20—1) 0,1=19.

Pri aproksimaciji dy~dy apsolutna grefka o=|Ady—dy]=0,01.

Ay—d 1
Ay—ay ‘ =—— 0,005, a procentualna gre§-

Relativne Ska 0= =
e a gredka Ay 191

ka je
100-6~=0,5%.

432,

433.

434.

435,

436.

437.

438.

438,

440.

441,

a) Ay =0,009006 ; dy=0,009;
b) a=0,000006; 6= 0,0066622; 1005 =0,66622%.

Povriina kvadrata stranice x je y=x" (x&(0, + o). Uvetanje
povriine predstavlja priradtaj ove funkcije:

Ay=(x+ Ax)y* —x? = Ax (2x -+ Ax).

Posto je x=8, Ax=0,1, onda je

A4y=01(16+0,1)=1,61.

Povedanje povriine kvadrata iznosi 1,61 em?,

Diferencijal funkcije y= x* je dy=2x. 4x=28-0,1=1,6.
Relativna greSka pri aproksimaciji Ay=dy iznosi

dy—dyl 161—160 001 1
o = = 2 e S ) 1_
5 , Ay ; 1,61 161~ 161~ 000021

AM=16r, dM =20r; §=0.25.

i . 1
Povriina trougla je P =5 be sin «. Odavde P(b)= =3 b+ b.

Posto je 4b=0,1, tada je AP=0,0475, dP=0,05; §=0,05.

Ay=0452; dy=04, ¢==0,1150442.
a) As=215m ds=210m 0=0,022325:

b) 4s=2105m ds=2{m 6=0,002375;

¢} As=2,1005m ds=2m §=20,048.

Ako primenimo obrazac (3) f(x+ 4x)~ f(x)+f(x) 4x iz primed-
be (3) na datu funkciju, uz x=1 i 4x=0,03, dobija se
FU+003)~1°—4-1247 -1 +3-312—81+7) 0,037,006

y{2+03)=1542.
y (2,01 =8 14
y{2,1)~ —16,3.

i Xt ]



442,
443.
444.

445,

446.

258

y (—2,03)~ —23,84.
¥ (4,2)=0,814.

a) Neka je f(x) =sin x, f'(x) =cos x. Aproksimacijom prirastaja
diferencijalom formula (3) primedbe (3) postaje

(¥ sin (x - Ax)~sinx+cos xdx.
. . o T
Neka je x=45"= 4 Ax=1" 180°" tada je
— 5(9 = o —— .
46° =45 +1 p + 180"

Zamenom y (1) dobija se da je sin 46° =sin( +-ﬂ-£~)

4 180
o \/i \/2 3

= emm Y Y e 1+0,7071-0,017=
sin — +cos4 T80 = 2 5 1807 06,7071 +

={),7194,

Primedba 1. Ako se u formuli (1) stavi da je x=10, dx=u dobija se
priblizna jednakost
{2) sine /s .

Primedba 2. 1z priblizne nejednakosti (2) zakljut.ujc se da se za
male vrednosti ugld sinus u pribliZznim raéunima moZe zameniti
uglom

b} sin 60°3' 20,8665,

a} Ako primenimo formulu (3}, dobija se sin (76t+ r )=

180°
7T - 7T ¥ \/g T
- s————={) i == :
sméi-co 6 180 .5 - 2 180° 0,51511;
b} 0,8747.

a) Posmatrajmo funkeiju f (x)=\3/;. Prvi izvod funkcije je
1 . .
fix)=——"_Za x=11i Ax=0,02 formula (3) postaje

3.x?

FA+0,00) YT+
338

-0,02=1+0,33333 - 0,02 =140,00666 =

= 1,00666;
b) 4,02073.

447.

4438.

449,

Ovde treba podi od funkcije f(x) =
ni obrazac

S+ Ax)zf () +f (x}- dx,
uzimajuéi da je x=200, 4x=0,2. Tada se dobija

=logox i primeniti aproksimativ-

1
Iog (x + Ax) =logpx +—2190€ 4
X
0,43

10210200 2N10gl0200+§% 02
~2,30103 40,0043 2230146 (log,een0.43).
a) 1,04343;

b} Aproksimativna formula za funkeiju S(x)=tg x ima oblik

1
ey tg(x+dx)ztgx+§ézq 4x.

Za x=60° = 3 Ax=1°= 180° dobija se
tg 61° 2t ._F_.L_ ' 340
B g T SV 34 e 173205 40,0698
Cos “3
~1,80186.

Primedba 1. Ako u formulu (1) stavimo x=0, Ax=0, dobija se
formula

2) ig o,

Primedba 2. Za male vrednosti ugla « prema formuli (2) tg o se
moZe zamenit: uglom a.

Polazedi od funkcije f{x)= \/J_c I aproksimacijom prira8taja dife-
rencijalom, dobija se

— - 1
1 - Ax = b e
(1) Vx+ Axmy/x FZ\/;AX

Zamenom x=1 i dx=h formula (1) postaje

) 1+£zl+%h.

b) Anaiogno refenju pod a), koristedi funkciju f(x)= \/)_c 1 aprok-
simacijom Ay=dy dobija se

259



450.
451.

452,

453.
454,

——. 1

3%
Ako se zameni x=1 1 Ax=h, formula (3) postaje
e 1
@) Y1+hnt +3h-

Ax.

a} 1,02; b) 1:02 -

Iskoristiti uputstvo iz zadatka 307.

arctg 1,05~0,81.

Primedba. Priraitaj neprekidne funkcije y=f(x) u tacki x, i njenoj
okolini dat je formulom

(n dy=f1{xg) Ax+ f{x)-Ax.
gde B(x)—0 kod Ax-—0; dy=f(x}—f{x,), Ax=x-—Xx,.
Formula (1) moze se napisati u obliku

@ JE)=flxo) -+ (xe)+ B (%) (x— %)
Formulom (2) moZe se u okolini tatke x, luk krive zameniti
tangentom (linearna aproksimacija).
Da bismo za funkciju f(x}=x*—3x+2 odredili odgovarajucu
linearnu funkciju v tagki (x, f(xy) odredimo f(2) 1 f'(2).

7/

f2)=23—3-242=4, f(2)=3:2-3=9, Prema prethodnoj pri-

medbi odgovarajucéa linearna funkcija je
S(xg)—4+9(x—2)=9x—14.

Greska koja se &ini zamenom date funkcije lingarnom je
S(x)— (9%~ 14)=x?— 12x 4 16.

Gredku mozemo napisati i u obliku f{x)(x~2), 4.
X3 12x 4+ 16=(x —2) (x? 4 2x —8),

pri demu je f(x)=x*+2x 8.

Duakle,
fX)=x*—3x+2=9%— 4+ (x* +2x—8) (x—2) .

455, fy(x)—6x—5.

456. fy{x)—>2x .

plos)

457.
458.

459,

460,

4461,

462.

fol)—2x+3 .

Primedbva. LagranZov interpolacioni polinom &ji grafik sadrii
n+1 tacku M;(x, y) (i=0,1,2..., n) glasi:

- _exdl—x) fx-x (x—xghx—x))...(x~x)
~FP - 2 R Q n
F=E, ) (xo*’"xl)(xo"“xz)---{x(}“xn)f(x‘])—{ {xy —xp)(xy - x5)... 0, — %)

flx)+

. (e Xg) (x—x,) ... (=X, — 1)

Gonm %) (5 ). (o — %y — 1y 50

Na osnovu prethodne primedbe LagranZov interpolacioni poli-
nom drugog reda glasi

FOORP, (= f(xg) ST XX g e X))

(o —x}Hxg—x,) (g —Xg) (x—x4)

PRNCEE DI

(x—xp) (x5 —xy)

Zamenom datih vrednosti dobija se da je P, (x)= m%xz +gx+4.

x4+ 13x+412

P, {x)= 6 .

P(x)=x*—10x+1; P({0)=1.
: g8
y=sin ng;;g(x —3rx? 4 2ntx).

3.2. PribliZno reSavanje jednadina sa jednom nepoznatom

Neka je f(x)=x*—2x?—4x--7, tada je f(3)=-—10<0, a
f@4)=9>0, pa je f(3)-f(4) <0. Data jedpacina ima realan koren u
intervalu [3, 4].

Prvu aproksimaciju dobijamo po formuli

0 _, f@p-a

YT iy Sy
tj.
_-10@=3)__ 10

1“3 ] — ==
Xy 9110 3+19 34+0,52=352.

a1



463.

262

Drugu aproksimaciju, primenom formule (1),

048 f(3,52) 17836416

= —- =3, ————=13,5240,09...
X, =352 F(d)—f1(3,52) 11,246592 +
ili, priblizno,
x, 3,61,
Treéa aproksimacija

0,39 -(3,61) 0,17874441

¢y = R 7 Ta e 361 - 0,0188 ...
X =38l T ra ey~ YO g asgarg =30

ili, pribliZno,
x5 23,63,

Pri daljim aproksimacijama druga decimala se ustaljuje na 3, pa
je koren jednacdine x= = 3,63.

Neka je f(x)=2x>+6x~1, onda je f(x)=6x>+6 af’{x)=12x.
Kako je f(x}>0 za svako x, funkcija fi{x) je rastuéa i ima jedan
realan koren. Grafickom metodom odredimo interval kome pri-
pada realni koren date jednadine. Data jednadina ekvivalentna je
jednagini 2x® = —6x +1, odakle je y=2x*1 y=—6x+1 (sl 88).
Realni koren date jednacine je u intervalu [0, 1.

Za x=1, f(1}-f"(1}>0, pa uzimamo za pofetnu vrednost a=1.

bs
1
X
g {
S5 88
. e . i
Ako primenimo formuiu (3) prva aproksimacija je x, =1 ~—J{%i~))--w
7
e § e 0,417,
712

404,

465,
466.
467.
468.
469.

Druga aproksimacija je
1,647

=047 — e =
X, =0, 7043 0,183 .
Treca aproksimacija je
G110
=0,183 —-'"—— =0 165.
X4 200 0,165
Cetvrta aproksimacija je
0,001
= 0, 6 o = .
X, = 0165~ = 0,165

Posto se druga decimala ustalila, zakljuéujemo da je realni koren
date jednaine &=0,165. '

Data jednalina je ekvivalentna jednadini
1

x=2+4-lnx.
o lox

Primenom primedbe 6 dobijamo niz

1
Xy == +i In 2,5~2,458,

1
X, =2 +§ In 2,458 ~2,450,

1
x3=2-}«§ In 24502448,

1
Xy =2+ ln 2448~ 2,448,

Dakle, mozemo zakljuditi da je koren &~ 2,45; dalje aproksimacije
moZemo skratiti, jer se treda decimala ustalila,

X~ —1,88, x,=0351x,~1,53.
x;~0,38, x,~ 1,24

x=1,84.

xy 131 x, =067

x, & 1,045,

263



470.
471.
472
473.
474.
475,
476.
4717.
478.
479.
480,
481,
482.
483.
484.
485.
486.

487.

264

xm=2.51.

x=031.

x, 195 x,~0,76;, x,~1,69.
x=0,51.

x 1,64

x == 1,096.

x~=0,84.

x,=4; x,=031.
x~0724.

x=0,74.

x 2,09

x=0,198.

xm=3.6.

x =206

x, =0,16; x,~1,75.
x, =117,

x~307.

a) x~ 1,67; b) x,=149; x,=—0,798.

438.

489.

490,

491.

492,

493,

494,

495.

496.

497.

IV GLAVA
4. INTEGRAL
4.1. Neodredeni integral. Tablica integrala
x3
a) x*+C; b) —3w-+C; cj —i*+C.
1

2
a) 3 x\/;JrC;
7
a) % x3+C;
3
a) ?+x2+ln|x|+c;

8
a) “ims w-i- C;

x> 2 2 37

5 3

o X3 4 x3 —}-+C.
7 X

a) 2x3 ~—Vx}§+ C;

x 2 x;{dr;;—x3 i~|—C
5 3 7 X ’

3Ix* 16x~/x
—+

b) = 3 —Sx+2inix|+C.
x? x 1
b)€+~§-ln|x|+;+C.
4x*+7)
b) m"""',i'z;‘“m "*" C‘

265



2

at x* x> 1 1
. —_ in |t 5 b) t—e '+ C. : PR il
498. a) 5 +bin|t|+C yt—e '+ : 514 Tt tC
L a2 2 5 XF 2
49, FHo+G b}ﬂ_ﬁ*"c- | S15. @) Stk 6y Gy b) 2o x/x
¥ ety 02 27~ 516. 3x*+2x+C; b) In|x}+2 arctgx+ C.
500. a)ln3me +C,; b} 2 o 0’2—}—1{1 2+C.

4 5 g 27 3
. a) a*x — = a3 XFF— g3 T
501. 3.¥x’—cos x—3 arcsin x4+ C. SH. a) ax— @ dgad a0 r

502. a) —ctg x—tg x+C; b) tg x--ctg x+C. -{ 2x?m 4xmtn 2x3"
D) V5 ot T T 2 anyi)te
503. a) —ctg x—x+ C; by tg y—y+C. N
| _
i 2x%,/x 3x* 3x* -
X sinx . = . . S 2 eV3
504. a)3tg x+2ctg x+C; b} 5—-w2—+C. 8 518. a) 5 +x+; b} ( 3 7 6)\, x-+C.
i ‘ 519. y=x*—x.
505. a) x+cosx+C: b) §+-S—‘«§i+c. ’
520, y=x?—x*
566. a) & +tgz-C; b) 2 arcsint+ C. 1
521, y=xP+ 5.
567, a) ll%ﬂu—arctg u+C; b)cosx —ctgx+ C.

522, ymetix—2.

508. a)alox—b arcsinx+C; b) —garctgx+c_ 523, ye=tgx-+otgx.
524. y=arctg x.
. 5 . x? . .
509. a) 4 sin z—7 arcsin z+C;  b) & Xtarctgx+C. 515 yza(ea 4_9—;:)

510. 2 arctgx—3 arcsin x +4 In|x|+ C. 526. p=sinx—cosx+1,

2 3 6 3 1 ' 34 g2

511, a)§x2+§x6~|~1n|x|+C; b) In|x|-6x6-+=4C. 527. s=¢ 4215
X
528. s=2sint+10—./2.
512. a) e —cosx-+C; b) 2y +tgy+C. ’ S >
- : = ¥ x — 2.
513 ax* {ubx2+cxz+d i C . 529, y=e+4x
» b dx 4+ C
4 3 2

536, y=sinx-+ 1.

266 267




531.

532.

533.

534.

535.

536.

537.

538.

268

x2 1
A y=""2 b y=x-2xtx
P ¥

.il_ﬁ“f“ 5 +t.

4.2. Integracija metodom smens

a}) Neka je 5—2x=t= dx-«u— Zbog toga je [(5—2x)°dx=
dt t £10 (5 —2x)10
={t%( — J= =2 [0t = — R el S o
] ( 2) 2! 0= 0 tC

3 1
b} 7 {4x+3)34-C (smena 4x+3=1).

1
a)§m|3y+21+C (smena 3y +2=1) ;

b)«%ln(i +x%)+C
a) —/1-x2+C
t
RIS
3 1
2) 5(3-2973+C

1
b) S ln|x*+1]+C

a) lnjx?+x-3|4C

(smena [ +xZ=y),
(smena 1—x%=1%.
(smena 1+x*=1).
(smena 3 2x=1);
(smena x4+ { =f).

(smena x* -+ x—3=1);

1 5
b) 53 @+ b?x%) +C (smepa a4 bix*=1).

J l+x

dx xdx S
e i B arCSlim““\/i "'"‘xz + C
J\/waz V1=x?

539.

540.

541.

542.

543.

544.

545,

(Prvi integral je tabliéni, a za drugi vaZi smena 1—x*=12)

b) /1+ J(l ’? —%d}c:

= ArCsIn X - +~\/— x*+C.

a) —arctg *ic (smena x=at):

b) j:drcig,\/ +¢C  (smena xmt.ﬁ).

1 x
a) —=arctg—=-+C (smena x=./21);
N/ E ( V31)

1 2x
e gretg -+ C

b 10 5

5
smena x=-—1).
{(smena x 2)

(smena sin x=21);
I x
b) - arctg cosa +C  (smena cos x=at}.

a) arctge®™+-C
b} arctglnx+C

(smena e*=1);

(smena Inx=1).

1 .3
a) 5 dresin ?x+ C

7 s 3
b) ﬁarcsm\/;x—iwc {smena x—\[gr).

I .4
a) 4 drosin ?x +C

5
{smena x =3 t;

L _Er)-
(smena 2-4 ;

. [sinx )
b} arcsin (_,) (smena sinx=af},
a

x

1 3
a} ——arcsin—-+C

a 3% == 51);
i3 S (smena )

™~y



546.

547.

548.

549.

550.

551.

552,

553.

554.

270

b) arcsine™+ C

a) arcsinln z

b} —arcsin 1
X

ay et L O

b} In(e*+ N4 C

1

a) w~§e“x1+c

(smena ¢ =1).
(smena inz=1);

(smena xmi).
z

(smena ax+ b==z};

{(smena e®+ 1=u).

(smena - x¥=u);

1

b) %glnli——?;e“l»iwc (smena I —3%*=z).
a) —ée“*‘z—i»(} (smepa —x3=t).

3s=? é
a) 0 S g}
#) 101n3+C (smena 5x?=u);

0.5 {aby**
By =i . —_——
) Ia (ab) +C  {smeny 2x=1)
B 2 +C (smepa vé=2)

s mena x*=z).
b} 2e¥=4+C.  {smena \/szu).
a) e*4+C  (smena sinx=t¢).

1
b) —ex+C (smenalmz}.
x

11]4
a) —-"Z-JE—FC (smena ln x=¢);

l 2
b) n2y+C' (smena ln y=2z}.

a} lnjfl+int|+C
by —0,52—~Int)y*+C

(smena I+Int==u);

(smena 2—int=u).

555.

556,

557.

558.

550,

560.

561.

562.

563.

d
Neka je lnx=u, fmdu, tada je J.

du .
Iny=z, = dz, poslednji integral se postupno svodi na

dut dz
oy 7=+ C=lolnul+C=ln|ln lox|+C.

1.
a) Esm(ax+b)+C (smena ax+b=1);
b} —0,5cos \/;+C {smena ﬂ=u).

a) in|sinxi+C (smena sin x=1t);
C

COS X

b} In (smena cos x=u).

a) ~-0,5cos(2—1)+C
b) 0,5sin(x2+1)+C

{smena t? — 1 =z);
(smena x%+ [ =z).
a} ZSin\/;é+C {(smena \/;mt);

3
b) atg2x2+C (smena 2x?=u).

(smena \/; =u),

a) Ztg\/;cmt-c

1
b) tgx’+C

3 (smena x*=u).

a) ~0,25ctg2x*+C  (smena 2x*=2);

b) ctg(zwt)-%C (smena g-_r:z).

1 1
aj ctg;+C {smena ;zu);

b) —ctglnx+C (smena lnx=u).

sin® x .
i) 5 +C (smena sinx=t1);
cos*t
b) — 4 TC  (smena cosx=t).

dx | du
xlnx In(lnx) Julnu

. Ako je

271



564. a) Ako se iskoristi identitet cog? x = 1+cos2x , tada je : 568. a) Dati integral s¢ postupno transformxs?: )
2 [cos® x dx = fcos* x -cos x dx=[(1—sin® x)* cosx dx=sinx=
1+ cos2x 1 s 3 i S
fcos? x dx:j—w 5 dx=§(_[dx~§»j'cos 2x dx}= ﬂg_si?_x%bms %+C (smena sin x =1u).
ﬁ%@”‘%SiﬂQx)-i*C=§-x+ésin2x+C_ | b) [sin” x dx= [sin® xsin x = [ (1 —cos® x)* sinx dx=
7
= —Cos x+cos3xwgcossx+coi *iC (smena cos x=z}.
cos 2x cos 2x
565. a) J‘wr% dxz?.f - dx=1In |sin 2x}+ C (smena sin 2x==1);
SN X CO8 X sin 2x = 1 :
1 i 568, a) T -+ {smena sin x=1{);
b) m§m§1+3cosx(+c (smena 1+ 3cosx=1). 1
b) i“c:o;z,xwkc (smena cos x=1).
1
566. a) =ln|l+2sinx|+C (smena 1+2sinx=1); R
: 2 | | ( . S =03 i 570, a) —+/1+2cosx+C (smena 1+2cosx=z?);
b) 2_mfgﬁf+c b) —e™*4+C (smena cosx=z).
sl x '
. 1 0 e (mena sinxei)
567. a) Kako je sinx= 251';:1; cos 5, tada je _ 575, a) et sin x =1};
3
1 dx by }é(l +-4sinx)2+C  (smena 1 +4sinx=2z%).
sinx 2 2 t. x  Lx’
sm cos £7-COS—
22 _ 3 i+ cos 2x _
MNeka je : 572. jco‘s X dxw]-(cos x) dxmj 5 - dx=
X . ) :
th:Z‘ tada jo dz=— 2 o dxili mijd}f+%f€os 2x dx +—ijc0822x dx
cos*= ;
1 1 1 1
dx . x Sx4-sin2x+ - x4 --sindx 4 C
**“"“";Cﬁ?. dz. Odavde je =ln|z|+C=In tg-i ’ +C. T4 4 8 32
-2
w2 ikw%ésm,_x—i- j(l +cos 4x)}dx
_ dx dx LW . .
b) - = . Neka je - +x=z, tada je dx=dz Dalje 3 1. e
cos X . W 2 m X +— gin 2x -+ - sin dx -+ Ol
sin (§+x) A 8§ 4 32 .
n
= 1 1
imamo da je |25 - alie 2l o=y 2 b) ég——asm2x+gasm4x+c
I Jcosx smz—n By tl=inyg 2 +C= _
- 1—cos® x 2 1 .
- in|1g(7£+:~2’—){ +C 5 73 a) Jighx de= (tg ¥ eostx dx:J(tg x(cossz1)dx—
272

Yitle ia )



11
g
«
:

575.

E77.

274

l/ tg? x 1 !
{' dx={{ -2 X1 Ydx=
J\cos?x cosx cosfx )

e 3
[ 1A

n&“’—siwmtgx—%x—i»C

{smena tgx=1i).

i
b) —gctg?x+oigx+x+C.

%

. N 4. N a
Y] smegsmax—%C {smena sin x=t¢, cos® x ={I —sin® x)cos x);

i
b} mr'oqx+ - cog? x——gcos x+C

..n

{smena cosx =1, {1 —cos x)? sin x}.

Primedba. Za izraCunavanje integrala oblika:
Isin ax cos bx dx, fsin ax sin bx dx i {cos axcos bx dx koriste se po-
Zoati identiteti:

i

sin ax cos bx::?r(cos {a—b)x—cos{a+ h)x};
1

€08 X COS bx=—é(cos {a—byx+cos{a+b)x};

) . .
sin ax cos bx=;;(sm(a—«b)x+sm(a+b}x},

4

. . i 1,
a} {sin 5xsin3x dx=--—_[(c0s 2xm0058x)dx:§sin 2x—~I§ sin8x+

i
b) fcosdx cosxdx—mj(cos 3x-+cos Sx)dx—;sm 3x+l—osm Sx+ O

‘f
-co82x ——cos8x-+ C;
i6

a) -

bj -

E2t e b

x |
cosg —cosx+C.

2
Proizvod pretvoriti v zbir: sinx '~ (cos X~ CO8 5x)

1
{ 8in X CO§ X —sin x cos Sx)——-asmzx———(sm bx + 504X},

t»)llm

1

1 1
{sin x sin 2x sin 3x dx = -~ cos 6x —— sin 4x —— cos 2x + C.
24 16 8

578.

581.

384.

a} éﬁ+1—)i 4+ C (smena x4+ 1=17);
b) %\/(T;E.‘;F + C (smena 1+Inx=1%.

i
a) - x*—

2 8+ C {smena x*—

8=1");
1 P 5_ 3
b) ~% {1-6x")34+C (smena I—6x"=t).

1 Xz i
a) = arcsin——= +C (smepa x*=./3t);
) 3 /3 \/

Y
3

b) é arctg% +C (smena x*=2t).

X
ﬁ) 211] {x2 -+ S)A.ﬁ arc{g _..7;__ - C;
A
3

b) w—+7x+2\/2 arctg — / -+

1
a) — arcsind*+ C (smena 4*=z};
Ind

o~

b) arctg2x?+C (smena x*=_).

>
£2 g2
aj Neka je /x 4 a? =t— x: odavde je x= 8
oo 3 z 2 2
FAan -3 #-a* t*+a Lo
ix="p5dt. Tada je /X*+a* =t—— = —. TraZeni
gx 5 € + o 2:?
: . dx 1 2+ g° dt
integral je —= | - s—dt=j—=lnlt|+C=
Jo/x2aa? JP4a® 2t jt

2t
=Injx++/x>+a|+C.
b} inlxmf-\/;z-md_iHC

—
(smena +/x?—a* q? =1 x).

¥ L T
a) é i |bx++/b?x?~a*|+C (smena bx=1};



586,

5871

588.

589.

590.

276

) éln |ax+\/bz+702;c_51+ C (smena ax=1).

g \/wa?:i:f + % In |x \/g -+ \/532:_1!-{- C (Dati integral

jednak je zbiru dva integrala 3 |—== e j s A PIVI
\/ Sx? oy | \fo +1°

integral smena je Sx?+ 1=t a za drugi x\/S =z}
B) /x*—4 +3ln|x+/x*—4j+C.
1 2
) 3 {arctg y)* +C (smena arctgy=2);
b) 2e*%*4C (smena arctgx=2z).

a) Inlarcsinx{+ C (smena arcsin x =t I
{arcsin x)?

b) 3 +C (smena arcsinx=t),
a)  Ako se uvede smena x:} , odatle je dx = wd%: . Dati integral
se postupno svodi na tdbliéniu ¢
J ,,,,,,,,,,,, _du
v RN

=—Infut/1+u?|+C= 1n—~~~
1+ \/1+x

1 V2 1
b) —=c ——+C za x>./2 (smena x=")
) ﬁdrccos L TC mox \/ {smena x t)

Ako se dat integral transformiSe u razliku dva integrala, dobija se
r
d;x ---------

=arcsin—:—In|x + /x> + 2|+ C.
\ﬁ%ﬂc \/2

oYy

Dati integral se transformiSe u zbir tri integrala:

"earczgx X 1]3 (1 +x2) d‘C earctgx
R d ,,,,,,,,,,, d [ T
U1+ X j e Thx ) Farctgx+C

{smena: arctgx=r i ln(1 +x2)__u).

592.

593.

594.

595,

1 ) sinzx)
a} —arcsin +C smena +/2 sin® x=t);
) 5 ( 7 ( NG
i )2
b) @ﬁiéfﬂ_w\/l_xuc.
a) —% {arccos x)* -+ \/I“w x2 +C;

b) é In(1+ xz)—% (arctg x)* + C.

1 \/5
a}y ——= arct 5 - tgx)+C;
)ﬁ g3 8%

. dt .
a) Ako se uvede smena x=tgt, tada je dx=7zt . paje
cos

d dt 3t .
J X 3 =j 3=ICQSZ dtmjcost dt=sint+ Ce=
(1+x52 Jeos?t(l+tgtepz JOOSTE

S LAY oJO e
\/1+tg t V14 x?

b) Neka je x=asint , tada je dx=acost dt, pa je
J1/a2mx2 dme;/az(l ~sin? 1) a cos dtmazjcosz tdi=

a* a* !l
ﬂ?_[(1+3032t)dt=3 (t+55m2t)+C=

B P
= (t+§ 2smt\/1u~smzt)=3 (arcsmg -{»E\/l——;a- +C=
2z

a X X

=-- arcsint ~ + = /a*—x* +C.
2 a 2

| i

Dati integral



596.

397.

598.

278

Todx T a I cosu 1{du 1 u

= 3 . dy=———="1Inlg -
x/at+x? Joosu atgu  a ajsinu a 2
Yratimo se na promenljivi x. Kako je

& tadaje si /12 il

COs$ U = ———— , tad: inu=_[1- =

W ad 4+ xd a* -+ x? \/Ez—%xz
(ol sinu x x
gz = = =

2 l+cosu CRr— a a—+/a? - x?
Ve
a’4x

Konaéne, trazeni integra} je

J“ dx 1 o
1\/2‘ +-x d a+\/_2—|-3h

b} Dati integral se transformiie na OVd_] nadin:

x2dx _ G-t x? 9 j' e e
NN N~ m”
__9j .N:txz G x dx:% arcsmg—g 9_x% +C

{smena za drugi integral je x=3sint).

Neka je a—x=1u* wx-—a~u ; odavde sledi da je
dx=—2udu, Ja—x=u.

Trazeni integral se postupno transformise na ovaj nadin:
fxv/a—x dx=—2[a~ uz)u du = w2ajuz du+2 fu* du=

xm%~u+ w4 Cm -2 ﬁ """" x)? + (\/Eif;)uc.

1 .
a) +2cosx—cos® x+C (smena cosx=z, sin® x =
cosx 3

= (] —cos? x)sin x);

i, . 1 .
b) sin®x—2sinx——--4+C (smena sinx=2z, cos’®x=
3 sin x :

=(1—sin® x)* cos x).

i .
a) - —cos’x+C  (smena cosx=z);
x
s - 1 .
b} sin*x—Insin®*x——5— {smena sinx=1z).
sin® x

599.

600.

601.

602,

603.

604.

605.

) 1, 3 2sinx—1 .
a) 4smx+161n 2§1nx+1 +C (smena sinx=t};
3 2 "
b) 3 cosx— = In \/2 = TOSxT 1-|+C (smena cosx=t}.
2 2\/2 \/2 cosx+1

4.3. Parcijaloa intepracija

a) Usvojimo da je u=x, d=cosxdx=sdu=dx, v=sinx, pa je

primenom formule (2) _fxcosx dx = xsin x — jsmx dX =X sin X +
+cosx+C.

b) Uzmimo dat je u=Inx i dp=x"dx. Tada ®

1 .(rHrl
d =7Il] . :“ =, a.a 4 0y
u X X, v — pa Je na orrovu (2)
1 n+ 1 X"+1 1
x"Inx dxe= In x ~ e o e 3
I Akl j rdx Tt SRR

a) e (x—1+C (u=x, do=e"dx);
b) x?sinx+2xcosx—2sinx-+C (u=x*, dv=cosx dx).

i
a) xaretgx—= In(1+x*)4+C  (u=arctgx, dv=dx);

2

b) %~-{inx-——0,5)+c (u=lnx, dv=xdx)

a} (x--1lcosx—sinx+ (t=x—1, do=sinxdx);

b) -1 =05x0,5x+ 13+ C  {u=In|x—1|, do=xdx).
xIn2+1
...... S ' — =2 .
d) 2x11322 (u x, dv dx),
¢+ 1
b) *ﬁi'_;kf‘i‘c {u:x, dv:g—xdx)_
[ 54

a) —e Y(x*+5) (u=x?-2x+5, dv=e " dx);

. d
fu=x, dv= -~—)i~-- )3
sin? x

b} —xcigx-+lnjsinx|+C

279



606.

607.

608,

609,

61G.

280

a) 0,25Cx*+10x+ 1D sin2x+0,25(2x+ 5)cos 2x +C
{u=x%45x+6, dv=cos2x dx};

b) xtgx+lnlcosxj+C (u=x, do=—7—).
cos? x
lmx 1 s
a) -—Ex 42+C fu=Inx, do=x"7dx);

b) x(ln®*x—2lnx-+2)+C (u=In?x, dv=dx).

a) Neka je I=[e"sinx dx. Ako uzmemo u=sinx, dv=e*dx,

tada je du=cosx dx, v=¢*, pa je
(D I=¢*sinx - [e*cos x dx.
Primenimo ponovo parcijalnu integraciju na dobijeni integral.

Sada je u=cosx, dv=dx, pa je du= —sinx dx, v=¢" | jednacina
{1) transformiSe se na ovaj nacin:

I=¢*sin x —(¢* cos x— [&* (- sin x) dx).

(2) I=¢"sinx—e* cos x — [e¥ sin x dx.

U jednacini (2) se ponovo javija traZeni integraf.

(3) I=¢"{5in x —cos x}— =21 = ¢* (sin x —cO0s x)

€* (310 x —cos x)

Yoo T

+C.

1 . .
b} 5 e*(sinx+cos x}+ C (analogno prethodnom primeru).

a) ; (x? sin 3x -+ x* cos 3x—§xsm 3x——§ cos 3x)+ C
(u=2x?, dv=cos3x dx, tri uzastopne parcijalne integracije).
b) %(x3~§gi+i—fw—5)+ C (tri uzastopne parcijalne integracije,
u=33, do= " dx).
a) Neka je u=+/x?—a?, dv=dx, tada je duWw-mzcﬁ{m‘} DX,
x?—g*

I=[/x?—a? dx= xm+\f~7§?§;

611,

612.

614.

615.

N N =

Poslednja jednacina mofe se napisati u obliku

1= /57— a?—1—a?la |x +y/xP— |

ili
A=xy/x*—a? —a’lnjx+/xI—a?|;
odavde sledi da Je

xy/x%—a*

1=*m5 ----- —Enlx+\/ a*|+C.
b) %\/a2+x2 + fz..m |x + Va* + a*| + C (analogno prethodnom
primeru a).

2 \/32 arcsin ﬁ 42 \/ {—x+C

formule parcijalne integracije).

' . .
(smena /x=t, zatim primena

2

a)x+£
2

arctg x——g +C  (u=arctgx, dv=xdx);

b) - ((21 - 1} arcsin x 4+ x \/(1 ~x%)4+ C  (u=arcsinx, dv=xdx).

X .
a) m.mm._:t._...e_xz NS (u:x"‘] dvxe~x2 'xdx);

x* 1 3
b) T(iuxwa)f o {u=lnx, do=x7dx).

s
a) 3 {smx+cosx1n3)+c {dve uzastopne parcijalne integracije,
1+1n*3
sli¢no zadatku 466):
x X cos x dx
b) -——Sinx+ln|tg5|+c (u=x, do= Gnfx ).
a) > (xz‘“i*%c (u=x?, do=5"xdx);
2ln5 In5

281



616.

617.

618.

619.

620.

621.

622

282

i 2 .
b) s1n82xmxcc;s x+C {(u=2x, do=sIn x cos xdx}.

a) xin(x++/1+x)=/1+x*+C (u=In(x++/1+x2 do=dx);

1 2
) ——(n®x+2Inx+2)+C (w=In*x, dov=x"2dx).
X

a} g (sinflo x})—cos(ln x)}+ €  (w=sin(ln x), dv=dx);
b) 52 (sin(lo X)+cos(nx))+C  (w=cos{nx), dv=dx);

J

l-—cos2x
a) ¢ (sm x—sin 2x +2)+ C (iskoristiti identitet sin? x =
zatim dve parcijalne integracije};
e* . I +cos2x
b) 3 (cos? x —sin2x+2)+ C (iskoristiti identitet cos® x=—- = —}.

a) flf(xz—ml)ln(x""—l)-—éxtkc (u=In(x?— 1), dv=xdx);

1-x] 1
b} ln-1+~' Enli x|—¥x+C (u=

3 ¢ dx).

1 1
a) (2x +3x ml)ln{,x+1)w~ x? msz +6x +C

(u=1n(x+l),
b) e"(x—1)+C.

dv=(x? +x) dx);

e** {acosbx+ bsin bx)

o - -
@) a*+b? e
b e™ (asin hx—bcosbhx}

) a2+b2 ™

x* 1 . 1 ,
a) -—z—(arctgx) ——xarctgx—i—ilog(x + D+ C;

3 2

1
b} — drctg j\cm-i—g—i—l—(;élu(‘h + 1+ C.

623,

624.

625.

(x?+3x?+ 5x+S)arctgx—=—3x—2In (x> + H+C.

M| e

Ako iskoristimo identitet

1 1 1 1 o oy .
7 g =o—| —=--——=|, datl integral se izracunava na slededi
x—a XxX-t+a

_dx 1 /[ dx [ dx
xi—g? 2a\[x—a x+a

1
=-—{lnjx—al~In|x+a|+C
2a
1 —
= ln[ 4+ C.
2a  |x-a

b) Iskoristiti identitet

a1
B —x? 2k\k+x k-x/°

Primedba. Ova dva integrala se koriste kao tabli¢ni jer je njihova
primena Cesta,

dx
£ bx+c (a#0),

najpre trinom ax®+ bx + ¢ svodimo na kona&ni oblik:

ax*+bx+c=a x+w{)~— 2+4acmj~)j_a z—|—j~ 2+k
Ha 2a 4 2a ’

Primedba. Da bismo izraunali integral oblika f

gde e
4ac—h? b
kv—wf-f ----- 7— . Ako uvedemo smenu x+-—=t, dx=dt
4a 2a

i dobijemo da je

o odx 1{ dt
T laxt4bx+c a4k

IzraCunavanje poslednjeg integrala svodi se na jedan od sledecih
sluéajeva:

2ax+b— /iyzwéiar

2ax-+ b+ —dac

1° BP—dac>0, I=

L.
Vb —dac

283



626.

627.

628.

629,

630.

284

2° br—dac=0, [=-T 4

2ax+b

3 b*—dac<0, I—mn

= Arctg

ﬁc; b2

2ax+b

2) dx _ dx 1 te X
XF—6x 413 - Wa42“c 2

b) dx _ ) |x——3!
xP—dx+3 u-afmi‘z lx—1
vidi zadatak pod a).
1
4a) ——-W*+C (smena x+3=1);

x-+3

2
b} arctg -Jf%rr— +C  (smena x+2=3().

i d— C
\/ 4ac— b? *

(smena x--3 = 2f).

1+ C  (smena x—2=t,

3

P

1 —4
a) Elﬂ f“;—i"!--c (x*—4x=(x—2)>—~4 (smena x—2=1t};
23 1 2
b) \/ H.I'Ctgzxn{_._ (X2+x+l&(x+1) -4
3 V3 2

zzy

(smena ~~&—1
Mena X -+ - =
2

1
2

dx

1
a) —arctg E;— +C  (smena x-+1=21);

dx 1
b) | =
) 3x?2x+ 4 3'[

V11

(=3t

(smena x ——% =g

3

Primedba. Integral oblika

x_"_l;%c; b) arctg(2z—1}+C.

dx

Jastibxie

1
= arc
11 /11
9

Lg3x"1+C
Vit

za a>0, transformiSe

631.

632,

633,

634,

se posle svodenja kvadratnog trinoma na

. _ dt . S
a4 za a<0 na integral oblika J;ww Ovi oblici integrala su

razmatrani u zadacima 583. pod a) i b).

a) Jfox+} .L ly E
x+2 +4

dx

=In

3

1 3
(smena x+§2*t);

2

dx

\/154 2x — x2 [\/16 (x—1)

(smena x—1=471).

a) In|x+2+4+/x% +4x|+C;
b) arcsin(x— 1)+ C.

3

. 2x+
a) arcsin ——=— -+

1
b) Eln|2x——3+

a) lo{e* +% + \/l_k e+ eﬂ) +C  (smepa &=

b)

b)

7

svodi na 630 a);

1 3—sinx
— = arctg——_——+
V3 3
na poznati}.

4x? —12x +10}+C.

—Injecos x+2-++/cos? x +4cos x+ 1 |+ C
svodi dati integral na poznati},

. 2+Inx
arcsmn ——=-—+ '

NG

(smena Inx=1z).

X
= arcsin

+C

z dati mtepral se

(smena sinx=./z svodi dati integral

(smena Gosx=t

~ O~



&35.

636.

2806

4.4. Integracija racionalnih funkcija

a) Podintegralna funkcija moze se rastaviti na parcijalne razlom-
ke na slededi nadin:
(1) x+2 — x+2 _i4i+,§.‘+._£_.
xP—2x2 x%i{x—2) x x* x-2

Ako se pomnoZi poslednji identitet najmanjim zajedniikim
x*{x—12), dabija se
X+2=Ax (x—2)+ B(x—2) -+ Cx*

={A+ C)x*+{B—24)x—2B.
Koristeéi osobinu identiénith polinoma da su im koeficijenti uz
odgovarajuce stepene promenljive x jednaki, dobija se sistem
A+C=0AB-24=1 A ~28B=2.
Refenja sistema su 4=—1, B=—1, C=1.
Na osnovu identiteta {1) dobija se da je

_x_i:?: ..... -+ _ix__,l,_i_l xm% i‘c

x%—2x? x—2 x0T )
by Jednacina x*- 1 =0 ima dva realna korena x; =1 1 x,=—1
i dva konjugovano kompleksna x,=i 1 x,=—i. Radi toga

imamo identitet
() 2x? _.4 . B _*”Mx+N
x*—1 x—1 x+1 x*+1°
MnoZenjem identiteta (1} sa najmanjim zajednickim dobija se
dentitet
23X =(A+ B+ MYX* + {4+ B+ N)x*+{4A+B~M)x+{Ad—-B—N).

Primenom metode neodredenih koeficijenata doblja se slededi
sistem

A+B+M=0ANA—~B4+N=2AA+B-M=0AA4—B—-N=0.

i 1 ,
ReSavanjem sistema nalazimo A--;,- , B= e M=0 1 N=I.
Na osnovu identiteta (1) dati integral se postupno svodi na slededt
nadin:

foz dx Lfax L x—1
x4 jx2+‘ R

x+1

+arctgx-+C.

Polto je stepen brojioca vedi od stepena imenioca i podto se lzvrsi
deljenje dobija se kolinik x+5 i ostatak x-+1, .

637.

638.

&39.

x*px*—16x+16 o ox+1
%2 4x 43 mx+5+xzu4x~¥-é'
Ako se poslednji razlomak transformiSe na parcijalne razlomke
dobija se
x+1 A B
=) =3 x—11T%3
ili
x+1={A+B)x+(—34—B).
1z ovog identiteta sledi da je
A+B=1A-3A~B=1=Ad= 1 A B=2.
Dati integral se postupno transformise na ovaj nadin:

_ ) dx dx  x? (x—2)?
ijxdx+5jdxmfxwl+2j‘m——2 ?’TS »Hni T +C.

w3
a) %+x2+4x-i~ln(xm2)“+c;

3
x 5 p
b) ‘- —a?x+adarctg 4 C.
a

3
_ =2l  2x—1
2) |x+1| 0(x~+~1)2 +G
=3 - Jx+2y
b) In - +C.
e
1 i 1
a) gln[xwllwzln(x2+l)+~éarctgx+C;
x3
b) Inf—————si +C.
) (x 1)(x+1)2l
i x—2
r.i) ::m27+ln x+il-rc,
3 Fx—2\2
b) W2+1n& )+c

287



641.

642,

643,

644.

645,

646.

647.

288

b}

a)

b)

a)

1
———arctg X + C| ~5—
S artgx (x"'

'1 3 1 3
Rt ey
Cx?(x—1)|
x+1 |
1

1
2();**1*)%2 in(x + 11+

In

=3

3
5 arctgx +C.

x+\/§|

Infx?—5x+ 9]+

2x+1 1 A
J‘"i-_,.;uc; ( - 4

S\/Z drctg\f—i-C,

Bx+C )

-1 x—1 x*+x4+1

M_md+ .
x*—5x—-9 x

4 arct 2x_S+C —Ex—_:—B—wdx—
\/ﬁ & \/ff ’ x*—5x49

2dx )
P-5x4+9)

048,

644,

650.

651.

652.

&53.

{(Zx+1)jdx

4 arct 3+C g
V15 e V15 JxPE3x460

_[@xAddx [ 2dx
4 3x+6 Jﬁc *+3x+6

b} In|x? +3x+6}

3

I 2 2x+1 -
a) x—+-"-laix-1i —=arctg XAl +C;
NERRRVE
b) ~-1 t - Earctgx¢€

pv

3 1 2x
a) 5 In (x® x4 1)+ ——arctg “—- 4 C;

V3 V3
2 1
b} éin|3x*li+m,;1n§?_x—l-li+c,
il X b arct =) t +C;
dj N == dfC R
\/xz -t 2 g g ‘\/A.
x*+4 1 x
b) 1 PR +Earctg §+C
X x2+1 /_
a} \ el e / 2arctg —77——v-2~+C {Iskoristiti §to je:
Jz X241 1—
Wb L=t 20 20 (2 1) (/2 (3 3y 24 1)
: 4 Az Cx-+D
(x*—x\/2+41), zatim e > iﬂf xrl -
Px® oy x 241 x2exy/241
23 1 x
st in{x? 42— arctg +C
4{x* +2) ) 428

a) x+4lnlxi+ In(x?4+-4)* 4+ C;
b} x*+Inix|+2In fx - 1]+ C.

4) 2x-+ 2a x|+ arctgg*i«‘ '

b} x*—dn|xi+In{x*+1}+C



4.5. Odredeni integral

b
654. a) Neka je f(x)=Fk, (ke R), odredeni integral [kdx predstavlja po-
vriinu dela ravni xOyp ogranidenu pravom f{x}==k, odseCkom
[a, ] na Ox os1 i ordipatama u tackama a 1 b {sl. §9). Ako se
izvril podela segmenta [a, b] na n delova ta¢kama
CI=XQ<XE <x_9_<...<xn:
y Yy = k =h,
% onda je na osnovu defi-
i nicije odredenog integ-
i(g,{'} - rala
|
o 1 X
a Fi b
51 89
fod n
jkdx="l£n§3 Z (&) dx;= lim (k{x,— Xyt Xy~ X+ X3 — X+ . .+
—i_xn'—xnwl)
= lim kix,—xg)= lim k(b—a)=k({b—a).
Dakle, povriina pravoijgaouika ic k(b—a).
b} Podelimo segment [a, b] na n jednakih delova 1 uzimamo da
su &=x, levi krajevi par-
y cijalath segmenata (sl 90).
, Funkcija f(x)=x je ne-
prekidna na segmeniu
Ve [a, b}
b —
dx= a
n
L Primenom definicije od-
¥ n redenog integrala dobi-
Jja se:
ol | . X
a % b
. 5L %0
fxdx W_“,‘li,m ‘Elf(df‘-)dx,vm lim (dx (a+ Ax)+ dx (a+24x) + Ax{a -+
4+34x)+ . o+ dx(atnAx)=lim nadx+Ax* (1 +24+3+. .+n)
290

G55.

. ( b—a (b—a)z n(n-l-i)>
=lm{n-a + :
n- o n M 2

b—a)? 1 >
= lim a(bwa)%( 4) (I+-)
a-r o H
Zab—2a% 4 b2 —2ab+a* b*—a?
- 5 -
b b2 i
Dakle, j;x dx =§w~% .

Primedba. 1skoriicen je poznati identitet

1
14243+, . .+n=95'3§m----3.

a) Podelimo segment [, b] na n jednakih delova; tada

i « . . vy s
Ax=——_ Zua 1acke ¢&; uzedemo leve krajeve parcijainih seg-
A

/

menata (sl. 91).

Y

519

b n
[x%dx = lim _;1 (&) Ax,

= lim (dx(a+4x)?+{a+24x)* +. . .+(a+ndx)?)
= lim (dx (na®+2adx(14+2+3+. chny b Ax? (1425 +

+3% 4. 40

251



- im —a(m pag D)
o} 41 2

(b——a)l’-n(n—i— 1(2n+ }))

+

n G )

= IfED (b-——a)(az+£2{i)wa)(l+i)+gh..%fl,(i+%)(2+%)

PRY-A 3 3
S

3 3
Primedba. Iskoricen je poznati identitet za zbir kvadrata prirod-
nip+1)(2n+1)

nik brojeva: 12422432+, +n’=
a 20 n-1)e

b) je“d\-— lim (e +enden . e )

- 1
= fim o Col (e Dlimin (14
Rl :
gn—1 “
=p®—1 (smena: en—1=h formula za zbir geometriiske
progresije).
T 27 . nn
656. a} {sinxdx= lim - {&.m Csin 4 sin )
o n—r oo Xl H ¥l n

1
=2 lim cos— -lim ——— =2,
n— o 2n . &

Iskoriiéen je poznati identitet

sin

sinx-+sin2x+4...+sinnx=

30y

b} Poito je funkcija f(x)=cosx neprekidna na segmentu [a, b],
ona je integrabiina na tom segmentu. Podelimo segment [a, 5] na *
n parcijalnib segmenata _]Cdﬂdkth duzina:

[a, at+ 4x], [a+ dx, a-+24x], ... fa+ (—1)Ax, a-+idx], ...

. b—a .
o+ (n—1)dx, b], gde je Ax=ﬁw£ tbh=a+ndx.
n
Za tacku £, vzimamo, na primer, desne krajeve parcijalnih segme-
nata, tj £i=a+iAx. Rimanova integralna suma ove funkcije je
E‘f(c;)Ax =dx{cosEi+cos &+, .. +eoséi+. .. ecosén)
- WAY(COS(a+Ax}Tcos(a~L2Ax)+ ot
+cos{a+idx)+.. . Feos{a+ndx).
Ako iskoristimo poznati identitet da je
dx 1 i —
cos {a+i4x) sin w; == (s'n (a + %1;—1 Ax—sin (a + _,’Zl Ax})

2

ili -
1 . 2i+1 . 2i-1 A
AR = " Ax—sinl @+ =
cos (a+idx) i (sm (a+ ) Ax—sin (a -+ 5 Ax)),

Zsin =

. 4 . 3 . 4 . 5
tada Je o,== _ax (sin (g -+ —Ax}—sin (a-+ -—x) +sin{a + 2 Ax)—
. dx 2 2 2
23113-4-“2&

—5in (a~!w3 Ax) +...-sin (a +?'———~ = Ax)—sm(a+2——3 Ax \‘
2 2 2 )T
+4-sin (a + il Ax) —sin (a +%g)
2 2
ax f axy Ax
= (sm (a +ndx -+ f) - sin (a + 2))
2

2s5in—

oA sin b%‘éf —sin /aw}fjf
o, dx 2 k 2 /)

2 sin

Na osnovu definicije odredenog Integrala imamo

. S' Ax ~1
b LIy )
et s | (o2 5)
2

=sinb—sina.

2973



657.

658,

G50,

660,

601.
662,

603.
664,

204

2 43 34 14 81 1
1

2 X
b) [ +x N dx ="y
1 3

3
4 1 xi
¢} [x2dx=—
! 3

2

93 15
d) 24, I{)} **5““, C) ?
8 40
a} 33 b) 5
24,4 3_ ¢
a) QWE—J'; b) ?W%MMQ; C) ET'

a) 1;  b) m%=0,4055; ¢) In2=0,6931.
a) 0,5; b) 2.
a) 3‘?5’ b} 0.
a) 2 b)%+,ﬁ.
K n T
a7 by 9 i

a} Uvedimo novu promenljivu integracije smenom 2x -1 =¢.
Diferenciranjem nalazimo dx =3 du.

Odredimo nove grapice integrala: za x=2 ¢t=3 i 7za x=3 ¢=35.
Tada se dati integral postupno svodi na ovaj naéin:

3 5

i FRETA LI |

2 1P =c d Pdu=2 " | == (5*—3%=68.
Jr(x)zjr“”2438( )=6
2
b)

3 1
Smena 2x%+ 1=z daje xzdx:gdz. Odredimo nove granice:

za x=0,z=1,za x=1, z=3. Tada mamo:

1 3
i 28

" 3
j (223 + 1 x2dx =-é J::“d'z:w Nl

1o s ol
e (35 15 =B
65|, =309 1=

1
i

667.

668.

669,

670,
671,

G732,

672.

674.

675.

i 7 2
a)—; b)-—; P
Vs Png 93
L 2td
a) Smeny je e —1=1¢2, dxwtz—ifl_’ nove granice su za x=0

t=0,za x=In2, t=1. Tada je

In2 i 1
— t*d (2 +1)—1 1 T
e*—1 d =2 B = A S A — i == 2 —,
f\/_ X L2+1 Pl 2t ‘chtgtO 2=
[¢] 0

b) 4—n (smena je e 1=1¢2),

2 ria
Vst P

1 7
a) - In2; by —.
a) 5 n }12

a) 10In2 — 3,5 (parcijalna integracija u=ln x, dv=(3x+ 2)dx).
b) 0 (u=In(x-+/x>+1), do=dx).

T
by St
)21

a)In2—~0,5 (smena |+ x%=1);

i
B} — g v
} iz (smena x 3r).

2

8
h C="” == = £
a) 3vC 53 b) C=e.

Posie lntegracije data jednadina se svodi na lanac elvivalentnih
Jednadina: L, .
sinf{a“+a)—sinag?=ging
4:‘Zosilazﬁ—a,a 2sin 2 a_4
COS ~———8in — ~2sin = co§ - =
2 2 2 2

a,  2a*4g a
<> 8 — (€08 ————cos . j=0

2 2 2

a . at+a | & 0
<> Sin - §in ——- —sin =
2 2 2

— m___] ] 7
= a=2knva=+Znw v a=-— L;;\_éliéinic k.n,meZ)

295



676.

677.

&78.

079,

680.

681.

682.

683.

684,

296

Ako se uzme uslov 2<a< 3 skup relenja date jednadine je

2) T Tr 371: lln
)[2 6’2" 6 |

2

O<a<4.

A=C=", B~ —6b.

. a?
a) x=]1 za a € (02] i x;,=1, x,=log, log, ik ae{l, +wo}
Uputstvo: Smenom 2*=u data jednacina se svodi na kvadratnu

u*—2ulog,a +4 log, (g):o = u=2 v u = 2(log,a-2).

b x, , = (2~a)i"[; za a (—aw, B;
x;=11za a=0;

Xy ,=2—a)t zmae@© DU 2.

2

T : . 3€4+l
d)ﬁ: b) 16
28
a) 'ljfr; b) 3e—6

In8+—=—3 (parcijalna integracija u=1ln (1 +x3), dv=dx).

3

Smenom Iw-&, data jednacina ekvivalentna je luncu ekvivalencija

LR

1
x
'ET
——— =*¢> arccos u
\/imu i 3

6385.

686.
687.

688.

689.

690.

1 7T
<> ATCCOS ——— Arccos 1 = 3

T
<> ATCCO8 =
x 3
- X =D
at
x=—7. (Primeni parcijalpu integraciju u=arcsin ¢, dv=—; lm__ )
+1L
. . . . .. rdi
x=4. (Primeni parcijalnu integraciju w=arctg f, dv=—p==—)

S

x=In & (Smena e'—4=u%) .
x=1. (Vidi reSenje zadatka 684.) .

4.6. Pritnena odredencyg integrala za fzrafusavanie povriine
ravoih figura

Figura ograpiena lukom parabole y= —x*+2x i pravom y=0
prikazana je na slici 92.

: : 4
Povriina figure je P=j(_x2 +2x) dxﬂa._

Y
0 (R
1 \
5192
Apscise presenih tafaka datih parabola su x=-3 1 x=3.

TraZzena povriina je prikazana na sl 93. Kako su date parabole
simetri¢ne u odnosu na Oy osu, dovoljno je odrediti povr§inu na

07



segmentu [0, 3]. Zatim je udvostrudimo:
3 :

3 2 _ 7 .2 _
szj‘(gl +3) <9x +I) dx =8,
0

b
i I
| |
, |
| :
|
i |
HE ; x
-3 3
51 93
691, Data prava i data parabola seku se u tadkama x= —2 i x=1

{sl. 94) (refenju sistema y=x A y=2-—x?). TraZzena povriina je

1
! 11
m2=(2“3”*”:‘2‘)“

X3 x2

= | @ —xydx={ e X

J( x* —x}ydx (x 3 2)
2

51 94
692. TraZena povriina (sl. 95) se dobija ako se na povrsinu ogranicenu
osom Oy i lukom parabole dodaju povriine trougla AO1 1 krivoli-
nijskog trapeza OCB4, a zatim oduzme povriina trougla 14B:

298

4

O
ST g L] e 34316
P=2 j Vx4 dx+7--+J\/2x+il ae 2218
-1

o}

5L 95

2

693. U ovom slucaju zgodnije je izvesti integraciju duze ose Oy (sl. 96).
Tada je traZena povrsina

b 2
2 3|2
5 vy 12
== == 6--- — P d = o e
P dey j( V= y)dy =6} 275" e
a -3
b
—__""%!*P-m--.
T e
Wﬁm X

4]
694. ij(2x3+ 3x? 4+ 2)dx=25.
-1

695. a) Jednacina kruga je x* -+ y*=R? Povriina kruga se dobija kada
se Cetyvrtina povriine kruga uéetvorostruci:

299



696,

6y7.

698.
699,
700.

701.

702.

300

R
P=4 f VR x2dx.
O

Smena x=R sint svodi prethodni integral na oblik

xiz w2

P =»4szcos2 L dt m4RZJ l"j%mi dt =Rz,

o] 3]

b) Analogno prethodnom primeru, poviina elipse je P=abn

(jednacina elipse je b*x? + a?y® =a?h?).

4 2
37"

Grafik date krive je simetri¢an v odnosu na osu Oy, Prava x =0 je
vertikalna asimptota a prava y=0 horizontalna (sl. 97). TraZena

povriina v funkciji parametra a je

—y -t

1 41

1 i
Plo)= J Sdx=——
X p

1

1
Ako a— oo, tada ——0, prema
[#3

tome
. . 1
P=1im P{a)= lim (l —) =1,
a-+ o a— o a

a to zonadi da figura koja se
prostite u beskonaénosti iz-
medu ose Ox, luka krive

y=-31prave X=a ima konalnu vrednost.
X

P =36,
P =14,
P =36
P=475
Ptz

5L 97

703.

704.

705.

706.

0.

708.

709,
710.

71k,

Ti2.

713,

7i4.

715,

716.

717.
718.
719.
720.
721,

_b4
-5

P=13@+4J§.

P

pmg(z;m\/é).

P = M_’i
3
4713"4“\/5
Po=— X .
&
16
P=w§~~ln27.
1
P=—m,
2 3

Pep?qp7? 35 524,

Pz=({ay=arctga, P= }JlmP(a)=g.

.

P=-.
3
17

P=—.

1 3
P=’3’—ID“"§'“.
K
P=E.
len\/_,
P=9,
P=0,5.
P=12.
P=15

~ S



722.

723.

724.

725,
726.

727.

728,

729,
730.

731.

132

733.

734.

735.

736.

731.

738.

739.

740.

302

24 8
“ns 9310

P=d4—-31n3~0,7042.

2
P=10%.
P=4.
P=ab(2/3—1In(2++/3)).
Pe=m?ini.

10

Pem+ .

77:+3
81 1043
3 3
P=45.

i E 2
P=2{2—x*—x3)dx=2".

AR 15

3
FP=35 arcsin -5—41112.

P

P =05

P= 6ﬁm§m3.

4 4
Pi=2n+-iPy=6x—m,
1 7[+3 I 2 ¥ia 3
160 4/3 . 3m 43
1——“"3""-“*—3' ipz——g"‘“%-m?’"w.

FP=in2.

741.

T42.

743.

744.

745.

746.

747.

748.

749.

750.

751,

4 . . . .
ng. (Grafik date zatvorene krive se zove lemniskata, simetri¢an

Jje u odnosu na obe koordinatne ose 1 ima oblik kao znak bes-
kona&no, o.)

a) Funkcija je definisana za x5, nule su x=1{ x=4, y_, =1 za
X=3, yun=9 za x=7, asimptote x=35 | y=x.

b) P:%m4ln4.

a) Definisana je za x#8, nule su x=7 i x=4, yo. =121 x=6 i
Vain=9 za x= 10, asimptote su y=x—3 | x=§.

b) P=%5——41114.

a} Definisana je za svako x# — 1, nule su x=1 i x =4,

— 1
ym=§ zZa X = ——1m\/.10, Vain = ~3 7 X = ——1+\/ﬁ, horizontal-

na asimptota x = 1, prevojne tacke za x=0 i x= +2./3.
b} P=5In2-3.
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752,

753.

154,

758.

756.

757.

758.
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a) Definisana je za x% —1, pule su x=—3 § x=1, Viin = 9, Z2
xX=1, Yma =1 22 x=—3, asimptote su x=—11 y=x-+46;
15

b) P=——4In4.

1
2

Zaa=1, Pm~_~-5~(5—3\/§).
Maksimalna povriina povedi odreduje se iz funkcije,

24~ p) ) 16 -
PR)=2 | /2px dx==\/p—p) .

o

P(p} je maksimaino ako i samo ako je P/(p)=0<=(r—p)(r— 4p)=0

-m-rmpr=£ . Odgovara drugo reienje p"—“% '

ResSenje jednadine
X
e 1
\/4x dx ——x./dx =9,
2
° 2
TraZena seica sadrZi tacku M (9, 6), jednadina sedice je y=ix.

4.7. Primena odredenog integrala za izraunavanje zapremine
rotacionih tela

Lik prikazan na sl. 98 rotira oko ose Ox. Zapremina nastalog tela je

4
V.=nf(@x—x?2 dx= s
0

4
=nf(16x%—8x>+ x*)dx =
0

x? x%* 512 \ X
216‘““‘"-' gl =0 .
3 2x* 51,18 i
-z
=
V=n(l—). L. 98

7 (a® - 1)
789 V="

J60. Lik prikazan na sl 99 rotira oke ose Oy. Zapremina tela koje

nastaje je

1 i .
Vmrfxtdy=nl e dy="(~1).
0 h 2

\\/

8L 99

761. a} Pravi kruzni valjak poluprednika R i visine H nastaje rotaci-
Jom pravougaonika OABC (sl. 100) oko ose Oy, Jednadina prave

AB je x=R, pa je zapremina valjka

I u
Ven{x?dy=n[{R*dy=R*nH.
0 4]

y y
/E"\ B
R S
H
Pl N X
A
SL 108 5L 101
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b} Rotacioni konus nastaje rotacijom pravouglog trougla OA4B
{sl. 101) oko ose Oy. Jednadina prave AR je

E—i—— =1, pa je zapremina konusa
4 SR RinH

- R B B e

¥ ﬂ'},l [ii [, ) ¥ 3

¢} Prav: zarubljena kupa je rotaciono tele koje nastaje rotacijom
pravouglog trupeza AOBC (sl. 102) sa paralelnim stranicama Rir
i visinom . Pofito tacke 41 B imaju koordinate A{R, O) i B{r, H},
jednadina prave AB je

rwR

H

Y+ R

Zapreming mmbl}ene kupe je

— alf
V"’“';’tj xtdy=mn <}f ‘,MrR) ay=7-§w (R?+Rr+r%).
G

F— ‘3
{smena — I ~y 4 Ro=z}.

2 Fil
e
1]

b) Loptin odseCak (segment) pastaje rotacijom kruZnog odsecka
ABC oko ose Ox. Zapremina loptinog odsecka je

ki
Ve=n [ yidx=n f (lex Ydx.
K-~k Mo
vi
;//:: L %\\%\
~ g
B . W B X X
0 :E’; )
P
\\\ 7 /
e
&1 103 L 1o

763.

764.

765.

Koristedi osobine pravouglog trougla BCD (sl. 103) obrascu za
zapreminu loptinog segmenta moZe da se da 1 ovaj oblik

h
V="T (3% %), Jor jo h(3R—H)=h(2R — k) + kR

pr+h® 3pth?
2 —

jer je hQR—h)=p?,

h_
2= p? i, 22 =2Rh, Rh—ijz .

¢} Loptin sloj nastaje obrtanjem krivolinijskog trapeza ABB 4,
(sl. 104) oko ose Ox. Zapremina loptinog sloja je

X, “+h kﬂ
Ven j (R2—xYdx = ?L(I\ rw—3—>

x +h
(]

x
o

n
%(3(}{ — X3) o+ 3 (R? — x3— 2hxg— h2) + h?)

=%(3 (R —x3)+ 3 (R —{x0-+ B) -+ hz)):n—;(Bp% +3p3+hY),
-2

gde je pT=R*—x§, a pi=R*—{(x,+ )~

V=a’pn.
4 4
a) Vx=§a2bn; b) Ef;mgabzn.

a) Dvokrilni hiperboloid je prikazan na sl. 105. Njegova zapremi-
na je

b
y "'\\/_N
g /
\ S - - -, 51’ \\ \ i
I ! N LT %; % x : o f X
Y R I B 30 za | § ‘i
i S TN / y
L > / N
g : /gf‘ - _ab—h <
S N
sho10s 5L 20
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766.

767.

768.
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2a p2 2 2
sznjyzdxmznaij(x%uaﬂdx:§£%jg
b} Jednokrilni hiperboloid je prikazan na sl. 106; njegova zapre-
mina je

b 8 2
V= anxz dy =i?.f . y

o 3

1z jednacine x* + (y—b)? =r?

dobijamo y—b= +/r* —x2,

yr1=b+ /17— x* J¢ jednading
gornjeg polukruga, a

y=b—+/r?—x? jednadina
donjeg polukruga (sl. 107).

TraZena zapremina je
Venf (yi—yd)dx=

=dnb| /r—x?dx.

Ako izvriimo smenu x=rsint
dobijamo nove granice imteg-

racije 5L 107
x a, t L3 i n
=—(, t= - 1 X=qa, [==,
. 2 2
pa Je

=

2 —-—

V=d4nb{ \ﬂz-rzsinzt-rcos tdr=4dnr*h
w
2z

cos® t di

ba§ s 1 {H

x
=27 r?h | (L+cos2i)dt
"z

Vi
=2r%h (Hwi sin Zt) P _omtep,
2 .z
63n
y="2E
5
Ton
VeT.

769.

770.

771,

772.

773.

774.

775,

776.

771.

718,

779.

780,

781.

782.

783.

s
P=—.
30

V=g & 40
" "\In5 81in3

Ve 167,

_8n

=3

)

9



784.

785,

786.

787.

788.

789,

79¢.

791.

792.

793.

794.
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V=§ﬂ?
3
Ve,
10"
. 0 b 1
a) V=,,,l“? fr_[ez“’dx=5; b) V=n[ln®*ydy=n.
g 0
3
V"———_gﬂz.
167 a®
V___SM.,
po (57 V3
4%\ 3 2
E)
V=1 [(cos® x +cos 2x + 2cos x cos 2x) dx
Q
r
2/1+cos2x 14cosdx
=nf + ~—+¢08 3x 4+ cos x {dx
A 2
o xm{_sian_+sin4x+sin3x . 3
i 8 3 +smnx .
[T+ 2 /3
T3 16 '
44x
iy
15
- le6 3
b) P=16y/3~"00; g p=22F
3 3
a*n
p=2r
4
an
e
¥ o

795,

756,
797.
798.

799.

804.

BOi.
802.

803.

804.

805.

a) y=x; b) Vﬂgjf.
3
¥V=24n.
) x+2y—8=0; b} V=136x.

V== 18x.

N(g 6) Vi:l=2:3.

4n

4 )
a) P=; b) F==.

V=4,

V= du?,

__,n(f;iz).

12 5 5
V= (1 2l — 4= In=~
?t\‘i‘ 5+4n3

Vmﬂ:(l%@]_ng).

)
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806.

807.

808.

809.

816.

312

4.3. Primena odredenog integrala za izrafunavanje duZipe
luka krive

Ako na jednaginu kruZnice primenimo pravila izvoda implicitne
funkcije dobyja se

e x
2x+2yy'=0 ii y =~—;.
Primenom obrasca (1) odredujemo obim cetvrtine kruznice:

77777777 s 7——2——
J\/w w—)dx J Vizidx j\/:dxm
y
0

r

o 2

x
e == 7 ATCSIN
\/ r r

Obzm kruZnice s=2rz.

1z jednadine date parabole y'=x. Duzina luka na osnovu formule
(1) je.
3 . 1 S
s= [/14x? dx=7 x4/ x?
0
1 - - 1
=§\/§ S/ 5 In{/3 + \/4)m§=

=/3 + % In(y/3 +2)—05.

mz\/i‘} +5 M(4"F\/ﬁ}=>.§:4\/im'? + 1n(4+J17).

§=

14
3

3]

by
S
X3

Diferenciranjem jednadine astroide dobijamo y'= —

Prema tome, duZina huka Cetvriine astroide je

811.
812.

813.

g14.

b
[ _,,.,w.?
5 3
[
0 x3 a
“ 7T 2 a X
J&;ﬁimm °
x3
j\/ )dxu—aws—ﬁa
SL o8

Odatle dobijamo duZinu astroide s=6a (sl. 108).

s=+/2 + In(l++/2).

s5=140,5(ln3—1n2).
1
§ = é (e —e 1).
Cikloida je data u parametarskom oblikw;

dt
Prlmenom obrasca (2} dobija se:

d
x'=—=af{l—cost); ’::E?:asimt.

Y

/3 ~8a

27a

Sho1u9

313



815.

816.

817,

818.

819.

820.

314

1

=Iln3—= .
s=In3 5

1
Kako je y _—7x

I o

()]

mz-\/._;).
O

S«—w% ln(\/5+2).

‘/g"?-/ﬂ+1 0 24~/3) (4 +/17).

Kﬂk()je, Z4 xmo y:l iza y:O x:i (SE‘ 310}’}1))’2}_/}‘,:_]:,

tada je duZina krive

Smenom \/_ d

\/ |

(J2+1n (/2+1).

x-§~1

Ja/x

tada je duZina luka

b

N

i 1
xzﬁj(x2+x”2)dx=

2

Q

Vx

1

-3

© H

SL 116

821. . e
S——“J.\/l—i-xz dy=j\/1—;(£ 1) dy=
2y
i 1

1/y? ¢ et 41
m§(2+1ny)1—— 7

4.9 Primenpa integrala za izradunavanje povrSine rotacione povrsi
823. Sfera nastaje rotacijom luka kruZnice x* + y* = R* iznad x-ose oko

ose 0x.
Primenom formule (1) dobija se obrazac za povréinu sfere:

—21£J‘\/R2——x /I—G—R2 5 dx = 2nRjdx 4nR>.
s
824. 1° a) Px=2n<b2+ai} - arcsin e) (e—-ﬁﬁwb)

b 14-e

- 2, £

by P, 2n(b .3 1131 e)
2" a) M=2rnH; b} M =rns; ¢} M=mns(R-+r).

825. Primenom obrasca (1) dobija se
r -
P,=2n{/1+cos’x - sinx dx.
o
Smenom cos x=f imamo dr= —sinx dx;za x=0 t=1, aza x=mn

-1 o
t=—1;paje P.=2n | \/l—wi“rz dt =
1
¢ 1 -
mzn(i\/l+r3+2 1n{t+m)

1:275(\/5 + In{l++/2).
826. P,=n(y/5~ f)mf_m(\; *}%)

2 ; . . .
(Smena cos™x = 1, zalim na dobiveni integral primeni parci-

falnu imcgraciju itd.)

B27. P *isg et

=7 g . 315



£29,

830.

§31.

627r
P -

47t
P o=2nll+——==].
’ ( 3J3)

Za 0<x<3 luk krive je

1 .
y=§(3ux)ﬁ. Odatle je
o) K b'd . x+1

§32.

833.

834,

835.

836.

837.

316

izvod y' = , P2 se
V\ VA

primenom formule (1) dobija
da je povriina povrsi

SL 111

_2nj (3—x)vx - de 3.

P =48m.

P2x/p

x {2a+ p)zmrﬂ)

P=—37- ’.’E.‘

a) P, =8n%

o 30).

4.10. Primena integrala u prirodnim naukama

Na osnovu pretpostavke, imamo da je
f(f)=3e2+2t—~1, t; =0, t,=10. Primenom formule (1} dobija se
10

10
dajes= [(B2+2—di=(+t*~1)| =10°4+10>~10=1090 m.
0

o

3
s= (61 +4)dr =270 m.
o

838.

§30.

840.

841,

842.

843.
#44.

8485,

846.

847.

4
5= [(9t*—8r)dr=83 m.
3

2
s={(2t+ 87 ?)dr="7 m.
i

Brzina tadki je jednaka puli u trenutku prestanka kretanja,
Ve:Qe12t — 317 =0e>1=0 Vi=4. Primenom obrasca (1)
4

s= [(12t—3t%}dt=32 m.
0

3

s= (241 — 61%) dt =54 m;
0
3

b) s=|(2dt— 6:%)dr="22 m;
2.
4

c) s=[(24t—6t%) dt =64 m.
)

5 5
s=sl-—szmzf)(6r2+2r) dt——b[{4£+ 5)di=275-75=200 m.

900 m.

Telo postize maksimalnu visinu v trenutku kada je V=0«
3929 8f=0<sr=4 s. Primenom formule (1) nalazimo da je

4
s=[(39,2~086)dr =784 m.
3]

PoSto je x=0,01 m, za F=10 N, zamenom u (3}
10=£-001<k=1000 N/m. Zamenom u isti obrazac dobija se
F=]1000x, tj. f(x)=1000x. TraZen! rad je

¢,04

A= [ 1000x dx=08 J.
0

Primenom cbrasca (2} imamo da je
0,25 2 0,25

25= j fx dx—f»f =0,00125k; odakle je ke 23”--*“20(}0{) {N/m).
. . 0.00125
Zatim je po istoj formuli 4= _[ 20000 x dx==20 000 ------ =100 J.

A=216 1.

217



848.

849.
850,

851.

852,
#4533,

BS54,
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V GLAVA

5. DIFERENCIJALNE JEDNACINE PRVOG
I DRUGOG REDA

5.1. Diferencijuine lednaline sa razdvojenim promenijivima

aj Diata jednadina eicvivalentna je jednaéini x (1 -+ y2)=y£—i]. Ako

se razdvoje promenljive, prethodna jednadine postaje

Ako se uzme integral leve i desne strane jednadine dobija se opiti
integral date jednacine:

FL a'x-a'—l-hj(l—%- I+ !
T g A
In C(1+y3)=xteCl+yH)=2"".

x3
b} y* =y +C.

2
In Cﬂ%«::-

a) v x=/y=C;

a) y+1=Cix—1);

b) +/p =3/x*+C.

b} y=Cy/1+x%
_____ 11
a) x—2=Cer; b) S +In? +C=0.
X ¥y x

aj Eﬁ—arctgymC; 1—x2=C.

al IF+107r=¢;

b} arcsiny -+
b} yv+a=Csinx.

Primedba. Partikularno relenje date diferencijalne jednaéine dobi-
Ja se iz opdteg refenja ako se konstanta odredi iz poceinih uslova.

#55.

856.
857.
358,

859.

860,

851,

462,

Opste reSenje date diferencijulne jednadine je v?=x?+C. Iz pocet-
nih wslova x= —2 1 v=4 dobija se da je C= 12, pa je partikularno
refenje

yr=x*+12.

Razdvajunjem promenljivih data jednadina se svodi na oblik
d

e tg tdt.

5

Posle integracije dobija se
Ins=InC+Iincostssln s=1n Ccosress=Ccost.

o s .. .
Zamenom podetnih uslova s=4 za r=—, doblja se da & C=8.

o
Dakle, trazeno partikularno refenie je

s=8cost
s=2—1%
xZ - y?pdy ~2x=0.
y=1In (xy}-x

3cos?x +cos? xcost y=1.

. . . ds ) ,
a) Neka je 5 put, tada je brzina v=dz pa Je ds= (2t + 3%} dr.

Partikularno refenje je s=1°+ 12 +4;
b) §=2t 2% + 6.

a) p=2x*—3x-35; b) yi=x—1.

. . . o . , Cy
Diferenciranjem date jednagine dobija se y'= ——

ar

2cos?
2
Elhiminacijom konstante C iz date i izvedne Jednadine dobija se
. .. . o vioy
diferencijalna jednadina y'= -3,
sin x

,xy{l+yY)
yle=—0 .

1422

319



864. Primedba 1. Kriva koja sede sve krive datog skupa, pod konstan-
tnim vglom, naziva s¢ izogonalna trajektorija.
Primedba 2. Ako je ugao preseka datog skupa krivih 1 trajektorije
prav {90 stepeni}), onda se trajektorija naziva ortogonalna. Koefici-
jenti pravca tangente krive y 1 trajektorije y; zadovoljavaju uslov
normalnosti p’= —-

yvi

Diferenciranjem datog skupa parabola dobija se y'=Z2ax. Ako se
eliminiie a, dobija se

y ox
Ako se iskoristi uslov normalnosti 1 y’ zameni sa ""?,, dobija se

diferencijalna jedna&ina skupa ortogonalinih trajektorija

12
- yy'ox
ili
xdx
dy=——.
ydy 5
Opsti integral ove jednacine je
xl yZ
it =C

Ortogonalnu trajektoriju datog skupa parabola predstavija skup
elipsa &ije su poluose a=2C, b= C\/ﬁ {sl. 112).

320

865. Analogno prethodnom zadatku dobija se skup kruZnica
x*+y7=Cy.

866. x*+ny'=C.
867. xy=C,

B68. Neka je koeficijent proporcionalnosti & (k= 0}, a R koligina neras-
paanutog urana u trenutku £ Brzina raspadunje urana je brzing
']
T , o iR
promenlpve f:nkeije, koja povezuje 1 R 1 izvod e MNa osnovu
di

. dR
pretpostavke imamo — = —kR. Zpak minus pokazuje da je R

dr

e . . dR .. :
opadajuéa funkcija, pa je i <0, jerje k=01 R>»0. Razdvajanjem

e dR £
promenijive imamo S hdterln B= —ki+in Cesln- =

&Y L

= —ffer—m e M R=Ce™ M,

Ova jednadine izraZava zakon raspadanja urana. iz pocetnih
uslova £ =K za =0 nalazimo da je R= R, pa konaérs dobijamo
da j(ﬂ sz{(lﬁgkf.

5.2. Homogene diferencijaine jednadine prvog reda

86%. a} Data diferencijalna jednading se svodi na oblik

¥

e

Meka je y=wux, gde je i u nova funkcija od x. Posle diferencira-
Dja ¥y =u'x-+u Jednadina (1} se transformile v oblik diferenci-
Jalne jednadine u’x==1, koja razdvaja promenijive:

(1) yim g

dx (dx
dy s ey = ' s in X 4 10 Cespe=1In Cx.
x Jx

Ako se uzme v obzir smena, opdte refenje date jednadine je
y=xIlnCx.
y S
b) arctg—=In C 2t ey

878, a) Vf;:;;i aretg - C; b)) xer=(.
x

~ T



871.

872,

873,
874.
875,

876.

877.

§78.

879.

830,

881.

852,

R3]

WE

a) y=Ceu ¥ b} sinX:"C'x.
x
a) ter=C; b} ymx«.f/g—h;_(,‘_x.
a) y=Cx-+2Inx  (x50); b} x*—2xy+2y*=C.

xX*+3xry -~y =C

y2+x?In Cx=0.

5.3. Linezrna diferencijaloa jednadina

a} Ako primenimo formulu {2), dobija se opiti integral date di-

ferencijalne jednadine:
y=el O [(~3e ) dx =

’ 3
=" (C+3) e > dx=e?* (Cwie“z*’)zC e**—1,5;

b} y=Ce*—1.

x* C X
a) y=?+?; by y=1+Ce" 2.

+1)* :
yz{x—zfj—r%raxﬂ;zv

884,
885.
886.
887,

888.

889.

BY{.
891.
892,
893.
894.
895,

896.

897,

LA

y=2+C({1—x%).
y={(x+C)sinx.
§= sint-+ Ccost.
y=—1+C{x+x%.

y=¢ ¥ (C+x2).

1 s
}’:(Exzmixé—i—c/\e‘“.
y=sinx— 1+ Ce™5%

y=8iI1 X+ COos X.

5.4. Nepotpune diferencijalue jednadine drugog reda

Na osnovu definicije drugog izvode y7"=(y'}, ako se uvede

smena y'=p, tada je p"=p’.

Data jednacina se svodi na diferencijatnu jednadinu prvog reda:

p'=1-2x,
odakle je p={(1—2x)dx=x—x*+C,.
Ako se uzme u obzit smena y '=p, tada je

y'=x—x*+Crey=[{x—x%+ C)dx

x* %3 .
y=~i~u-"-3—-+clx+ C,.
af y=Cx+ 0y by y=Ix" 40 x4+ 0 o) y=—cosx+C, x4+ C,.

3

23



899, y=>x?—12x+19.

b lta

VI GLAVA

__.1 -‘E%EXVI
200. _)wﬁzx ¢ .

901, s=2114+20r+2

* = e i . "
802 O=5- 6. KOMBINATORIK A
963. y=05e 24 1. 6.1, Varijacije
904. y= —x*4x%

817. Primenom obrasca (1) broj varijaciia druge klase od clemenata

o oo skupa 4 je
905, y=x—2x%, Vi=4-3=12 (1. njih je 12): one su:
906. y=x*—dx? +3. g 3% g}} j})
907, y= —x*4 22743 14 24 a4 43,
‘ Broj varijacije trece klase od elemenata skupa 4 je
08, v=C, cosax 4 C,sin ax. - V“m4»3»2m24; ome su:
849, a) y=C cosZx+ C,sin 2x; b) y=C,co3x+ Cysin 3x. 123 213 3z 412
3 y=G ‘ 124 214 314 413
. 08 /5 v Cosin 5 ] v e 132 231 321 421
910. a) y=Cicos/Sx+Cysin~/5x; b) y=C ™+, | 134 734 74 43
N o 3 B} v Creta Oy 142 241 341 432
Al a) y=Cie W40 by=Cie | 143 243 342 432
T.oa) v e T b} y=C, ™+ Coe™ %,
#12. ‘l; y=te ff ' ) y=6 918, V1°=10-9-8-7=5040.
cf yv=U54+Che™F |
3 a) (0,4 C, x) by y=C,cF o Oy 02 918, Grafovi svih varijacija druge kiase prikazani su na sl (13,
9§ . a y=€.\ ‘T+ lx; } o i € = /2) : ;

9id. a) y=o¢"(C, cos 2x+ C,sin 2x);

b} y=e"*(C, cosV”B- x4+ s'm\/?% xh

2 1
/ . = /;éﬁ o
$15. ) y=e(C, 0082+ Casin 2} b) y=Cye ¥4 Cye> *< : Y
. o : \\ : -\_‘\\ :
816. a) y=C, %4 C, e b} p=e(C;cosx + O 5in x). . \\%ﬁ O ~



G20.

928,
028,
930,

931.

326

Svi dvocifreni brojevi od elemenata datog skupa su sve varijacije
druge klase su ponavljanjem od Zetiri elementa. Njithov broj je
Vi=42=16.

To su slededi brojevi: 11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 24,
41, 42, 43, 44,

31, 32, 33, 34,

Vi=9.8-7-6=3024.
V3" =35-34=1190.
€30.

15.
Elementi skupa M su: 2, 3, 5, 7, 11. Broj trazenih brojeva je 20,

Prosti iniod broja 3570 su: 2, 3, 5, 7, 17; a broj traZenih brojeva je

5

I 0.
Vim0

7730 == 305 == 24 300 000.

Neka su traZeni Eetvorocifreni brojevi N, petocifreni brojevi Ns i
Sestocifrent Ny, Cetvoroczfl ent brojevi su Ny=V3§—V$=300, pe-
tocifreni Ny=F§—F5=600 1 Sestocifrenl N,=¥§—V2=600. Broj
svih trazenih prirodmb brojeva je 3004 600+ 600 == 1500 {oduzeti
su brojevi koji podinju nulom).

TraZeni brojevi mogu biti jednocifreni Ny, dvocifreni N, trocifreni
N, tetvorocifreni Ny 1 petocifreni Ng; 2 ovi rasporedi od datth
brojeva su varijacije sa ponavljanjem, pa je
Ni=V=5 N,=V5—Vi=62-6'=30, Ny,=FV§{-TV5=

=62 —6=180, N,=T73—-V5=6*—-6"=10801
Ny=Vi—T8=6"-— "‘w6480.
Ukupno prirodnih brojeva je: $4-303 180+ 1080+ 6480=7773
{oduzeti su brojevi koji podinju nulom).

933.

934,
935,
936.

937.

Na osnovu pretpostavke, imamo jednaéinu

gmé pate
koja je ekvivalentna jednacini 7n? - 51n+ 14=0. Rezultat n="17.
a} x=20; b} x=9,
a} x=157; b} x=6.
a) x=10; by x=20.

Jednacina x(:xwl)(\c—? (e 33= 1680 ckvwalcutma ie jednadini
{2 — 3x) {(x%— 3x -+ 2) =1 680. Ldmeﬂom x?—3x=t dobijamo kva-
dratou jednadinu r? —2¢- 1680=0. Rezultat je x=8§.

x==15,
n=6.
x=212.

P34 Vi3 Viavie
Vi.=3'2=531441.

a) 37=2187; by 3°:27=31104.
V3 Vi=T720.

18- ¥3=1080.

6.2. Permuiacije
Pd)=4t=24.
P (5} P(4)==51—41=96 (oduzeti su brojevi koji poéinju nulom).

Sve permutacije od elemenata skupa 4 su:

abecd bacd cabd dab.
bde bade cadb dach
achd becad chad dbac
acdb becda chda dbcea
adbe bdae cdab dcecabh
adeb bdca cdba dcba



958,

951,
G52,
D53,

954.

Njihovi grafovi su prikazani na slict 114.

-

S

] ju]
QDQh

b {0 O
(SRR SN o Yol PO Yo

|

-
“‘sb\\<2:

S 114

AO
o 1= T Yo RN = i Yol

3
8l

Sve permutacije datog skupa E su:

123; 132, 213; 231, 312, 321.

Ove permutacije se ceste prikazuju kao preslikavanja skupa
E—E 1.

123N /123 1233 (12%\ 123\ /123
123,432/, \213 312 ,(321 )

4) 71=5040; b) 51=120; c) 41=24.

a) 51=120; by 51-d!=2880.

a) 61— S5t=0600; b} 514514 51414l —41=288.

Postoje samo sledede moguénosti da se broj 5 napife kao zbir 5
cifara:
5=35340-+0+04+0, S
S=3414+14+04+0; 5
S=14+141+14+15

441404040, 5=34+24+03+0+0,
242414040, 5=2+14+14+1+4+01

U svakom od ovib sluajeva izracupavamoe broj svih mogudéib
rasporeda {radl se o permutacijama sa ponavljaojem} 1 od njih
oduzimame brej onih rasporeda koji podinju nulonm:

50 5t 5t st 5t 5t 5t /4t 4t 4l 4l 4! 4?\
R TR TR P TR TR TR TR TR C TR TR TP TR TRt b

=70. Dakle, 70 brojeva

955.

957.

a) Trazeni brojevi su one permutacije bez ponavijanja odredene
od elemenata skupd S, koje ne pocm_gu nulom. Poito 4!=24
permutacija podinje nulom, onda je broj petocifrenih prirod-
nih brojeva: 3t—4t=120—-24=96.

b} Parni brojevi su svi brojevi koji se zavrSavaju sa:

01 ima ih 4{=24;

2iima ih 4!'=24;

41iima ih 41=24,

Medu brojevima kojl se zavriavaju sa 2 1 4 ima i takvib kojl
pocinju 0, 1 njih je 314 31=06-+6==12, pa je broj parnih petacif-
renih brojeva 24 +24 424 2 == 50,

a} Analogno prethodnom zadatku dobija se P{6}—P{5)=61-5!=
=720 —120=600 (5! je broj permutacija koje podinju 0}.

b} Parni brojevi su onl koji se zaveSavajv sa 0,2 1 4, pa je:
SI451451— (@144 =360-—48=312 {41+ 4! je broj permuta-
cija koje zavriavaju sa 2 Ui 4 a podingu 0).

Svi petocifreni brojevi koji se mogu formirati od elemenata skupa
E mogu se graditi kao permutacije bez ponavlanja od sledeéih
podskupova skupa E:E,={1, 2,3, 4, 5}; E,={0, 2, 3, 4, 5};
Ey=10, 1,3, 4 5% E,=10, 1.2, 4, 5} Ee={0, 1,2, 3, 5} i

"Ee=10.1,2, 3 4},

K.ako brojevi deljivi sa 6 moraju bitt parni 1 deljivi sa 3, a brojevi
debjivi sa 3 moraju imati takve cifre da je njibov zbir takeode deljiv
sa 3, ZakijuCujemo da jedino skupovi E; t E, sadrie takve cifre,
Od svibh permutacija koje se mogw formirati od elemenata skupa
E, dolaze v obzir samo one koje se zavriaviju brojem 2 il 4 1 njth
ma 41+4v=48 Analogno, permutacije od elemenata skupa E,
dolaze u obar samo kad zavriavaju ciframa 0, 2 1 4; ali permuta-
cije koje podinju § a zavriavaj se sa 2 1 4 nisu petocifreni brojevi,
pa ih treba oduzeti. Brop permutacija koje zavrSavaju sa 21 4 je
2{41-30=36. Ukupan broj petocifrenih brojeva deljivih sz 6 je
4i4+ 4T+ 4842441 3= 108.

41441 4+41-31=66.

a) 402 600; b) 10302; d) 5.
. noo k—1

RECERUE U

a} n—23{n-—3); b} nin—1%

170G



963.

965.
970.
971.
972.
973.
974,

975,

976.

977,

978.

330

1

a) ;"E;;“:f)“(n:“é—), b) (n-—1)(n—2).

aj n=7; b) x=5.

a} x=3; b) y=6.

a) ne{3, 4, 56,7 8,9 b) xs{n/neN Annz12}.
a) ye{l, 2,3, 4}; b) me{m|l<tm<10}.

a) n!<1000=>ne{nineN A n<6};

b) n! = 500=-ne{n|neN A n:=>6}.

i==18.
i==d4 625
i=1163
i 58.
milan.
uspeh.
abbe babc cabhb
abeb baab cbhbab
acbhbhbh bbac cbba.
b bhcoa
becakb
beba
61
P1i(6)= T =60.
708!
P — P3(6)~E| 3i-~210 120 =90.
B! 81 8‘
- R | " [ . —
a) a3 280 ®) 575~ 186 ETREY

=50

976,

980.
981.

982.

983,

984.
985,
986.

2u7.
9885.

285.

244,

995,

¢ 2 =2520; b L = 560; gy g
D g ) gm0 9 gy =20
i=909262.
smederevo.
8!
P5‘3(8):§f3—!= 56.
B =560; a’hc’h
33*"5;"“31 aroctna.
jamajka.
i==357208.
Na ospovu pretpostavke dobija se jednacina
P (n) 01 nt 1
S [ — _28 0
Ps2)” 3 Tt =
n, =4 n,=—"7T. Drugo refenje ne odgovara uslovu zadatka.

1= 6.

Primen: matemati¢ku indukeiju.

6.3, BEombinacije

a, a, a a, a, a4 a, 4, Q.
a; d, d, G, a, ds

a, a, Qs a, a, ds

a, a, a,

a, 2, ds

a, a, as

Broj grupa jednak je broju kombinacija 4. klase od 12 elemenata:

I

Ty

‘12 ~
i ( 4) =405,

i3 (15\=105.

0y

2

31



992,
993.

998.

999,

1660,
1301,

1062,

1403,

1004,

C32=220.

a) C3—5=5 (oduzet je broj stranica petouglul;

by C3*—12=54; ¢} C30-20=170;
nin—1} n(n-3)

d}y Cif—n= T on= 5

Cl?—6 - 3=2202 ravyni.

() () ()10

a) CR+C3I+C3+C3=14343 1 i=8=73 podskupova.
€3 odgovara praznom skupu, @ je podskup svakog skupa;
C? odreduje broj jednodlanik podskupova;
C3  odreduje broj dvodlanih podskupova itd.

b} Co+CT+CE+CI4+Ci=14446 144 1=16=24 podskupova;

¢ C3+CI+Ci+CI4+CE4CE=14+54104 10454 1==33=22"
podskupova;

dy CE+CI+CE+Cy+Chy C§+ Ce=2° podskupova.

Andlc}gno prcthndnom zadatku dobija se;
ot CLACo 4 L O 20 podskupova,
45 pravih.

CY =" =120

17940 T3 = 13 160 160,

(D (-

21 ulesnik,

/5N /4
- )( )msem
4 i,
1005 0) x=3 v x=14; b} n=3.
1008, n=3.
W7 n=5

1013,

1014,

1g15.

10i6.
1017,
1688,
e

1626,

021

1178
1623 k

n=10,

X3

x=2

a) (12, 5 b} (16, 6} ¢k (5, 2); dy (7. 5

a) nels 6, 74 b} ne{nin=7 89, .} ¢} 1=k« l10;
d} nx>ll; g} 2<n< 10

k=6, n=15

Treba wociti kombinacije 5. klase od elemenata skupa

{a, b, c.d e f g, ki, j k . Rezultat geghk.

=54

x == 23,

x=§.

n=8 (videti reienje zadatka 787).

Kako je (2%)_{12/’ (nb) ( ) adavde wnamo da je

n—8=12=n=20. {9=1140.

Ako se iskonsti poznati obrazac V=
dobija se da je

- Pk} i pretpostavka,

(?} ki=24. Polic je Cl;‘:q tads je
fl=fenlb=1 (;} denin—1){n—2=2de(n—a8)n  + n+ 6=
= e n=4. ‘
n=25, x=3
k=4, n=g
12T



1024. k=3, n=60.

1025. Ako s (I) razvije, dobija se da je

H Wn(nwl)(nm2). k4 1)
(k)_” k! ‘

Prodirivanjem razlomks sa (n—E) 1 dobija se

(")mi“_(”—i)(nﬁ)- L=kt 1) (n—k)

k k! (n—k)t
_n(n=1n=2). . -kt DK —k-1). . .3-2-1
- T kn— Rl =
n!
Thtn— k)

Prethodni razlomak se moZe napisati u obliku proizvoda dva
razlomka:

‘m\ _nn—-1(n=2). . (k1) k(k—1)...32:1
(k)_ 1:2-3, (n—k) (k—1). . .3:2:1

Wn(_n—l n—2}. nﬁ(nukwtl} ( n

. Kraj dokaza.
53 (r'wk) ) ra] dokaza

n—=k

(o oo
0268 0 ) M e 1) T e DT k— 1)1

T k— 1)1m4)f k n—k+1

nt n~k+l+k
(!l l)*mm—n)' A(nmiﬂ 1)

{n+1jnt ! n+1
k(i» l)*(nwhti)(nwk)‘ fd(nwarl)l k /

1027, Priment se identitet iz prethodnog zadatka tel puta na slededi nudin:

Bl O L)

1028. Anulogno prethodnom zadatku,

334

1029,

Analogno 1027. zadatku.

1036, Dat sistem ekvivalentan je sistemu

1031,

1032 &

1033, &

1035,

1036.

1037,
1038.

1039, ;=

1040,

104%.

5(n-+1)! 6n! 2n! _
Mn—k+ Dkt D —k—D1 " e+ Din—k—1)1
5nl
Tlh—1)n—k+ DL
=Gn—k+{n—k=5n+DE+DA20—-k{n-—k+ =5k{k+1)
Ako se podele jednagine prethodnog sistema dobija se du je
n=3k—1 Rezultat k=3, n=28.

k=2, n=25,
k=13 n=0
k=3 n=7

6.4. Binomni obrazac

a) 2434 810x 4+ 1080x? + 720x7 + 240x* + 32x%;
by 64x* -+ 160x* + 600x? 4 1000x + 625.

a) x*+5x7 4+ 10x+ 10x 7P 5P xR

>

by (x?+ (x— 3= x4 dx7 — 6x° —32x% + 01x* +54x* —108x 4+ 81.
a4, 2467 b)e’ —T7e¥ L 210 357 £ 35T = 2LeT L T e g X,

a) 0,88584; b) 85,76666 ¢} 103043,

12 foIN12—-4 [/ "\4
= 3 3} e 3
e (B

12

Opiti Han datog binoma ima oblik Tkﬂ_< ) (1234

Ovaj élan ne sadr?l x ako i samo ako je
12--3k=0sk=4.

Opiti clan datog binoma se moZe napisati u obliku

()



Ovaj Slan sadrii x* ako i samo ako je

Dakle, T;=(lék\) x% =165 %% sadr¥l x sa izloZiocem 5.

N

" “H /S OINER
1043. 7;:(1:)(3) (x) = 12870 & x—*

.

1044. Iz jednacine {;—3— = 105, sledi da je n=15. Tada je

i3 519 \1" 15 3(
o e

A

%

1045, n= 15, Ti, = 23003 a'°.

-

5046, T, =84.

13\ /13
»t ) 1716,
1047, (() ( )

1048, x, =2V x,=— 5.

1045, 16 x%7

§ /Irz\ ’H} ,
ERIK C[ 4 24 PR ?'{_'1, + t H{:.,I,_——!i 4 f"r 2 - 3
NS
— 1 o 1367 23
s q“”.. gl D=2
A R DY T S

ok W

I f/n+1 n+ 1 ni i nt ht
HEEEA T
1

(o) (7)o ()

(iskoristili smo zadatak 1051 ) da je zbir binomnih koeficijenata 27)

54 Co+2C,+3C+. . 4+ 1) C =

=Co-+(1+1)C, + (i + 20+, A+ ) e, =
=+ C+ Cark. L+ GO (C F2C+3C+. . +nC)=

(O () () () a)2(enn?)

S VAR KM —-fn+2} LA
koeficijenata 21
datkn))

{(iskoriféenc Je da je zbir binomnih
1z zadatka 1051, a dokaz kao u prethodnom za-

OG- Ci (d—1) Cat . A=, =

:Cl‘—(;} '%“QCE‘—CQ'F 3{:'3—{?3 "!"464“"::44“?1 CQ—CHE
={Cy+2C,4+3C,+4C,+. . 4n Cd—(Cot+ Ci+Co+Cyt oL 4
‘Cn}‘+ C“::?l ‘2”71‘“‘2”‘;‘1:2"*1(?’1

—2}+1 (Pogledati upursive
u prethodnom zadatku )

. Cn‘f‘ci*’ZCI “+ Cg‘i“iCQﬁ'Cg‘%‘GCg“i". . .+2nC’n-i» Ca=

w{Cy+ O Cobl L Col+2{(C, +20 430 . A=
=242 02" Y=y 1)20,

3C1'F7Ca+llCz%. . '?’(4?3_1}(-' ==
““4C1 1+8C2—~"C1-§—12C — {7y 4‘411L‘"'—*F =

ey T

=4(C; -t ~u2+3C3 +.. .+ nCll}W“ (‘wu*if C - C;‘_"}‘,
m4ndtTl 20 Lt

<k Cn}"i‘ CIE:'""
=2 l=2n— 132741,

Batl zbir se transformise postupno na oblik

-+

2n1—1 .
r:—i—l{ Y



1959,

{,4)”"'5. {- -+ C;*F?—Cz““ Cj'""‘:SCg‘“?” - 'T'('_l}” Cllﬁ;-{:—}"}"Cn:
"‘1'[(:‘{;—{:;‘?‘ Cz"’"‘::gﬂ“. . {““l}ncn}““ciicl—ZCQ‘}‘ 3C3+ . —f"
=1V ndO=0—0=0 (iskoristiti zadatak 1051 b))

1140, Datl zoir se moZe naplsati u obliku

1061 2

1052,

163,

L n——l) Wfq_(_?.lml)(n - 2_) e M

T2 e 734 ot

RN S LI GRS T U] St SRt T

Tarild 102 2y T '
1 {n+ { \E ?I%’_l} {nwivi\g -

Tast \0;‘\;: o2 s T

1 kY i
G TE e
(GREY

(ier e zbir v zagrad) G+ 1, zadatak 1051 b).

Zhir binomnih koellc tjenata jedpak je 2% (zadatak 1051 a}). Zbir
Yeeficijenta na neparpim mestima je

= 2048 =12

p2 |

Redenje je Ti= — 2642’57,

Meka je x izloZilac prvog binoma, a drugog x -+ 3. Zbirovi binom-
nih koeficiienata su 2° 1 273, pa je na osnovu pretpostavke
X mE+ 3

2E T = ey =
Sedmi élan od poletika v razvijenom obliku binoma je

x SoINx—a S 184
T?z(_}i'ﬁ} 11731 asedmi od kraja je
H i ! {
WA/ hS i

Njihov koli¢nik je

w1z
=f 3

Na osnovu pretpostavke imamo niz ekvivalentnih jednallna:

i ELRE —
H 3 = f 3 :6'1@,,,?12__#}%\#9

1064. Na osnovu pretpostavke dobija se lanac ekvivaleninih jednadina:

1065,

1066.

1067,

1068.

1069,

14740, -

7L
1472,
1073,
1674,
1675

&

“h

w(2logx-+3jlogx=5w=logx=1Vviogx= -

P2

NI | I —

LOQ\/WO

Na osnovu pretpustavke imamo ekvivaiencije:
6 > _logx+ 7
( \5 )‘03“ -‘”L \/") = 200« 204 togx + 1) = 200
(log x)? ~f310gx¥4¥0¢>logxml Vilogx= —4
x=10 Vv x=0,0001.
a) n=16; bl x=2vx=1.

1
x=10v x=10 5.
= id Vv n==TT,

a) n=28; by Ti=x*;, Ti="2" | Th=—

[
L
O
v

ol

= 1000V x =
210

Priment binomni o\l\)mzac na slededt naéin
I+ {x*—x" = k) R G
ff()\z f’i{\ ( Iy x 2htr

\j i {\‘_

S\
<’) )x3 {xlch]z = 100 000103 T 2002 % . {()0apy2loext3 o {3

9) (k {2y —r -
i r) Q)T

Vo



Iz pretpostavke (0<k<9) A (rh) A 2k+7=38, dobija se =2,
k=3 ii {r=0, k=4). TraZene vrednosti su 126 i 252,

1076, — 1, —42, —210, —140.

1077. a) 10x%;  b) 32, 2160, 15120, 22860, 7292, 243;
b) 1.2730, 25740, 3640, 625, 7000, 1120, 16.

1678, 210x°.

1079, Ako se uodi opéti ¢lan, dobija se da je
100N _109-k K
n+1=(k>2 EER L
Za k=4p {p prirodan broj 1 k=0, 1, 2,. . ., 100) &lapovi e biil
racionalnk njlhov broj je 26.

. . . 12 )
108G, Tri lana, 1 to: x~9%; (6>xﬁ1 iox*t,

1081 a) n=7; b) x=

fon)

V=2,
1082 n=10, k=3, T;==7290.
1083, Ako se primeni obrazac (2) za opiti Elan dobija se

12\ Bz 12\ 62k
R=<kwi)x a ) R+]:<ﬁ;>x 3

MNa osnovu pretpostavke dobija se sistem
62k 82k 12y 8so2k ( 12y 8-z
2 -/ I 32 =30,
3 3 ‘(;;,)x \f-;ml)x
Refenje prve jednadine je k=2, a druga se svodi na kvadrainu

jednadinu 2 (@?)2 — 11 ¥x* +5=0. Njena refenja su

2 -
x=_—5;% Vox=+5./5.
1684, Mopgu da stignu svi v razii¢itim vremenima, mogu da stignu dva

zajedno, a ostali razhéito, tri zajedno & ostall razliéiio, . .. mogu v
grupama po dva, po tri, ttd. Ukupan broj mogucnosti je

CI+C3+C05+. .+ Cz{(@l@)ﬁ(;\ﬁ . P(Z})"{?})m

2" 1.

3460

1085. Treba odrediti zbir: (€ 1) HC (O,
Ako se pode od identiteta:
(1) = Cox"+ CEx* ™ 4 O™ 2 . 40
U4x)'=Ch +Cix+Clx?4. . ACHx
Proizyod ove dve jednakosti na levoj strani daje (1 +x}**. Koefici-

jent uz x* u razvijenom obliku ima oblik C 2%, Proizvod na desnoj
strant je polinom stepena 2n. Koeficijent tog polinoma uz x" je

(COF+(CHCP+. .+ (Cop

Dva polinoma su identiéno jednaka ak ; s
it a Jednaka ako su im odgovarajué

koeficiienti jednaki. Tada su jednakj i koeficijenti uz x":g%? arane

COHCHHCD +. . (PP =Cin,

1086. Posle skradivanja prvog razlomka sa a,,
a,, data jednakost postaje

(1) 2

a
1422 g, %
al 25 az

MNa osnovu pretpostavke dobija se da je

( h ) n
a, \k—-1) n—k a, \k+3) n—k-2

a7 [y TEAU a7 w NS Ees
k k+2)

drugog sa a, i treéeg sa

Zamenom u jednakost (1) dobija se da je
2042 2(k+2)

n-t1 n- 1
17 17 17 i
1087. (42+1)”=42”+( )4216 AR - 7
1 H 20044 16,42+ 7
=42N-+1, gde je N ceo broj, jer brojevi (r) su celi.

Dakle, pri deljenju broja 437 sy 6, ostarak je L



1088. Posmatrajmo dve uzastopne vrste Paskalovog trougla:

OOE) (L) J0)

) CED

Razlika kvadrata elemenata trede hipotenuze jednaka je

L (-5

mzkz ((k+1)2—(k—1)*)=F>, §to je trebalo dokavati.

1089, Dati broj, primenom binomne formule, mozZe se transformisati
postupno na sledeéi nagin:
1139 f == (104 1)1 —1

=( )010 ( )109 ( )108+..‘~i~
10 oy L
o(5)p ()
:1.00{&08+(110)10’+(12())10‘5+...+1)=

= LOON. Dakle, traZeni broj je deljiv sa 100.

14690. Dati broj se moZe postupno transformisati:
23— ={22+1y-1

4 N\
—(™MYaon [t 4 " Aon i1
“(0)22 4(1)2 «;...H\nm j
- bL A -2 { R
(e )

=22:p (peN).
1091. Iskoristiti reSenje zadatka 1051 a}.
1092 U Jednahos’u . ‘/ . o
. n 2np0 _ 2?’1\! 2n-£b+ : { na ObZM
{a+b) \C!jﬁbh\‘ga .,.T\g}a

F
S P

stavi g=1 b= —1, itd.

342

1693,

1094,

£095.

1096

VII GLAVA

7. VEROVATNOCA 1 STATISTIKA

7.1. Verovatnoda

Neka je o, pojava grba na gornjoi strani, a @, pojava pisma na
gornjoj straci, tada j& prostor {skum elementarnih dogadaja
Q={w,, w,}.

Elementarni dogadaji u ovom slufaju su:
@, pojava strane kocke sa jednom taCkom;
w, pojava strane kocke sa dvema tackama;
w, pojava strane kocke sa Sest tacaka.
Prostor (skup) elementarnih dogaduaja e
Q={w,, w,, w,, a,, Gs, @4}

Broj mogucih ishoda je broj kombinacija bez ponavijanja trede
klase od elemenata k,, k,, k5, kg, ks, 1.

C§=(§)= 10. Dakle, skup ima 10 elemenata;

by dA={(ky, ks, ks), ko, by, ks), (g, gl kg, (ky, Ky, k)
c) B={(ky, ky, ko). {ly, Ky, k), (n,3_, kg ks)i-

a} Eiementarne dogddaja ovog ogleda predqmyljdju parovi broje-
va (m n), gde je m broj tataks pna gornjoj strani jedne kocke,
a n broj tadaka na gornjoj strani druge kocke. Skup & ima 36
elemenanta, i to su:
it 12 i 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 4z 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66

343



1097,

H

b) A=1{(1, 15 (2, 2); (3, 3); (4, 4); (5, 5% (6, 6)};
¢} B={(6 1); (5, 2); (4, 3); (3, 4); (2, 5); (1, 6)}.

Primedba 1. Zbir dva dogadaja 4 1 B je dogadaj C, koji se
realizuje pojavom bar jednog od dogadaja 4 1 B, Zbir dva
dogadajs obeleZava se C=A4+ B i1 C=AUB, zbog anualogije sa
skupovima.
a) A={(2, 6); (3, 5); (4, 4); (5, 3%; (6, 2)};

B={(2, 6); (3, 4); (4, 3); (6, 2)}.

A+B=AUB={(2, 6); (3, 4); (3, 5); 4, 3); (4. 4); (5, 3); (6, 2}}.

Primedba 2. Proizvod dva dogadaja 4 i B je dogadaj C, kojt se
realizuje pojavom i dogadaja 4 i dogadaja B. Proizvod dva
dogadzja se obelezava su C=AB ili C= ANB, zbog analogije sa
skupovima.

b) C=ANB=AB={(2, 6); (6, 2)}.

Primedba 3. Dogadaj 4 je suprotan dogadaju A ako i samo ako se
realizuje kada se dogada) 4 ne realizuje. Suprotan dogadaj A
naziva se komplementom degadaja A (Frafirani deo sl. 115)

i

193
SLo11%
1098. 4 ={w,, w,, ws}.
1102, Primedba 4. Razlika dogadaja 4 i B je dogadaj C koji se sastoji od

344

onih elementarnih dogadaja koji su povelinl dogadaju 4, ali ne i
dogadaju B. Razlika dogadaja 4 1 B u oznaci je A—B=C (Era-
firani deo na sl. 116).

Sk 1i6

Kako je 4=13,4,5,6} i B={2, 3, 4}, onda je razlika
C=A-B={5, 6}, tj. dogadaj kada se na kocki pojavljuje ili 5 ili 6.

1103, Dokaz se izvodl ako se koristi sf. 117,

1104,

1105,

1106.

1167.

51117
Primedba 5. Dogadaji A i B se iskijuduju (nezavisni su} ako i samo
ako je AB=0 (ANB=0). Za date dogadaje imamo:
A(A+By=A(AB ) (de Morganove pravilo)
=(A4 A} B {asocijativni zakon)
=0 B=10. Dakle, dati dogadaj se iskljucuje.

Primedba 6. Dogadaji 4,, A,, 45, ..., A, Cine potpun sistem
dogadaja ako se bar jedan od Eljih pojavljuje pri realizaciji ogleda
1 ako se medu sobom iskljucuju, tj.

Ayt Ay Ayt A A= A A=0.i%j i i,j=1,2,3 ...n
a) Dogadaji 4 i A &ne potpun sistem dogadaja, jer je

A+ A=0 A -A=0.
b) Koristedi de Morganovo pravilo i zakon distribucije dobija se

AV AB+A+B=A+AB+AB=A+AB+B=A+A0=

= A+ A=0

a) ABC; b) ABC: ¢} ABC;
e} ABC+ABC+ABC; f) ABC.

d) 44+ B+ C= ABC.

Ako se pnmem de Morganova formu]a dobijaju se ekvivalencije:

X+ A+X+ A= =B XA+ ¥ A=
w{f(Amé-vA}:B
< X(=B
wrX =R
=X =5,

345



1108.

1109.

1110.

pPit1.

1152

1113,

1114,

1iis.

£ii6.

346

a) (B+CYB+CYB+CO)=(BB+BT+CB+CCYB+ )=
={(B+B({C+TY+0)B+C)=(B+BOY{B+C)=
=B(B+C)=BB+BC=0 +BC=BC;

b) (A+B)(A+B)=A4A+AB+BA+BB=A+A(B+B)+¢=
= A+AQ=4;

c) B.

a) Ako se oznadi pojava grba na gornjoj strani sa G, a pojava
pisma na gornjoj strani sa P, tada je @={P, G}:

b}y Q={PP PG, GP, GG};

c) £=1{Pl, P2, P3, P4, P5, PG, Gl, G2, G3, G4, G5, G6);

dy Q=/{11, 12, 13, ... 64, 65, 66} (broj elementarnih dogadaja
uf2je VP =6=36);

e) Broj elementarnib dogadaja ui2 je V§=63=216, tj.

={111, 112, 113, . . . 666} .

Broj svih mogudih elementarnib dogadaja je broj varijacija sa
ponavijanjemn od 6 elemenata druge klase, G

n="V%=6%=36. Medu 36 mogudih, povoljnih da zbir cifara bude
8 su (2, 6): (3, 5):; @, 4; (5, 33 (6, 2), y. m=>5. TraZena

m 5
atnoca je P{Ay=—=__.
verovatnoca je P{A) mEY:
s (12
fros CF5 = 5 =153, m=3 T=21, P{4)=0098.
hY
351
P(A)=m=0,13775.
512
P{A)ﬂm:O,SH .
3
P{A)y=—=05.
(4)= =0,
P{A)=0371 .
16! \ i
nmgﬁw‘i;“i‘WISIZ{)ﬂ, m=1i, P(A)WISL’.ZOG

11E7.

1148,

1119,

1126,

1123,

1122,

13124

1E25.

1126,
1127,

1128,

. P{4)=

8
P (A)=§é6 =0,016.

P{d)= 41_8 =0,0208.

a) P(4)=04375; b} P(B)=0,325.

, 1

Broj svih Sestocifrenih brojeva, ukljudujuél i 000 000 i 999 999 je
10° odnosno broj varijacije od %est clemenata Seste kluse sa
ponavljanjem. Broj svih Sestocifrenih brojeva koji imaju razlidite
cifre (ukljucujudi tu i one koji poéinju sa nulama) jednak je broju
varijacija od 10 elemenata Seste klase, tj. 10-9-8-7-6-5. Prema
tome, verovatnoca je

10-9-8-7-6-5

x!’(f!»)m——wm6 ----- —=0,1512.

1
P(A)= 5, ~0,00000276 .

cs 28
2 P 01474 .
C3° 190

_mz(“’s)nﬁﬁo), P(A4)~0,808 .

2" 2

6!(12
P{A)= 2 =0.1512 .
(D=5t =0

P(4) : P(B)=3:2.
P(A)=0,00025 .
P{A)=0,02 .

1
. P{A)=—-=000138 .

61

347



1130.

1131

1132,

1133,

348

L n=71%=10-9=90, m=1,
L P{A)+ P(B)+P(O)Y+

) (o)
P{U—( (\ﬁ“:}gN0141m4
o)

P(4) 001111

P(D)=1==P(D)=0,1.

. Prvi na(‘:in' verovatnoca pojave jednog standardnog proizvoda

Ci® 35
Punw“—cﬁrﬁma@

Verovatnoca pojave dva standardna proizvoda je

)
pey=Ci O _\2J\ 3

_? .

G

Verovatnod¢a da se izvuku tri standardna proizvoda je

5
5 3 1
POY= =00~ 114
3

Verovainoc¢a da bar jedan od njik bude standardan je

1E37.

1138

35 5 I 137
{}=P P PD}=Zl e
PAA)=P B+ PO+ PD)=3 et 1= 28
Drugi nadin: do refenja moZemo dodi | na slededi nadin: neka je 4
dogada) da bar jedan proizvod bude standardni, dogada) 4 da
nijedan nije standardan. Zato je
P{AY+P{d)=1 i P{A)=1—-P(4d).
Verovatnodéa realizacije dogadaja 4 je

(15)

s 3 91

Pid)= P (20)"358
3

Prema tome verovatnoda P{d)=1-—P{A)=1 = =

Sa slike 118. proiziazi da se umjd dogadaja 4+ B moZe prikazati
kao unija dopadaja AB, AB i AB koji se medu sobom iskijutuju:

(2) A+B=AB+AB+ AE.
Takode je i

(3) A= AB+ AB

(4 B=AB+AB.

Primenom aksiome 3 na
obrazac (2) dobija se

P{A+B)=P(AB)+P(AB)+ P{4B).
Ako se doda | oduzme desnoj strani ove jednakosti P {48}, dobiju se
P{A+B)=(P{AB)+ P(ABY)+(P{AB)+ P(AB))—~ P(AB)=
=P{4)+ P{B}— P (4B},

&ime je dokaz zavrien.

SL118

Frimedba. Ako se dogadaji 4 1 B isklju€uju, tada se obrazac (1)
svodi na aksiomu 3.

Neka je A+ B=D, tada se pa osnovu (1) dobija
P{D 4 Cy== P{D) - PAOYV—=P(DCy=P{A+ B)+ P(C)~P{{4 + B)Cl=
=P{AV+ PIB)—P{AB)+ P(C}—PLAC+ BCO)=

349



1139,

1i44.

L P{A - BT

.ay FPlABY=p,-ps

= P LAY+ P{BY+ P{C)— P ARy —(P{ACY+ P (BO) —~ PACYBO) =
=P{Ad)+ P B+ P{O—P{AB) - P (AC)—P{BO+ P{ABC),
jer je (ACHBC )= 4BC.

0 18 30 18 7

Pld-+B)=P(A)+ P(B)=P(AB)={ 4 —u - oo=s

4
P4+ B+ C)=P(A)+ P(B)+ P (Ch=.

A4+ By= P+ P{BY—- P{4B)=0K2

j= I el) ok P ()4 P (Ch= P(AB)— P (AC)— P (BC)+
e PLABC ) == 888,

. a)  Ako se dogadajl 4 1 8 iskljucuju, onda je B4 =B. Tada je

. !
P(BA)=P(B)=

b) Akoje ASB, tada je B-—A+ BA, paje P(B)=P{A)+P(BAy=>
11

4l et e e e

P(BAY=P(B)—P(A)= 2 5<%

z) Poito je B=AB-+ AB, pri ¢emu se dogadaj AB i AB medu-

sobno iskijuuju, imamo da je P(B)=P(AB)+ P{4B)=>P (4AB}=

11

L]

2 8§ 8
ay P{A)=1-—-P(A)=0067;
by PA+B=P4)+P(B)=08;
¢} Dogadaj AB je nemogué, jer je AB=0, paje 1 P(4B)=0;
d) Kako je prema de Morganovom obrascu AB=A+ B, onda je
PAB=PA+B =1 —~P(A+B)=1-088=0,12.

b) P{AB)={l-p)(1~p,)

¢y P{ABi=p,(1—p,k d) P{AB)=(1-p)py

g) P(A+Bi=1—P{A+B)=1—P(4 -B)=1—-P(4) - P(B}=
=L {l=p ) —pa);

fi P{4 B)=1—P(4B)=1-—P(A)- P(B)=1—p,-p,.

1146,

1147,

a} Verovatnoca da neki dogadaj A uvzastonno nastupi n puta
prama proizvodu verovainoca je
Pia-A-4 ... Ay=P{d)- P{4) P{A} ...
b} Suprotna verovaineca dogadaja .i je
P{d)=1-P(4),

p4 Je verovainoda da dogadaj A ne nastupl n puta

(PLAY ={1—P{A)".

c}  Ako verovatnofu da ce se dogadaj 4 realizovati bar jedanput
u n pokuaja oznadimo sa p, tada je

pe=1—{1—PA)}"

Pld)=(F {4

FPrimedba. Yerovatnods da se dogada) 4 realizuje bar jedanput un

N e e 4 v © . - . '} PR .J. 4 ya
pokulaja znadit da Ce se dogaduj A4 reslizovatl il jedanput il
dvaput ili triput itd. ili n pua.

Doguadaj 4 je da badena kocka pokade broj 5, a njegova verovat-
nocu
!
Pld)y=-.
6

MNa osnovu refenja prethodnog zadatka dobija se da je

2 /oy i)” 2[5y 1 5
U U A TR PR B SR S R UUR (edh S Y lop 3
=g =l 37 \g) Ty Tnler g lee

i

|

|
_O"\
<o

{} 77815069897

Drakle, potrabno je bd(.i[i {” poty kocku da bi se pojavio jedanput

(R ]

broj 5 sa verovatnodéom

log(1 —0,5) 0,69897—1 . .
148 n= Ew-';— T TR asnas oy = J-hmen=4  bucanja.
. ( i | o 920821
108 -
S e
1i44%. Verovatnoda da €& se na obe kocke pojavill isti broj 4 je p=— 3E
‘Jcrovatnﬂul du se v # bacanja dve kocke bar Jedanput na obe
kocke pojavi isti broj 4, je
< i
H 1
p=l—{i-1.
\ 36

Iz uslova da je verovatnoca 0,5 sledi da je



353 log 0,5 ' 1166. a) P (A)=(1—0,12)10=08810 =0,2785;
05=1—[20)= SR 2046 - - i
36 lon 35—lop 36 : b} P{dy=1-088""=07215
Blakle, treba odigrati 25 igara da verovainodéa bude G,5. c) P(B)=0,121°
: =025, ‘ ' 4 6 10
. 1150 P(4+B)=025 ; 6T ) P(4)= b) P(B)=- 0 P(C+ D)=

158 P(A+B)=1—P(A+B)=1—(P(4)+P{B)— P (4B))=0,333. d) P(ABCD)=P(A) - P(B) - PufC) - P auclD) =57
1152, P(A+ B+ C)=0,5898.

s 1168. ; -
1153, P(A 4+ B)=P{A)+ P (B)— F {AB}=0,6203. 1 a) Pd)

28 9
it 1 b) P(B)= 9 P(C+D=5
d) PABO= .

i

1454, Bela | crna it dve crae. ‘

1169. Stepeni sa osnovom 2 su brojevi 4, 8, 16, 32, 64; za broj 3 su 9, 27,

11 81; stepeni osnove 4 1 8 su istovremeno i stepenti 2 ; stepeni
55, P (s b4 1 E ; ] peni osnove 2 stepent
1155, P(AB)=P{d) - P(B) 3 AT T : osnove 9 su istovremeno stepeni osnove 3;za 25 je 5, za 36 je 6, za
49 je 71 za 100 je 10 Verovatnodéa je
8§ 7 12
: Ve P A} - LA P{A)=—""-=012.
1156. P(ABY=P (4} - P (B) =77 =04242 W=155
. 4.8 1 7 1170 P(A)—«:E
HST PO+T D=PO PO Tj=poh o =0 : : BEY
Yo 67T
4 4
1158 P(AB)y=P(4) - P(B)=0,56. (1) (1) ( ) .
1171 P{A)= =0,0029.
1159, a}) P(4BC)=P(4) - P(B) P(L;—o9 0.8 -085=0,612. ( 2)
b) P{A+B+Cy=1_P{A+ C}—E—-P{EBC‘}: 3
1 P{4y P(B)- P(L}"Jm}’? (5> ()(2)
1 1 ) 3
"E 1172 ; — . =
1460, P (A, A, Ay ... A )= L ~000L. a) Pld)=1 10 &
2 1024 | A
1161 P(A B O)=P{A) - P(B) - P(T)=(1 0,857 =0,003375. : A E (3
- . - 2/\1 1j\2/ 7
1162, P(A)=1—P(A, A, A,)=1-06>=0784. b} P(d)= (10) =y
1163, P(d)=1—P(A, A, A)=1-04%=0936. 3
8 96
i} 1173.2) P(4 =0,008; b) P(B = 0,096;
1164, _p{x,ﬁwl(;){lgi))3$i_(§) =9}1 73. 2) ()= 1000 ) (B)= 1000
’ y G 216
. 2 : 384
_ , . C)= - =0,384,
£165. a1 P{A)=0,669%; by P{A)1=0,3300 9 P)= 1000
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1174

500

CP{A)= =025

2000

1175, Primedba. U nekoj oblasti & sadrii se druga oblast (g = G, pri

emu g I G mogu biti duZi, povrdine ili tela). Eksperiment se sa-
stoji u tome da se na sludajan nadin bira tagka u oblusti G. Vero-
vatnoca da sluCajno izabrana tacka oblasti G pripada 1 oblastl g
(g = G)je

- merda g
1 PAyE =20
@ () merz &
Ako se primeni definicija {1) na
sl. 119 dobija se da je D C
traZena verovatnoca
a* a
5 5
Pid)=gz=02 ===
a
2
1176. P (d)=" ©
A B
sho11e
1177, a) Kako je povrsina kruga =, a povrina kvadrata 4 (sl. 120} tra-
Fena verovatnoda je
4—n i
A
PA)="=1-"
b) P(A)= fsho 121y
y y
Z

Sl 120 St 121
¢j P{Ar=0.

1178, P(A):%-

1479. Ako se sa x oznadi trenutak dolaska prve osobe, o sa y trenutak

dolaska druge osobe, onda e se osobe sresti ako je ispunjeno

x -yl
3

Na slici 122 Srafirana je oblast g. Tra¥snu verovatnoda jednaka je

P(A}m—"—g.

1180. Oblast G ¢cine sve tacke (x, v), v ravoi xO0y, &je koordinate

zadovoljavaju nejednakost x+y<a (sl 123).

Poyoijni slutajevi dogadaja da se od dobijene duzi mo¥e konstrui-
satl trougao, dobijaju se iz teoreme:

»Zbir dve stranice trongla veéi je od trede stranice«. Odavde sledi:

a
x-fhy>a—x—y=>x+y>—i,

‘ a
R e R A o N
T 2
i ; a
YH{d—x—y)zx=ex <2 ¥
RN
a a A
— 7 ™,
—r ™
S B
.
S S | 2 - -
¥ O -x-y 8 @
/ 2
5i0123

355



1181,
1182
1183,

1184.

E185.

356

Na osnovu slike 123 traZena verovatnoca je P (4)=0,25.

P{4)=0413.
P(Ay=0417.
Ovaj problem je poznat pod nazivom Bertrandov paradoks.

Prvo reSenje: Ako je hiksirana jedna krajma tacka tetive P(A4)=

Lo | e

Dirugo refenje: Ake je fiksiran pravac tetive, verovatnoéa P{A4)=0,5.
Treée refenje: Ako se zna poloZaj sredista tetive, verovatnoca je
P{A4)=025. Refenja su raziiita jer nije precizno definisano Sta znaci
nslucnjno lzabrati fetivi. To su u stvari tri razlidita zadatka.

1 nadin: Prostor elementarnih dogadaja da je bar jedan par petica
jeste
B={(5, 1), (5, 2), {5, 3), {5, 4), (5, 5), {5, 6), {1, 5), (2, 5}, (3, 5), (4, 5},
(3, 5), (6, 5);. . . Lo
Prostor elementarnib dogadaja parova koji daju zbir 7 je
A=1{{52), (2, 5}.

201
TraZena verovatnoda je P(A):-Iﬁ:—é.
I nacin: TraZena verovatnoéa dogadaja 4, pod uslovom {pretpos-
tavkom) da se dogada; B ve¢ realizovao, paziva se uslovna
verovatnoca dogadaja 4 v oznaci P{4/B) i definife se formulom

aer. P (A?B)
M PUB) =g
U datom primeru primenom (1} imamo
2z
36 1
PUIB) =T, =g
36

Dogadaj 4:broj je deljiv sa 3: A={3, 6}.

Dogadaj B:broj je paran: B=1{2, 4, 6}.

Primenom obrasca (1) za uslovnu verovataoéu dobija se
1

ot
[SSHIN T

P(A/B)=_=

ol

1186.

1187.

1138,

)
I nagin: P(A/B)=....(3 2

15\ 91"
3
" 5 4 3 2
II nacin: P(ABC)=P (A} P (B)  Pu(C)=—+— " =—.
. . . . 30 .
Broj lampi proizvedenih u pogonu P,: 166-1000“—“300. Neis-
. . 10 _ .
pravnib u pogenu P, ima 1—0—5300:30 lampi.
Verovatnoca da je lampa proizvedena u P e
30
P{A)=——7=0,003.
(4)=ogp =003
L . .. 15 70000
Bro avoih I Poje ———
) neispravolh lampi 1z P, je 100" 100 5
135
PRBy=—--= .
® 1000 0,135 _
Verovatnoca da je neispravna lampa proizvedena u P, je
003 30 2
PA4/B)ys———=—m=",
(4/B) 0,135 135 9
Na osnovu pretpostavke imamo da je A=A(H, + H,+. . .+ H)
(sl. 124)

Primenom distributivnog zakona  u odnosu na U dobija se
A=AH +AH,+AH+...+A4H,.

Odavde, za verovatnoéu dogadaja 4 se dobija:
P(A)=P(AH )+ P(AH )+ P(AH )+ . . .+ P(AH).

Lo ¥ e ]
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1191,

1192,
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Ako se uzme u obzir proizvod verovatneca, imamo da je

P(4)=P(H,) Py (A)+P(H,) Py (A)+PH;) Py {(d}+. . .+
P([fn)Pun[d}.

Kryj dokaza.

Primedba 1. Obrazac (F) se ¢esto naziva formula totulne verovat-

node.

Uodimo sledece dogadaje: proizved neispravan dogadaj A, proiz-
vod 1 pogona neispravan dogadaj H,, proizvod II pogona neis-
pravan dogadaj H, i proizvod 111 pogona neispravan dogadaj H .
Tada je
20 40 40

PH)Y=-——=02; P(H))=7—=04 1 P{H})=-—=04.

(H))=75:=02; P )=355=04 i PH)=155
Dalje je Pul(A)=O.()1, P, (A)=002 1 Pu3(A)=0'04-
Primenom formule (F) u ovom primeru dobija se
P(A)=P(H}) Py (4)+ P{H )} Py, (A)+ P(H5) P {d)=

=0,2-0,01+0,4-002404-004=0026.

Neka je dogadaj A da akumulator traje duZe od 5 godina, 2
dogadaj H,, H,, H, 1 H, hipoteze da je izraden u I, I, U1 ili IV
fabrici. Tada je

500 1050

2 ; = = 0,475 .
aopg =01255 P(H2)=700=047

P (Hi)m
Dalje je
Py (4)=020, Py, (4)=025, P, (4)=030 i Py (4)=010.
TraZena verovatnoda je

P{A)y=P(H ) Py (A)+ P (Hy) Py (A)+ P(HY) Pp (A)+
+P(H) Py, (A)
=0,125-0204+0,26254+0,25+0,1375-0G,3G64+0,475-0,10 =
=0,025 490,006+ 0,041 +0,048=0,179.

P(4)=02-003+03-0,08+0,3-006+0,2-0,05=0,058.
Odgovarajude verovatnode su:
P )= 20 10,1755 P(H )= =0,2625;
1= 5000 = 04705 B )= 00=0.202%;
275 950
P(H)=2=0,1375; =2 —0A475.
{H,) 5000 0,1375; P(H ) 2500 0,47

1193.

1194.

1195,

1196.

1197,

1198.

Dobija se da je traZena verovatnoéa
P{4)=0175-015+0,2625-030+0.1375-020+0475-0,1 =0,1725.

P(A)=P(Hy) Py (A)+P(H,) Py, (4)=0,509+0,5-08=085.

9 19 1 18
T =09.

PAAY=P(H .} Py (A)+ P Py (=155, 1575 =0

Is1 241 6 1 43
Pl e 220 2 2 T
) 20 3+30 3+10 3 607

P{A)=04-09+0350,8+0,25-0,7=0,815.

Ako se primeni definicija usiovne verovatnoée dobija se
P(H. 4
P ()=
P(4)
Na osnovu primene proizvoda verovatnodée imamo
P(H) P, (A
PA ( Hi)=" R )
P(4)
Ako se uzme u obzir obrazac (F) totalne verovatnoée dobija se da je
FP(H,) P, (A
PyH )= W) By )
PH,) Py () P(H,) Py, (A)+-
Kraj dokaza.

. HP(H,) P, (4

Primedba 1. Formula (B) poznata je u teoriji verovatnoée kuo
Bajesova formula.

Neka e A dogadaj da je izvugena croa kuglicu. Imuamo dve hi-
poteze: I, — da Je izabrana prva posuda, F, — da je izabrana
- . i, |
druga posuda. Tadu je P(Hl):é i P(Hz):i- Verovatnodca da je
izvucena crna kuglica 1 iz prve posude je P“i(A):i%’

noca da je izvaCena crna kuglica iz druge posude P, (4)= f:

4 verovat-

Verovatnoca da je izvucena kuglica crna, na osnovu (F),
16 14 5

PlA e = — vz
W=t~
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a) Verovatnoca da je izvucena crna kuglica iz prve posude, na 0s-
novu formule (B):

13
e DED Py ) 273
14
b) Verovatnoda da je izvulena crna kuglica iz druge posude:
12
PP, A) 2 7 2
PAl)="pyy =75 s
14

Neka je 4 dogadaj da je predmet odli€nog kvaliteta. Imamo dve
hipoteze: H, — predmet proizveden u prvom automatu i H, -
predmet prozzveden u drugom automatu. Kako je pl‘DiZVOdﬂ_]d u
prvom automatu dva puta veca, tada je

2 1
P(Hy)=7>,a P(H)=7.
Uslovna verovatno¢a da je predmet odliénog kvaliteta 1 proizve-
den u prvom automatu je Py (4)=0,6, a da je proizveden u
drugom P, (A) 0,84.
Verova%noca da je sluajno izabrani predmet odlicnog kvaliteta:

P(A)=P(H,)-P, (A)+ P(H}) P, (4)~

2 1

=2 .06+ 084=0,68.
3 b ts

Trazena verovatnoca po Bajesovoj formuli

P(Hl) PH(A) 3 106 10

s = == 0,588,
PAI=" 0 068 17
a) P(A)--1 07541 0,854+ - 0,05=0,55;
=5 075+ 085+ - 005=055;
1
% < 0,75 . 085
b) PA(H1)=-----.6...-....5._._=0’45, PA(Hz)mME)"g"S‘"':(}Jsz,
1
3005
P (Hy)= 0.55 =0,03.

1201.

1202.

1203.

25 s
PH )= 100 100 25
"1“‘"5533146269
100 100" 100100 " 100 160
28 16
PA(H2)=E§: P (Hy)=

Neka je H, dogadaj premestdnjd croe kuglice (iz prve u drugu
posudu), H dogadaj premeStanja kughce {12 prve u drugu posu-

du) ko;a je bela. Dogadaj A znadi da je izvufena bela kuglica.
Tada je

2

P(H, )—m, a P(H, )=§

Verovatnoca da ¢emo iz druge posude izvuéi belu kuglicu, ako je
premestena crna kuglica, je

1
Pyl(A) =5

Verovatnoca da ¢emo iz druge posude izvuéi belu, ako je premes-

tena kuglica bila bela, je
2
P {A)y=—

Hy ‘7'

Primenom Bajesove formule verovatno¢a da je premeitena kugli-
ca bila crma je

1 1
Po(H )= e e 27
CTETPH)P A PHP A 11 22
37 37
i
21 1
_IIEWE_OJ.
21 21

Imamo tri hipoteze: H,, H,, H,, t1j. da je izvlaCenje iz prve, druge,
odnosno treée posude. Dogadaj A je da su izvudene bela i crvena
kuglica. Izbor bilo koje posude jednako Je mogud, pa je

P(H)=P(Hy)=

1
P(HB)mg. Daljje je
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1204.

1205. P

1206.

1207.

1208.

1209.

362

31 2 1 12 2
Po ()= =g Puy () =73 =33 P )= o=,
2 2 2
33 55
P (H,)= [ =028 Py(H )= o =0.466; PA(HZ,)—ﬁ—gMOZM

Primedba. Verovatnoda sloZenog dogadaja, koji se sastojl u tome
da se u n nezavisnib ogleda dogadaj 4 realizuje £ puta, sa
verovatnocom p {(0<p<1), a ne realizuje n— k puta, odreduje se
po formuli

(1} Poip (k)= ( } pk ff"V , gde je g=1-p.

Kako jen=8, k=35, p=00, g=1—06=04 primenom formule (1},

Py(5)= ( )
() oo
P, (100)= (100) @wﬂ 48( )‘wm (1;0) 5-100
100 7 7100N /132 /248
rowan-(5)0)" () (2)0)" Q)"
a) Py(2)= G) 10,522 -0.48%~ 0,299
5 5 5 5
b) P{A):@) q“+<l) g*p+ (2)pzq3+<3) pPatt
N 5\
(el

=0,48% +5:0,52-0,48% + 10-0,52% - 0,48% + 10-0,52% - 0,48% -+
+5:0,52* 0,48 +0,52° = 0,942

S (042028

Primedba 1. Zakon raspodele verovatnoéa sluéajne promenljive X
Je pravile po kome svakoj vrednosti slucajne promenljive pridru-
Zujemo odgovarajucu verovatoodu,

1216,

Primedba 2. Zukon raspodele se prikazuje Sematskl kao preslika-
vanje.

b

x X, ... X,
X=(l 2 )(p1+p2_+

.ok p,=1).
pl pZ pn

Primedba 3. Zakon raspodele moZe se prikazati kao skup urede-
nth parova {{x,, p,) i=1,2 ... n} ili graficki (sl. 125).

VAR

Sk 125

Pri dva bacanja novéi¢a grb se moze pojaviti ili 2 puta, ili 1 put ili
0 puta. Tada slucajna veli¢ina X uzima sledeée vrednosti: x, =2,
xy=11x5=0. Odgovarajude verovatnoce po Bernulijevoj formuli
su:

2N /1N 2711
P2(2)=(2)(£) :O,ZS;PZ(I}:(l)Z 5 =0,5;
o=(2)(2) 025

Zakon raspodele je:

2 1 0
X= .
(0,25 0,5 0,25)

Amnalogne prethodnom primeru dobija se
vl © 1 2 3 )
T \0,064 0288 0432 0216/

3 2 i 0

1281 X ={ I is 75 125

\ 216 216 216 216
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0 1 2 3
12122 x={ 1 3 3 1
8 8 8 8/

1213. py=1-—(p, +p,)=045.

2 3 4 . . . 12
12i4.8%=| 1 2 3 . _—
36 36 36 36/

_ 12 3 4
IZIS'X—(O,S 0,16 0,032 {},08)'

Px=2)=(1—08)08=0,16; P(x=3)={1—-0,87-08=0,032;
Px=4dy=1-—(0,8+40,16+0,032)=0,008.

1216. Napomena. Ako je X diskretna slucajna promenljiva, a njena ras-
podela verovatnoda jednaka je:

x x Xa 0 .. X
X={"1 2 3 ") (p,+patps+...+p, =1},
(p1 Pa Py - . Py ! 2 )

onda je matematiCko ofekivanje promenljive X dato formulom
"
(A) M(X)=x,p;+X,pa-tXgpst. . +X,pp= ,f‘?lxsp,--

Matematicko ocekivanje za datu raspodelu verovatnoéa jeo
M(X)=3-01+506+2-03=03+30+06=39.

1217 M(X)=26.

1218. Slucajna veliCina X, broj pojava dogadaja 4 u jednom ogledu
uzima vrednost x; =11 x, =0 sa verovatnoéama p, =p i
p,=¢=1—p. Trazeno matematicko ofekivanje jednako je
MX)=1p+0-g=p.

Primedba: Matematicko ocekivanje broja realizacija dogadaja, u

jednom ogledu, jednako je verovatnodl dogadaja.

-

1219. Ako je konstanta C diskretna sludajnavelidina koja uzima samo
Jednu vrednost C sa verovatno¢om p, tada je
M(CO=C-1=C

364

£2283. Neka je slufajna velidina X data zakonom raspodele verovatnode

X=(x1 Xy ... xn)_
Py Pa- v Pa
Zakon raspodele sincajne velicine CX je
CXm(Cxi Cx, ... an)-
Py 1
Matematic¢ko ocekivanje sluéajne veli¢ine CX jednako je
M{CX)=Cx,p, +Cx,p,+...+Cx,p,
=C(xypytxpy+. . 4 x,p,)m= CM{X).

1221. Neka su nezavisne siuCajne veliine X 1 Ydate zakonima raspode.
le verovatnoéa:

X:(xl xz) Ym(}}l yz)
b1 P.)’ ' p’

Zakon raspodele sluc¢ajne veli¢ine X'Y:
XYm<x1y1’ XY Xy Vg xz)’z)_
PP’ p2P’ piP” pRp”
Matematicko odekivanje sludajne velidine XY
MXY)=xypip' +X00, pap +X, 0, PaP" X0, 00"
=P (x;p1+X;P2)+ ¥, p" (X P+ x,P5)
=(x;py+x,p2) Wy -+ yp )= M(X) - M(Y).

1222, Ako su slucajne velic¢ine X 1 Y date zakonima raspodele:

_X:(xl xl) .i. Ym(yl yﬂ.),
ISR ) Pi Pz
ako se voce vrednosti sluéajne veliCine X + Y (zz sve mogude vred-
nosti X dodaju se odgovarajuce vrednosti Y') dobija se zakon ras-
podele
X+Y=(xi+y1 XYy Xahyy xz‘*“J’z))
Pua P12 P2 Pa»
gde su pyy, P12 Pay 1 Ppe odgovarajuce verovatnoce. Matematicko
oCekivanje velicine X + Yje
M +Y)=(x, + ¥} prs + 14+ V) prat (X F Y1) Pas +{x2+ 20020
=Xy (P11 P+ X2 P2y +P22) ¥ (Pry P2y b
+¥,(Pr2t P22}
DokaZime da je p,, +p,,=p,. Dogadaj, koji se sastoji u tome da
promenljiva X uzme vrednost x; (verovaineéa tog dogadaja je
p;), poviaéi za sobom dogadaj koji se sastoji u fome da XY
nzme vrednost x; +y, ili x,+y, {(verovatnoda tog dogadaja po
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teoreml o zbiru verovatnoca jednaka je p,,-+p;,} i obratno.
Odakle sledi da je py, +p.=p;.
Analogno, sledi da je
P21t P2z=Pa. PiyhPar=p; 1 Pyy-tpa=p;.
Tada formula (1) postuje
MX +Y)=(x,p; +%02)+(V P1+Y2P2)

=M{X)+ M(Y)
Primedba. Matemalicko ofekivanje zbira nekoliko slulujnih veli-
¢ina jednuke je zbire matematickih olekivania njibovih sabiraka:
MX+Y+Z)y=MX+Y)+{(Z)=M{E + Y+ M{Z}

=MX)+ MY+ M{EZ)

17223, a) M(XY)=1,53; b) M (X + Y)=2,65.
2 3
[0} 13 3
mz:t.x:\ 1331  MX)=0- H1gk2 30015,
8 & 8 8
/23456730i01112\
1225

1226.

_}3’:\12345654321

M{X)="T.

Primedba 1. Medijana Me je ocena centra rasturanja koja zadovo-
lava P(X <Me)=P (X > Me)=0,5.

U zadatku 1225, gde je raspodela verovatnoda simegtriSna, me-djja-
na Me=7.

Primedba 2. Moda (il mod) Mo je najverovatnija vrednost 3 18-
ne promenljive X. U zadatkyu 1225 Mo="7.

Primedba % Pri simetriénim raspodelama verovatnod, kac ito je
u zadatku 1225 M (X}, Me | Mo se poklapaju,

Primedba 4. MatematiCko oekivanje, medijana | mods karakied-
5u centar rasturans.

Primedba 1. Disperzija stuajne promenijive
X:(}ci Xy 0. X,
\pl p? pn/

naziva se matematicko ocekivanje kvadrata odstupanja sludajne
promenljive X od njenog matematidkog ofekivanja:
(1) DX)=Mx;~MX)) =(x, ~M{E) p,+{x,—MXWp,+
n
e - M) P, = I G- MO0 P
i=1
Primedba 2. Pozitivan kvadratni koren iz disperzije
@  e.=vDX)
naziva s¢ standardno odstupanje i predstavlja meru rasturanja
vredposti stuajno promenljive X oko matematikog ofekivanja,
1zraZenu istim jedinicama kojima su izraZene i vrednosti sluéajne
promenljive.

Primedba 3. Da bi se rasturanje razli¢itih rasporeda moglo upore-
divati, uvedena je relativna mera rasturanja:
o

{3} KV:F&}'
koja se zove koelicijent korelacije,
Matemati€ko o€ekivanje siucajne veliine za datu raspodelu je
M(X)=2-01+3-06+5-03 =35
Zakon raspodele sluujne velidine X%

. (4 9 25
X “(0,1 0.6 0,3)‘
Matematicko ofekivanje M(X?) je
M(X*=4 - 0,149 0,6+25 03=1323.
T raZena disperzija je
DX)=MX*H—~(M{X)*=133-352=105

;. Podimo od definicije disperzije:

D)= I {x;— M{X))’p= X (x] —2x, M(X)+ (M(X))’p,=
) .

i= fue i
= X xPp,—2M(X) X x;p, +(M(X))* X p.
i=1 i=1 i=1
PoSto e Zp=1, Zxp=MZX) 1 Zxip=MUX%
i=1 =1 i=3

i

dobijs se da je
D(E) == M{X*— {M{X))2.
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1229,

1230.

1231,

1232

L Wa+]

1 2 3 4 5 6
X=f1 1 1 1 1 1y;
6 6 6 6 6 6
i 1 1 1 1 1
M(X)ﬂl‘—6+2'g+3"6%'4"6'—%-5‘6‘!‘6‘62‘6’21—"35:
MxH=1-Laatao iig taos diae taloroisn
6 6 0 6 6 6 6

D{X)=M(X*)—(M(X))* =382
D(X)=67.6404.

a) D(C)y=M(C—M(C)? = M(C~C)P=MO0)=0;

b} D(CX)=M(CX -~ M(CX))*=M(CX — CM(X))* =
=M(CHX — M(X))* = C?M(C — M(X)) = C*D(X);

) DX+ Y)=MX+Y) —-(MX+Y) =
=MX?+2X Y+ Y)—(M(X)+M(Y)* =
=M(X%)+2MX) MY+ MYy —(MX)P —-2M X MY)—~ (M(Y)?
= (M(X?)—(M(X)? + (M(Y?)— (M(Y))* = D(X)+ D(Y);
d) DX+ Y+Z)=DX+(Y+Z)=DX)+D(Y+Z)=
=D(X}+D(Y)+D(Z)

g) DIC+X)=DCy+ DX)=0+D(X)=D(X});

i) DIX—-Y)=DX+(—YN=D(X}+D{(~Y)}=
=D(X)+ (—1)*D(Y)=D(X)+ D(Y).

a} Na ospovu formule pod f) prethodnog zadatka dobija se:
DX —D)=D(X)+D(1})=5+0=5, jerje DC)=0;

b) DERX)=2*D(X)=4 - 5=20 (D(CX)=C*D{X);

¢} D(—3X+6)=D(—3X)+D(6)=(—3)* - D(X}+0=45.

MX)=C -054+(~C) 05=0,

M(X?%)=05 - C*+0,5 - {CH=C?,
D{X)=M(XY)—(M(X)}=C?-0%=C%,

1234,

M(XH)=024+1,4"=22.
Tako je p, =06, tada je p,=1—-0,6=0,4.

Jz sistema

£233. Iz formule D(X) = M(X?)—(M(X))* dobija se da je

06x,+04x,=14 A 06x7+04x3=22

dobija se da je x,=1

1 2
X “(o,& 04

xy=2, x,=3.

1235, Xz( 2 3

01 06

5
03/

7.2. Matemati¢ka statistika

1 x,=2

{x;>x;}, pa je

1236. Raspodela frekvenciju po vrednostima obeleZja data je u tabel::

Cicene iz Skupljanje Frekvencije Relativie

matematike x; podataka fi frekvencije
x, =1 if =3 £, =010
x;=2 HIT | fo=6 £, =020
X3=3 HAT MY f3=10 J., =033
x,=4 HT 1 Ja=T Je, =023
xg=5 i fo=d £, =0.13

Poligon raspodele frekvencijs odreden je u koordinatnoj ravoi
tadkama (x,, fi). 4. {1, 3L (2, 6), (3, 10% (4, 7),(5 4)i prikazan

je na sl 126
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1237,

5126

Vrednost obeieZjs kojoj odgovara pajveca frekvencija naziva se
modalnz vrednost 4, krade moda 1 obelefava se sa Meo. U ovom
sluaju Mo=3.

Kumulativoe relativoe frekvencije 1 kumulativoa raspodela rela-
tivonih frekvencija prikazane su tabelom i grafikonom, si 127,
Ocene iz | Reidll{t_l_; Kumulativne r;dm ne {
matematike x, lrcl\_vencaja‘,ri irelx\,enbn\, £ (k)
1| o0 sm=0l0 F
- 77;”%”7_“ B 0720 N ;7 (A) 0, ]O 0 20 FI;OM
3 N {)33 j;j(k)mO,BO +033= (),63
o __4 T 0,23“_ 5 ” ‘(k) =0.63+023=086
“5 013 - I _{Z}NO é_g:g.() ’3 O 99 5 |

i«redneat GDE}“Z_}& X, koja raspodeiu fl'{.k‘«"’u}ul_jd aeh na dm
;c.una;\,a dela, nazivy se medxjdm 1 obelezuva se sa Me. U nafem
primesu Mem2,6. T
Tr

[wX el

L E=473. .G /\
04
, K ~8§81. &
- D54 — — —
L O=27. v ]f’/
Q3 L

1240
1241 H~577. 07 5

370

01

p24

1242,

1244.
1245,
1246.

Poredajmo najpre sve date brojeve po velicini. Medijana je jedna-
ka srednjem Clanu, ako ib je neparan broj ili aritmeticioj sredini
srednjih &lanova, ako ih je paran broj.

&+ 10
M em—ﬁ;;—--— .

17, 19, 19, 28, 29, 30, 31, 39; Me=28&

a) 6, 7, 7. 8, 10, 12, 13, 14;
b} {5,

. Du bi se paila moda jednog skupa podataka, ireba te podatke

poredati u vrstu 1 uoditi ony} broj kojt ima najveéu uiestalost.
a) Mo=§; b} Nema modu.

X=48; Gmd428; H=377; Kr=525
a) Mo=21; Me=21; x=21,15; b) Mo=37; Z=38.30.
Numericko obeleZje x ovde oznacava brzinu automobila. Varija-

aiom rdzlomdk jcondk je R Am“ Xmm.—ISO 30_1{}0 Bi‘(}_j

elemenata ui,umkd Prema formull kx~~/50 =7, trebmo b1 1zabra-
11 oko 7 klasa, ali je varijacionl razlomak duZine 100 deljiv sa 35,
pa zate biramo 5 klasa.

Rugpodela frekvencije po klasama duta je tabelom:

o Klase Sredina Bréj p{){f;Lde V Frelgvencije—-
hh.sp X; | po leszimd B B B
3050 _ x;=40 H[ 3 )
S0-70 | =60 i oo %
7090 __x3m80 I
96110 ca =100 [H ] 3
110—130 l;}iz’o i 4 B
ukupno n =50
MNa s 128 prkhamn e hlStO(vr;_m rdSpOdCId frekvencija 1 poligon
rdapodeld frekvencija. y
25
20 7
15 e

10 «L’: 7NN

RN
\\/;// N
2 % ﬁﬁ( N ,4/\\\}//5}\ 3

3g B0 70 90 110 130

Si 128
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1247.

1249,

1250,

a72

Odredimo najpre relativne frekvencije f.. Primenom obrasca
1

=~ dobijamo redom odgovarajuée relativne frekvencije. -
I'l n

Broj grbova x; 0 1 2 3 4 5

Relativna frekvencija fn— 005102 1025103 [0,15]005

Kako se poligoni 1 histogrami apsolutne f{relkvencije i relativne
razlikuju samo po razmeri pa ordinatnoj osi, Cesto se rezultati
prikazuju na samo jednoj slici, kao $to je to uradeno na sl 129

6,30+
: Z\
41 ’ |
3 § ‘\/ 0,15'
21 N 0,10 {
1AV ]
o 2 3 4.5
SL 129

a) Apsolutne frekvencije datih obeleZia date su u drugoj koloni
navedene tablice;
b) Relativoe frekvencije su (pa tri decimale tadnosti):
1} 0,028; 2y 0,017; 3) 0,016; 4} 0,020; 5) 0,040;
6) 0,082; 7} 0,096; &) 0,086; 9) 0,071; 10} 0,099;
11 0,138;  12) 0,115; 13) 0,082; 1i4) 0,085; 15) 0,018.

Uputstvo. Dovoljno je pokazati da su povrine oznacene brojevi-
ma {12 jednake, zatim 3 1 4, itd. (videti sl. 130).

Y

7/%7

A
2
Sk 130 Al &//

N

1251. Na slici 131 prikazan je histogram raspodele frekvencija (osendeni

pravougaonici)

U

50 4

40

L/

20 % g

ol / NN

AT A X
O] 10 20 3040 50 60 70 80 90 100

Sl 131

Spajanjem sredina gornjib stranica pravougacnika, koji &ne his-
topram raspodele, dobija se poligon raspodele frekvencija.

Relativne frekvencije su:

4 25 50
Fm10700% fmieeT 0B ST e= 0%
15 6
100" ST iee= 00

Na slici 132 dat je poligon raspodele kumulativnih relativoih
frekvencija. Y
1,00 1
as
08
07
06
015....
0%
03
02
0
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Sa slike se vidi da 50% takmicara ima do 50 poena. (Q, deli
raspodelu 25% :75% 1 naziva se prvi kvartal. @, deli raspodeln
75% :25% i naziva se tredl kvartal. Me-medijana se naziva drugi
kvartal}

Primedba 1. Vrednost obeleZja x, koja raspodelu deli na dva
fednaka dela, naziva se medijana.

Primedba 2. Ako su podaci grupisani klasama Sirine d, onda se
medijana rauna prema obrascu

s UiHhd )

2
(1) Me=L +d - : \
Jesn
gde je L~ donja granica klase u kojoj se nalazi medijana, d —
§irina klase, f,, , — frekvencija klase u kojoj se nalazi medijana, a

Fi+fa+ ..o +f — kumulativni zbir frekvencija po klasama, koje
prethode klast sa medijagom. U datom primeru imamo

50 - 25
Me=40+20 - ——%)—t—_}- ~484 .

Primedba 3. Moda je najlrekventnija vrednost obele?ja. Za modu
se bira ona vrednost koja ima najvedu frekvenciju. Ako su podaci
grupisani po klasama 8irine 4, ona se odreduje obrascem

¥ Di
{2) Mo=L+ dD1+D2'
gde je L donja granica modalne klase, d — Sirina klase, D, —
razlika frekvencija modalne klase i kKlase koja im prethodi; D, —
razlika frekvencije modalne klase i frekvencije klase koja sledi za
njom. U datom primeru je

5025

Mo=40 4+ 20 — e 348,3; _=48, Cos= 7,85,
o= S e Y (50— 15) A =488, s=1

K, =037.
1252, ¥ =41; Me=40; Mo=394d,
1253, £=1.
1254, x=4L
1255, i:nixi_iun,wcz 48222

n, -h,

£256. a) X=2, =775, s=27838: K, =13019;

1263

, 24

b} X=32, Sm-ﬁ, s=1477, K, =074

L x=2, sP=D)=1, s=+/D(x)=1, K,=05.

a) X=4, MNG=06; b5 E=6, D=6

=8, X,=08., si=18%, si=24, X,,=8, s},=2025

Primetime da za proizvoiian brol e vagi jednakost
_ , 1
lﬁE{x}=;{x1“'3q+ +“‘u):
1 o
= a-b—((x, —a)d (X, —ai+ L, —a)).
n

Ova jednakost cesto se koristi prilikom izradunavanja srednje
vrednosti u slu€aju kada su x; veliki brojevl. Tako 1 ovom slucaju,
a=1235, imarmo

- 1
X=1235+ 16 0642521 4+12435~084+09—-1,7-05+18+

4
+2,6—-19-07+25+04—03)=12355 m/s.
Disperzija je D{x)= 2,86 m?/s*.

Statisticka tabela za prvi uzorak ima oblik:

Broj poena i 2 3 4 ) 6
Apsolutna frekvencija 2 1 2 0 2 3
Za drugi uzorak statisti¢ka tabela glasi

Broj poena 1 2 3 4 5 6
Apsolutna frelovencija 2 L 2 1 3 1
Fa tredi uzorak tabela je

Broj poena ! 2 4 5 6
Apsolutna frekvencija i i 1 i i 3
Najzad, za osnovnu populaciju imamo

Broj poena 1 2 3 4 5 6
Apsolutna frelevencija 7 4 g & 8 7

Srednje vrednostt X, , ¥, X, uzoraka su redom

Xi=38, X,=35,  X,=4125

Srednja vrednost za osnovnu populaciju je X =3,625. U odnosu
na sredom vrednost, vidimo da dregi sluCajni uzorak najbolje
reprezentuje osnovau popuiacija.

375



1264,
£265.

1266.

376

52=2376; s52=285; s%=3735937.

Koeficijent korelacije r najéeice se daje obrascem
TX, Y,
(1 } ,,,,,, B e
«./ (EXH(ZYH’
gde je X;=x,—~X% 1 ¥=y,—3. Za odredivanje koeficijenta kore-

lacije pogodno je da se potrebna izradunavanja prikazu tabelom.
U datom primeru odgovarajuéa tabela je:

X i  X=x—x|Y=y-j| X3 XY, YZ
1 1 -6 —4 36 24 16
3 2 —4 —3 16 12 9
4 4 —3 -1 9 3 1
6 4 -1 —1 H 1 i
8 5 1 0 1 0 0
9 7 3 2 4 4 4
11 8 4 3 16 12 9
14 8 7 4 49 28 16

ZX=56| 2Y,=40

§=%=7 }7=%=5 IXI=132|ZX,Y,=84 | XY} =56

V132 - 56
Primedba. Ako je |r| <025, onda x i y nisu linearno povezani.
- Ako je 0,25<{r|=<0,50 x 1 y su neznatno linearno povezani.
~ Ako je 0,50 <{r|< 0,70 postoji znaajna lincarna veza.

— Ako je 0,70 <r <090, postoji visoka znacajna povezanost izme-
du obeleZja x 1 y.
— Ako je 0,90 <|ri< 1, onda je povezanost izmedu x i y funkcio-
nalpa linearnog oblika.

r=0,395 1267. r=0,93, 1268. r=0,896.

VIII GLAVA

8. RAZNI ZADACIL

126%. P=5arcsin 0,6—1In 16.

1270.a) a=b=1, y=@E*+x+De 5

b) Funkcija je definisana za svako x, nema nula, pozitivna je za

svako X, yuo=1 28 x=0, y, =3e”
asimptota je x=0 {grafik sl. 133);

c) P=4-8e%.
b
' 3
Q

1

i

za x=1,

t

Sl 133

Y

1272. a} Grafik date funkcije je
prikazan na slici 134.

25

horizontalna

16
200 29 ey,
b) P ( ¢ )
3
1273.p=jmw§’f+—9d —ni6—15.
x -1
2

377



1274. a) Grafik date funkcije y
Je prikazan na slici 135,

r
b) P= J — dx="2_1n27.
G

2 old
// /

e /A
p

Sl 238

/2

4 4
1275. \T (n—1)+21n(2+24/2)+ ; In2. (Parcijalna integracija:

u=arcig 1—C L dv=./4+x? - xdx.)

2 i -
1276. %& - .1)wﬁ n(i+ \/2). (Parcijalna integracija: u= arctg 2x,

dv=/1+4x*  xdx)

1277. Dati integral se transformiSe u zbir tri integrala;
i njd nfd -

{ cosxcos2x dx+ [ sinxcos2x dx++/2 [ 4/sin2x - cos2x dx .
a 0 4]

Zatim se proizvod kosinusa transformiSe v zbir kosinusa, proiz-
vod sinusa 1 kosinusa u zbir sinusa, a za tredi integral smena je
sin 2x =t . Yrednost datog integrala je

T/2 1

1278 10 2(In2—1)* (Smena Inx=2z).
127%.a; p=-—gq, p=~2, gq=2; b} p=-2, g=3
128G 2 < x < + oo,

1281, Smenom «,/;;:Tﬁ ¥y {y>0) datz pejednadina postaje:
y1
1 =122
2 ~\
ReSenje date nejednaline je interval {1 <x<4 (2+ VERE

/

Py

378

1282, Data jednacina ekvivalentna je jedpadini

V2

sin <2x - Z)m2(4a*3); dakle, sledi da je
3 V2. 3.V2
47 2 472

. — 1) . 2
Realna refenja su xz%+¥ arcsin (% (4a—~3)), keZ.
1283. Ako se transformifu svi logaritmi v dato] nelednaéini v logaritme
sa osnovom 2, onda je ova negjednalina ekvivalentna nejednading
log,26in4x <0 <>0<2 sindx <le=0<sindx<0,5. Refenja koja
zadovoljavajn interval O<x <~ su: 0 LA 5n< <=
adovoljavaju : x<— s X<~ i —x< .
Javal 4 I TR A"

x—2 . ox+2 . » o
1284, Smene: —-—ﬁ =u i o=n Data jednadina se transformide u
x e —_

5

homogenu 20u”— 5¢* + 4uv=0. Odakle se dobije da je u= > ili
. L 5

uzﬁ v. Realpna refenja date jednadine po x su x=3 v xz;g )

1285, Smene: u=x-—1 1 v=x"+x-1 datu jednaéinu svode na homoge-
nu 20% - Tu? = 3uv. Skup redenja date jednadine je

jwl, . 2, 4}.

L
1286. ) Za x> smene u=-Yx+1, v=-9x—1 svode datu jednadinu

na homogent 2u* —ur—1? =0. U ovom sludaju data jednadina
nema realna refenja po x.

mogena jednadina ¢* —wup—2u’ =0, & data jednaéina ima jedno
. . &5
realno refenje po x, i to x= e

1287. x=log,3 (smene: u=2%, v=T"})

0 2
1288, x =20\ xo 218

& 28 (smene: u=-Yx—2, v=&x~3).
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1289. x=—3 V x=3 (smene: 33 + 3 3 = u).

1296,
1291,

10,5; 5}.

x= 3.

1292. Ako se iskoristi osobina da je aritmeti¢ka sredina dva pozitivna

1293.

i294.

380

broja veca ili jednaka sa njihovom geometrijskom sredinom dobi-

jaju se nejednacine:

a,.
Proizvod ovih nejednadina daje

l1+a, l+4a 1+a S
— 1.2 5 2 .. —’}—v’-‘,}n/a1 C G, ... O

-

Ako se uzme u obar pretpostavka da je a4, © a4, ...aq,=1,
poslednja nejednakost se svodi na tvrdenje

(I+a)(l+a,) ... (1+a)=2"
Podimo od otiglednih nejednadina:

4a, + 1 <4a? +4a, + I=>+/da, +1<2a, + 1,
(1) day+1<dal+da,+I=/da,+1<|2a,+ 1,

i
=—-, i=1 2,

Kako je o
ako je g 4

, n, tada je |2a,+1j=2a,+1, jer je
2a,+120.
Ako se sumiraju nejedoadine (1), dobijz se

Vaagt b da, 14 rda, v 120 a, . +a,)=n+2.

Time je dokaz zavrien.

Akao se 1iskoristi da je geometrijska sredina od n pozitivnih brojeva
manja il jednaka njibovoj aritmetidkoj sredini, tada je

Wnl=y1 -2

<:IJm?.-I—3+

(n—1) -

n(n+1)

+(n—1)~§~n___u2

=n(n+l)m

=

Kraj dokaza.

n n

o]

QJyu L, 2]

5
1295. a) xe|:——z,

b) xe[—8,
1296. x=0,5.

$297.a) a-+b=0, A, a+b};

2n

2

n-1

b
b) B0, a+b} i C (iog 2(——‘&), 0) {apscisa tatke C je realna

ako je ab< @) .
1298. ) f{)=+/2cost,
by t=02k+1l}m; t=F

c) P=2./2.

a) =060

3- -+ 2nn,

1299. by P=4./3 +—-n

1300. a) Iskoristiti identitet logbazl—l—‘

og, b
L(kni-l)

142434 ..
+ + 5

k=T

b) Leva strana se transformiSe postupno na slededi nadin:

i 1 1

(1ogx2)“2(1%2+ et

1 1 1 1 1
= “2(_._7 [ — R
{log,.2) (\l 2)~+~ 3 3)+<3 i
=(108x2)”2(1 —%l)=n_ L log? x.

13a 15a
1301. ﬁ a, 14 (a>

+(n—l)n

g(‘)=0 5(2cos? £~ 1).

):
)+

k,n=0, T 1, F2,...
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1382

1303,

304,

1306.

13067,

382

Ako se kvadrira data relacija, dobija se

1) a* 4 b2 4 ¢ 2ab + 2bc + 2ac = 36.

Zbir otigiednih nejednakosti ,

{a—b¥ 20, {a—cP=0 i {(h—c)?20 svodi se na nejed nakost
{2) a’ + b+ ¢z ab+ac+ be.

iz (1)1 {2) siedi da je

367 4 3b% 43¢ 2 36; odavde se dobija tvrdenje a®> + b2+ o232 12,

Ako se kvadrira pretpostavka i iskoristi jednakost (2} iz prethod-
nog zadatka, doblja se tvedenje,

Iskeoristiti to §to je ariimetidka sredins dva broja veda od njihove
geometriske sredine na slededl nadin:

______ + J—— —
Ga+hbctd 2 2 Njabdjedr prEmTe==
B = S e 3 Sz Vab - Jed=3abed

gime je dokaz zavrien.

. Iskoristimo reSenje prethodoog zadatka, gde je Cetvrti pozitivan

broj ,\3/537'::
R o — e
ar! ﬁ%——\{?m;%bc Jabe «wa+b+c+€/ﬂb€24 \Eyabf -

a+b-+¢ - ] y
R B e S-Wbc = ——w—?m— ;{*/Fabc , ¢ime je dokaz zavrien.

Kako je: a*za®—(b—c)?,
b2z=b? —(c—a)?,
c*zc?—(a—b)2,
mnoZenjem ovik nejednakosti dobija se
a*b’c*zla+ b—c)* (a+c—b)? (b+c—a)?,
odakle sledi traZena nejednakost.

Ocigledna nejednakost (a—b)220 se postupno transiormise na
ova] nadin:
(@—bF20 <= a®+b*22ab < 2(a*+ bY 2 a® + 2ab+ b2,

Ako se uzme u obzir pretpostavka a?-b%=1, 1ada poslednja
nejednakost postaje

a*+2ab+ b <2eor/(a+ b <\ Zevla -+l /2o /T <at b /2,

1308, Oligledna nejednakost
{a+c)*+{b—d)*=0 se svodi na oblik
a*+b* 4 ¢* +d* +2{ac—bdy = 0.
Kako je po pretpostavci a®+ 52 4 ¢® +d? =2, poslednja
nejednakost postaje
{1} ac-—bdz — 1.
Analogno iz nejednakosti
{a~cy+(b+d)*=0 dobija se hd—acz —1 ili
{2) ac—bd < 1.
1z {1) i {2) sledi tvrdenje  {ac—bd] < 1.
£309. Ako se iskoristi uputstve prethodnog zadatka, 1z nejednakosti
(m-—a)z—i-{n——b)z—i—(p—_-c}z}(} i
fmtal +{n kb roi=0,
dobija se da je
{1 ma--nb-+pe<l,
{23 ma+nb+pez — 1.
Iz {1y i (2} dobije se tvedenje [ma -+ nb+pel < 1.
. )
1316, Kako je a®=|a]*, b*=|b]*, ab <la] - |b] 1 /x*=[x,
dobija se ja+h=+/(a+ by =/a?+2ab-+b><
<+/la+20al - |bl+1b* =~/(lal +1b])* = la] +|b].
rakle, la-+ bl <|al -+ bl

it lal=lat+b~bl=[{a+b)+{—=b) < |la+ bl +]— b} =
= |a|—|b| < ja+b|.

1312 la—b|=Jla— b2 = /a* ~ 2ab+ b2 = /la*— 2la| - |b| + b2 =
=/ (lal—[b] ¥ =la}—|b].

1313, ja+bl=+/la+ b =/a* +2ab+ b2 /lal2—2lal - b+ b2 =

=~/ {]a|—1b])* =la|—1bl.

(a?=|al?, B¥=[bi® i abz —la| - |b|}.
1314, Dokaz se izvodi indukcijom. Za n=2 la,+a,|<lae,}+|a,], tvrde-
nje je tuéno. DokaZimo implikaciju
lag +a,+ ..o Fad<lag|Hla+ .o FHlaf=
=>la;+a;+ . FaggdslaFal+ Lo Hag )



1315
1316.
1317.

£318.

1319.
1326

1321
1322,

323

1324

1325,

1326.
1327,

1328.

£329.

1330,

384

Ako se doda levoj i desnoj strani pretpostavke la, , ,| dobija se
1 lay+a,+ ... ‘oo <la Hlayl+ .. Fiad Hlag )
Neka je a;+a,+ ... +a,=y, tada je

(2) I +lag, d=ly+a,. b
Iz {1) i {2) sledi da je

if1 taz+ ... Fag g <la|+la+ .o Hal,
¢ime Je dokaz zavrien.

— 1 <a<?2.
~2 < a4,
— 3 a-<6.

—5<a<l.

0<a<4

X E{—oo, w?:)U(MZ, —g)u(l, + o}

P(x)=x"+2x*—3x+1.

Smenom \/;jl:t (r >0} data funkecija se transformife na oblik

y=|t|—|t—5]. Funkcija je konstanta y=5 za 0<t<5, pa je
I<x=<26.
Xy bXy=x,ox, + 11,

5

m_ T
6<D.’ 6

5
< — L.
<M

U oba faktora sabrati geometrijske progresije itd.

a) Cm+1)x2—-20m+4)x—CBm+4)=0;

b) mE(——oo, —%)U(-—l, —i—oo); c) me(wl, ——é}

X.z(—l)k“g 4 kn, kEZ.

xX= ig + 2kn, kEZ.
Zbir na levo] strani grupisati u obliku

{tg 9" +ctg %)+ (tg 15° 4 ctg 15°)—(tg 27° +ctg 277},
zatim tangens i kotangens pretvoriti u sinus i kosinus itd .

1331
1332

E333.

1334,

1335,

1336.

1337,

1338,

—~1<x<0,1l (smena log{l--9x)j=y).

Ako se uvede simena  x4+-x"1=¢ tadaje x*4x"?=r*-2, 1
x¥+x7*=¢3-3¢. Data jednacina ekvivalentna je jednaéini
P4t -2t —8=0e(t—2)(t* + 3t +4)=0.

Realno refenje t=2, a x;=x,=1.

Da b1 dati kompleksan broj bio &isto imaginaran, potrebno je da
konjunkcija bude tacna log, (m*—13m+44)—2=0 A log,m—3>0.
Kako ova konjunkcija nije tadna, ni za jednu vrednost parametra
m, tvrdenje je taéno.

Ako se perioditan decimalan broj 5,3 transformife u njegov

. . 16 . . . _ e
racionalan oblik EX data jednaina ekvivalentna je jednacini

é 0,5 logx é O.S]ogijﬁ
3 5 IREN

0, 5iogx
Smena (3) =¢. Rezultat x=100.

Smena 4/x—1 = ¥ (¥>0} svodi datu jednadinu na oblik
by—2|+y—3l=1, paje 2<y<3 a S=x<10

5<€x=8.

Dati broj se moZe napisati u obliku N=3-10°+x - 10* +y - 10*+ 3.
Brojevi 109, 10* i 10° pri deljenju sa 13 daju ostatak, redom 1, 31 9.
Zato e 3-10°=13k, +3, x-10*=13k,+3x, y-10°=13k,+9y, pa
Jje N=13k+3(x+3y+2), gde je k, +k,+k;=k. Poito je N deljivo
sa i3 moraix+3y+2 daje deljivo sa 13, tj. x-+3y+2=13m. Kako
je x+3y+2<94+3-942=38 m moZe biti samo 1 ili 2. Za m=]
dobijamo x=11--3y. Poito je x>0, y moZe biti 1, 2 i 3, a1 odgo-
varajuce x 9, 6, 31 0. Za m=2, dobijamo x=24—-3y. Pofto je
0<x<9, y uzima vrednosti 5, 6, 7, 8, a odgovarajuée x 9, 6, 3, 0.
Trazeni brojevi su: 3080103, 3350203, 3020303, 3090503, 3030703,
3000803, :

Na osnovu pretpostavke bmamo da je

1000a+100b+ 16c+d=(a+b+c+d)*.

Da bi desna strana bila éetvorocifreni broj, mora biti ispunjen aslov
6<a+btet+d=9 Kako je 6=1296, onda je a=1, bh=2, ¢=9,
d=06, §to ne odgovara uslovu zadatka jer je a+ b+c+d=18.



Kako je 7*=2401, mora biti =2, b=4, ¢=0, d=1. Odavde je
a+b+e+d=17, pa je traZeni broj 2401. SIucau]ew at+b+c+d=81
a-+b+tc+d=9 ne dolaze u obzir, §to se moZe proveriti kao i u
sluaju a+b+c+d=56.

1339. Neka je traZena osnova sistema x. Tada je, s obzirom na pretpos-

1340.

1341

tavku zadatka,

14 x 0+ xF 14 x 0411333 e x5
odakle dobijamo da je x=6.

—1332=0,

Akosux, y,z (%, v, z< T cifre toga broja, onda je
Tx+Ty+2=9"24+9y+x <40z + y—24=0.

Iz poslednje jednacine sledi da je y deljivo sa 8. Kako je y<7,
mora biti y=0. Prema fome, imameo 5z=3x. Kako je x< 71 y<7
dobijamo da je x=5, z=3. deie traZeni broj je 5 - 494+ 3=248.

(490, 488) i (166, 160).

1342 Neka su traZeni brojevi dx i 4y. Tadza je

1343.

386

(1) (4x)°—(4y)P=64 - 9L k.
Kako je 64 - 91=15824, onda mora biti k=1 Iz (1) se dobija
2) (xmy)(xz-i—xy—!-yz):l $91=7 13,
Odavde sledi da je:
x—y=t AXZ4xy+y?=91 ii x—y=TAx+xy+y*=13 ili
x—y=13 AxZ+xy+y*=T.
Sggm prvi sistem ima realno reSenje (6, 5), pa su traZeni brojevi 24
i 20.
Kako je a=log,,18 =log,,3*  2=2log,,3+log,,2=
2 1 2 1 _ log,2+2
“log,12 log,12 2log,2+1  2log,2 10,3 1+2logs2
onda je

2—a

o P .
(1) log:‘! Za"—l

Sli¢no je b=log,,54=log,,2° - 2=3log,,3+log, 2=
3,1 3-+log,2
1og324 10g224 3log2+1°
3—b
2 2=
( ) 10g3 35____1
Iz (1) i (2} imamo
3-b 2-b

pa vaZi

1344,
1345,

1346.

1347.

1348.

1344

Koristiti refenje prethodnog zadatka,

Da bi data jednaina imalia realna refenja
(—-1l=sinx<], —I<cosx«l) zakljudujemo da je:
(sinx=0 A (cosx=1 V cosx=--1)) il

(sinx=1 v sinx=—1) A (cosx=10)

Obe konjunkcije su tacne ako je x =%- ke Z.

Data jednadina postupno se transformiSe u ekvivalentne jednacine:
1

— BinXx—-

2 cos x = 8in 1999x <=

. n o, W .
<= 81N X CO8 ——8in — Co8 X —5in 1999x =0
3

3
. . n
<> 8in (1999x — sin (x-wg)xﬂ

< 23in(1000x~g) cos<999x +-g)xo
. it T
<= 5in (1000xmg)=0 v¢05(999x+6):0

¢>xk=w~1m-- Tk v, == ! +mt k,neZ.
1000\ 6 "7 999

A=h=2— \/2 \f 2, ymax__'_z A Xxw%:) yminm4¢3'\5

za X= 3n
4 2
. . . =2 3t , .
a} Iz jednaline x +iy=---—— +— inalazimo da je
1+t 141t
ol
Taae YT
Eliminacijom parametra r iz ovih jednadina dobija se traZena
1 9
kri S P4yE=C
va (erz) +y 4
by x2+yr=1.

1350. Iskoristiti reSenje prethodonog zadatka.
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1331,

1352,

1353,

1334,

1335,

1356,

1366.

09

a=10, b=5,c=2,f()=5-2"410.

Opisuje e.}ipsux2 + 9T =9,
x5 Y=g

L1 11 }
Smena,\—l-x~r,{ 2, 2,2,27,

y o= e 2k xzm—'j—(rmMZnn,k,nEEZq
5

b —e?
§=in P ——
[l

YR

. Sm%lﬂ(?»%«m.

s =1n3.

. Kakosua, b, ¢, d uzastopni pozitivni danovi aritmetickog niza,

tada je
b=a+r, c=a+2r, d=a+3r.

Ako proizvod sinusa u datoj jednadini transformi$emao v razliku,

dobija se ekvivalentna jednadina

cos (2a +r)x —~cos 2a +5x =0 <

< 5in (2a 4+ 3r) - sin 2y = 0
fe nIT

< xpEm oo VoY,

=, kon = 2.
a4 ar 2 on

Leva strana date jednakosti s¢ postupno transformile na ovaj
nadin: '
g 7,5° — g 67,5° + 19 67,5° —1g 7,5° =
sin 60° sin 60° _
~ sin 7,5° sin 67,5° + cos 7,5° cos 67,5°
sin 60°(cos 67,5° — 7,5%) _
= §in 7,5° cos 7.5° sin 67,5° cos 67,5°

1361.

1362,

1363.

1364,

1366.

Vi _ 2V3 -
sin 15°sin 135° ~ cos 120° - sin150° G+73).

Data jednacina ekvivalentna je jednacini
2@ A+2+14+..)=3"27+9+3+...).
Kako su oba gcomuny%kd reda konvcrgjcmna posle

odredivanja njihovog zbira poslednja jednacina ekvivalentna je
jednadini

5 x4 4
2“*4:3-”4@(5) =l e xd+d=0 e 5= —4

Konvergira za svako x izintervala 8 ' < x < 8, suma je
LSrax =2,

3,5 7.

Na osnovu pretpostavke, dOb]]d sesislem
_ )

G @ =1 _ g, d@’-1
qg—1 g —1
Kolicnik drug gc i prve jednadine sistema je

ai (q +1) 194
4 1 5
g 3

Ako se eliminiSc @1 iz prve jednacine sistema i iz jednacine (1),
d()bl]d s¢

14"+ —-97(q+q™ - 97=0.
Smenpomyg + g =y poslednja jednadina postaje
114x% ~ 97x =325 =0,

= 5044 .

247 75
Refenja ove jednadine sux = 12 V&= RETVR
247 3 2
Zax = “4d0b1}a sedajeg=7 V ¢ = 3-
Drugo redenje za x ne daje rcaina refenja zag.

Niz je 16, 24, 36, 54, ili 54, 36, 24, 16.

2 (logk + 1)
fogh ~log(k—1)

a80



1367. 4 = 298

a2+b’

1368. Clanovi niza se dobijaju iz jednakosti

1369.

350

70,

(1y ay=V2 a,y1=V2+4a, (n=1,2,3,...).

Dovolino je dokazati da je niz opadajuci i ograniCen odozgo, da
bi bio konvergentan. Kako je

Apsr =y =V2+a, —a,=

_ V2 +a, —an) (VZ+ an + an) _

- VZ2 ¥ a, +a, -

2

T V2Ha, vas”

niz je opadajudi. Niz je ograni¢en odozgo, jer je nejednadina
(2) a, <2ispunjenazasvakon € N.

Zaistazan = 1 (2) jetalno, jer je

ay = V2 < 2. Nekaje (2) tatnoiza

n=k(kz1),q a:<2.Tadaje (2)ispunjenoiza
n=k+1,poitoje

ar+1=V2+ar<V2+2 =2.Naosnovu principa
matematicke indukeije (2) je tadno za svako

n s Nnz=21).

Iz (1) posle kvadriranja sledi

(3) ansr—ay—2=0.

Akouvedemo smenu lim 4, = a iu (3) izvr¥imo granicni

B>

prelaz, dobija se
{4y a—a—-2=0.

Resenja jednadine {4)sua =2 Vv g = —1.Posto je granina
vrednost niza pozitivna, onda je

imag,=2.

"o m

fm a, =050 +Vi+4da).

Mo Ol

Ako stavimo da je a, = 7, tada se rekurenina formula svodi na
diferencnu jednadinu

Pri=5/T 6/ e P —S5r+6=0

@ =3 V=2,

Zatoje a, =3" v a, =2" . Uopiteje

1371,

1372,

1373,

1374,

ay=Cy -3+ Cy - 27,

Odredimo konstante Cy i Cztakodajear = 3 iaz2 = 1. Neka je

ne=1in=2, 1adaje
3C) 4+ 2C2 =3 A 9C; + 4C2 = 1. Odatle sledi da je

Ci = —= 1Cy = 4. Opéti {lan niza je

n=—2-3"+4.2".

G b

Analogno prethodnom zadatku:

a, = m{/}?((l +21F5‘}" ~ [1 ~2»/.T)") |

Ako iskoristimo poznatu nejednakost

(I‘:a—’rb
ab £ =5,

imamo

V(]. +x1) (1 +x2) <

(14+x) +(1+x2)
2 =

xX] + X2
2
Logaritmovanjem dobija se

=1+

log V{1 +x1) (1 +x2) <log (1 _,_M)

2
B (log(l + x1) + log {1 +xz)) -

~

y:

>-log (1 + e +x2) ,

2

a pdatiesledidaje

[ +f@) (xl + 1)
3

2

Tvrdenije se svodi na dokaz implikacije
B @ ¥

lgz — tgz = f.g‘i‘ — ig““z*s-

cosff — COsa = Cosy — Cos f3.

Data jednakost postupno se svodi na ekvivalentne jednakosti
na sledeci nadin
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loa_b—lo —@- @a*b-‘~1—b—
gz‘gL2 2 T3

e d+b=dch » Saloyg
b a

Kakojetpa = g ictga = i— . ladaje

o +tciga =4 < SinZam% = a=15",af = 75°,

Primenom sinusne i kosinusne teoreme imamo

cOos & = v -d
= The , Since = , pa jC
b2 + %~ a’
clg o = ———————
abe
Analogno
a4t —p?
cl S e i
ep abc !
cte _az+bz—c2
gy abe
1 a’ + ¢’ — p*
CpH = —(clpga + Ctg e
gﬁ"?( fcr w)j- e
1 (b% 4" = a° at+ b —¢*
2 abc R+ abc Rl =

1
S e e L R Aot

o a2 b2 p? ¢b2=}£(a2+cz),

cime je dokaz zavrfen.
1z sistema

o 4+
B = ?’

Ako pnmenimo kosinusnu teoremu
b = a* + ¢ — 2ac cos

a’+ ¢ — ac = b2,

Obrnuto, iz date relacije sledi da je

cosﬂm%=>ﬁ_—__

A a’+ﬁ+'}f'=;fr ::’ﬂwz’;i’

Stosa relacijom « + f + v = z daje
f= + 'y

1377, a) gz = —3;
2R 6R
by a=RVZ, b= 7= C = T
3 5 7
378. a == = = —d = o
1378. a 2d,b Zd,c Sd, v 120
1379, v - —3=0, y+2x+3=0,
’%
= = 53°7'48"" .
( 5 ) 53°7°
1381, x = ~3
ki3
1382. xk="§+kn,x,;=nn, n,k e Z.
1383, Data jednacina ekvivalentna je jednacini
V2 osx 0599 x @
2 2 B
7T
<> COS ( —z) = COs 99 <+
. ar _ A .'Z{ .
< sin (5Qx—~§) sin (49x+ 8) =( <«
== ka| v —-}“(—E-bnyt
G#XLWSO g+-§ Xn“"“49 S
1384,

Smenom 2° = ¢ (¢ > 0) data jednadina se svodi na:

cost _ sint sin 2
sint = cost? cos 2¢

cos? 2t — sin®2r = 0 A (sint, cost, cos 2t # O}

Resenje date jednadine je

r k
xp = logy (%+-%),k =

Data jednadina ek;ivaienma je sistemu
Ccos 2x + cos

log: ~——————--m-f =0 A
sinx + cos =

-

X . X
A (c052x+c05-,;>(} A 51nx+cos~i>u

)n,kez.
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Redenja date jt‘z:dnaéine U :

7 S
xk:‘g+4f(n:, x,,=""6f+2n.7r,

n,k ez,

+ Kako je za uglove u1ill kvadrantu sinus pozitivan, bice
Zhka<m@+yy<Qk+Dn o x+y>2kA
Ax+y<2k+1,kEZ,

Zak =0 dobijamoy > —x A y<1—x. U Dekartovoj ravni
10 je osendena oblast (sl. 136) izmedu pravihy = —x j y = 1 —x .
Za k = 1 osencena oblast je izmedu pravih Sije su jednééine

y=2—xiy=3—x itd

£
03
kh x

Na osnovu pretpostavke imamo :
[ =fy+a’
F®=r@+d
f@)=r@3)+a
fy=f@~1)+a.
Ako se saberu prethodne Jedznakosti, dobija se
fy=fHh+a*+a*+.. . +4".
Posle sumiranja geometrijske progresije dobija se

-

2 1
fey =i+ D
Zaa=1f(my=n.

Data jednakost se postupno transformie u identi¢ne
jednakosti

o + —
2cos 2'6(:056!,}'8- —2c052a+ﬂ

+ o a=-—p§ a+f
2

a2 &
s COsT -

— €08 5o Cos

<

1391,

1392,

1393,

a+f 1 a-f.2 1 1 za—wﬁ__‘
(cos 5508 ) 705 =0

. a+f 1 a—ﬁ)“ 1. 2a~ﬁ_
a(cos 5 2cos 5 +4s1n > = 0.

Suma kvadrata u skupu realnih brojeva jednaka je nuli ako je
svaki sabirak jednak nuli. Odatle je
a—p RV RO
5 =0 A cos 5 TR s = 0.
Iz prve jednakosti sledi da je « = 8, koja sa drugom daje
jednakost

sin

08 o = L _ %
COS G =7 = =
Kako je a:ﬁzg,tadajeiy=£.
3 3
'Kak()je
sin 1 sinfk — (k= 1)) _

cos (k — 1ycosk  cos(k — Dcosk

_sink cos (k — 1) —cosk sin{(k — 1)
- cos (k — 1) cosk ’
o je

sin 1
cos (k- 1)cosk
Ako uovoj jednakosti stavimo k = 1,2, . .., k, zatim saberemo
dobijene jednakosti, dobijamo trazenu sumu S.
S={gl—~1gO+(tg2—1g)+ (g3 —182) + ...
+(tgn —tgr— 1)y =1tgn.

=gk —tg(k—1).

I grupa

a) Kako sudiskriminanie za oba trinoma pozitivae, tvrdenje je
2
a + b’
e

jasno. bys=a, §S=—

., I
sin =

;I, data funkcija postaje
COs —
3

a) AkosezameniVs = ‘fg“g; =

395
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1394.

13495,

y=2c08 (x—g) sada se lako ispituje.

b) lzjednaline 2 cos (x - —3-) = m , Imamo

COS( —E)—H}"
3/ 72

-] o=

ili

=1

3

STE

tj.
refenjasurcalpaza —2 s m < 2.

C)y x = 2k ix:zm

=+ 2.
3 2k

a) Presedna tacka paraboley” = 2px i kruZnice

(x - %) +y° = 4ptie

3p -
A (,éZ 1)%3] . Koeficijent pravea tangenie parabole u

tatkid jem = __,VL_’ a kruznice ny = — —(/%

Ugao izmedu tangenata je p = 60°,

% ¥ o
b) V=:n:f2px -}-:nff (—f* +px-—x2)d.x
0 '

2

,_9 3 53 47 3
—~4p :n:+3p o= P2 A

127

1! grupa

Iz uslova da prava
3
y=zx+ 5
dodiruje parabolu i elipsu koje imaju zajedniCku ZiZu siedi :
2

9,7@——1-};2:25, 94°% + 25 b% = 625,
p:Z"%'5, at =9,

13%6.

1397,

1398.

Dakle,
1 = 5 N hb=4 , p = 6 ,
1.
16x° + 25y7 = 400
y=12x. 7
&)
Dodirne tacke su A4 (ffé, 10) . B (_35}5{3) _
15 .
Koeficijenti pravea pravih FA LFB sum = —imz = —7%

cdakie sledi da je
&5 BFEA = 90°

Pogledati resenje zadatka 1066, str. 307.
a) Teme parabole ima koordinate:

T (cos a; sin® @ — sin ).
Iz pretpostavke imamo

£

Sinza-—sincx=0,am0,a=j;.

Zaa=0, y=xr —2x+ 1.

Zaa==, y=i
a=7, y=x.

b) a =0, a= %n
¢) Ako eliminiSemo « iz sistema
X1 +txy=2cosa
{xl cxp= 1 —singa,

dobijamo traZenu relaciju
{x1 +xz)2 4+ dxyxy (xyx2 ~ 2) = 0.

I grupa
a) a=6.
b) Nule x; =xp= —1, X3 = 4 Vmax = 4 za
x= -3, Ymin =0, wm x=-1,.

15



1399,

400,

4]
<} ,P"'—»-f(x3+6x2+9x—i—4)dxm%.
~
dy y=x+41,
r+Hl=E+ D+ + D e
E+HDHE+ 5+ =0 =

—5=Vi3
xlmo, B T T A
- 2
tj.
~5%V13 -3 =V1i3
A (=10 B,C( 2ELS ZVT}.

a) Uslovdodira pravex — 2y + 8 = Qi parabole
y' = 2px, tj. p=2mn, p =4 lzsistema:

a* — p2 = o2 " (112—~b2=4
9 ili
atm® 4 b7 =t Zﬂz + b = 16,

imamo a” = 16, b* =12, pa je traZena pamb(}lay2 = &
ielipsa 1217 + 16y% = 192
b) Dodirne tackesud (—2,3) B (8, 8), akruZnica

2
11 125
-t (y- ) =
¢} TraZena zapremina se dobije kad se od zapremine zarubljene
kupe oduzme zbir zapremina dela efipsoid idela parabolo-
ida, tj.
1
?

107 ; 3 3
=2 (9+3-8+64) - (:rf (12~2x2)dx+3r [ 8x J
] / /

4

V__Q’?’OJI__ 1010Jr+224031 _ {10y
=73 27 5 )7 i

a4+ f 4y =18

a) lzsistema «c—B=2y,

sledi da je
o X 4
a=90° + 5 t.
A ABC je tupougli,

1401.

1402.

1403,

1404.

1405.

b) Na osnovu pretpostavke sledi da je A ACD jednakokraki, pa
je
LLCDA = 2 DAC = 180° — . Iu ADAC  sledi
ZCDA + & DAC + . ACD = 180°,
ili
180° — o + 180° —a + 25 4CD = 180°,
180° —2a + X ACD =0, 25 ACD = 2a — 180°,
.
2. ACD =y, paje CA simetrala ugla2 BCD .
¢) Neka je CE visina A ADC i neka je
DE=E4=p, paje b? = CE® + p*
a’ = CE> + (p + c)’.
Odavde imamo

2 z - .
a’—b=c"+ 2pc . Na osnovu teoreme da simetrala ugla deli

naspramnu stranicu u odnosu drugih dveju stranica imamo

2

2pic=a:b 1ili azhb22c2+c%g = ala—-b)y=c

1V grnupa
Najmanja visina odgovara pajduZoj stranici, pa je

he = "fzcg = 5,6 cm,

Vidi zadatak 379 b), str. 51.

Vidi zadatak 10635, str. 307.

— &
a) Dati izraz se irans{ormigc uobik V2 cos T N
8k —
by V2 <m<VZ,am=V2 ,xmgw—wzr_ﬂ)w.

Jednacina paraboley” = 12x, jednadine elipse

2 2
XY . _ T
TR Gl &
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Vgrupa
14¢6. Stranice trougla su 6, 81 10; stranice maksimalnog pravo-

ugaonika3i4,obimC =14, P:Pi=1:4

1467. x =10 ili x=10"".U oba slutaja progresija je 1; 5,25, pa je
9
fy = {10 = 57,

1408. N (%,6}, FiiVo=2:3.

Y

1409. Delinisana za x &€ (—o, + ), nema nuld, ypax = 2zax = 1,

2
ymng za x= -1, y=1 asimptota.

1416. n =7, x1 =0, 1 = 2.
VI grupa

1412, x = tg.

1413, If’zn'abolay2 = 6x,tangenta 8x + 4y + 3 = 0, a sefe daty pravu
u tacki apscisc

3 . . . .
¥ = — aovo j¢ jednacina direkirise.

1414, Stranice 3,5, 7.

35
1415, =,
1415 P 5

VI grupa
17
1416.0) m € (=, 1) U (2, +2);  b) m =7
sthe?

PA1T.P = 2cmw (@ + ¢) = 648, e 5 = 1224 m.

400

1418.

1419,

1424,

1421.

1422,

1423

1424,

1425,

1426,

1427,

1426,
1436,

1431,

4 , 4
8.) P o -:3: ; b) Voo ——éuji .
VI grupa

V=24 (V3 -1).

X =

Y

. 3 . e PR
Akosustranicea, b =ag, ¢ = ag™, onda kKoristeCi uslov da je

b —al <c<lag +al,
dolazi se do traZenog tvrdenja;

1+ V5
b)q:V .

P4

(27 23 .
Bifs""*s"J C(=3,2).

i
= 3Q0 -« =
o= 390 P 3

IX grupa

V=2,

Geometrijski niz: 2, 6, 18; aritmeticki: 3, 12, 21, 85 = 1770,

- s . - ) .
Jednatina hiperbole 9* — 16y* = 144, a kruznicex® + v = 25 .

M= 20V3T7.
a =38, b =10,

X grupa

Stranice trovgla su a=16, b=12 1 ¢=30. P=96.

P={2+43+4/5) m?, Ve=3m?.

X = Od.

441



5432,

1433,

i 84,

£439,

1440,

1442,

1443,
1444,

1 446.
447,

402

x= T2 km, X
P=in 8
XTI grupa
1
v=d4 —=x, g=20°

Vidi zadatak 1059, Zbirka 2, V. Bogoslavov.

Vidi zadatak 706, Zbirka 2, V. Bogoslavoy.

Vidi zadatak 1285, Zbirka 2, V. Bogoslavov.
XIT grupa

5=33 (/3 +/2.

52.8%.

b} ~2<m<2; c¢jx=2kn v x _%M +2nm; V—Zn(ﬁ—i

i
XIIT grupa
ae[—2, —1Tu{3,+ o)

Data jednadina ekvivalentna je jednaéini
s

4 cos® (w—»2x} cos(-—2x) S=0wx=——-—km, ke Z.

iz
Vidi zadzetak 1350

Vidi zadatak 12359

XV grupa

1448.  Vidi zadatak 1284,

1449, Data funkcija se svodi na oblik y=2cos (wa;%k i,

3\/5“{* ¥
— 5

A

P
1450. Vidi zadatak 948, Zbirka 3, V. Bogoslavav.
1455 Svodi se na W,=.%1, njegove vrednosti su:
o= £ L2 132 W= (F 2y
Wy 4= i%(\/;ﬁ Fin/24+/3).

i452.  Iskoristt VITOVE formule za jednalinu treceg stepena.
X, =5, x,=12, x;=13, m=281.

XV grupa

1453. Koriste€i Vietove veze bice ctg o + g f ——éf icgactgff=

H’-};r—m

sia® 2+ ) (tg? -+ )+ ctg a4 )+ )=

1 ctgrx\,wﬁ_i\)‘“z ctgoctg f—1

m1+ctg2(a+,3) ctgatcigh ; p éig?—%ctgff q

N . , i .1 ..
Zamenom zbira i proizvoda kotangensa sa —— i — dobija se

g
tvrdenje.

4 A
$454.  Smenom log, x=¢, dobija se konjunkcija 4( P—15(-Y+9=0
ol

4 i1
1
A log, x=t. ReSenje konjunkcije je X=g v ox= 4 dop 4=T

403



1455,

1456.

1457,

1458,

1459.

1460.

1461.

1462,

404

x bl 2 bl -
Srednji élan je T, , = (2:) T, u:( n”) Aa(z x4 5% 5)

1

Na osnovu pretpostavke je mM{z7 5+ 27"+ 1)=0. Kako je z=
dobija se z**—z*+ | =0. Redenja ove jednaéine su

I - »
_+:f J+ st v zle_\ééiz(\h_l}zmzwz‘
Odatlc sled: da jo x= 2 v ox=-—2.

6 6 .
M(j;}.?}[_nk, %k}. T k:n\/§ A nEZ, xiysucell brojevi

Neka su temena A i B pravougaonika ABCD na poluprecaiku

OM, teme C pripada luku MN a teme D polupreéniku ON,

ugac COM =x, Tada je AB=Rcosx—Rsinxctge,
AD=BC=Rsinx. P(x}= R sin x {cos x —sin x ctg ),

x 1
P'(x}=0esx==, P_ =

R? sin%(Zcosg-l).
XVI grupa
a} Eliminacijom realnog broja ¢ iz Vetovih formula za datu

f—x
jednaginu dobija se x, == i +21 odnosno x, REWEE
Ix,

b}x; >0z x,¢ (-»1+

3 1); x,>0,x, € (——3 1}.

1
c)ae (0 6}
1 T
x=40,5arc cos(wz)—i—kn v x=5+nn, knel.

a) P(—6.3); b) P=2.

3]

1464.

1465,

1466.

1467,

1468.
1469.

1470.

1475,

1471,

1474,

E475.

1477.

1479,

XVII grupa

3 5
Stranice trougla su: Ip, o EB a:b:c=3:4:5.

a) Dz{x | 0<x<7,:}; b) x=§+kn, keZ.

—3,

XVIII grupa
Vidi zadatak 1210, Zbirka 2, V. Bogoslavov.

Vidi zadatak 1239, Zbirka 3, V. Bogoslavov.,
X & (m 3, WE)
T,=40.

Vidi zadatak 340.

XIX grupa

Transformisati u proizvode izraz {cos 3x + ¢cos x}-+ (cos 5x + cos x)
itk

Vidi zadatak 1065.

XX grupa
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1480, =45

28, juni 1991
1481,  Vidi zadatak 1066, Zbirka 2, V. Bogoslavoy. . B 6. A 1. B i6. D.
, 2. C. 7. B. 12, D. 17. E
i482. ala=-2; bja==+3; ca=2 v a=-. 3 B 8 A 13. C. 18. E.
3 4. C. 9. E 4. C. 19, A
s E
XTI grupa 3 A it. D. i15. D. 20. E.
1484.  a) D=m2+4>0 za svako m j 5. septembar 1991.
3 1 ] - |
bime (~c0, —z)ul—1, 0Oull, +m). i B 6. C 1. E. 6. A
2 2 D 7. B. 2. C 7. A
3. A 8. B i3. A 1. D.
1485, mdpZe /1 V5,3
P=4ag’n/3, V=2a’n. 4. A. 9. D, 4. E. 19. B
n 5. E 10. D. i5. B 20. E.
1486, x= k.
“ 26. juni 1992,
1487, nxl7, k=12, Tll"r =91 2“10. 1 a 6 A i1 A 16. D.
XXII grupa . A 7. B. 12, E 17. D.
3 B 8. B 3. D 18. D.
. (m—2}(m—5) 4. E. 9. C. 4. T 19. C
1489. =t .2 5, 4
8 im—p - MELAVE o) 5 B 10. E. 5. D. 20. .
i1496.  Vidi zadatak 795. 4. septembar 1992,
. t L. D 6. A i E i6. .
£49Z.  Smena log, x=1, pa je log, X 0<x:~:{‘/§. i B g A 2. B 17. B
Universitet B 3 E. 8 C. 13. B 18. A
niverzitet u Beogradu i B C i4. I 9. C
Klasifikacioni ispiti iz matemaiike za upis na tehnidke fakultete, mate- 5 B- 19' E‘ i A %) C.
maticki, 6izicki 1 fiziéko-hemijski, svaki test ima 20 zadataka. : 0. E . ‘ :
25. juni 1990, 25, uni 1993,
i
L B 6. € 1. C 16 A 1. B 6. A 1. B 6. C
> E 7. B 2. A 7. C 2 C 7. A 2. A 7. D,
3 B £ A i3. E 18. B 3 B 8 D i3. 8. L.
4. E. 9. D i4. E. 19. B, 4. C. 8. B 4. L 9. C.
5 A 1. C. 15. D 20, D. 5 O 10. E 15. E 20. B.
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