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Vjezbe iz Matematike 1.

9. 1 10. Elementarne funkcije.
Funkcije vazne u primjenama

Zadatak 1 Napisite po jedan primjer za rastucu i padajucu linearnu funkciju.

Zadatak 2 Nadite linearnu funkciju ¢iji graf prolazi to¢kama (0,1) i (1, —1).
Je li ta funkcija rastuca ili padajuc¢a? Napisite jo§ tri tocke kojima prolazi graf
te funkcije.

Rjesenje: Znamo da svaka linearna funkcija ima oblik f(z) = ax + b, gdje
su a i b parametri (a je koeficijent smjera, a b odsjecak na osi y). Pripadna veza
izmedu z i y koordinate glasi stoga y = ax + b. Uvrstavanjem zadanih tocaka
dobivamo sljedeéi sustav od dvije jednadZbe u nepoznanicama a i b:

b = 1
a+b = -1,
rjeSavanjem kojeg odmah dobivamo da je a = —2, b = 1, pa traZzena linearna
funkcija glasi f(z) = —2x + 1. Kako je koeficijent smjera negativan, funkcija je

padajuca.

Da bismo napisali jos tri toc¢ke kojima prolazi graf te funkcije, dovoljno je u
y = —2x + 1 uvrstiti neke tri vrijednosti za « (recimo x =2,z =3iz =4) 1
izrac¢unati odgovarajuéi y).

Zadatak 3 Je li funkcija iz prethodnog zadatka bijekcija? Ako jest, nadite i
nacrtajte grafove funkcija fi f~1.

Rjesenje: Da bismo dokazali da je funkcija f(x) = —2x + 1 bijekcija, treba
pokazati da je injekcija i surjekcija:

(i) f je injekcija: mora vrijediti da za sve x1 i z2 takve da je f(z1) = f(x2)
nuzno slijedi da je i 1 = 3. Ratunamo:

—2x1+1=-2x4+1= 221 = 225 = 1 = T2
i funkcija je ocito injekcija.

(ii) f je surjekcija: mora vrijediti da za svaki yp € R postoji g € R takav
da je f(xzo) = yo, §to znadi —2zx¢ + 1 = yo. No, odavdje moZemo lako
izrac¢unati zg:

1 1
72x0+1:yoﬁfoo:yofléx0:75y0+§.



Dakle, trazeni zq je xg = —%yo + % Da je to dobar x( gotovo je o€ito, ali
ipak provjeravamo da je f(xg) = yo :

1 1
f(!];‘o):—2!E0+1:—2(—§y0+§)+1:y0—1+1:y0,
§to je i treablo dobiti. Ovu operaciju mozemo obaviti za sve yy € R, pa je
f ocito surjekcija.

Dakle (jer je iinjektivna i surjektivna) f je bijekcija, pa ima inverznu funkciju

S

1 1
flx)= =224+l =2==2fY2)+1=2f 1 (z) = —a+1= f'(z) = —§x+§.
Jo¥ treba nacrtati grafove funkcija f i f~!, sto nije tesko buduéi da su oni
pravci. Koristimo pri crtanju informacije kao $to su odsjecak na osi y i koeficijent
smjera. Primijetite da se graf funkcije f~! dobiva zrcaljenjem grafa funkcije f
obzirom na simetrali I i III kvadranta - pravac y = x:

Zadatak 4 Nadite kvadratnu funkciju ¢ji graf prolazi to¢kama (0,1), (1,1) i
(—1,3). Izracunajte koordinate tocke tjemena. Je li to tjeme u ovom slucaju
totka lokalnog minimuma ili maksimuma? Nadite intervale rasta i pada ove
funkcije, te napisite jo§ tri tocke kojima prolazi graf te funkcije.

Rjesenje: Sli¢no kao kod linearne funkcije, treba odrediti parametre koji
definiraju kvadratnu funkciju. Kako se radi o funkciji f(z) = az? + bx + c,
vidimo da treba odrediti tri parametra, pa je za ocekivati da ¢e biti potrebno



zadati i tri tocke kroz koje graf funkcije mora prolaziti. Uvr§tavanjem vrijednosti
koordinata te tri tocke u y = ax? + bz + ¢ dobivamo sustav

c 1
a+b+c =1
a—b+c = 3,
Cije rjeSenje glasi: a = 1, b = —1, ¢ = 1. Dakle, kvadratna funkcija koju smo

trazili je f(z) = 2% —x + 1.

Kako je koeficijent a pozitivan, graf ove kvadratne funkcije ¢e biti kokavna
parabola ("okrenuta prema gore"), pa ée tocka tjemena biti tocka lokalnog min-
imuma. Racunamo je prema formuli

b D
( 2a’ 4a)7

gdje je D = b? — 4ac (tzv. "diskriminanta"). Uvrstavanjem dobivenih vri-
jednosti za a, b i cizlazi da je T = (%, %) - to je dakle tocka tjemena, ali ujedno
i lokalnog minimuma.

U skladu lako se vidi (iz koveksnog oblika grafa i poznavanja tocke tjemena)
da funkcija pada na intervalu < —oo, % >, a raste na intervalu < %, o0 >,

Da nademo jog tri tocke kojima prolazi graf ove funkcije dovoljno je izabrati
tri vrijednosti za x i uvrstiti ih u y = 22 — 2 + 1 da dobijemo odgovarajuce
vrijednosti za .

Zadatak 5 Provjerite koristenjem garfa funkcije f iz prethodnog zadatka je li
f bijekcija ako zadamo da su domena i kodomena ¢itav skup realnih brojeva?
Ako nije, kako treba ograni¢iti kodomenu da ona postane surjekcija? Kako treba
ograniciti domenu da ona postane injekcija?

Rjesenje: Funkcija nije bijekcija, u §to se mozemo lako uvjeriti ako nacrtamo
njen graf:

9
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Naime, funkcija ¢e biti bijekcija ako za svaki yg iz kodomene (svaki yg € R,
tj. s y—osi) moZemo naéi toéno jedan xg iz domene (to¢no jedan zy € R,

tj.

s x—osi) takav da je f(zo) = yo. To provjeravamo tako da povlacimo

kroz yg pravac okomit na y—os, trazimo sjeciste s grafom funkcije f i iz tocke
sjeciSta povlac¢imo pravac okomit na z—os - na mjestu gdje taj pravac sijece
x—os bi trebao biti trazeni xg. Dok je kod linearne funkcije takav postupak
moguce provesti za svaki izbor yg s y—osi, lako vidimo da ovdje postoje sljedeci
problemi:

(1)

f nije surjektivna: za sve yg < % (dakle, sve yo koji se nalaze "is-

pod" tocke na y— osi koja predstavlja y—koordinatu tocke tjemena T') nije
moguce provesti gore opisani postupak, jer pravac kroz takav yo okomit
na y—os uopce nece sijec¢i graf funkcije f

f nije injektivna: za svaki yg > % (dakle, sve yo koji se nalaze "iznad"
tocke na y— osi koja predstavlja y—koordinatu tocke tjemena T') pravac
kroz yo okomit na y—os sijece graf funkcije f, ali ne u to¢no jednoj tocki,
ve¢ uvijek u dvije tocke, $to se kosi s defincijom injektivnosti.

Dakle, f nije bijekcija (kao, uostalom, niti jedna druga kvadratna funkcija).
Medutim, moguce je ograni¢iti domenu i kodomenu da ona postane bijekcija:

(1)

(i)

ograniCenje kodomene - postizanje surjektivnosti: treba uzeti da
je kodomena jednaka intervalu [%, oo > jer ¢emo tada imati surjektivnost
- ona zahtijeva da za svaki yo postoji z( takav da je f(xg) = yo, dakle
barem jedan takav xy - a to ée u slu¢aju ovakvog izbora kodomene
sigurno biti ispunjeno

ogranicenje domene - postizanje injektivnosti: mozemo uzeti da je
kodomena jednaka intervalu < —oo, 3] ili [1,00 >. Naime, injektivnost
zahtijeva da za svaki yg iz kodomene postoji najviSe jedan o takav
da je f(xzg) = yo. S obzirom da parabola ima dva kraka, lijevi i desni,
moramo se odluciti za samo jedan od njih - tocka tjemena (to¢nije, njena
x—koordinata) govori kako moramo "podijeliti" domenu da ona definira
injektivnu funkciju - ako se odlu¢imo za interval < —oo, %] odabrali smo
lijevi krak parabole, a uz [%, 0o > odlucili smo se za desni krak. Oba izb-
ora su dobra, pa se ovdje mozemo odluditi za npr. desni krak, tj. definirati

da je domena dana s [3, 00 >.

Dakle, mozemo za f(z) = 2% —z + 1 definirati f : [, 00 >— [2,00 > - tako
definirana funkcija f bit ¢e bijekcija.

Zadatak 6 Pokazite racunski da funkcija iz prethodnog zadatka nije bijekcija.

Rjesenje: Pokazujemo da f(x) = 2% — 2 + 1 nije bijekcija:

(i)

f nije injekcija: Treba pokazati da iz f(z1) = f(x2) ne slijedi nuzno da
je r1 = xo:

22—+ l=a5 -z +1

2k -zt =0



(x1 —x2)(z1 +22) — (X1 —22) =0
(371 — .’172)($1 + X2 — 1) =0.
Vidimo da o¢€ito postoje dvije moguénosti:
(1) 21 —220=0= 21 = 22
(2) T +a2—1=0=>21 = —x9+1,
pa ne slijedi nuzno da je ;1 = zo. Dakle, f nije injekcija.

f nije surjekcija: Treba vidjeti da za sve yg € R ne postoji g € R takav
da je f(zo) = yo:

x5 —x0+1=1yo
:cgfxoqufyo:O,

§to mozemo shvatiti kao jednadzbu po zy. Ta ¢e jednadzba imati realna
rjeSenja (a takve xg trazimo) ako je diskriminanta D nenegativna:

D=V —4ac=1—4-(1—1yg) =4yo—3>0,

dakle ako je yg > %. Ocito dakle samo za takve yg € R postoje zy takvi
da je f(zo) = yo (njih dobivamo rjesavanjem gornje kvadratne jednadzbe
po zg). Medutim, za y < % takvi xy ne postoje, jer gornja kvadratna
jednadzba uopcée nema realnih rjesenja. Dakle, ako za kodomenu uzmemo
¢itav skup realnih brojeva, f nije surjektivna.

Zadatak 7 Odredite intervale rasta i pada, to¢ku tjemena, te tocke presjeka s
x—osi (realne nultocke) za sljedece kvadratne funkcije:

2)
b)

c)

flx)=—a22—-12+6
g(x) = 2% +3x -3
h(z) = 2% — 22 + 4.

Rjesenje: Tocku tjemena funkcije f(x) = ax?+bx+c trazimo prema formuli

b D
2a’  4da

T:(_ )a

gdje je D = —b? + 4ac. Pri tom vrijedi:

i)

ako je D > 0 funkcija ima dvije realne nultocke dane s

—b++vD

T12 =
2a

i graf funkcije u dvije tocke sijece xz—os



ii) ako je D = 0 funkcija ima dvostruku realnu nultocku danu s

—b

=t = 2a

i graf funkcije u jednoj tocki sijece (to¢nije, dodiruje) x—os - ta tocka je
ujedno i tocka tjemena grafa

iii) ako je D < 0 funkcija nema realnih nultocaka (obje nultocke su kompleksni
brojevi) - graf funkcije ne sijeGe z—os. Ove kompleksne nultocke su dane
istom formulom kao realne nultocke pod i) (samo je sada D < 0 pa su x;
i 29 kompleksni).

Intervale rasta i pada dobijemo tako da x—koordinata toc¢ke tjemena (o =
— ) dijeli domenu (itav skup realnih brojeva) na dva intervala: < —oo,z¢ >
i < xp,00 > - jedan od ta dva intervala je interval rasta, a drugi pada, ovisno o
tome je lia > 0ilia <0:

i) ako je a > 0 graf je "okrenut prema gore" (konveksan), tjeme predstavlja
tocku lokalnog minimuma i u skladu s tim < —oo, zg > je interval pada,
a < xg,00 > je interval rasta

ii) ako je a < 0 graf je "okrenut prema dolje" (konkavan), tjeme predstavlja
tocku lokalnog maksimuma i u skladu s tim < —oo, z¢ > je interval rasta,
a < xg,00 > je interval pada.

Pokusajte sami prema ovim pravilima rijeSiti zadatak.

Zadatak 8 Nacrtajte u istom koordinatnom sustavu grafove funkcija f(z) = 2®

i g(x) = (x — 1) + 2. Jesu li te funkcije bijekcije? Napisite f~1 i g=! ako jesu.
Rjesenje: Graf funkcije f je kubna parabola koja raste na cijeloj domeni,
sijee z-os u z = 0, a (0,0) je ujedno i tocka infleksije:




Iz grafa funkcije f vidimo da je ona bijekcija, jer za svaki yg € R postoji
jedinstveni z( € R takav da je f(z¢) = yo.

Da nademo inverz funkcije f u izrazu y = 23 radimo formalnu zamjenu
varijabli z i y i racunamo eksplicitno y:

=y’ =y= "V,

paje ! = {/x.

Graf funkcije g(x) = (z — 1)® + 2 dobiva se iz grafa funkcije f translacijom:
—1 oznacava da graf funkcije f(x) = 2® translatiramo udesno duz r—osi za 1 -
time dolazimo do grafa pomocne funkcije h(z) = (z — 1), dok +2 oznacava da
graf funkcije h(z) = (x — 1) translatiramo za 2 prema gore du# y—osi - time
dolazimo do grafa funkcije g:

] 1'!-{'?;".[1

Jasno je da je i ova funkcija bijekcija, jer je njen graf jednak grafu funkcije
f, uz odredeni translatorni pomak. Ra¢unamo g~

r=y-1P4+2=y-1)P=2-2=2y-1=(=-2)=y=(r—-2) +1,
odakle izlazi da je g~ (z) = 3/(x — 2) + 1.

Zadatak 9 Napisite primjer jedne rastucée i jedne padajuce eksponencijalne
funkcije.

Zadatak 10 Nacrtajte graf funkcije f(z) = 3", pokaZite na svojstvima grafa
da je bijekcija i nacrtajte na istoj slici inverznu funkciju te funkcije. Kako se
zove ta inverzna funkcija?

Zadatak 11 Rijesite jednadzbe:
a) 27 =38
b) log,x =3



) 4* —3.27 42,

Rjesenge:
i) Rjesavamo zadatak djelovanjem inverznom funkcijom funkcije f(z) = 27,
tj. funkcijom logaritmiranja po bazi 2 i koristimo svojstvo log, a* = x:
2% = 8/ log,
r = log, 8 = log, 2°

xr=3.

ii) Kao u prethodnom zadatku, djelujemo inverznom funkcijom funkcije f(z)
logs x, tj. eksponencijalnom funkcijom s bazom 2 i koristimo svojstvo
log, a” = x:

logyx = 3/27
=23
r =8.

iii) Prepoznajemo da je 4% = (2%)2, pa uz supstituciju 2% = ¢ imamo
2 —3t+2,
Cija su rjeSenja dana s t; = 1, to = 2. Stoga imamo dva rjeSenja:
2% =1/logy, =z =1log, 1 =0
2 =2/logy = x =log, 2 = 1.
Zadatak 12 Pokazite da funkcija f : R — [~1,1] dana s f(z) = sin(z + %)
nije injekcija.
Rjesenje: Graf funkcije f dobivamo pomakom grafa funkcije g(x) = sinz
za 7 ulijevo duz z—osi:




Ocito je da ta funkcija nije injekcija, jer za svaki yo € [—1, 1] postoji beskon-
atno mnogo razli¢itih g takvih da je f(x¢) = yo - naime, pravac kroz gy okomit
na y—os sijece graf funkcije f u beskonatno mnogo toc¢aka.

Zadatak 13 Pokazite graficki da jednadzba cosz = z ima samo jedno realno
rjeSenje.

Rjesenje:  Ovu ¢emo jednadzbu rijesiti tako da nacrtamo grafove dvije
funkcije f(x) = cosz i g(x) = = - jednadzba f(x) = g(z) (tj. upravo cosz = x)
ima geometrijskog znacenje presjeka krivulja y = f(x) i y = g(x) - broj toc¢aka
presjeka tih krivulja odgovara broju realnih rjeSenja zadane jednadzbe. Nacrta-
jmo na istoj slici grafove tih funkcija:

— e a - __}
7 1
-'lli
4 A
= rll:..uj

Vidimo da postoji samo jedna tocka presjeka tih krivulja, pa i jednadzba
ima samo jedno rjeSenje.



