Slika 1

1 Limesi, asimptote i neprekidnost funkcija

1.1 Limesi funkcija

Zajednicko svim varijantama limesa funkcije je da se opisuju (procjenjuju) vrijednosti zadane
funkcije u okolini neke vrijednost varijable. Promotrimo sliku 1.

Za funkciju s te slike, kad su z-evi blizu —4, vidljivo je da su f(z)-evi blizu 3 iako je
f(—=4) = —1. S druge strane, kad su z-evi blizu —2, f(z)-evi su blizu —3 = f(—2). Dakle,
vrijednosti f(z) oko neke tocke ¢ iz domene funkcije mogu i ne moraju biti bliske vrijednostima
f(c). Nadalje, vidljivo je da —2 nije u domeni funkcije jer ta apscisa nema pridruzene tocke na
grafu, ali ipak mozemo identificirati ordinatu —3 kao onu za koju vrijedi da kad je x blizu —2
su f(x)-evi blizu te ordinate. Dakle, ima smisla pitati se kakvi su f(z)-evi za z-eve blizu nekog
¢ ¢ak i ako ¢ nije u domeni od f. Opis ponasanja vrijednosti f(z)-eva za z-eve blizu ¢ zove se
limes funkcije f u toc¢ki ¢; ukoliko smo kao u gornja tri sluc¢aja u stanju identificirati ordinatu
L takvu da su za z-eve blizu ¢ ordinate f(x) blizu L, kaZemo da taj limes postoji i pisemo
lim, .. f(x) = L. Za funkciju sa slike 1 stoga pisemo: lim, 4 f(z) = 3, lim,__» f(z) = =3,
lim, 5 f(x) = —3.

Preciznije, limes funkcije f u tocki ¢ je, ako postoji, broj L takav da Sto je x blizi ¢ (ali
x # ¢), to je f(x) blizi L. Dakle, znak

lim f(z) = #

z—Q

znadi da $to je x blize O, to je f(x) blize #. Pritom podrazumijevamo da je  # ©, dakle ne
zanima nas $to se deSava za z = © (ako je © u domeni, to znamo odrediti izra¢unavanjem f(Q),
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Slika 2: Polarne koordinate u ravnini.

a ako nije, onda znamo da f(Q) ne postojil), nego kako se funkcija ponasa oko Q. Uvjet da
pitanje koliki je lim, .o f(z) ima smisla jest da je funkcija f definirana na nekom intervalu oko
QO (kako bismo se x-evima iz tog intervala mogli pribliziti k O i pritom izra¢unavati f(x)-eve),
osim eventualno u samom Q.

Precizna definicija limesa funkcije f u tocki ¢ € R glasi:

Definicija 1 Neka je f definirana na nekom intervalu I oko c, osim eventualno u c. KaZemo
da f(x) tezi prema L € R kad x teZi u ¢, simbolicki lim,_.. f(x) = L, ako za svaki e > 0 postoji
d > 0 takav da kad jex € I i 0 < |x —c| < ¢ vrijedi | f(x) — L| < e. Ako moZemo odrediti takav
realan broj L kaZemo da f tma limes u ¢, a inace da limes od f u ¢ ne postoji.

Iznos limesa lim,_... f(x) graficki odredujemo tako da nademo ordinatu L (ako se moze takva
naci) sa svojstvom da sve tocke grafa od f za z blizu ¢ (osim eventualno tocke s apscisom c)
imaju ordinate blizu L. Vrijedi:

Teorem 1 Ako postoji broj L takav da je lim,_.. f(x) = L, onda je taj broj jedinstven.
Funkcije f(x) =2+ 14

g(m):{ 2—$4+1 iig

imagu isti iznos limesa u tocki 0 (lim,_o f(z) = lim,_ g(x) = 1) iako je f(0) =1, a g(0) = —4.
Pripadni grafovi vidljivi su na slici 2.

Limesi u toc¢ki ne moraju postojati.
Limes lim,_ sin% ne postogi jer ako je x blizu nule 4 recimo pozitivan, onda je %

jako velik, a sinusi velikih brojeva se zbog periodicnosti funkcije sinus ne pribliZavaju nekom
odredenom broju.

Tako se tehnika racunanja limesa Cesto svodi na uvrStavanje Q u f, zapravo sam iznos f(9) ne utjece na
iznos limesa.



Promotrimo jo$ jednom sliku 1. Za x-eve koji su blizu 7 a koji su malo manji od 7 ordinate
tocaka grafa su blizu 2, dok su za z-eve blizu 7 a koji su malo veé¢i od 7 ordinate tocaka grafa
blizu 0. Dakle, limes lim,_,7 f(x) za funkciju ¢ji graf je prikazan na slici 1, no kad bismo se
ogranicili na priblizavanje z-eva k 7 samo s jedne strane mogli bismo identificirati po jednu
ordinatu koja bi bila limes. Takve situacije opisuju se pomoc¢u jednostranih limesa.

1.2 Jednostrani limesi

Ukoliko promatramo §to se desava s f(x) kad su z-evi sve bliZi ¢, ali isklju¢ivo manji (ili veé¢i) od
¢, govorimo o jednostranim limesima. Priblizavanje x-eva broju c slijeva oznac¢avamo s x — c¢—,
a priblizavanje x-eva broju c slijeva oznacavamo s x — c—riblizavanje x-eva broju ¢ zdesna
ozna¢avamo s © — c+. Limes funkcije f u tocki ¢ slijeva je broj (ako postoji) L = lim, .. f(x)
takav da $to je x blizi ¢, a da je pritom = < ¢, to je f(x) blizi L. Analogno, limes funkcije f u
tocki ¢ zdesna je broj (ako postoji) L = lim,_.., f(z) takav da $to je z blizi ¢, a da je pritom
x > ¢, to je f(x) blizi L. Formalnije

Definicija 2 Neka je [ definirana na nekom intervalu {(a,c). KaZemo da jelim, .. f(x) =L,

ako za svaki e > 0 postoji § > 0 takav da kad je x € (a,c) 10 < |x—c| < § vrijedi |f(z)—L| < €.
Neka je f definirana na nekom intervalu {(c,b). KazZemo da je lim,_.., f(z) = L, ako za

svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da kad je x € {c,b) i 0 < |z —c| < § vrijedi |f(x) — L| < €.

Tako npr. za funkciju ¢iji graf je prikazan na slici 1 pisemo lim,_7_ f(z) = 2ilim, 7, f(x) =
0.

Korisno je znati, a intuitivno je jasno da vrijedi:

Teorem 2 Limeslim, .. f(x) postoji ako i samo ako postoje oba jednostrana limesalim,_.._ f(x)
i lim, ... f(2) i jednaki su. U tom slucaju vrijedi lim, .. f(z) = lim, .. f(z) = lim,_.. f(x).

Neka je
e’ x>0
flx) =< 2% —1<x<0
x+2, < -1
Odredimo jednostrane limese v c =0 1 ¢ = —1. Imamo:

lim, o f(z) =(pravilo lijevo od nule je x? )= lim, .o 2% =(za x blizu 0 je x* blizu 0)=0;

lim, o+ f(z) =(pravilo desno od nule je e* )= lim, oy €* =(za x blizu 0 je e* blizu 1)=1.
Dakle, ne postoji limes lim,_ f(z) jer se jednostrani limesi u nuli razlikuju.

lim, . 1 f(z) =(pravilo lijevo od —1 je x 4+ 2)=lim, , 1 (x 4+ 2) =(za x blizu —1 je x + 2
blizu 1)=1;

lim, . 14 f(z) =(pravilo desno od —1 je x*)=lim, . 1, €* =(za x blizu —1 je x* blizu 1)=1.
Dakle, postoji limes lim,_,_y f(x) i jednak je 1 jer su jednostrani limesi v —1 jednaki.

Odgovarajuci graf prikazan je na slici 3.

Uz slucaj kad se lijevi i desni limes u toc¢ki ¢ razlikuju, postoji jos jedna situacija kad ne
mozemo nadi broj L takav da je lim, .. f(z) = L tj. kad taj limes ne postoji.
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Slika 3

Za varijable x blizu nule vrijednosti funkcije f(x) = m% postaju proizvoljno velike
- ma koliko welik broj M zamuslili, moZemo naéi x ~ 0 takav da je ;%2 > 0. Primjerice, za
spreskociti” vrijednost M = 1000 moZemo uzeti primjerice x = 0,01 i dobit éemo f(x) =

£(0,01) = 10000 > 1000 = M.

Za slucajeve poput gornjeg ve¢ smo ranije naveli da se radi o pojavi vertikalnih asimptota
grafa funkcije. Sad ¢emo taj pojam precizirati.

1.3 Vertikalne asimptote i beskonac¢ni limesi funkcija

Oznadimo:

A—c

za ¢ € R znad¢i da se # priblizava broju c; nadalje
h— — 00

znali @ postaje jako mali (negativan), i to bez preciziranja koliko (,,proizvoljno mali”) - kazemo
i da & postaje proizvoljno malen;
A— + 00

znadi @ postaje jako velik, i to bez preciziranja koliko (,,proizvoljno velik”) - # postaje proizvoljno
velik.

S vertikalnim asimptotama smo se susreli kod racionalnih funkcija te kod logaritamskih
funkcija. Tada smo ih opisali kao vertikalne pravce, dakle pravce s jednadzbom oblika

xr =c,



koji imaju svojstvo da se graf funkcije oko vrijednosti varijable x = ¢ uz njih priljubljuje bez da
se s njima poklapa (pri ¢emu funkcija obi¢no nije definirana u ¢). Smisao vertikalne asimptote
je da je za x blizu ¢ vrijednost funkcije postaje jako velika ili jako mala $to oznacavamo s
f(z)— + 0o odnosno f(z)— — co. Ovakve situacije opisuju se tzv. beskona¢nim limesima (koji
su vrsta nepostojecih limesa).
Kazemo da je limes funkcije f u tocki ¢ beskonacan i pisemo

lim f(z) = 400
ili

lim f(z) = —oc0

Tr—c
ako vrijedi: $to je x blizi ¢ (a da je pritom x # ¢, to f(x) postaje neograni¢eno veéi (slucaj
+00) odnosno neograni¢eno manji (slu¢aj —oo). Jednostrani beskonacni limesi se definiraju
analogno, s tim da gledamo samo da z bude $to blizi ¢ sa samo jedne strane (samo =z > ¢
odnosno = > ¢).

Definicija 3 (Vertikalne asimptote) Pravac x = ¢ je vertikalna asimptota za funkciju y =
f(z) ako je bar jedan od jednostranih limesa lim, .. f(x) i lim,_ .., f(x) jednak +o00 ili —oco.

Matematicki precizna definicija beskona¢nih limesa je

Definicija 4 (Beskonacni limesi) KaZemo da je lim, .. f(x) = oo (odnosno da je x = b
VA za f) ako vrijedi: za svaki M > 0 (gornja / donja granica za f(x) za koju Zelimo da se
proizvoljno poveéava) postoji 6 > 0 takav da kad god je 0 < |z —c| < & (x dovoljno blizu ¢, ali

x #c)
vrijeds
flz)> M
odnosno
f(z) < =M.

Ideja gornje definicije je idu¢a: za proizvoljno zadanu granicu vrijednosti za funkciju (M)
mozemo naéi interval oko ¢ (Sirine 26) takav da uvrStavanje z-eva iz tog intervala u funkciju
daje rezultate ve¢e od M odnosno manje od —M.

Ponekad se, kao kod funkcije f(z) = %, desava da funkcija ima vertikalnu asimptotu, ali se
s jedne strane graf priljubljuje uz nju prema gore, a s druge prema dolje. Stoga je potrebno
uvesti pojam jednostranog limesa tj. limesa kod kojeg se varijabla funkcije (z) nekoj tocki ¢
priblizava samo slijeva (x — c¢—) ili samo zdesna (z — c+).

Definicija 5 (Jednostrani beskonaé¢ni limesi) KaZemo da je lim,_ .. f(x) = +oo ako vri-
jedi: za svaki M > 0 postoji 6 > 0 takav da kad god je |x — c| < § i x < c vrijedi

f(z) > M.
Kazemo da je lim, .., f(z) = 400 ako vrijedi: za svaki M > 0 postoji § > 0 takav da kad

god je |x —b| < 0 i x > c vrijedi
f(z) > M.
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Kazemo da je lim, .. f(z) = +oo ako vrijedi: za svaki M > 0 postoji § > 0 takav da kad
god je |xr —b| < 6 i x < c vrijedi
flz) < —M.

Kazemo da je lim,_.., f(z) = +00 ako vrijedi: za svaki M > 0 postoji § > 0 takav da kad
god je |x —b| < 0 i x > c vrijedi
f(z) < =M.

Krace: lim, .. f(r) = +oo ako §to je z blizi ¢ i pritom je z < ¢, to f(z) postaje sve vedi.
Analogno se mogu opisati ostale tri definicije. Tako je recimo x = 0 vertikalna asimptota za
flx) = % jer je % jako velik kad je z blizu nule i pozitivan, a jako mali kad je x blizu nule i
negativan: lim, ,o_ % = —o0 i lim, o4 % = +00.

Napomenimo da je moguce, iako nije uobicajeno, da funkcija posjeduje vertikalnu asimptotu
u toc¢ki domene; takoder postoje funkcije koje imaju vertikalnu asimptotu samo s jedne strane
tj. limes s druge strane je konac¢an. Primjeri takvih anomalija” prikazani su slikom 4.

Od beskonac¢nih limesa, dobro je zapamtiti sljedece:

lim — = fo0 (n € N,a #0),

z—0+ "
. a
lim — =400 (n € N,n paran,a # 0),
z—0— "
a
lim — = —oco0 (n € N,n neparan, a # 0),

z—0— "

lir&logax =400 (0<a<l),

xll)r& log,z=—00 (a>1).

Vrijedi: ako je lim, .. f(z) = a # 01 lim,_.g(z) = 0, onda je lim,_.. % = t+o0. To se

x
xX
kratko zapisuje s



(za a # 0). Nadalje, ako je lim, .. f(z) = a # +ooilim, .. g(z) = £oo, onda je lim,_.. L"E)) = 0.

g(z
To se kratko zapisuje s

~ =0
00

(za a # 00). Oprez: pri koristenju ova dva pravila ne smijete misliti da to pravilo znaci da je
dozvoljeno dijeljenje s nulom ili s beskonacnosti, ve¢ se samo radi o skra¢enom zapisu jednog
svojstva limesa.

Kod racionalnih funkcija potencijalne vertikalne asimptote odnosno beskonac¢ni limesi funkcije
mogu se pojaviti u ,rupama u domeni” (nultockama nazivnika). Vertikalna asimptota z = ¢ ée
se pojaviti to¢no u onim sluc¢ajevima u kojima je nakon skrac¢ivanja svih zajednickih faktora
brojnika i nazivnika broj b nultocka nazivnika, ali ne i brojnika. Skracivanje? faktora (z — ¢) iz
brojnika i nazivnika pod limesom je dozvoljeno jer x # b (vidi definiciju) te stoga x — ¢ # 0.

Ukoliko je lim, .. f(z) = lim,_.g(z) = 0, onda je limgg_w% limes tipa § koji spada u
neodredene izraze. To znaci da konacni iznos limesa lim, .. % ovisi o funkcijama f i g.
Limesi lim,_, wi;” ¢ limg_q ;2—:11 su oba tipa %. Za prvi prema gore opisanom
pravilu ispada:
2
x4 x
lim i =lim(z+1)=1
x—0 x x—0
(jer je x + 1 blizu 1 kad je x blizu 0), a za drugi imamo

ox—1 . 1 1
lim = lim S
33—>1,§(]2—1 z—>1{1j—|—1 2

(jer je %H blizu 5 kad je x blizu 1).

Vidimo dakle da limesi tipa % mogu davati razlicite konacne rezultate.

1.4 Horizontalne asimptote i limesi funkcija u beskona¢nosti

S horizontalnim asimptotama susreli smo se kod racionalnih funkcija te kod eksponencijalnih
funkcija. Tada smo ih opisali kao horizontalne pravce, dakle pravce s jednadzbom oblika

y=1L

koji imaju svojstvo da se lijevi odnosno desni dio grafa funkcije uz njih sve vise priljubljuje $to
smo dalje lijevo odnosno desno. Pod lijevi/desni dio grafa mislilo se: dio grafa koji se odnosi
na jako male/jako velike vrijednosti varijable. Iz interpretacije grafa funkcije slijedi i drugadiji,
nesto precizniji opis : pravac y = L je horizontalna asimptota funkcije y = f(z) kad za jako
male ili za jako velike z vrijedi f(z) &~ L. U ovom poglavlju formalizirat ¢emo tu ,definiciju”.
Ako nas ponasSanje funkcije f za jako male ili jako velike vrijednosti varijable x, onda
govorimo o limesima u beskonac¢nosti. Oznaka
C¢ita se  limes funkcije f kad x tezi u plus beskonac¢nost je L” i znaci: $to je = vedi, to je f(x)
blizi broju L.

2Skracivanje razlomka je dijeljenje brojnika i nazivnika istim brojem, dakle moZemo skratiti samo one faktore
za koje smo sigurni da nisu jednaki nula.



Definicija 6 (Horizontalne asimptote) Pravacy = L je horizontalna asimptota lijevo/desno
za funkciju y = f(x) ako vrijedi lim, ., f(x) = L odnosno lim,_,_, f(z) = —L.

Matematicki precizna definicija limesa u beskonac¢nosti glasi

Definicija 7 (Limesi u beskonaénosti) KaZemo da je

lim f(x)=1L

r——+00

ako vrijedi: za svaki € > 0 postoji M > 0 takav da kad god je x > M vrijedi

|f(x) — L| <e.
KazZemo da je
lim f(x)=1L

ako vrijedi: za svaki € > 0 postoji M > 0 takav da kad god je x < —M wvrijeds
|f(z) — L| <e.

U obje definicije smisao broja e je da opisuje udaljenost f(z) do L za koju zelimo da bude
proizvoljno mala, a da pritom moZemo s x ,,oti¢i dovoljno daleko” lijevo / desno (to je regulirano
postojanjem broja M). Mozemo to izreéi i drugadije: za proizvoljno zadanu maksimalnu gresku
aproksimacije (¢) mozemo naéi vrijednost varijable (M odnosno —M) pocevsi od koje (udesno
odnosno ulijevo) aproksimacija vrijednosti f(z) s L daje gresku manju od zadane.

Limesi u beskonac¢nosti pojavljuju se primjerice u kemijskoj kinetici, u kojoj se ravnotezna
koncentracija nekog reaktanta ili produkta B ¢esto oznacava s [B], i pod tim se misli na
|Bloo = lim;— 4 cp tj. koncentraciju nakon §to je proteklo jako puno vremena.

Od limesa u beskonac¢nosti, dobro je zapamtiti sljedece:

lim C'=C,
r—+o0

. 1

lim — =0 (ne€N),

z—=+oo M

lim «*=0 (0<a<l),

T——+00

lim a® =0 (a>1).

Nadalje, kod racionalnih funkcija lako je odrediti limese u beskonac¢nosti. Ideja postupka
je da kad je x jako velik (ili jako mali) onda u vrijednosti polinoma dominira vodeé¢i ¢lan
(primjerice: ako je f(x) = 2 + 3z + 2 onda za jako velike z imamo z* >> 3x + 2 te je
f(x) ~ 2%). Stoga imamo

Apx™ + Q12" L+ .+ az + ag . anT

im = lim = lim —xz
a—+00 b ™ 4+ b1 x™ L 4+ .+ bix + by r—o0 b z—+oo by,

Posljednji limes je 0 ako n < m, a za n = m je jednak g—:L Stoga sve racionalne funkcije kojima
nazivnik nema manji stupanj od brojnika imaju horizontalne asimptote (i to istu lijevo i desno).
Ako je nazivnik veéeg stupnja od brojnika ta asimptota je z-os.



Napomenimo da, kao i limesi u nekoj tocki ¢ € R, limesi u beskonac¢nosti takoder ne
moraju postojati. Jedan takav slucaj su beskona¢ni limesi u beskona¢nosti. Ako f(z) postaje
proizvoljno velik (malen) §to je = vedi, pisemo lim, ., f(z) = +00 odnosno lim,_., ., f(z) =
—o0. Analogno,

lim f(z)=1L
znadi da §to je x manji, to je f(z) blizi L.
Zadatak 1 Formulirajte rijecima Sto znace oznake lim, o, f(x) = +oo i lim, o f(z) =
—00.

Od beskonac¢nih limesa u beskonac¢nosti, dobro je zapamtiti sljedece:

lim 2" = +o00 za paran n,
r—300

lim 2" = +o0 za neparan n,

r—F00
hIJP a® =400 (a>1),
lim a®* =400 (0<a<1),

lim log,z =400 (a>1),

T——+00

lim log,z=—-00 (0<a<1).

r——+00

Moze se desiti i da se limes funkcije u beskona¢nosti ne moze opisati niti kao beskonacan.

Limesi lim,_,4 . cosx ne postoje: ocito nisu beskonacni jer kosinus poprima samo
vrijednosti izmedu —1 i 1, a zbog periodicnosti se ne moze identificirati nikoji broj kojem bi se
vrigednosti cos x pribliZavale za jako velike ili jako male vrijednosti varijable.

Treba biti oprezan i oko pitanja smislenosti ispitivanja nekog (ili oba) beskona¢na limesa.

Nema smusla pitati koliki je @ postogi li lim,_._ log, x jer nema smisla uvrstavati
nikoje, pa dakle ni jako male, negativne brojeve u logaritam.

1.5 Kose asimptote

Ponekad se za graf funkcije moze uociti pravac koji nije horizontalan, a ima svojstvo da se graf
uz njega priljubljuje sve viSe §to su vrijednosti varijable vece ili manje. Tada govorimo o kosoj
asimptoti.

Kad ¢e pravac y = kx + [ biti kosa asimptota za funkciju y = f(x), recimo desno? Za
pocetak, f mora biti definirana do +o0o i ne smije postojati desna horizontalna asimptota (ne
smije postojati lim, ., f(2)). Zelimo da bude f(x) = kx + 1 za jako velike x tj. da bude
%ﬂ”) ~k+x~lrxkif(x)— kr =l za jako velike z. Stoga imamo



Definicija 8 (Kose asimptote) Pravac y = kx + 1 je kosa asimptota desno za funkciju y =
f(x) ako vrijedi
ke lim 1)

r—-400 €T

= lim (f(x)— k).

T—-+00
Analogno, pravac y = kx + 1 je kosa asimptota lijevo za funkciju y = f(x) ako vrijedi
k= lim M

r——00 T
= lim (f(x) — kx).

Neka je f : R — R, f(z) = 3;2_*'51. Tada je

2
1
i A g 2L
r—+oo I z—+oo 2 — S

dakle k = 1. Sad moZemo dalje racunati

Sr+1
z—4o00 T — 5 -
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tj. L = 5. Stoga je pravac y = x + 5 kosa asimptota (i lijevo i desno) za funkciju f.

Napomenimo da se moze desiti da se moze izracunati k, ali ne moze izracunati [. U tom
slu¢aju naravno nema kose asimptote.

Za kraj price o ponasanju funkcija u beskona¢nostima, zaklju¢imo: horizontalne i kose
asimptote, ako postoje, omogucé¢uju aproksimaciju funkcije konstantnom odnosno afinom funkci-
jom. Na jednoj (lijevoj ili desnoj) strani funkcija moze imati najvise jednu asimptotu, dakle ne
moZe imati istovremeno horizontalnu i kosu. S druge strane, lijeva i desna asimptota ne moraju
se poklapati te imamo sljede¢e moguce kombinacije:

e Funkcija nema ni horizontalnih ni kosih asimptota;
e Funkcija ima samo jednu horizontalnu ili kosu asimptotu za obje strane;

e Funkcija ima samo jednu horizontalnu ili kosu asimptotu, ali samo lijevo ili samo desno,
a na drugoj strani nema asimptota;

e Funkcija ima dvije asimptote, jednu lijevu i jednu desnu, a svaka je ili horizontalna ili
kosa.

Ni horizontalne ni kose asimptote nema smisla traziti ako funkcija nije definirana do —oo
(tada nema smisla traziti lijevu) odnosno do +oo (tada nema smisla traziti desnu). Specijalno,
za dva slucaja najc¢esc¢a u primjenama, ako je funkcija definirana na segmentu, ne moze imati
ni horizontalnih ni kosih asimptota, a ako je definirana na (0, +o00) ili na [0, +00), onda moze
imati samo desnu horizontalnu ili kosu asimptotu.
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1.6 Svojstva limesa i neki vazni limesi

Intuitivno je jasno da ako je za z blizu ¢ (moze biti i ¢ = £o0) f(x) blizu Ly, a g(x) blizu
Lo, da je onda i f(x) £ g(x) blizu Ly &+ Lo, f(z)g(z) blizu LiLs i % blizu é—; (ovo posljednje
naravno samo za Lo # 0 jer su rezultati limesa realni brojevi za koje nije dozvoljeno dijeljenje s
nulom). Kao i obi¢no u matematici, svojstva na koja nas intuicija navodi da bi morala vrijediti
moraju se dokazati. Vjerovali ili ne, gornja svojstva se stvarno mogu dokazati te vrijedi

Teorem 3 Neka postoje lim, .. f(x) i lim,_..g(z), gdje je c € R, ¢ = +o0 ili ¢ = —oc0. U
tom slucaju postoje i limesi lim,_. (f(z) + g(z)), lim,_. (f(z) — g(x)) i lim,_. (f(z) - g(z)) te
vrijedi:

lim (f(z) + g(x)) = lim f(z) + lim g(z),

lim (f(x) — g(x)) = lim f(x) — lim (),

lim (f(2) - g(x)) == lim f(x) - lim ().

r—c xr—c r—cC

limg . f(x)
limgy—c g(x) *

Nadalje, ako je lim,_..g(x) # 0, postoji i lim,_.. % i jednak je

Zapravo, ta smo svojstva koristili ve¢ u opisu postupka za racunanje limesa racionalnih
funkcija, a slijedi jos jedan primjer.
Treba izracunats lim, . xj{fﬂfz Kad je x blizu 0, kosinus mu je blizu 1 te je limes
nazivnika 1. Kad je x blizu nule, onda su x i 2% blizu nule, a e je blizu 1 te je brojnik blizu
0+ 0-1 odnosno limes brojnika je 0 (kad x tezi u nulu). Stoga je

o ox+ax%® 040-1
lim = —
z—0 COSZT 1

0.

Kako bismo izrac¢unali limes lim, .o vsinz? Nije primjenjivo nijedno od ¢etiri pravila iz
teorema jer u teoremu nije navedeno pravilo za odredivanje limesa kompozicije funkcija. No,
opet ¢e se potvrditi $to intuicija nalaze: kad je x blizu 0, onda je sin z blizu 0 te je v/sin x blizu
v/0 = 0 tj. nag limes iznosi nula. Moze se dokazati da vrijedi

/

Teorem 4 Neka postoji limes lim,_.. f(x) = L i lim,_.; g(y) = L.

lim g((x) = g(lim f(@)) = L'

r—cC

Tada je

Pomoc¢u gornja dva teorema mogu se izracunati mnogi limesi, no problemi nastaju ako
pravila ne primjenjujemo u skladu s gornjim teoremima tj. ne pazimo na uvjet o postojanju

limesa.
Neka je f(x) = sinz i g(x) = ——. Zax — o0 ne postoji niti limes lim, .4 f(x)
niti im, 40 g(x), ali postoji lim, 1o f(x)g(x) =lim, 400 1 = 1.
Dakle, moguée je da postoji limes produkta iako pojedinacni limesi ne postoje (jedan ili oba).
Isto vrigedi i za ostala svojstva iz teorema.
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Ponekad indirektno mozemo zakljuciti koliki je limes, primjenom tzv. ,teorema o sendvicu”.
On u biti kaze da ako znamo da je za x-eve iz nekog intervala oko ¢

f(z) < glx) < hz)

i ako znamo da je

Tr—cC

xr—c
onda je i

lim f(z) = lim h(z) = L,

lim g(z) = L.

r—cC

Znamo da je za svaki x

—1 <sginzx < 1.
Stoga je i za sve x >0
sin

<

<

SR
K|

x
Kako je lim, . o (—%) = limgHJroo% = 0 slyedi @ da je

. sinx
lim = 0.
xr——+00 X
Analogno bi se vidjelo da je i
. sin x Ccos T
lim = lim =0.
r——00 I r—+oo I

Za izracunavanje raznih limesa osobito korisno je znati sljede¢a tri vazna limesa:

. sinx
lim

1,
r—0 X
et —1
lim =1,
x—0 X

1 T
lim (1 + —) =e
r—+o00 €T

(posljednji limes moze se uzeti kao definicija broja e!).

. _ . In(1
Izracunajmo lim,_o =522 lim, o ;x)

z+1
1— 2sin? & 2 (sin & 1 sin2\? 1 1
hIr(]j CZOS{E ]H% . 2 hné ( 3) — 5 hH(l) ( — 2) — 5 5 12 — 5’
. In(1+x) Yy 1
| In(1 =1 - =1
lim —— ly=h{l+2)}=ln——==-=1,
r—1\" ' 1— % z ( . %)(*w) (-1 1 1
lim i = lim 7 — = —.
z—too \ T + 1 r—=+o00 1 + p x—=+00 (1 + E) e 62



1.7 L’Hoépital-ovo pravilo

Cest problem pri izracunavanju limesa su tzv. neodredeni izrazi g i 2. Ti izrazi zovu se
neodredeni jer daju razli¢ite konacne rezultate ovisno o funkcijama zbog kojih su se pojavili te
nije moguce direktno zakljuciti koji je konacni rezultat limesa. U neodredene izraze spadaju
i0-00, +00 — 00, 1°°, 0, 0 i jo§ neki, no veé¢ina se uz odredene manipulacije mogu svesti
na tipove 8 i 2. Jako se u nekim slucajevima, primjerice kod racunanja limesa racionalnih
funkcija, dosta lako ispetljati” iz problema i izracunati takve limese do kraja, ipak se ¢esto

radi o dosta mukotrpnim racunima koji se obi¢no mogu izbjeé¢i koristenjem sljedeceg teorema:

Teorem 5 (L’Hopital-ovo pravilo) Neka su oba limesa limxﬂcf( ) i lim, .. g(x) jednaka
0 uli su pak oba beskonacna. Ako postoji limes lim,_,, 12 g, &) ) ili ako je jednak +oo, te ako je
g (z) # 0 za x-eve iz nekog intervala oko ¢, onda vrijedi

lim /() = lim f'(z)

glx) a—cg'(x)

. Primjena L’Hopital-ova pravila daje:

21 2
z—1lp —1 z—1 ]
U teoremu uvjet ,ako postoji” je naglasen, jer postoje situacije kad limes lim, .. g:gg ne

f(z)

postoji, ali ipak postoji limes lim,_.. Ok

Pokusaj izracunavangja limesa

. x+sinx
lim ——
r—+o0 x
(koji je tipa %) L’Hopital-ovim pravilom daje:
. T +sinx )
lim —— = lim (1+ cosx).
r—+o00 €x r—+o0

Posljedngi limes ne postoji tako postofi lim, 4 “S% i jednak je 1 (jer za jako velike x doda-
vanje sinusa - koji je broj izmedu —1 i 1 - nema bitan utjecaj na limes, vrijedi lim,_, 4o T50E —

xr
lim, 100 2 =1).

Takoder, L'Ho6pital-ovo pravilo smije se primjenjivati samo na limese kvocijenata funkcija
koji su tipa 3 ili 2

Imamo lim,_ ., xx__25 = —% jer je 1 u prirodnoj domeni funkcije kojoj racunamo

limes. Da smo sl primigenitis L’ Hopital-ovo pravilo bez provjere uvjeta da se radi o limesu tipa

% ili 22 (a ovdje to nije slucaj) dobili bismo lim,_. % = lim,_,; QT”” = 2.
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Pomoc¢u L’Hopital-ova pravila mozemo pokazati da eksponencijalna funkcija s bazom a > 1
brze raste od svake potencije tj. da vrijedi

lim z"a® = 0.
r—-+00

Limesi se i u primjenama koriste za procjenu grani¢nog ponasanja.

Molarni toplinski kapacitet dvoatomnog idealnog plina konstantnog volumena opisan

5 h hv/(kT)
Crm—Srs () 0
kT (ehv/(RT) — 1)

je formulom

Pritom su R, h, k © v konstante. Zelimo li opisati molarnt toplinski kapacitet pri vrlo niskim
temperaturama, treba izracunati limp_ x4+ Cya 2.

. 5R hv ehzl/(kT)

s (27T (k:T) (eh/GT) —1)2 )
5 hv\ 2 ehv/(kT)

°R li =) —— | =

2 + T_lf)rIl@r ((kT) (ehv/(KT) — 1)2 %

Radi lakseg racunanja oznacimo x = Z—; Ako T — 0K+, onda x — +oo (x ima jedinicu J K~!
mol™"). Stoga je

5 r?%e® 5 (22 + a?)e”
= —R lim —— = (L’Hopital) = —R lim ———
O =5R+ lim 17 (L’Hopital) = SR+ lim 2 1)
) 2 242
- §R+ml—i>1—il-loo 2i+x = (L’Hopital) = _R+x1—1£loo ;exx -

2
= (L’Hopital) = —R—|— lim — = §R—|— 0= §R.

r—+o00 267

Dakle, pri vrlo niskim temperaturama molarni toplinski kapacitel dvoatomnog idealnog plina
konstantnog volumena iznosi priblizno 2,5R.

Zadatak 2 Kakav je molarni toplinski kapacitet dvoatomnog idealnog plina konstantnog volu-
mena za jako visoke temperature?

Zadatak 3 Owisnost koncentracije ¢ produkta C' reakcije A + B— > C o vremenu u slucaju
reakcije drugog reda (prvog u A i prvog u B) dana je formulom

1— 6(b—a)k:t

a4 — belb—a)kt”

c(t) = ab

Pritom je a pocetna koncentracija reaktanta A, b je pocetna koncentracija reaktanta B, a k je
koeficijent brzine reakcije (ima pozitivan iznos). Odredite cy tj. koncentraciju produkta kad
wreakcija ode do kraja”.

Uputa: odvojeno promatrajte slucajeve a > b, a =b i a <b.

Rjesenje: cy bit ée jednaka manjoj od pocetnih koncentracija a @ b.
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1.8 Neprekidnost funkcija

Na pocetku ovog poglavlja, vezano uz sliku 1, utvrdili smo da kad je tocka u kojoj trazimo
limes u domeni funkcije, limes u toj toc¢ki moze i ne mora biti jednak vrijednosti funkcije u
njoj. Tako smo sa slike 1 utvrdili da je lim, 4 f(z) = 3 # f(—4) = —1 i lim,_7 f(x) ne
postoji, dok je f(7) =0, alim,_, o f(z) = —3 = f(—2). Posljednja situacija je ¢es¢a, a i ljepsa
- sa slike vidimo da pri crtanju grafa prolaskom kroz tocku s apscisom —2 ne moramo podi¢i
ruku s papira odnosno da graf . prirodno” prolazi kroz odgovarajuc¢u tocku. Takvo svojstvo zove
se neprekidnost. Preciznije:

Definicija 9 (Neprekidnost) Funkcija f je neprekidna u tocki ¢ svoje domene ako vrijedi
lim, .. f(z) = f(c).

Ako je ¢ u domeni od f ilim,_ .. f(z) # f(c), onda kaZemo da f u ¢ ima prekid.

Funkciju koja je neprekidna u svakoj tocki svoje domene zovemo neprekidnom funkcijom.

Uobicajeno je tocke prekida identificirati kao apscise mjesta na kojima smo pri crtanju grafa
morali podi¢i ruku s papira, no primijetimo da se pitanje (ne)prekidnosti funkcije odnosi samo
na elemente domene.

Funkcija f(x) = % nema prekid u 0 iako pri crtanju grafa kod apscise 0 moramo
podici olovku s papira. Naime, O nije u domeni pa je besmisleno pitanje ima li tli nema funkcija
prekid u 0.

Obzirom na definiciju, postoje dva moguéa uzroka prekida funkcije nekoj tocki ¢ svoje
domene:

e Ne postoji limes lim, .. f(z) pa ne moze biti jednak f(c) - primjer je totka ¢ = 7
za funkciju ¢iji graf je na slici 1; ako pritom postoje jednostrani limesi lim, .., f(z) i
lim, .. f(x), onda govorimo o prekidu prve vrste ili skoku, a ako bar jedan od ta dva
jednostrana limesa ne postoji (ili je beskonacan), govorimo o prekidu druge vrste ili bit-
nom prekidu;

e Limes lim, .. f(x) postoji, ali je razli¢it od f(c) - primjer je toc¢ka ¢ = —4 za funkciju ¢iji
graf je na slici 1; u ovakvom sluc¢aju govorimo o uklonjivom prekidu jer bismo promjenom
definicije f(c) iz trenutne vrijednosti u vrijednost lim,_.. f(z) dobili funkciju neprekidnu
u c.

Posljedica svojstava limesa je da se neprekidne funkcije ,pristojno” ponasaju kad ih kom-
biniramo. Preciznije:

Teorem 6 Ako su funkcije f i g neprekidne u tocki ¢, onda su i njihov zbroj, razlika i produkt
funkcije neprekidne u c. Ako je uz to i g(c) # 0, onda je i kvocijent f/g takoder funkcija
neprekidna u tocki c.

Ako je funkcija f neprekidna u tocki c i funkcija g neprekidna w tocki f(c), onda je i
kompozicija g o f neprekidna u c.
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Velika veéina funkcija koje se pojavljuju u primjenama matematike u kemiji su neprekidne
funkcije. Ipak, postoje i neke iznimke. One se pojavljuju najcesée u obliku skokova tj. prekida
prve vrste jer se obi¢no radi o nagloj promjeni vrijednosti neke fizikalne ili kemijske veli¢ine.
Najtipi¢nije toc¢ke prekida imamo na granicama faza odnosno pri faznoj tranziciji.

Promotrimo ovisnost gustoce p neke ciste tvari o temperaturi T (pri konstantnom
tlaku). Tada p ima dvije tocke prekida (skoka), i to pri temperaturama ledista i vrelista (Ty i
Ty). Skok (pad gustoce) pri Ty (razlika lijevog i desnog limesa od p u Ty) je w pravilu mangi od
onog pri Ty. Unutar pojedine faze se gustoéa mijenja neprekidno u ovisnosti o T'.
Primijetimo ovdje da zbog mogucénosti supostojanja dviju faza ovdje nemamo pravu funkciju
- temperaturama T, 1 Ty pridruZene su dvije gustoce koje odgovaraju dvjema supostojecima
fazama promatrane tvari pri toj temperaturi.

Gotovo sve funkcije koje susrecemo u primjenama su na vecem dijelu domene neprekidne
i imaju najvise kona¢no mnogo prekida - takve funkcije zovemo po dijelovima neprekidne
funkcije.

Teorem o meduvrijednostima i ekstremima garantira da svaka neprekidna funkcija kojoj
je domena segment [a,b] postize svoj globalni minimum i globalni maksimum te da su jedine
moguce tocke promjene predznaka funkcije njene nultocke.

1.9 Derivacija kao limes
Sad kona¢no mozemo dati preciznu definiciju derivacije funkcije f u tocki c:
Definicija 10 (Derivacija) Ako postoji limes® limwﬁcw i [ je definirana na nekom

intervalu koji sadrzi c, onda se taj limes zove derivacijom funkcije f u tocki c i oznacava s f'(c)
. df
ili <L (c).

dx

Posljedica ove definicije je da se derivacija ne definira u rubovima domene funkcije ako je ta
domena segment [a, b] jer u njima ne mozemo traziti obostrani, nego samo jednostrane limese.
Sad je lako vidjeti kad derivacija ne postoji. Moguéi slucajevi su:
1. Limes lim,_,. % je beskonacan - u Cartesiusovom koordinatnom sustavu to znaci
vertikalnu tangentu na graf od f u tocki s apscisom c. Primjer je derivacija funkcije

fz)=¥xuc=0:lim, . w = lim,_ 3\/75 = lim, oz~ %3 = +.

C

2. Ako funkcija ima prekid u to¢ki ¢, onda lim,_.. f(x) # f(c¢) pa brojnik u lim,_.. [@)=/9

xr—c
nema limes 0, dok nazivnik ima limes nula te je limes beskonacan. Dakle, ako funkcija

ima prekid u ¢, onda ne postoji f'(c).

f@)—f()

3. Limes lim,_,. =——-~ ne postoji jer se limes slijeva i limes zdesna ne podudaraju - ge-
ometrijski se radi o ,8pici” na grafu. Primjer je derivacija funkcije f(z) = |z| u tocki
c = 0: lim, o w = lim,_¢ |§—|, Sto je slijeva jednako lim, ,o- =* = —1, a zdesna

3Uo¢tite da se radi o limesu koeficijenta smjera sekante u Cartesiusovom koordinatnom sustavu.
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Drugi od nabrojanih sluc¢ajeva povlaci da je neprekidnost nuzna za postojanje derivacije:
Teorem 7 Ako funkcija ima derivaciju u nekoj tocki, onda je i neprekidna u toj tocki.

Obrat ne mora vrijediti, tj. postoje neprekidne funkcije koje nemaju derivaciju u nekoj tocki.
Najjednostavniji primjer opisan je tre¢im od nabrojanih slucajeva nepostojanja derivacije.
Vijezbe radi, izvedimo svojstvo aditivnosti derivacija iz definicije derivacije.

Neka su f i g derivabilne u ¢ te neka je h = f+g tj. za sve x je h(x) = f(x)+g(zx).

Tada 1mamo:
h(z) — h(c) f(z) +g(x) — f(c) — g(c)

() = lim == — i ) _
= lim —f(x) — /() + lim —g(x) —9(¢) = f'(c) + ¢'(c)
z—ec T —C z—c T —C

tj. pokazali smo da je (f +g)'(c) = f'(c) + ¢'(¢).

Zadatak 4 DokaZite svojstvo homogenosti tj. formulu (Af) (c) = A- f'(c) (A je konstanta, f
je funkcija derivabilna u ¢, a Af je funkcija definirana s (Af)(z) = A- f(x)).

Jedan od najvaznijih teorema o derivacijama je

Teorem 8 (Teorem srednje vrijednosti) Ako je funkcija f derivabilna na {(a,b) i neprekidna

na [a,b], onda postoji ¢ € (a,b) takav da je f'(c) = w

Geometrijski gledano teorem kaze da ¢emo za derivabilnu funkciju i njenu proizvoljnu
sekantu mo¢i naéi tocku na grafu (izmedu toc¢aka koje odreduju sekantu) takvu da je tangenta
u toj tocki paralelna toj sekanti.
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