Kompleksni brojevi (C)

Kompleksni brojevi su izrazi oblika: z=a+bi gdesu a i b realnibrojevi a i —simbol
koji ima vrednost i =+/-1.

Za kompleksan broj z=a+bi, a je njegov realni deo i obelezava se Re(z)=a, b je
njegov imaginarni deo i obelezava se Im(z)=b, a i=+-1 je imaginarna jedinica.
Primeri:

z,=5+4i > Re(z,)=51m(z,) =4
z,=5-2i > Re(z,)=51m(z,) =-2

Z,= —%—7i — Re(z;) = —% Im(z,) =-7

z,=8i—>Re(z,)=0,Im(z,) =8
z,=2—->Re(z;)=2,Im(z;) =0

Dva kompleksna broja a+bi i c+di su jednaka akoisamo akoje a=c i b=d tfjimaju
iste realne i imaginarne delove.

Posto smo rekli da je i =+/—1,zanimljivo je videti kako se ponasaju stepeni broja i.

I=+-1 <

iZ=—1%

i=i2i=-1i=-i ¢

i =i2.i2 = (1) (-1 =1

i =i i=1i=ie—

i =i =i% = —le—

i7 =it i =l e
i =itit=1

itd.
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Sta zaklju€ujemo? i stepenovano bilo kojim brojem moze imati samo jednu od ove 4
vrednosti: i,—1,—i ili 1.

Uopsteno, tu Cinjenicu bi mogli zapisati:

za keN.

Kako ovo primeniti u zadacima?

Primeri:
lzraCunati:
a)ilOO
b)iZOOG
V)i25
g)i102
d)i23
a)iloo

Ovde postoje 2 ideje : lli da koristimo da je i* =1 i naravno pravila za stepen :
(am)n — am-n | am+n — am _an

Dakle: i'® =(i%)® =(-1)* =1l drugaideja daje i* =1
i100 — (i4)50 =150 -1
Odlucite sami §ta vam je lakse!

b)i2006 — r)

i2006 — (i2)1003 — (_1)1003 — _1
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V)i® =it = ()2 = (<2 i=1-i =
J

Kad je stepen neparan, napisemo ga kao za 1 maniji paran broj pa plus 1, to jest
25=24+1.

)i = ()" =(-)* =-1
d)i® =i% it = (i?)"-i= ()" i=-Li=-i
Pazi (_1) paranbroj =1

(_1) neparan broj = 1

Kako se sabiraju, oduzimaju | mnoze kompleksni brojevi?

1) Zbir dva kompleksna broja a+bi i ¢c+dije kompleksan broj (a+c)+i(b+d), a
njihova razlika je (a—c)+i(b—d). To znaci da se sabiraju | oduzimaju

“"normalno’’, kao U R.

2, =5+3i

Primer: .
z,=4-10i

2,+2,=5+3i+4-10i =5+4+3i-10i =9-7i

2,—-2,=5+31—(4-10i) =5+3i—4+10i =1+13i

2) Proizvod dva kompleksna broja a+bi i c+di je kompleksan broj
(ac—bd)+i(ad +bc) - mnoZi se ‘'svaki sa svakim'' | vodimo racuna da je
(a+bi)-(c+di)=ac+adi+bci+bd i’

=ac+adi+bci-hbd
=ac—hd +i(ad +bc)
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2, =-3+5i
z,=4-2i

Primer:

2,-2, = (~3+5i)-(4—2i) =12 +6i + 20i —10i* = [sad zameni da je i* =1, pa
—10i* =-10-(=1) =10] = —12 + 6i + 20i +10 = —2 + 26i

Delienje kompleksnih brojeva

Recimo najpre da svaki kompleksan brojima svoj konjugovan broj.
Za z=a+bi = z=a-bi je konjugovan bro;j.

Primeri: za z=10+12i je 7=10-12i
zaz=4-3i je 7 =443
20 7=-4+5i je z=—4-5i
Dva kompleksna broja se dele tako $to izvrSimo racionalisanje sa konjugovanim

brojem delioca.

a+bi _a+bi c—di
c+di c+di c—di

=gore mnozimo ‘'svaki sa svakim'' a dole je razlika kvadrata.

_ (a+bi)(c—di) (a+bi)(c—di)
Coc2—(di)?  c?+d?

Primer 1)

_5+2i _5+2i 4+3i _ (5+2i)(4+3i) _
4-3i 4-3i 4+3i 4% —(3i)?
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_ 20+15i +8i +6i°

6z 0=
_ 20+15i+8i-6 14+ 23i —E+§i
16+9 25 25 25
Savet: Uvek na kraju rastavi a-+bi =E+Ei da bi mogao da procitas Re(z) i
c cC ¢
Im(z)
Primer 2)
3+71  3+7i _—5—3i
-54+3i -5+3i -5-3i
~ (3+7i)(-5-3i)
(-5)* —(3i)?
_—15—9i—35i—21i2
25-3%.j2
_ -15-9i-35i+21
25+9

6-44i 6 44, 3 22

34 34 34 17 17

Modul kompleksnog broja z =a+bi je nenegativan broj |z| =va® +b?

Primeri:  Za z=3+4i je |z|=+3"+4? =1/9+16 =5
Za 72=-9-12i je |z|=/(-9)* +(-12)? =/81+144 =15

Navescemo neke od osobina vezanih za kompleksne brojeve koje ¢e nam dosta
pomoci u resavanju zadataka:

1) z,+2,=12,+2 ( komutativhost)

2) (z,+12,)+2,=12+(z,+12,) (asocijativhost)

3) z+0=0+z=2z (Oje netralza +)

4) z+7=72+2=0 (z je suprotni broj) www.matematiranje.com



5) 2,-2,=17,-7;

6) (21 ) Zz) L3 =1 (22 ) 23)

7) z:1=1.z=1z (1 je neutralza L)

8) z:7=12-2=1 (z jeinverzniza ll)

9) (z,+12,) z,=212,+12,z, (distributivhost)
101 [2, 2, =1

1) ‘22‘:|z|2
19y 3|2l
Z,| |z,

B (1_ i)12
C@+i)°

Primer : Nadji realni | imaginarni deo kompleksnog broja: z

Odredimo najpre (1-i)*? =?
Podjimo od (1-i)* =1-2i+i*=1-2i-1=-2i
Kako je (1-i)? =((1-1)?)° =(-2i)*=2°.i*=2° . (-1) =-2° = —64

Nadjimo dalie (1+i)° =?

(1+i)> =1+2i+i°=1+2i-1=2i

L+i)° = (L+i)* - (L+i) = (A+0)?)? - (L+i) = (20)2(L+1)
= 4. (14+1) = —4(1+i)

Z_(1—i)12 _—64 16 16 1-i _
C@+i)° —4@+i) 140 1+ 1-i

_16(1-i) _16(L—i) _16(1-i) _8i)-
12-i2 141 2

=8-8i

Dakle :Re(z)=8 Im(z)=-8
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Primer: Nadjixiyiz

X=1+(y+3)i=1+1i)(5+3i)
X—=1+(y+3)i=5+3i+5i+3i°
X—=1+(y+3)i=5+8i-3

X=1+(y+3)i=2+8i
—— (y ) F::) -

Re Im

Im

X=1=2=>x=2+1=>x=3
y+3=8=y=8-3=y=5

Dakle :

Primer: Akoje w= dokazati daje W +w+1=0

—1+i\/§
2

ResSenje:

(—1+i\/§]2+(—1+i\/§}r1:

2 2
1-2i3+(iv3)? -1+iV3
+ +1=
4 2
1-2i\3+i2-3 -1+i/3
2 + > +1=

1-2i\/3-3+2(-1+iv3) +4 _

4
123 -3-2523 +4_0_
2 4

Primer: Odredi sve kompleksne brojeve z koji zadovoljavaju sistem jednacina:

-2

e-il=2-3
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Resenje: Nekaje z=a+bhi

z—2i=a+hi-2i=a+i(b-2)=|z-2i|]=ya*+(b-2)’
z—i=a+hi-i=a+i(b-1)=|z-i|=ya*+(b-1)°
z-1=a+bi-1=a-1+bi=|z-1=4/(a-1)*+b’

Dakle:

JaZ+(b-2)? =va? +b?

Kvadrirajmo obe jednacine!
JaZ+(b-1)? = /(a-1)? +b’

a’+(h-2)"=a’+b’
a? +(b—1)% = (a—1)% +b?

b?—4b+4 =D’

—-4b=-4 zamenimo u drugu jednacinu
b=1

a’+(b-1)°=(a-1)°+b’
a’+(1-1)°=(a-1)°+1°
a’+0=a*-2a+1+1
2a=2

a=1

Trazeni kompleksni brojje z=1+i

Primer: Nadji sve kompleksne brojeve z koji zadovoljavaju:

24z

Z°+|z|=0
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Resenje: Nekaje z=a+bi trazeni kompleksni broj. Onda je 7= a—Dhi,

(a+bi)*++va’+b*> =0

Z

=+a’+b’

a’+2abi +b%° ++a’+b* =0 Kako je i* =-1=Ovde ocigledno | Re | Im moraju biti nula.

a?—b?++a*+b? +2abi=0

Re Im

a?—-b*++a’+b*> =0

2ab=0

Iz 2ab=0=a=0v b=0

1) Ako je a=0, zamenimo u prvu jednacinu:
0°—b*++4/0*+b* =0
Jb? =’

Ovde je oCigledno b=01ilib=-1

(b*20)

2) Akoje b=0, zamenimo u prvu jednacinu:

a’-0°++a’+0° =0

a’++a’=0 nema redenja sem a=0
va? =-a’
Dakle: z=0; z=i | z=-1 sutrazeni brojevi.

Primer: Za koje vrednosti prirodnog broja n vazi jednakost:

(L+i)" = (L-i)"2

Resenje:
A+i)" = (@-i)"
A+ —1:{1—”jn =1
a-i" 1-i)
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Transformisemo izraz:
T+i 1+i 140 @Q+0)°  @+i)*  @+i)
1-i 1-i 1+i 22+i° 1+1 2
(1+i)? =1+2i+i°=1+2i-1=2i

Dakle:
1+i @+i)? _2i

1-i 2 2

Vratimo se u (FJ =1, dobijemo i"=1
—i

A ovo je ( vec smo videli) moguc¢e za n=4k, ke N.
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