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Integral i primitivna funkcija

Definicija primitivne funkcije i neodredenog integrala

Funkcija F je primitivna funkcija (antiderivacija) za funkciju f ako
vrijedi F/(x) = f(x). Neodredeni integral je skup primitivnih
funkcija:

gdje je C proizvoljna konstanta.



Integral i primitivna funkcija

Odredite skup funkcija &ija je derivacija:
a) y=1 b) y=2x, ¢) y=¢e% d) y =sinx.

Rjesenje

a) y(x)=x+C, b) y(x)=x*+C,

c) y(x)=e+C, d) y(x)=-—cosx+ C,
.

/dX:X—I—C, /2XdX:X2—|—C,

/exdx:ex—l—C, /sinxdx:—cosx+ C.




Integral i primitivna funkcija
Zadatak

Dokazite da je funkcija F primitivna funkcija za funkciju f, ako je:
X a°
F(X):E a2+x2+?ln(x+ a?+x2)+ C,

f(x)=+va®+x2

Zadatak
Nadite funkciju &ija je derivacija y’ = cosx, ako je za x = §
vrijednost funkcije 0.

Odredite primitivnu funkciju za funkciju f(x) = 2x + 1 koja ima
vrijednost 1 za x = 0.




Integral i primitivna funkcija

Tablica osnovnih integrala

0 X
[ x dX_a

JO0dx=C

[ldx= x+C

JLldc=In[x|+C, x#0
<y — 2
[a dx—lna—i-C

[eXdx=e"+C

[sinx dx = —cosx + C

[ cosx dx =sinx+ C

dx
=t C
fcocsizx gx+
Ix
=—ctgx+C
fsinéx 1g
Ix X
fX2+32:Earctgg+C, a#0

. X
=arcsin—+ C,
a

| o

a>0




Integral i primitivna funkcija

Pravila integriranja

Iz definicije neodredenog integrala lako se dokazuju sljedeéa
svojstva:

1.
: f dif(x)] = [ f(x) dx = f(x)+ C
. [ Af(x) dx = A [ f(x) dx, gdje je A konstanta razli¢ita od

N

4 [ f(x)dx = f(x)

nule

JIFG) £ g(0)] d = [ F(x) dx [ g(x) dx



Integral i primitivna funkcija

Neposredna integracija

Koristedi tablicu osnovnih integrala i pravila integriranja
izratunajte neodredene integrale:

a) [(x+e —37)dx, b) [(2+2°-57-37)dx,

c) [(6x+ x°®+6%) dx, d) [E+5 +1+X2)dx,

e) [(Vx+Vx+x)dx, ) [y/xvxyxdx




Newton-Leibnizova formula
Odredeni integral

Newton-Leibnizova formula

(veza izmedu odredenog i neodredenog integrala )

Ako je [ f(x) dx = F(x) + C, onda je

b
/f(x) dx = F(x)|5 = F(b) — F(a).



Zadatak

Pomocéu Newton-Leibnizove formule izracunajte odredene integrale:

1 In2

a) [ x(x+1)dx, b) [ e¥dx,
-1 0
2 1
o) [ idx, d) [ 5= dx,
1 0
1/2 4
) [ Emde 0 J(E-F)k




Metoda supstitucije
Metoda supstitucije

Ako u integralu [ f(x)dx uvedemo supstituciju
x = g(t), dx = g’(t)dt, dobivamo:

/f(x)dx = / f(g(t))g'(t)dt = H(t) + C = H(g *(x)) + C.

g1 je inverzna funkcija funkcije g.



Metoda supstitucije

Primjer
Ako je [ f(x)dx = F(x) + C, dokaZite da je
[ f(ax + b)dx = 1F(ax + b) + C.

1

Supstitucija: ax + b= t,adx = dt,dx = =dt

3 .

/f(ax—|— g i/f(t)dt _ eyt c= éF(ax%— b) + C.

a

Zadatak
Koristeéi rezultat prethodnog primjera i tablicu elementarnih

integrala izraCunajte integrale:

a) [(7x + 1)dx b) [(2x — 3)®dx c) [ V2x — 1ldx
d) [ 325 e) [ > ldx f) [ 27> ldx

g) [ sin(4x — 3)dx h) [ cos(2 + 5x)dx ")fmdx




Primjer

DokaZite da je [ ff/((;)) dx =In|f(x)| + C.

Supstitucija: t = f(x), dt = f'(x)dx. Dakle,

fI(X) = 1 = 1n = 1n X
/f(x)dx—/tdt_l It + C = In|£(x)| + C.

Zadatak

Koristedi rezultat prethodnog primjera izracunajte integrale:

a) [ P5imdx b [tgxdx c) | 155X

d) f %dX e) f ﬁdX f) f x(lj—)I(n X)




Metoda supstitucije

Supstitucija i odredeni integral

b
Odredeni integral [ f(x)dx metodom supstitucije moZemo
a
izralunati na dva nacina:

l. Supstitucijom x = g(t) izratunamo neodredeni integral
[ f(x)dx = F(x) + C i primijenimo Newton-Leibnizovu formulu:

[I. Pri supstituciji x = g(t) ne moramo se vracati na varijablu x

ako odredimo granice c i d za varijablu t:

b d
/ F(x)dx = / Fla(1)e'(t)dt,

gdje je a=g(c) i b=g(d).



Metoda supstitucije

Izra¢unajte integral:

%\

[

Rjesenje

|

Supstitucijom t = /x izratunamo [ e—\/‘/; dx = 2eV* + C.
Primijenimo Newton-Leibnizovu formulu:

-
/% =2eV7|f = 2¢(e — 1).
1

Pokazimo da se nismo morali vradati na varijablu x, jer ako je
x=1,onda jet =1, a ako je x =4, onda je t = 2, pa je

[

2
/e dt = 2e'|2 = 2e(e — 1)




Zadatak
0
L gx

Izralunajte integrale
4 2 3)20
a) [ sin 2xdx (2x — dx c)
O 1
d)lf%dx e)_j; V2 — xdx f){ o dx
e ! s 1
g) [ ™“Xdx h)fcoslu dx i 41_X2dx
1 0 E 0




Metoda parcijalne integracije

Metoda parcijalne integracije

Metoda se sastoji od povoljnog rastava zadanog integrala u obliku:

/ f(x)dx = / u(x) - dv(x) = u(x) - v(x) — / v(x)du(x);

b b

/ F(x)dx = / u(x) - dv(x) = u(x) - v(x)[f — /b v(x)du(x)

a a

Kraéi zapis: [ udv = uv — [ vdu.



Zadatak

Izraunajte integrale:

a) [Inx dx, b) [ Inx dx
1

Zadatak
Izradunajte integrale:

a) [ arcsin x dx b) [(2x + 1) Inx dx c) [ x?e* dx
d) [xsin(2x —=5) dx  e) [(x —1)cos3x dx  f) [ e*sinx dx

[ay

1 0
g) [In(x +1) dx h) [ xe™™ dx i) [ arctg x dx
0 =il

o




Integrali nekih jednost

Integrali nekih jednostavnijih racionalnih funkcija

Izradunajte:
f —1 dx.

E—a?

Rjesenje

Podintegralna funkcija se prikaze pomocu parcijalnih razlomaka:

1 A B

x2—232 x—a x+a

PomnoZimo prethodnu jednakost s (x? — a). Dobit éemo
1= A(x+ a) + B(x — a), za svaki x.

Za x = a dobivamo A = % a za x = —a dobivamo B = —%.
1 1 dx dx 1 X—a
/x2_a2 X 2a </X—a /x+a> 2a : X+ a +




Integrali nekih jednost

IzraCunajte integrale:

X X2 X3
(a) [ Ztldx (b) [ 25dx (o) [ X21;dx
(d) | ié;{dx (e) [ Z5dx (f)fﬁ dx

X 2 - X
(&) [ tgax  (h) [P ax (i) [ 22$2qdx




Integrali nekih jednostavnijih trigonometrijskih funkcija

Za integrale trigonometrijskih funkcija koristimo identite:

. 2 1 —cos2x 5 14 cos2x . sin2x
sin“x=——(—, cos'x=——F—, sinxcosx=—

2 2

sinacos 3 = %[sin(a + ) + sin(a — B)],
sinasin 3 = %[cos(a — ) — cos(a + )],

cosacos 3 = %[cos(oz + ) + cos(a — B)].



Osim toga, koristimo i tzv. opéu supstituciju za

/ R(sin x, cos x) dx,

pri &emu je R(x,y) = ggi}y/)) a P(x,y) i Q(x,y) su polinomi u

dvije varijable.
Supstitucijom tg 5 = t dobiva se :

si 2t cos -t 2 arct d 2dt
inx = —— 0SX = ——, x =2arctgx X = .
1+ 2 1+ 2 &% 1+ ¢2

Integral [ R(sinx,cosx) dx svodi se na [ Ry(t)dt, gdje je Ry(t)
racionalna funkcija u varijabli t.



v . 1
IZraCUna_]te T e S ces s dx.

Rjesenje
Pomocu opce supstitucije tg 5 = t i sredivanjem podintegralne
funkcije dobiva se:

/ 1 d / dt
X = —
4sinx +3cosx + 5 (t+2)2

C

_ C—_
t+2+ tg§+2+




Zadatak

IzraCunajte integrale:

(1) [ sin?3x dx

(3) [ sin? x cos® x dx

(5)

—
=

dx

sin x

3
(7) J sin 2x cos 3x dx,
0

(2) [ cos* x dx
27

(4) [ sin3xcos4x dx
0

sin x cos’ x dx,

—~
(@)
N
ol 3 O —p 3

(8)f sin2>)<< dx
0

cos?




Integrali nekih iracionalnih funkcija

Integrali koji se (odredenom supstitucijom) svode na jedan od
integrala oblika:

/f(x, VX2 £ 22) dx ili/f(x, Va2 + x2) dx



IzraCunajte za a > 0:

(a)f\/ﬁ dx (b)[vVa*—x?dx (c¢)f \/@ dx

Rjesenje

Integrale (a) i (b) moZemo izralunati supstitucijom:

x =asint, dx=acostdt, t=arcsin%, a? — x2 = acost.

(a)fﬁdxzfdt:t—i-C:arcsing—i-C

2
(b)/\/az—x2 dx = az/cos2tdt:a2/(1+cos2t) dt
2

%(arcsin g + ;7\/ ?—-x2)+C




Rjesenje

(c) Supstitucija: x ++v/x2 + a2 = t, \/@ dx =1 dt

1 1
- _ _ _ 24 32 C
/ x2:|:a2dx /tdt In [¢] C_I"’X+m|+




Nepravi integral

Nepravi integral je integral kod kojeg podrudje integracije ima
barem jednu beskonaénu granicu, ili kada funkcija unutar podrugja
integracije nije omedena (na primjer, ima vertikalnu asimptotu).
Neprave integrale raunamo pomocu limesa.

Ako je nepravi integral konacan, kazemo da konvergira, u
protivnom divergira.



Integrali s beskona&nim granicama

Ispitajte konvergenciju integrala :

00 1
() Zdx, seR; (b) [ adx, a>0, a#l.
1 —00

oo 1 b 1—s
(a)zas#1 /Xsdx = b[rgo/x_sdx:b[rgof_sf
1 1
bl

-5 _q
= |im .
b—oo 1—5s

Za s > 1 integral konvergira jer je inm b'=* =0, pa je
— OO

O01 1
f?zs—l'
1




Zasg1mmgdeHQQEQeJmlEﬂ::m_
— 00
Za s = 1 integral divergira jer je

o0

1
/wznmmxﬁ:nmmb—mu:m—ozm
X b—oo b—o0

(b) [ a*dx= Cﬂmoof adx = Cﬂmoo% L
1

= ) Ilmoo(a —a%).

Za a > 1 integral konvergira jer je lim a® =0, pa je
C——00

f a¥ dx = a.

¢ = o0.

Za a < 1 integral divergira jer Je lim a
——00




Integrali neograni¢ene funkcije

0
X ot 1
Izracunajte.;f2 V(o dx
0 1 =ll=e 1
/dx = lim / ——— dx
A V(14 x)? =0 S v (1 + x)2
0
+ lim / L d.
| —F—— axX
d—0 d ‘3/(1+X)2
—1+
= 3[|imo€’/1 +x|737¢ + lim V14 x|%144]
= 3[Iimo(\3/—€—\3/—1)+gin”6(\3f—\375)]
£— —
= 6




Izraunajte:
o0 1 o0
b *d. —
@[ 7 [ © [ 50
0 —00

4

Izradunajte:

1 1
(a)of%\/; dx; (b) [ %dx




Primjene odredenog integrala

1. Povrsina krivolinijskog trapeza omedenog dijelom krivulje
funkcije y = f(x), f(x) > 0, i pravcima x = a, x = b, izraZena je
odredenim integralom:

b
P:/f(x)dx.

Ako je na intervalu (a, b) funkcija f(x) negativna, tj. f(x) <0,
onda je povrsina krivolinijskog trapeza predstavljena integralom:

b

P = / |F(x)| dx.

a



Povrsina krivolinijskog trapeza

Ako je lik kojemu Zelimo izradunati povrsinu omeden dijelovima
krivulja y = fi(x) i y = fa(x) tj.

S = {(x,y) GRz ra<x < b, fl(X) <y< f2(X)}7

onda je povr$ina skupa S:

b
P(S) = / ((x) — A(x))dx.



Povrsina krivolinijskog trapeza

Ako je lik kojemu Zelimo izradunati povrsinu omeden dijelovima
krivulja x = g1(y) i x = g2(y) ti.

S={(xy)eR*: c<y<d aly) <x<gly)}

onda je povr$ina skupa S:

d
P(S) = / (e20y) — &a())dy.



Povrsina krivolinijskog trapeza

Izralunajte i grafi¢ki prikaZite povrsinu lika omedenog sa:
a) y=2x—x%y=0;
b) y=eXy=e%x=1,
c) y=Inx,x=e,y=0.

v

2 e
a) P:0f(2xfx2)dxz(x2f 3)0:§




Povrsina krivolinijskog trapeza

Rjesenje

1
b) P=[(e—e¥)dx=(e+e )| ;=e—2+1.
0
< €]
c) P=[Inxdx=x(Inx—1)[{=1.
1




Povrsina krivolinijskog trapeza

Izralunajte i grafi¢ki prikaZite povrsinu lika omedenog sa:
a) y=3-2x—x2y =0;
y=x%y=2-x%

— — T
y=sinx,y =cosx,x =0,x = 7;

y =arcsinx,y = 7,x = —1,x =0;

y =arctgx,y =0,x =0,x = 1.




Duljina luka krivulje (rektifikacija)

Duljina luka krivulje y = f(x), x € [a, b] je:

b b
s:/\/l—i—(y’(x))2 dX:/\/l—{—[fl(X)]de.

Duljina luka krivulje x = g(y), y € [c, d] je:

d d
s= [Vis oy dy = [ 1+ lg0ra.



Duljina luka krivulje (rektifikacija)

Pomocu integrala izraunajte opseg kruZnice polumjera r = 3.

Rjesenje

1

. 3
— X (¥
7 dx = 12 arcsin 3 ‘0— 6.

9—x2

3
O=4[/1+ 22, dx=12
0

O —w




Duljina luka krivulje (rektifikacija)

Izratunajte duljinu luka krivulje y = In(sinx), x € [3, 5 2|

y/:cosx:>1+( ) — 12 tj.

sin x sin® x '

2m

/:/sm dx—|n|tg—\\3:|n3

Zadatak
Izra¢unajte duljinu luka krivulje:

(a)y:X x, x € [0, 5]
(b) x_4y —flny,ye[l el

| w‘:‘

A




Volumen (kubatura) rotacijskih tijela

Rotacija oko osi apscisa (osi x):

Ako skup S = {(x,y) € R?:a<x< b, 0<y < f(x)}, f je

neprekidna funkcija, rotira oko osi apscisa dobivamo tijelo &iji je

volumen:

b b
Vi=m / y2(x)dx =7 / [f(x)]?dx.



Volumen (kubatura) rotacijskih tijela

Rotacija oko osi ordinata (osi y):

Ako skup S = {(x,y) €eR?:c <y <d,0<x<g(y)} gje

neprekidna funkcija, rotira oko osi ordinata dobivamo tijelo &iji je

volumen:
d

vy = 7T/><2(y) dy = 7T/d[g(y)lzdy'

C

Ako skup S={(x,y) ER?:0<a<x<b0<y<f(x)} fje

neprekidna funkcija, rotira oko osi ordinata dobivamo tijelo &iji je
volumen:

b b
Vy:27r/x-ydx:27r/x-f(x)dx.



Volumen (kubatura) rotacijskih tijela

Zadatak

Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom elipse %2 & =l
(a) oko osi x, (b) oko osi y.

2 2 2 N _
(a) VX:W_‘/;yde:T(é(l—f)dxz'f((x_%?)‘_zz. 78?
1 ) 1 ) 3.
-1 -1
167

3 v




Volumen (kubatura) rotacijskih tijela

Pomodcu integrala izraunajte volumen rotacijskog tijela nastalog
rotacijom skupa sa slike:

(a) oko osi x, (b) oko osi y.

Zadatak

Odredite volumen rotacijskog tijela nastalog rotacijom krivulje
y =e€e X od x =0 oko osi x.
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