- Eksponencijalna funkcija (baze a) f(x)=a*,a>0,a#1

f(x) = a”, a>1

f(x) =a", O<a<l (fynkcija strogo raste)

- domena D(f) = R; (funkcija strogo pada)
- slika funkcije f( D) = (0,+);

- nema nulto ¢aka, jerjea” >0,
zasve x OR;

- graf G(f) je krivulja u ravnini
prikazana na slici desno;

- funkcija f(x) = e *, gdje je -2 -1 1 2
1 n
e= Ilim (1+—) = 2.7182818284590z0ve se eksponencijalna funkcija;
n - +oo n

—eksponencijalne funkcije imaju ova svojstva:

a =a" @, a* =1/a" (@)’ =a¥,zasve x,y OR.



Logaritamska funkcija f(x) =log .x, a >0, a # 1, je definirana kao inverzna
funkcija eksponencijalne funkcije g(x) =a *. Prema tome vrijedi:

log,a* =x, zasve x O0,

992X _x, zasve x O (0,+00);

a
- domena D(f) = (0,+);
- slika funkcije f( D) = R;
- nulto caka x = 1;
- graf G(f) je krivulja u ravnini prikazana na doljnjoj slici;

- ako je a = e, tada se funkcija log X pise In x i funkcija se zove prirodni
logaritam ;

- logaritamske funkcije imaju ova svojstva:

X
log 5 (Xy) =log x +log Yy, log a(yj =log jx-log,y, zasve x,y >0,

log ,(x¥)=y dog ,x, zasve x>0.



log , X . In X
log, x =log.bdog, X, log,x =—2—  sgspecijalno log,x =——.
Ja Ja Jb Jb l0g 4 b PeCi) Ja nb

y f(x) = log ax, a>1 (funkcija strogo raste)
1
0.5
X

f(x) = log ,x, 0<a<1 (funkcija strogo pada)



- Trigonometrijske funkcije. Pomo ¢u trigonometrijske funkcije
f(x) = a sin(bx+c),

matemati ¢ki mozemo opisati valove ftitranja zvuka. Zvuk Kkoji nastaje

titranjem Cestica neke elasti ¢ne materije ili tijela (drva, stakla, pri glasanju

covjeka ili ptice, treperenju zica na glazbenom instru mentu, pri zuboru vode ili
morskin valova) putuju do naseg uha pomo ¢€u zvué€nih valova koji nastaju
zgus €ivanjem i razrje divanjem zraka. Ako titraji elasti ¢ne materije slijede jedan
za drugim u istom vremenskom razdoblju, tada kazemo d a su ti titraji pravilni,

te ih nazivamo #€onovima (ljudski glas, zvukovi glazbenih instrumenata). Ton
f(x) = a sin(b x + c) je karakteriziran svojom jacinom koja ovisi o veli €ini
amplitude titranja odnosnoo broju a, te svojom wvisinom koja ovisi 0

frekvenciji titranja (broj titraja cestica u sekundi) odnosno o broju b, dok
broj ¢ zovemo | on je u direktnoj vezi s po ¢€etnim
mjestom c¢estice prije po €etka titranja (mjesto izvora zvuka). Duljinu titranja
odre duje period T =2 7/ b.



Trigonometrijska kruznica

X v

Na jedini €nu kruznicu sa sredistem u
IshodiStu postavljamo brojevni pravac
kao tangentu u to €ki (1,0) i usmjerenu
kao os y. Zatim ga hamotamo na
kruznicu. Na taj na €in smo to ¢kama
Kruznice pridruzili realne brojeve. Tako
dobivena kruznica se zove
trigonometrijska ili brojevna kruznica
Ako je to €ki T na kruznici pridruzen
broj t, onda su istoj to €ki pridruzeni
brojevi t+ 200 t- 20 t + 400 t - 4[1k...
zato jer je duljina jedini €ne kruznice
2[1t



Pomo ¢éu brojevne kruznice definiramo trigonometrijske funkci je na sljede ¢i
nac€in. Neka broju t pripada to ¢ka T na brojevnoj kruznici. Apscisu to cke T

oznacavamo s cos f a ordinatu sa sin £ Na taj na€in smo definirali funkcije

t > sint, t > cost

na R, koje zovemo sinus i kosinus. Zatim definiramo

_sint

cost
tgt = =

, cgt =————,
cost sint

koje zovemo tangens i kotangens. Zbog toga Sto jera  dius brojevne kruznice 1,
vrijednosti funkcije tangens o €itavamo na tangenti u to €ki (1,0) a vrijednosti
funkcije kotangens na tangentiu to  ¢ki (0,1).

|z ove definicije slijedi osnovni identitet za trigo nometrijske funkcije, koji je
posljedica Pitagorinog pou ¢ka:

2

COS“ X + sin2

X =1.



> Funkcija sinus f(x) = sin x;
- domena D(f) = R;
- slika funkcije f( D) = [-1,1];
- nulto ¢ake su x =k [m za sve k O Z;
- sinus funkcija je periodi €ka s temeljnim periodom T =2 [, odnosno

sin (x + 2 M) = sin X, za sve realne brojeve x;

- graf G(f) je sinusoida prikazana na doljnjoj slici;

1| f(x) = sin X




> Funkcija kosinus f(x) = cos X;
- domena D(f) = R;
- slika funkcije f( D) =[-1,1];

- nulto éake su x = g+k 7, zasve k 00 Z;

- kosinus funkcija je periodi €ka s temeljnim periodom T =2 [, odnosno
cos (X + 2 [1) = cos X, za sve realne brojeve X;

- graf G(f) je kosinusoida prikazana na doljnjoj slici;

f(x) = cos x




Trigonometrijske funkcije sinus i kosinus zadovoljava ju adicione formule:

|z njih slijede formule za funkcije polovi  €nog i dvostrukog argumenta:

Formule zbroja i razlike funkcija su:




Formule produkta funkcija su:

> Funkcija fangens f(x) = tg x je definirana formulom:

tg X = smx’ za sve X¢£+kDT,k|:|Z;
COS X 2

- domena D(f)= J (—£+k DT,£+k DT);
koz\ 2 2

- slika funkcije f( D) = R;

-nulto cakesu x= kln,zasvek 07;



- tangens funkcija je periodi ¢ka s temeljnim periodom T = 11, odnosno
tg (x + ™) =tg X, za sve realne brojeve x 1 D(f);

- graf G(f) je tangesoida prikazana na doljnjoj slici;

f(x) = tg x



> Funkcija kofangens f(x) = ctg x je definirana formulom:

ctgx:C(_)SX, zasve Xx 2k Ur, k O Z;
sin X

- domena 5(f) = |J(k [7,71+k [71);
KOZ

- slika funkcije f( D) = R;
- nulto ¢ake su x = g+k (b7, zasve k 07;

- kotangens funkcija je periodi €ka s temeljnim periodom T = 1, odnosno

ctg (X + 1) = ctg x, za sve realne brojeve x L1D(f);

- graf G(f) je kotangesoida prikazana na doljnjoj slici;






Trigonometrijske funkcije tangens i kotangens zadovol javaju adicione formule:

|z njih slijede formule za funkcije polovi  énog i dvostrukog argumenta:

Formule zbroja i razlike funkcija su:




- Ciklometrijske funkcije. Ciklometrijske funkcije ili takozvane arcus-
funkcije su po definiciji inverzne funkcije bijekti vnih  restrikcija

trigonomertijskih funkcija.
> Arcus-sinus funkcija f(x) = arc sin x je inverzna funkcija funkcije g(x)

sin X, x D[_”,”
2 2

} (t.j. g(x) je restrikcija funkcije sin x na interval [_’27’27})

- domena D(f) = [-1,1];

_ slika funkcije f( ) = [_’2”27}

- nulto ¢aka je x =0;

- graf G(f) je krivulja u ravnini
prikazana na slici desno;

—arc sin 0 = 0, arc sin (1/2) = 16, arc sin ( +/2/2) = W4, arc sin ( ~/3/2) = 13, arc
sinl= 112



> Arcus-kosinus funkcija f(x) = arc cos x je inverzna funkcija funkcije g(x)
= cos x, x O[0, 7] (t.j. g(x) je restrikcija funkcije cos x na interv  al [0, 71])

- domena D(f) = [-1,1]; . y=n
- slika funkcije f( D) = [0, 7];
- nulto ¢aka je x=1;

- graf G(f) je krivulja u ravnini
prikazana na slici desno;

-1 -0.5 0.5 1

—arc cos 0 = 112, arc cos (1/2) = 13, arc cos ( «5/2) = TU6, arc sin ( @/2) =
176, arc sin 1 = 0O;



Funkcije akrus-sinus i arkus-kosinus zadovoljavaju sliede éu temeljne
jednakost:

| 7
aIcsin X +arccos x =, zasve 0[-11]

Dokaz: Koriste éi adicione formule | jednakosti sin X =¢1—c052 X
COS X = Jl— sin 2 x dobivamo

sin(arcsin x + arccos x) = sin(arcsin x)cos(arccos x) +cos(arcsin x)sin(arccos Xx)

=X [k +\/1—sin2(arcsin X) El/l—cosz(arccos X) = X2 +1-x°=1.



> Arcus-tangens funkcija f(x) = arc tg x je inverzna funkcija funkcije g(x)

tg X, x |:|(—727,’27) (t.j. g(x) je restrikcija funkcije tg x na interva | (—g,g));

- domena D(f) = R;

_ slika funkcije f( D) = (—g,g);

- nulto ¢aka je x =0;

- graf G(f) je krivulja u ravnini
prikazana na slici desno;




> Arcus-kofangens funkcija f(x) = arc ctg x je inverzna funkcija funkcije
g(x) = ctg x, x 0O(0,n) (t.. g(x) je restrikcija funkcije tg x na interva | (0, n));

- domena D(f) = R;
- slika funkcije f( D) = (0, n);

- nema nulto ¢aka jer je arc ctg x >
Ozasvex OR;

- graf G(f) je krivulja u ravnini
prikazana na slici desno;




Funkcije akrus-tangens | arkus-kotanges zadovoljava ju sljede éu temeljne
jednakost:

7l
arc tg x +arc ctg x =E,zasve X OR.



- Hiperbolicke funkcije.

> Sinus hiperboli¢cki f(x) = sh x je definiran formulom

sh x =

- domena D(f) = R;
- slika funkcije f( D) = R;
- nulto ¢aka je x =0;

- graf G(f) je krivulja u ravnini
prikazana na slici desno;

e

X

—€e

=X

, zasve x[ R:

10 ¢

-10 |




> Kosinus hiperbolicki f(x) = ch x je definiran formulom

el +e7 %

ch x = > ,zasve x R;

y= chx

- domena D(f) = R; ’
- slika funkcije f( D) = [1,+);

- nema nulto €aka jerje ch x>0 za
sve x O R;

- graf G(f) je krivulja u ravnini
prikazana na slici desno;

Funkcije sinus i kosinus hiperboli  €ki su povezane osnovnim identitetom:

2 2. —
ch®x =sh*™x =1 pokazatil)



Kao i za trigonometrijske funkcije sin x i cos X, t ako 1 za hiperboli €ke funkcije
sh x i ch x vrijede adicione formule:

sh(x xy)=shxchy xchx shy,
ch(xxy)=chxchy ¥shxshy.

|z njih slijede formule za funkcije polovi  €nog i dvostrukog argumenta:
sh2x=%(ch2x—1), ch2x=%(ch2x +1),

sh 2x =2sh x ch x, ch2x=ch?x +sh?x.

Formule zbroja i razlike funkcija su:

shxishy=28hXiychXJ2ry,
chx+chy:2chX+ychX;y,
chx—chy=28hX+yshX_y.

2



> Tangens hiperbolicki f(x) = th x je definiran formulom

shx e*-e™

chx X 47X

th x =

, zasve x[ R:

- domena D(f) = R;
- slika funkcije f( D) = (-1,1);

- nulto ¢aka je x = 0;

- graf G(f) je krivulja u ravnini
prikazana na slici desno;




> Kotangens hiperbolicki f(x) = cth x je definiran formulom

chx e*+e™”

cth x = , zasve X £0;
shx gegX—-g7X
y = cthXx
- domena D(f) = R\{0}; y
- slika funkcije f( D) =(-e0,-1) O (1,+00); i
- nema nulto ¢aka jer je cth x <0 za

sve x<0icthx>0zasvex>0i; R AR
g —<t — | 1 — 2 3

- graf G(f) je krivulja u ravnini
prikazana na slici desno;

-10

Funkcije tangens i kotangens hiperboli  ¢ki su povezane osnovnim identitetom:

thx [tthx =1, odnosno thx = 1 . X #£0.
cth x



Kao i za trigonometrijske funkcije tg x i cth x, ta ko i za hiperboli €ke funkcije thx
| cthx vrijede adicione formule:

N _
th(x +y)= tﬁx_thy | cth(xiy)=1+CthXCthy.
1Fthx thy cth x £ cthy

|z njih slijede formule za funkcije polovi  €nog i dvostrukog argumenta:

X sh x X 1+chx

—= : cth— = :

2 1+chx 2 sh x

2
th2x = 2th : cchX:Cth X+1.
1+th? x 2cth x

Formule zbroja i razlike funkcija su:

sh(xzy)
chxchy

thx £thy =



- Area-funkcije. Area-funkcije su, po definicij,
hiperboli €kih funkcija ili njihovih bijektivnih restrikcija.

> Funkcija Area-sinus f(x) = arsh x je inverzna funkcija funkcije sh x;

- domena D(f) = R;
- slika funkcije f( D) = R;
- nulto ¢aka je x =0;

- graf G(f) je krivulja u ravnini
prikazana na slici desno;

- Vrijedi arsh x =In(x + VX2 + 1)

f(x) = arsh x

2.

1

y

inverzne

funkcije

. Dokazati!




> Funkcija Area-kosinus f(x) = arch x je inverzna funkcija funkcije ch x,
x[0,+00) (g(X) je restrikcija funkcije ch x nainterval[  0,+) );

f(x) = arch

- domena D(f) = [1,+00); Y
- slika funkcije f( D) = [0,+); 2
- nulto éaka je x = 1; L5
- graf G(f) je krivulja u ravnini :

prikazana na slici desno; 0.5

- Vrijedi arch x =In(x + Vx? - 1). Dokazati!



> Funkcija Area-fangens f(x) = arth x je inverzna funkcija funkcije th x;

y

- domena D(f) = (-1,1); f) =arthx 75,
- slika funkcije f( D) = R; 5

- nulto ¢aka je x =0;

- graf G(f) je krivulja u ravnini
prikazana na slici desno;

1+ X

- Vrijedi arth x = %In , za sve x [ (-1,1). Dokazati!

1-X



> Funkcija Area-cotangens f(x) = arcth x je inverzna funkcija funkcije cth x

_ — (-on - . y
domena D(f) = (-e0,-1) O (1,00); fx) = arcth x 3
- slika funkcije f( D) = (-0,0) O (0,0): )
- nema nulto €aka jer je arcth x <0 1
za sve x <-liarcth x >0 za sve X ‘ ‘
> 1’ -10 - | 5 10

N

- graf G(f) je krivulja u ravnini
prikazana na slici desno;

- + .
- Vrijedi arcth x = %In 1 X , za sve X [ (-00,-1) O (1,0). Dokazati!
- X



