
•••• Eksponencijalna funkcija Eksponencijalna funkcija Eksponencijalna funkcija Eksponencijalna funkcija ((((baze abaze abaze abaze a) ) ) )     f(x) = a x, a >>>> 0, a ≠≠≠≠ 1 

 

− domena DDDD(f) = R; 

− slika funkcije f( DDDD) = (0,+∞∞∞∞); 

− nema nulto čaka, jer je a x >>>> 0, 
za sve x ∈∈∈∈ R; 

− graf G( f) je krivulja u ravnini 
prikazana na slici desno; 

− funkcija f(x) = e x, gdje je   -2 -1 1 2
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e zove se eksponencijalna eksponencijalna eksponencijalna eksponencijalna funkcijafunkcijafunkcijafunkcija; 

− eksponencijalne funkcije imaju ova svojstva:  

ax+y = ax ⋅⋅⋅⋅ ay, a-x = 1/ax, (ax)y = axy, za sve x,y ∈∈∈∈ R. 

f(x) = a x, 0<a<1 
(funkcija strogo pada)   

f(x) = a x, a>1 
(funkcija strogo raste)  



•••• Logaritamska funkcija  Logaritamska funkcija  Logaritamska funkcija  Logaritamska funkcija  f(x) = log ax, a >>>> 0, a ≠≠≠≠ 1, je definirana kao inverzna 
funkcija eksponencijalne funkcije g(x) = a x. Prema tome vrijedi: 
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− domena DDDD(f) = (0,+∞∞∞∞); 

− slika funkcije f( DDDD) = R; 

− nulto čaka  x = 1; 

− graf G( f) je krivulja u ravnini prikazana na doljnjoj slici; 

− ako je a = e, tada se funkcija log ex piše ln x  i funkcija se zove prirodni 
logaritam ;    

− logaritamske funkcije imaju ova svojstva: 
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f(x) = log ax, 0<a<1 (funkcija strogo pada)   

f(x) = log ax, a>1 (funkcija strogo raste)  



•••• Trigonometrijske funkcijeTrigonometrijske funkcijeTrigonometrijske funkcijeTrigonometrijske funkcije....        Pomoću trigonometrijske funkcije 

f(x) = a sin(bx+c), 

matemati čki možemo opisati valove titranja zvukavalove titranja zvukavalove titranja zvukavalove titranja zvuka. Zvuk koji nastaje 
titranjem čestica neke elasti čne materije ili tijela (drva, stakla, pri glasanju 
čovjeka ili ptice, treperenju žica na glazbenom instru mentu, pri žuboru vode ili 
morskih valova) putuju do našeg uha pomo ću zvučnih valova koji nastaju 
zguščivanjem i razrje ñivanjem zraka. Ako titraji elasti čne materije slijede jedan 
za drugim u istom vremenskom razdoblju, tada kažemo d a su ti titraji pravilni, 
te ih nazivamo tonovimatonovimatonovimatonovima (ljudski glas, zvukovi glazbenih instrumenata). Ton Ton Ton Ton 

f(x) = f(x) = f(x) = f(x) = aaaa sin( sin( sin( sin(bbbb    xxxx    ++++    cccc) je karakteriziran) je karakteriziran) je karakteriziran) je karakteriziran svojom jačinomjačinomjačinomjačinom koja ovisi o veli čini 
amplitude titranjaamplitude titranjaamplitude titranjaamplitude titranja    odnosnoo broju aaaa, te svojom visinomvisinomvisinomvisinom koja ovisi o 
frekvenciji titranjafrekvenciji titranjafrekvenciji titranjafrekvenciji titranja (broj titraja čestica u sekundi) odnosno o broju bbbb, dok 
broj cccc zovemo početnom fazom titranjapočetnom fazom titranjapočetnom fazom titranjapočetnom fazom titranja i on je u direktnoj vezi s po četnim 
mjestom čestice prije po četka titranja (mjesto izvora zvuka). Duljinu titranjaDuljinu titranjaDuljinu titranjaDuljinu titranja 
odreñuje period T = 2 T = 2 T = 2 T = 2 ππππ    //// b b b b.   

 



Trigonometrijska kružnicaTrigonometrijska kružnicaTrigonometrijska kružnicaTrigonometrijska kružnica    
 

 

Na jedini čnu kružnicu sa središtem u 
ishodištu postavljamo brojevni pravac 
kao tangentu u to čki (1,0) i usmjerenu 
kao os y. Zatim ga namotamo na 
kružnicu. Na taj na čin smo to čkama 
kružnice pridružili realne brojeve. Tako 
dobivena kružnica se zove 
trigonometrijska ili brojevna kružnica . 
Ako je to čki T na kružnici pridružen 
broj t, onda su istoj to čki pridruženi 
brojevi t + 2⋅⋅⋅⋅ππππ, t - 2⋅⋅⋅⋅ππππ, t + 4⋅⋅⋅⋅ππππ, t  - 4⋅⋅⋅⋅ππππ,… 
zato jer je duljina jedini čne kružnice 
2⋅⋅⋅⋅ππππ. 

 

 



Pomoću brojevne kružnice definiramo trigonometrijske funkci je na sljede ći 
način. Neka broju t pripada to čka T na brojevnoj kružnici. Apscisu to čke T 
označavamo s cos cos cos cos tttt, a ordinatu sa sinsinsinsin t t t t. . . .  Na taj način smo definirali funkcije 

tttt cos,sin aa   

na R, koje zovemo sinus i kosinus. Zatim definiramo  

,
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cos
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t
t

tctg
t
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ttg ========   

koje zovemo tangens i kotangens. Zbog toga što je ra dius brojevne kružnice 1, 
vrijednosti funkcije tangens o čitavamo na tangenti u to čki (1,0) a vrijednosti 
funkcije kotangens na tangenti u to čki (0,1).  

Iz ove definicije slijedi osnovni identitet za trigo nometrijske funkcije, koji je 
posljedica Pitagorinog pou čka: 

.1sincos 22 ====++++ xx  



� FunkcFunkcFunkcFunkcija ija ija ija sinussinussinussinus     f(x) = sin x; 

− domena DDDD(f) = R; 

− slika funkcije f( DDDD) = [-1,1]; 

− nulto čake su  x = k ⋅⋅⋅⋅ππππ, za sve k ∈∈∈∈ Z; 

− sinus funkcija je periodi čka s temeljnim periodom T = 2 ⋅⋅⋅⋅ππππ, odnosno 

sin (x + 2 ⋅⋅⋅⋅ππππ) = sin x, za sve realne brojeve x; 

− graf G( f) je sinusoida prikazana na doljnjoj slici; 
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f(x) = sin x  



���� Funkcija Funkcija Funkcija Funkcija kosinus kosinus kosinus kosinus  f(x) = cos x; 

− domena DDDD(f) = R; 

− slika funkcije f( DDDD) = [-1,1]; 

− nulto čake su  x = ππππππππ ⋅⋅⋅⋅++++ k
2

, za sve k ∈∈∈∈ Z; 

− kosinus funkcija je periodi čka s temeljnim periodom T = 2 ⋅⋅⋅⋅ππππ, odnosno 

cos (x + 2 ⋅⋅⋅⋅ππππ) = cos x, za sve realne brojeve x; 

− graf G( f) je kosinusoida prikazana na doljnjoj slici; 
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f(x) = cos  x  



Trigonometrijske funkcije sinus i kosinus zadovoljava ju adicione formule: 

.sinsincoscos)(cos
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Iz njih slijede formule za funkcije polovi čnog i dvostrukog argumenta: 
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Formule zbroja i razlike funkcija su: 
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Formule produkta funkcija su: 
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���� Funkcija Funkcija Funkcija Funkcija tangens tangens tangens tangens  f(x) = tg x je definirana formulom: 
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− domena DDDD(f) = U
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− slika funkcije f( DDDD) = R; 

− nulto čake su  x = ππππ⋅⋅⋅⋅k , za sve k ∈∈∈∈ Z; 



− tangens funkcija je periodi čka s temeljnim periodom T = ππππ, odnosno 

tg (x + ππππ) = tg x, za sve realne brojeve ∈∈∈∈x     DDDD(f); 

− graf G( f) je tangesoida prikazana na doljnjoj slici; 
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���� Funkcija Funkcija Funkcija Funkcija kotkotkotkotangens angens angens angens  f(x) = ctg x je definirana formulom: 

;,sveza,
sin
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Zkkx
x
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xctg ∈∈∈∈⋅⋅⋅⋅≠≠≠≠==== ππππ  

− domena DDDD(f) = (((( ))))U
Zk

kk
∈∈∈∈

⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅ ππππππππππππ , ; 

− slika funkcije f( DDDD) = R; 

− nulto čake su  x = ππππππππ ⋅⋅⋅⋅++++ k
2

, za sve k ∈∈∈∈ Z; 

− kotangens funkcija je periodi čka s temeljnim periodom T = ππππ, odnosno 

ctg (x + ππππ) = ctg x, za sve realne brojeve ∈∈∈∈x     DDDD(f); 

− graf G( f) je kotangesoida prikazana na doljnjoj slici; 
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f(x) = ctg x  



Trigonometrijske funkcije tangens i kotangens zadovol javaju adicione formule: 
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Iz njih slijede formule za funkcije polovi čnog i dvostrukog argumenta: 
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Formule zbroja i razlike funkcija su: 
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•••• Ciklometrijske funkcije.  Ciklometrijske funkcije.  Ciklometrijske funkcije.  Ciklometrijske funkcije.  Ciklometrijske funkcije ili takozvane arcus-
funkcije su po definiciji inverzne funkcije bijekti vnih restrikcija 
trigonomertijskih funkcija.   

���� ArcusArcusArcusArcus----sinussinussinussinus f f f funkunkunkunkcijacijacijacija     f(x) = arc sin x je inverzna funkcija funkcije g(x) =  

sin x, 
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x  (t.j. g(x) je restrikcija funkcije sin x na interval  
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− domena DDDD(f) = [-1,1]; 

− slika funkcije f( DDDD) = 



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2

,
2

ππππππππ ; 

− nulto čaka je  x = 0; 

− graf G( f) je krivulja u ravnini 
prikazana na slici desno; 
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− arc sin 0 = 0, arc sin (1/2) = ππππ/6, arc sin ( 2 /2) = ππππ/4, arc sin ( 3 /2) = ππππ/3, arc 
sin 1 = ππππ/2; 

 

y =     ππππ/2  

y =     -ππππ/2  



���� ArcusArcusArcusArcus----kosinuskosinuskosinuskosinus f f f funkcijaunkcijaunkcijaunkcija     f(x) = arc cos x je inverzna funkcija funkcije g(x) 
=  cos x, [[[[ ]]]]ππππ,0∈∈∈∈x  (t.j. g(x) je restrikcija funkcije cos x na interv al [[[[ ]]]]ππππ,0 ) 

− domena DDDD(f) = [-1,1]; 

− slika funkcije f( DDDD) = [[[[ ]]]]ππππ,0 ; 

− nulto čaka je  x = 1; 

− graf G( f) je krivulja u ravnini 
prikazana na slici desno; 
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− arc cos 0 = ππππ/2, arc cos (1/2) = ππππ/3, arc cos ( 2/2) = ππππ/6, arc sin ( 3 /2) = 
ππππ/6, arc sin 1 = 0; 

  

y = 0  
 

y =     ππππ  



Funkcije akrus-sinus i arkus-kosinus zadovoljavaju sljede ću temeljne 
jednakost: 

[[[[ ]]]].1,1 sve za ,
2

arccosarcsin −−−−∈∈∈∈====++++ xxx
ππππ

 

 

Dokaz: Koriste ći adicione formule i jednakosti xx 2cos1sin −−−−====  i 

xx 2sin1cos −−−−====  dobivamo 

.11)(arccoscos1)(arcsinsin1

)sin(arccos)cos(arcsin)cos(arccos)sin(arcsin)arccossin(arcsin
2222 ====−−−−++++====−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−++++⋅⋅⋅⋅====

++++====++++
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���� ArcusArcusArcusArcus----tangenstangenstangenstangens f f f funkcijaunkcijaunkcijaunkcija     f(x) = arc tg x je inverzna funkcija funkcije g(x)  =  

tg x, )
2

,
2

(
ππππππππ−−−−∈∈∈∈x  (t.j. g(x) je restrikcija funkcije tg x na interva l )

2
,

2
(

ππππππππ−−−− ); 

− domena DDDD(f) = R; 

− slika funkcije f( DDDD) = )
2

,
2

(
ππππππππ−−−− ; 

− nulto čaka je  x = 0; 

− graf G( f) je krivulja u ravnini 
prikazana na slici desno; 
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y =     ππππ/2  
 

y =     - ππππ/2  
 



���� ArcusArcusArcusArcus----kotangenskotangenskotangenskotangens f f f funkcijaunkcijaunkcijaunkcija     f(x) = arc ctg x je inverzna funkcija funkcije 
g(x) =  ctg x, ),0( ππππ∈∈∈∈x  (t.j. g(x) je restrikcija funkcije tg x na interva l ),0( ππππ ); 

− domena DDDD(f) = R; 

− slika funkcije f( DDDD) = ),0( ππππ ; 

− nema nulto čaka jer je arc ctg x > 
0 za sve x ∈∈∈∈ R ; 

− graf G( f) je krivulja u ravnini 
prikazana na slici desno; 
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y =     ππππ  
 

y = 0  
 



 

Funkcije akrus-tangens i arkus-kotanges zadovoljava ju sljede ću temeljne 
jednakost: 

. sve za ,
2

ctg arctg arc Rxxx ∈∈∈∈====++++
ππππ

 

 

 



•••• Hiperboličke funkcijHiperboličke funkcijHiperboličke funkcijHiperboličke funkcije.e.e.e.   

���� SSSSinusinusinusinus hiperbolički  hiperbolički  hiperbolički  hiperbolički  f(x) = sh x je definiran formulom  

,
2

 sh
xx ee

x
−−−−−−−−====  za sve x ∈∈∈∈ R; 

− domena DDDD(f) = R; 

− slika funkcije f( DDDD) = R; 

− nulto čaka je  x = 0; 

− graf G( f) je krivulja u ravnini 
prikazana na slici desno; 
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y = y = y = y =     sh xsh xsh xsh x        



���� KosKosKosKosinusinusinusinus hiperbolički  hiperbolički  hiperbolički  hiperbolički  f(x) = ch x je definiran formulom  

,
2

 ch
xx ee

x
−−−−++++====  za sve x ∈∈∈∈ R; 

− domena DDDD(f) = R; 

− slika funkcije f( DDDD) = [1,+∞∞∞∞); 

− nema nulto čaka jer je ch x > 0 za 
sve x ∈∈∈∈ R; 

− graf G( f) je krivulja u ravnini 
prikazana na slici desno; 
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Funkcije sinus i kosinus hiperboli čki su povezane osnovnim identitetom: 

.1shch 22 ====−−−− xx  (Dokazati!) 
 

 

y = y = y = y =     ch ch ch ch xxxx        



Kao i za trigonometrijske funkcije sin x i cos x, t ako i za hiperboli čke funkcije 
sh x i ch x vrijede adicione formule: 

.)(

,)(

yshxshychxchyxch

yshchxychxshyxsh

m====±±±±
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Iz njih slijede formule za funkcije polovi čnog i dvostrukog argumenta: 

.2,22
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Formule zbroja i razlike funkcija su: 

.
22

2

,
22

2

,
22

2

yx
sh

yx
shychxch

yx
ch

yx
chychxch

yx
ch

yx
shyshxsh

−−−−++++====−−−−

−−−−++++====++++

±±±±====±±±±
m

  



 

���� Tangens hiperbolički Tangens hiperbolički Tangens hiperbolički Tangens hiperbolički  f(x) = th x je definiran formulom  

, th
xx

xx

ee

ee
xch
xsh

x −−−−

−−−−

++++
−−−−========  za sve x ∈∈∈∈ R; 

− domena DDDD(f) = R; 

− slika funkcije f( DDDD) = (-1,1); 

− nulto čaka je x = 0; 

− graf G( f) je krivulja u ravnini 
prikazana na slici desno; 
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y = y = y = y =     th xth xth xth x        



���� Kotangens hiperbolički Kotangens hiperbolički Kotangens hiperbolički Kotangens hiperbolički  f(x) = cth x je definiran formulom  

, cth
xx

xx

ee

ee
xsh
xch

x −−−−

−−−−

−−−−
++++========  za sve x ≠≠≠≠ 0; 

− domena DDDD(f) = R\{0}; 

− slika funkcije f( DDDD) =(-∞∞∞∞,-1) ∪∪∪∪ (1,+∞∞∞∞); 

− nema nulto čaka jer je cth x < 0 za 
sve x < 0 i cth x > 0 za sve x > 0 i; 

− graf G( f) je krivulja u ravnini 
prikazana na slici desno; 
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Funkcije tangens i kotangens hiperboli čki su povezane osnovnim identitetom: 

.0,
cth

1
th  odnosno,1cthth ≠≠≠≠========⋅⋅⋅⋅ x

x
xxx  

 

y = y = y = y =     cccctttth xh xh xh x        



Kao i za trigonometrijske funkcije tg x i cth x, ta ko i za hiperboli čke funkcije thx 
i cthx vrijede adicione formule: 

.
thcth

cthcth1
)(cth,

thth1
thth

)(th
ycx
yx

yx
yx

yx
yx

±±±±
====±±±±

±±±±====±±±±
m

m
  

Iz njih slijede formule za funkcije polovi čnog i dvostrukog argumenta: 

.
xcth2

1cth
2cth,

th1

xth2
2th

,
1

2
ct,

12
th

2

2
++++====

++++
====

++++====
++++

====

x
x

x
x

xsh
xchx

h
xch

xshx

  

Formule zbroja i razlike funkcija su: 

.
)(

thth
ychxch
yxsh

yx
±±±±====±±±±   



•••• AreaAreaAreaArea----funkcije.  funkcije.  funkcije.  funkcije.  Area-funkcije su, po definiciji, inverzne funkcije 
hiperboli čkih funkcija ili njihovih bijektivnih restrikcija.   

���� FunkcijaFunkcijaFunkcijaFunkcija    ArArArAreaeaeaea----sinussinussinussinus     f(x) = arsh x je inverzna funkcija funkcije sh x; 

− domena DDDD(f) = R; 

− slika funkcije f( DDDD) = R; 

− nulto čaka je  x = 0; 

− graf G( f) je krivulja u ravnini 
prikazana na slici desno; 

 
 

-6 -4 -2 2 4 6
x

-2

-1

1

2

y

 

− Vrijedi )1ln( 2 ++++++++==== xxxarsh . Dokazati! 

  

 

f(x) = arsh x  
 



���� FunkcijaFunkcijaFunkcijaFunkcija    ArArArAreaeaeaea----kokokokosinussinussinussinus     f(x) = arch x je inverzna funkcija funkcije ch x, 
x∈∈∈∈[0,+∞∞∞∞)  (g(x) je restrikcija funkcije ch x na interval [ 0,+∞∞∞∞) ); 

 

− domena DDDD(f) = [1,+∞∞∞∞); 

− slika funkcije f( DDDD) = [0,+∞∞∞∞); 

− nulto čaka je  x = 1; 

− graf G( f) je krivulja u ravnini 
prikazana na slici desno; 
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− Vrijedi )1ln( 2 −−−−++++==== xxxarch . Dokazati! 

  

f(x) = archf(x) = archf(x) = archf(x) = arch 



���� FunkcijaFunkcijaFunkcijaFunkcija    ArArArAreaeaeaea----tangens tangens tangens tangens  f(x) = arth x je inverzna funkcija funkcije th x; 

− domena DDDD(f) = (-1,1); 

− slika funkcije f( DDDD) = R; 

− nulto čaka je  x = 0; 

− graf G( f) je krivulja u ravnini 
prikazana na slici desno; 
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− Vrijedi 
x
x

xarth
−−−−
++++====

1
1

ln
2
1

, za sve x ∈∈∈∈ (-1,1). Dokazati! 

  

 
f(x) = arth x  
 



���� FunkcijaFunkcijaFunkcijaFunkcija    ArArArAreaeaeaea----cocococotangens tangens tangens tangens  f(x) = arcth x je inverzna funkcija funkcije cth x ; 

− domena DDDD(f) = (-∞∞∞∞,-1) ∪∪∪∪ (1,∞∞∞∞); 

− slika funkcije f( DDDD) = (-∞∞∞∞,0) ∪∪∪∪ (0,∞∞∞∞); 

− nema nulto čaka jer je arcth x < 0 
za sve x < -1 i arcth x > 0 za sve x 
> 1; 

− graf G( f) je krivulja u ravnini 
prikazana na slici desno; 
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− Vrijedi 
x
x

xarcth
−−−−
++++====

1
1

ln
2
1

, za sve x ∈∈∈∈ (-∞∞∞∞,-1) ∪∪∪∪ (1,∞∞∞∞). Dokazati! 

  

 

 

 
f(x) = arcth x  


