Zadatak 001 (Sanja, gimnazija)
Odredi realnu funkciju f(x) ako je
1 1
flx+o)=x"+—
X X,
Rjesenje 001
Uvedemo supstituciju (zamjenu varijabli)
1
x+—=t
X
Kvadriramo:

2
1 1 1
x+=| = > X+2x—+—==t = F+2+5=1" =
X X X

1
=> X +—=1-2.
X

Uvrstimo novu varijablu u funkciju: f(t) = t* — 2.

Dobili smo trazenu funkciju

f(x) = x> - 2.
Vjezba 001
Odredi realnu funkciju f(x) ako je f(x + 1) = x + 2.
Rezultat: f(x)=x+ 1.

Zadatak 002 (Sanja, gimnazija)
Odredi inverznu funkciju f ~ ' (x) ako je

3 +2
(x) =
/ 3 +1.
Rjesenje 002
NapiSimo zadanu funkciju tako da umjesto f(x) piSemo y:
y= 3" +2
341
Sada u funkciji zamijenimo slova xiy:
X <y,
3" +2
x= .
3" +1

Iz dobivene funkcije trebamo izra¢unati nepoznanicu y. Prvo ¢emo cijelu jednadzbu pomnoZiti zajedni¢kim

nazivnikom 3 + 1:
37 +2
x =
37 +1

/(3 +1) = x(3+1)=3"+2 =
[x mnoZi cijelu zagradu]

= x-3+x=3"+2 =
[na lijevu stranu prebacimo nepoznanicu y]|
= x3-3=2-x=

[izlu¢imo 3”]
2—x
=

x—1

= 3y-(x—1):2—x/:(x—l) = 3=

= [jednadZbu logaritmiramo logaritmom po bazi 3] =



2—x

2—
=3 = /log, = 10g33”=10g3—)16 = [logha” =n-log,a , loghbzl} =
x—

x—1

= y-log33:log32;)lc = y-1:10g32;)1c = y:log3—)lc.

Na kraju ponovno umjesto y napiSemo f ~ ' (x) pa rjeSenje glasi:

£7(x) =log, 2=~

x—1
Vjezba 002
Odredi inverznu funkciju f ~ ' (x) ako je
2°+3
fo= 2°+5,
Rezultat: f_l (x) = log2 3-5x .

Zadatak 003 (Mira, gimnazija)
Nacrtaj graf funkcije
f(x) = 2sin(2x — ).
Rjesenje 003
Podsjetimo se svojstava funkcije f(x) = sin x:

®  Period funkcije sinus je 2.

& Nultocke (tocke u kojima graf sijece x-os ili apscisu) su 0, «, 2x, 3m, ..., tj. km, k je cijeli broj. Mi ¢emo
samo promatrati dio grafa na segmentu [0 , 27].

@ Maksimum funkcije je u

T
2
11znosi +1.
®  Minimum funkcije je u
3z
2

1iznosi — 1.

mmmmm

Zadana funkcija f(x) = 2sin(2x — m) ima amplitudu 2 §to znaci da ¢e maksimum biti + 2, a minimum — 2.

Nultocke funkcije nademo tako da vrijednost argumenta 2x — m izjednac¢imo s nultockama funkcije sinus: 0,
m, 27.

dx—7=0 = 2x=1/:2 = x=%,
2X—T =7 = 2x=7+7% = 2x=27n/:2 = x=r,
2x—7w=27 = 2x=2w+7w = 2x=37n/:2 = x=377[.

Nultocke nase funkcije su:



Funkcija sinus imala je maksimum u tocki

z
>
Sada argument 2x —  zadane funkcije izjednac¢imo s
z
2
paje
V1 V4 RY/4 3z
2X—T=— = 2x=—4+7 = 2x=—/:2 = x=—.
2 2 4
Dakle, funkcija f(x) = 2sin(2x — 1) ima maksimum u
3
4

koji iznosi + 2.
Analogno je za minimum:

2x—7z=3—7€ = 2x:3—”+7£ = 2x:5l/:2 = x:S—”.
2 2 2 4

Dakle, funkcija f(x) = 2sin(2x — ) ima minimum u

koji iznosi — 2.

Vjezba 003
Nacrtaj graf funkcije
f(x) = — 2sin(2x — ).
Rezultat:

Zadatak 004 (Mira, gimnazija)
Nacrtaj graf funkcije

f(x) = 2cos(2x — ).

Rjesenje 004
Podsjetimo se svojstava funkcije f(x) = cos x:

@ Period funkcije kosinus je 2.
8 Nultocke (tocke u kojima graf sijece x-os ili apscisu) su

T 3T (2k-1).

, k je cijeli broj
2 o jecy ]

N

Mi ¢emo samo promatrati dio grafa na segmentu [0, 2x].
8 Maksimum funkcije je u 0 i 2m i iznosi +1.
®  Minimum funkcije je u i iznosi — 1.



Zadana funkcija f(x) = 2cos(2x — ) ima amplitudu 2 $to znaci da ¢e maksimum biti + 2, a minimum — 2.

Nultocke funkcije nademo tako da vrijednost argumenta 2x — 7w izjednac¢imo s nultockama funkcije kosinus:

7T .37

—1—.
2 2
2x—7r=z = 2x=%+7r = 2x=377[/:2 = x=3—”,

2x—7r=3—7€ = 2x:3—”+7£ = 2x:5l/:2 = x:—”.
2 2 2 4

Nultocke naSe funkcije su:
3z ; 5w

4 4

Funkcija kosinus imala je maksimum u to¢kama 0 i 2n. Sada argument 2x — © zadane funkcije izjednacimo s
012m:

dx—m=0 = 2x=7/2 = x=%,

2x—7m =27 = 2x=2w+7w = 2x=37x/:2 = x:%[.

Dakle, funkcija f(x) = 2cos(2x — m) ima maksimume u
T . 37
272
koji iznose + 2.
Analogno je za minimum:
2X—7=7 = 2x=7+7 = 2x=21/:2 = x=7.

Dakle, funkcija f(x) = 2cos(2x — ©) ima minimum u 7 koji iznosi — 2.

Vjezba 004
Nacrtaj graf funkcije : f(x) = — 2cos(2x — m).

Rezultat:




Zadatak 005 (Petra, gimnazija)
Odredi temeljni period funkcije: f(x) = sin x - sin 3x.

Rjesenje 005
Funkcija f je periodicka s periodom P (P # 0), ako za svaki x vrijedi: Ako je funkcija f definirana u
jednoj od tocaka x, x + P, onda je definirana u obje te tocke i vrijedi

f(x + P) = f(x).

Broj P zove se period funkcije f. Najmanji pozitivni period funkcije f (ako postoji) zove se temeljni period
funkcije f.

Ako je P period zadane funkcije, onda mora vrijediti:
sin (x + P) - sin 3(x + P) = sin x - sin 3x.
Ova jednakost vrijedi za svaki x pa specijalno za x = 0 dobivamo:
sin (0 +P) -sin3(0+P)=sin 0 - sin (3 - 0),
[sin 0 = 0]
sin P -sin 3P =0.
Produkt dva broja jednak je nuli ako je barem jedan od brojeva jednak nuli.

Zato piSemo:

sinP=0,sin3P=0.

Jednadzba sin P = 0 daje rjeSenja P, = kx. Jednadzba sin 3P = 0 daje rjeSenja

k-7
==
Broj k je prirodan broj. Provjeravanjem za
p=T i p=2T
3 3
vidimo da nisu periodi. Temeljni period zadane funkcije je P = 7.

Vjezba 005
Odredi temeljni period funkcije: f(x) = cos 2x.

Rezultat: P=m.

Zadatak 006 (Martina, gimnazija)
Nacrtaj graf funkcije

2
x =4
(x)=
/ x -1,
Rjesenje 006
Crtanje grafa funkcije pokazat ¢emo kroz sve faze.
I. DOMENA FUNKCIJE

Moramo naci vrijednosti x za koje funkcija f(x) nije definirana i njih izbaciti iz skupa R. Buduc¢i da je to
racionalna funkcija nazivnik ¢emo izjednaciti s nulom i rijesiti dobivenu jednadzbu:

o120 = =12 *=1/{ = x,=t/1 = x=-1,x,=1.

Domena je skup R, osim brojeva — 1 i 1. PiSemo:

D(f)=R\{-11}

II. PARNOST FUNKCIJE
Provjerimo je li zadana funkcija parna, neparna ili nije ni jedno, ni drugo.
Za parne funkcije vrijedi: f(- x) = f(x), gdje su — x i X iz domene.

5



Za neparne funkcije vrijedi: f(-x) = - f(x), gdje su—x i x iz domene.
Racunamo:

(-x) =4 _ X4 _

L e

f(x).

Funkcija f(x) je parna, a to znaci da je njezin graf simetri¢an s obzirom na y-os ili ordinatu.

III. INTERVALI MONOTONOSTI FUNKCIJE

Ako je funkcija f(x) neprekinuta na segmentu [a,b] i f '(x) > 0 za a < x < b, tada je f(x) monotono rastuca
(uzlazna).

Ako je funkcija f(x) neprekinuta na segmentu [a,b] i f '(x) < 0 za a < x < b, tada je f(x) monotono padajuca
(silazna).

TraZimo prvu derivaciju zadane funkcije:

(¢ -4) (1) =(x"=4) (" 1) 20 (" —1)=(x"—4) 2 22’ 2x-2+8x _ 6x
(xz—l)2 (xz—l)2 (xz—l)2 (x2_1)2'
Ako je f'(x) > 0, slijedi LZ > 0.
2]
x7 -1

fx)=

Razlomak je pozitivan ako su brojnik i nazivnik oba pozitivni ili oba negativni. U naSem slucaju nazivnik je
na kvadrat pa je to uvijek pozitivno. Znaci da i brojnik mora biti pozitivan: 6x > 0 => x > (. Prema tome, za
x > 0 funkcija je monotono rastuca.

6
Ako je f'(x) <0, slijedi—xz<0.
(% -1)
x~ -1

Razlomak je negativan ako je brojnik negativan, a nazivnik pozitivan ili ako je brojnik pozitivan, a nazivnik
negativan. U naSem slucaju nazivnik je na kvadrat pa je to uvijek pozitivno. Znaci da brojnik mora biti
negativan: 6x <0 => x < 0. Prema tome, za x < 0 funkcija je monotono padajuca.

IV. NULTOCKE FUNKCIJE
Nultocke funkcije jesu tocke u kojima graf funkcije sijeCe x-os ili apscisu. Buduci da je to racionalna
funkcija brojnik ¢emo izjednaciti s nulom i rijesiti dobivenu jednadzbu:

-4=0= x*=4 = xX*=4/J = xl,2=i\/z = x=-2,x,=2

Funkcija ima dvije nulto¢ke N;(— 2, 0) i N,(2, 0).

V. EKSTREMI FUNKCIJE
Ekstremi funkcije mogu biti maksimum ili minimum ili oboje. Moramo najprije naci prvu derivaciju:

O i e e i) e i O S NS
2 ’ (2af

(- (-

Sada prvu derivaciju izjedna¢imo s nulom i rijeSimo dobivenu jednadzbu.

6x
2
(<*-1)

RjeSenje je x = 0. Ta se tocka zove stacionarna tocka. Hoce li u njoj biti maksimum ili minimum, znat ¢emo
ako nademo drugu derivaciju. U drugu derivaciju uvrstimo x = 0. Ako je druga derivacija pozitivna, funkcija
ima minimum, ako je pak druga derivacija negativna, funkcija ima maksimum.

=0 = [razlomak je jednak nuli, ako je brojnik jednak nuli] = 6x=0 = x=0.



£ = (6x)(x" ~1)’ —6)"(()‘2—1)2)' 6 —1) =6x-2-(* —1)-2x (¥ —1):[6-(x*~1)-242] _ 6 1) 240

(] (1) () £

Uvrstimo x = 0:

(0*=1)-24-0* _
6-(0*-1) O=—6=6>0

(0*-1)’ -1

Dakle, druga derivacija je pozitivna pa funkcija u tocki x = 0 ima minimum. Vrijednost minimuma dobit
¢emo tako da x = 0 uvrstimo u zadanu funkciju:

f0)=

0°-4 —4

-1 -1

f0)=

Minimum ¢e biti u tocki M(0, 4).

VI. VERTIKALNE ASIMPTOTE
Ako postoji takav broj a da je

lim f(x) = oo,
xX—a
onda je pravac x = a asimptota (vertikalna asimptota).

Budu¢i da je to racionalna funkcija:
X' -4
x -1

f)=

nazivnik ¢emo izjednaciti s nulom i rijesiti dobivenu jednadzbu:

2 2

_ - 2_ - - _
X120 = a7 =1 = 2 =1/ = x, =5/l = n=-lx, =1

Vertikalne asimptote su pravci: x=—11ix = 1.

VII. KOSE ASIMPTOTE
Ako postoje limesi
k=tim Y

xoe X

gdje je k koeficijent smjera i

I =Tim[ f(x)—k-x]

gdje je 1 odsjecak na y-osi,

tada je pravac y = kx + | asimptota (desna kosa asimptota). Ako je k = 0, onda je to desna horizontalna
asimptota.

Ako postoje limesi

k= lim L&

> —e x|

gdje je k koeficijent smjera i

l= lir}lm[f(x)—k-x]

i}

gdje je 1 odsjecak na y-osi,

tada je pravac y = kx + | asimptota (lijeva kosa asimptota). Ako je k = 0, onda je to lijeva horizontalna
asimptota.

Graf funkcije y = f(x) (pretpostavljamo da je funkcija jednozna¢na) ne moze imati vise od jedne desne (kose
ili horizontalne) niti viSe od jedne lijeve (kose ili horizontalne)asimptote.

Trazimo koeficijent smjera k.



x~ -4
2
X
k= 1112 f(): IIIR x -1
-4 -4 ¥ 4 14
2 2 2_4 3 3 + 3 0-0 0
k= g X=bo gim A=l g TS gy s Gy =g
x—> t oo x>t x X—> Lo 5 x—>_<><>xi_i xa_ool_iz 1— 1
1 P I X
Racunamo odsjecak na y-osi .
2 4 4
2_ 2_ 272 T2 -
I= dim [fo—ka]= Gim |22 ox|= nm Do pm o gy o 1701
X— T oo X— T oo x2—1 X °°x2—1 x—)ioox2 1 x—>iool_i 1-0 1
3T 2
2 52 x
Asimptota je pravacy = 1.
Vjezba 006
Nacrtaj graf funkcije
x2—1
fx)= .
x" -4

Rezultat:

L

Zadatak 007 (Darjan, medicinska Skola)
Nacrtaj graf funkcije

f(x)= —%-cos(x+57x).

Rjesenje 007
Podsjetimo se svojstava funkcije f(x) = cos x:

®  Period funkcije kosinus je 2.
8 Nultocke (tocke u kojima graf sijece x-os ili apscisu) su
T 3z

b

St (2k—1)-§ .k je cijeli broj

Mi ¢emo samo promatrati dio grafa na segmentu [0 , 2x].
®  Maksimum funkcije je u 0 i 2x i iznosi +1.
®  Minimum funkcije je u miiznosi — 1.



Zadana funkcija

T
f(x)=——-cos(x+—)
ima amplitudu
3
Sto znacdi da ¢e maksimum biti
3
2 b
a minimum
3
2
Nultocke funkcije nademo tako da vrijednost argumenta
RY/4
x+—
2
izjedna¢imo s nultockama funkcije kosinus:
7. 3z
2 2
Sn & T Sz 47
+—=— = — :——:—2][’
2 2 2
Sz 3w 3z Sx 2z
X+—=— = =——=—7T
2 2 2
Nultocke nase funkcije su:
—-2m, — .

Funkcija kosinus je imala maksimum u to¢kama 0 i 2n (to ¢e sada biti minimum zbog negativne amplitude).
Sada argument

5w
x+—
2
zadane funkcije izjedna¢imo s 0 i 2m:
5w 5w
x+—=0 = x=——,
2 2
x+5—7[=27r = x=27r—5—7[=—£.
2 2 2

Dakle, funkcija
f(x)= —g cos(x+ 5—7[)
2 2

ima minimum u
St . 0w
1
2 2
koji iznosi



2
Analogno je za maksimum:
Sz 3z
X+—=7 = Xx=74——=—
2 2
Dakle, funkcija ima maksimum u
3z
2
koji iznosi
3
5
Vjezba 007
Nacrtaj graf funkcije: f(x)=2-cos(2x).
Rezultat:
Zadatak 008 (Ivana, gimnazija)
Odredi domenu funkcije
x+3
f= :
3x—-6

Rjesenje 008
Domenu razlomljene linearne funkcije Cine svi realni brojevi za koje je nazivnik razlicit od nule.
Zato ¢emo polinom u nazivniku izjednaciti s nulom, rijesSiti jednadZzbu i rjeSenje "izbaciti" iz skupa R:

3x-6=0 => 3x=6/:3 => x=2.(x#2)

D(f)=R\{2}.
Vjezba 008
Odredi domenu funkcije
x=2
(x)= .
/ 5x-15

Rezultat: D(f)=R\{3}.

Zadatak 009 (Ivana, gimnazija)
Prevedi u eksplicitni oblik: 2x — 3xy + 4y — 5 = 0.

Rjesenje 009
Ako se funkcija moZe napisati u obliku y = f(x) kazemo da ima eksplicitni oblik. Iz zadane
jednadzbe izraCunamo y:
2x =3xy+4y-5=0 => -3xy+4y =-2x+5/-(-1) = 3xy—-4y=2x-5 =>

10



= y-3x-4)=2x-5/:3x-4) =

e 2x-5
Y 3x—4

Vjezba 009

Prevedi u eksplicitni oblik: 5x — 2xy + 7y — 3 = 0.
Rezultat: y= >3 .

2x-17

Zadatak 010 (Ivana, gimnazija)

Odredi domenu funkcije:

log (2x—3)
flx) = g—2
3x—x

Rjesenje 010
Domena logaritamske funkcije y = log x skup je svih pozitivnih realnih brojeva:
D(log x)=(0,+o0).
Budué¢i da je u brojniku logaritamska funkcija, bit Ce:
2x -3>0,
2x>3 /:2

xX>—.
2

Znaci da je domena funkcije log (2x — 3) interval:

2

U nazivniku je polinom drugog stupnja. Nazivnik ne smije biti jednak nuli ni za koji x (jer se s nulom ne
moZze dijeliti). Zato izraz u nazivniku izjedna¢imo s nulom, rijeS§imo jednadZbu i rezultate "izbacimo" iz
skupa R:

3x-x*=0 => x-3-x)=0 =>
= [a‘b=0~a=0ilib=0ilia=b=0] =>
= x=0, 3—-x=0 => x;=0 , xx=3. (xX;#0 , x,#3)

Domena zadane funkcije je:

D(f)=<%,+oo>\{3}

ili
3
D(f) =<5,3> U(3,+).
Vjezba 010
Odredi domenu funkcije:
log (2x—6)
flx)= g—z
Tx—x

Rezultat: <3, + °°> \{7 } .
Zadatak 011 (Tonka, ekonomska Skola)

Za funkcije f(x) = x*—5x +21 g(x) =4x + 1 odredite f o g.

Rjesenje 011
Funkcija f zadana je analitickim izrazom pa vrijedi:

f(x) = x> — 5x + 2,

11



fay=a’-5a+2 , f(-b)=(-b)*=5-(-b)+2 , fla+b)=(a+b)’-5-(a+b)+2,

2
f(ab + ¢) = (ab +¢)* =5 - (ab 2, E=3)—5-g 2,
(ab+c)=(ab+c) (ab+c)+ f(b} (b b+

Sli¢no je i za funkciju g:
gx)=4x+1 , glay=4a+1 , g-b)=4-(-b)+1 , gla+b)y=4-(a+b)+1,

glab+c)=4-(ab+c)+1 , g(%j=4-%+l.

Kompozicija funkcija f o g tada je jednaka:
fogx) =fgx)=fdx+1)=@x+ 1> -5 - @x+ 1) +2=16x"+8x+ 1 —20x -5+ 2 = 16x* — 12x - 2.
MozZemo racunati i ovako:

(fo@x) =fgx)=[gx)] -5 gx)+2=[4x+ 1" -5 - @x+ 1) +2=16x"+8x+1-20x-5+2 =

=16x" - 12x - 2.
Vjezba 011
Za funkcije f(x) = XX+ 2x+ 11 g(x) =x — 1 odredite f o g.

Rezultat: x>

Zadatak 012 (Ines, gimnazija)
Koliki je zbroj nulto¢aka funkcije

1 1
=x'——=x =32 —=x+1?
f(x) 5 5

Rjesenje 012
Budu¢i da je to polinom cetvrtog stupnja, bit ¢e Cetiri nultocke. Najjednostavnije do rjeSenja dodemo
uporabom Vieteovih formula:

3

Neka je f(x) = x" +a; - X" +a, - X"  + a3 - X" + ... + 45y - X° + @y * X + a, polinom, a Xy, Xy, X3, ... ,

X, njegove nultoCke. Tada vrijede Vieteove formule:
X1 +X+ X3+ ...+ X, =—a;
X1 X0+ X X3+ XXyt eee +X X+ X0 X3+ X Xy + oo X Xy = QA

X1 X0 X3+X1*°Xo* ' Xgt+eee + X2 Xy *Xp=—Qas

X{°X2° X3 e Xp=(=1)" " a,
Ako polinom f(x) nije normiran, tj. ako mu je najstariji koeficijent a, # 1, onda na desnim stranama umjesto

. . al . v .
a; treba pisati —. Za polinom cetvrtog stupnja
a
0
4 3 2
fx)=x"+a; "X +a "X +a3"X+a
Vieteove formule glase:

X1 +X+ X3+ Xy =— Qg
X1 X+ X1 X3+ X1 "Xy + X' X3+ X Xg+ X3 X4 =2,
X1 X X3+ X1 "X Xg+ X1 *X3° Xg4+ X X3° Xy =—a3
X1 * X2 * X3 X4 = a4
U nasem zadatku
f(x)=x4—lx3—3x2—lx+1
2 2

koeficijenti su

12



paje

1
Zbroj nultoCaka jednak je E

Vjezba 012
Koliki je zbroj nultodaka funkcije: f(x) = x +6x° +2x% —5x+82
Rezultat: - 0.
Zadatak 013 (Ines, gimnazija)
Ako je x = 2 nulto¢ka polinoma f(x) = x* — 5x* + 8x — 4, odredi njezinu kratnost.

Rjesenje 013
Uvjerimo se da je x = 2 nultocka zadanog polinoma f(x):

f(x) = x* — 5x% + 8x — 4,
f(2)=2"-5-2"+8-2-4=8-20+16-4=24-24=0.
Dobili smo f(2) = 0, §to znaci da je x = 2 nultocka polinoma f(x).

Polinom f(x) = x° — 5x* + 8x — 4 moZe se napisati kao f(x) = (x — xy) - (X — X») * (X — X3), gdje su x,
Xz, X3 nultocke zadanog polinoma. PiSemo:

X —5x 4+ 8x—4=(x-2)" (X—Xp) ' (X —X3).
Sada polinom f(x) = x* — 5x* + 8x — 4 podijelimo polinomom x — 2. [Kako se dijele polinomi pogledajte
[Zadatak 001 i Zadatak 004]

(x3 - 5x2 + 8x — 4) : (x—2) =x2 —-3x+2

ix3 ¥ 2x2
—3x2 + 8x

13)62 + 6x

2x — 4
+2x ¥ 4

0

Do polinoma x* — 3x + 2 moZemo dodéi i na sljedeéi na¢in [uporabom teorema o jednakosti dva polinoma:

Dva polinoma su jednaka ako i samo ako su istog stupnja i ako su im koeficijenti uz iste potencije
jednaki.]

NapisSimo:
X°—5x°+8x—-4=(x-2) (x*+ax +b),

X3—5X2+8X—4=X3+aX2+bX—2X2—2aX—2b,

X = 5%+ 8x—4=x"+ (a—2)x* + (b —2a)x — 2b,

13



a—2=-5
a=-3
b-2a=38 = .
b=2
-2b=-4

Dakle polinom glasi
X +ax+b=x"-3x+2.

Nadimo nultocke polinoma f(x) = x? = 3x + 2.

x> —3x+2=0,
—ptb2 —dac 3+9-8 3+1 341 3-1
Xy 3 = = = :>x2=—=2, x3:—=1.
’ 24 2 2 2 2

Ponovno je broj 2 nultocka. Dakle, x = 2 je nultocka kratnosti 2.

Vjezba 013
Ako je x = 1 nultodka polinoma f(x) = x’ — x> — x + 1, odredi njezinu kratnost.

Rezultat: 2.

Zadatak 014 (Matea, gimnazija)
Racionalnu funkciju h prikaZi kao linearnu kombinaciju racionalnih funkcija fi g ako je zadano:

X 1 1
h = s =—, = —
W=—— fW=17 8=

Rjesenje 014

Teorija:

Za zadane funkcije f i g i realne brojeve A i B funkcija h = A - f + B - g, zove se linearna
kombinacija funkcija f i g. Realne brojeve A i B odredit ¢emo metodom neodredenih koeficijenata.

Prema uvjetu zadatka treba odrediti realne brojeve A i B takve da vrijedi
h(x) = A - f(x) + B - g(x),
X A B
+

x2—1 x=1 x+1

PomnoZimo ovu jednakost izrazom x* — 1:
A B
- r— /(P =1) = x=A(x+1)+ B (x-1).
x“-1 x—1 x+1

Sredivanjem desne strane jednakosti dobije se:
X =Ax + A + Bx - B,

x=(A+B) x+(A-B).
Prema stavku o jednakosti polinoma
[Dva polinoma su jednaka ako i samo ako su istog stupnja i ako su im koeficijenti uz iste potencije
jednaki.|
mora vrijediti:

A+B=1

x=(A+B)-x+(A-B) = 1'x+0=(A+B)-x+(A-B) = B B—O} = 24=1= A=

= B=

N | =
N | =

Trazeni rastav glasi:
X 1 1 1

1
+—- ,
-1 2 x-1 2 x+1

1 1
. h=—-f+—-g.
i 2f2g

Vjezba 014
Racionalnu funkciju h prikazi kao linearnu kombinaciju racionalnih funkcija f i g ako je zadano:

14



1 1
Rezultat: h=—-f——g.
2 f 2 8

Zadatak 015 (Ines, gimnazija)

10
Odredite podrucje definicije realne funkcije f(x)=,| ———.
e

Rjesenje 015
Ponovimo!

Podrugje definicije funkcije f(x)=+/x je x20ili xe [0, ).

Zato je:
10—\/§>O
a—x

10—¢ 10—¢

- = 2
l‘2—l‘ t-(l—l)

Dobivenu nejednadzbu rijeSimo pomocu tablice. Najprije provedemo diskusiju. Pitamo se za koje t je
nazivnik jednak nuli:

Uz zamjenu ¢ = \/; slijedi:

t-(t-1)=0 = t=0i t=1.
Te rezultate moramo izbaciti iz skupa rjeSenja. Sada rjeSavamo nejednadZbu:
(10—1)-t-(t—1)=0.
Nademo karakteristi¢ne tocke tako da svaki faktor izjednacimo s nulom:

10-t=0 , t=0 , t-1=0 = t=10 , t=0 , t=1.

Karakteristicne toc¢ke su: 0, 1 i 10. Napravimo tablicu!

- 0 1 10 o

>
10-t + + + ‘ -
t - 0] + + +
t-1 - - 0) + +

RjeSenje nejednadzbe je:
te (e, 0) U (1,10]
ili napisano pomoc¢u znakova nejednakosti:
t<0 1 1<t<10.
Zbog supstitucije ¢ = \/; slijedi:
\/; <0, nema smisla,

15



1<x<10 = 1</x<10/7 = 1<x<100.
Podrugje definicije je: { 1,100].
Vjezba 015
Odredite podrugje definicije realne funkcije f(x) =4/ 4/ x ~10.
Rezultat: [100, +oo >

Zadatak 016 (Ines, gimnazija)
Odredite kodomenu funkcije f(x) = 2x? - 3x.

Rjesenje 016
Graf kvadratne funkcije f(x) = ax” + bx + ¢ je parabola s tjemenom u tocki T = (X, yo), gdje su:
0 2a’ Y0 4a

U tocki x, funkcija f poprima najmanju vrijednost ako je a > 0, a najvecu vrijednost ako je a < 0.
Graf kvadratne funkcije f(x) = 2x> — 3x je parabola y = 2x” — 3x, pri ¢emu je:

a=2,b=-3,c=0.
Koordinate tjemena su:
-3 -9

XO :—720.75, yo :?=—1.125.

1125 + —
T(0.75,-1.125)

Skup vrijednosti funkcije (kodomena) je projekcija grafa funkcije na os ordinata.

Kodomena zadane funkcije je: [—1.125, +oo >

Vjezba 016
Odredite kodomenu funkcije f(x) = 2x°%.
Rezultat: [O, +oo >

Zadatak 017 (Ines, Petra, gimnazija)

1 -
Odredite inverznu funkciju funkcije f(x) = g -log(100x 2) +1.

Rjesenje 017
1.inacica
1 _ 1 _
y=~-log(100x 2 = y 1= log(100x 2y/6 =
= 6y—6=log(100x %) = [logba:c o bcza] -
6y—6 6y—6 2
_ _ 1 o1 1 1 1
= 1000 Cqoox2 0 = 20 2 0 L 2 (10 107
100 100 42 100776 10070



o x2 21027006 2080 Y o 0% o 2 10%3Y

2.1nacica

2

| _ 1 _ _
y=~log(100x 241 = y=1=-log(100x 2) /.6 = 6y—6=1og(100x %) =

= I:log(x~y)=10gx+logy, log x* =n~logx] = 6y—6:10g100+10gx_2 =
= 6y—-6=2-2-logx = 2-logx=2-6y+6 = 2-logx=8-6y/:2 =

4-3y N f_l(x)=104_3x.

= logx=4-3y = x=10
Vjezba 017
1 -
Odredite inverznu funkciju funkcije f(x) = g -log(100x 2) -1.

Rezultat: =103

Zadatak 018 (1A, hotelijerska Skola)
Za koju vrijednost argumenta (varijable) x funkcija prikazana na slici prima vrijednost y = — 1?

Rjesenje 018

Kroz toc¢ku (0, — 1) na y osi povuc¢emo usporednicu (paralelu) s apscisom (x — osi). SjeciSte usporednice i
zadanog pravca je traZena tocka A. Iz nje konstruiramo okomicu na apscisu i procitamo apscisu x = 3. Dakle,
funkcija prikazana na slici prima vrijednosty = — 1 za x = 3.

Vjezba 018
Kolika je vrijednost funkcije prikazane na slici za x = 3?

Rezultat:

»
>

Kroz toc¢ku (3, 0) na x — osi povu¢emo okomicu na apscisu. SjeciSte okomice i zadanog pravca je traZzena
tocka A. Iz nje konstruiramo okomicu na ordinatnu os y i procitamo ordinatu y = — 1.
Dakle, funkcija prikazana na slici za x = 3 ima vrijednost y = — 1.



Zadatak 019 (Marinko, tehnicka Skola)
Provjeri je Ii funkcija f(x)=Ilog ol +i injekcija.
x—

Rjesenje 019
Kazemo da funkcija f ima svojstvo injektivnosti ili da je ona injekcija ako vrijedi

X F Xy = f(xl);tf(xz).

Dakle, funkcija je injekcija ako razliitim brojevima pridruZuje razlicite vrijednosti funkcije. Svojstvo
ekvivalentno ovome je:

f(xl):f(xz) = X5 Yok
Dakle, funkcija je injekcija ako iz jednakosti funkcijskih vrijednosti slijedi i jednakost argumenata.
Pretpostavimo da je f(x) = f(y):
x+1
fx)=fy = logﬁzlog— = [

logaritamska funkcija je injektivna x+1 y+1
=
x—1 y-1

logx=logy = x=y
= [pomnozimo ukriz] = (x+1)-(y=1)=(x=1)-(y+1) = xy—x+y-l=xy+x—y-1 =
= xy—x+y-l=x+x—y—1 = —x+y=x—y = 2y=2x/:2 = x=)y.

Vjezba 019
Provijeri je li funkcija f(x)=1log(2x+6) injekcija.

Rezultat: Funkcija je injekcija.

Zadatak 020 (Anastazija, gimnazija)

Provjeri je li funkcija f(x)=+/16—x" injekcija.
Rjesenje 020
Kazemo da funkcija f ima svojstvo injektivnosti ili da je ona injekcija ako vrijedi

X F Xy = f(xl);tf(xz).

Dakle, funkcija je injekcija ako razli¢itim brojevima pridruZuje razlicite vrijednosti funkcije. Svojstvo
ekvivalentno ovome je:

f(xl) = f(xz) = X5 Yok
Dakle, funkcija je injekcija ako iz jednakosti funkcijskih vrijednosti slijedi i jednakost argumenata.

Pretpostavimo da je f(x) = f(y):
FO)=F() = 16-22 =162 /

2 = 16—x2=16—y2 = x2=y2.

Odavde ne slijedi nuzno da je x =y, jer moZe biti i x =—y. Zaista, za X =—3 iy = 3 vrijedi:

FE=y16-(=3)" =7
F3)=y16-3%=[7

Prema tome, pronasli smo toc¢ke x # y za koje vrijedi f(x) = f(y) pa funkcija nije injektivna.

Vjezba 020
Provjeri je li funkcija f(x)=+/ x* —4 injekcija.
Rezultat: Funkcija nije injekcija.
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