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Funkcija

Realna funkcija jedne realne varijable

Neka je X neprazan podskup realnih brojeva. Ako svakom
elementu x € X po postupku f pridruZzimo jedan element y € R,
onda kaZemo da je definirana ili zadana funkcija f sa skupa X u R.
Funkcije oznatavamo slovima f, g, h, F, G, ... i pisemo

f: X—R

da bi oznadili da postupkom f skup X preslikavamo u skup R.
Jog pisemo

y =f(x)ili x — y =f(x)
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Funkcija

Skup X zovemo podruéje definicije ili domena funkcije f i
oznaavamo ga jo3 s D(f).

KaZemo da je y = f(x) slika od x pri preslikavanju f a x je
original od y = f(x).

Element x € X zovemo nezavisna varijabla ili argument, a y
zavisna varijabla. Skup

F(X) = {f(x): x € X}

svih slika elemenata x zove se slika skupa X pri preslikavanju f i
oznatava se jo3 R(f). Vrijedi

R(f) C R.

Funkcije mogu biti dane formulom, tabelarno i-grafi¢ki.
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Funkcija

Funkcije zadane formulom

Promatramo funkcije zadane analiti¢ki- formulom ili postupkom
racunanja. Ovdje podrudje definicije odredit ¢emo na slijededi
natin: X = D(f) su svi realni brojevi za koje se nakon nazna&enih
operacija dobiva realan broj. Takvo podruje definicije zovemo
prirodno podruégje definicije.

Primjer: Odredite podrudje definicije

Odgovori
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Funkcija

1. D(f) =R

2. D(g) =R\ {8}
3. D(h) = (—o0, 1]

Funkcija moZe biti zadana s vige formula, na primjer

Ix| = x, x>0
] —x, x<0
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Funkcija

Graf funkcije
Graf funkcije je skup
G ={(x,y) 1y =f(x),x € D(x)} C R?

Graf realne funkcije jedne varijable je krivulja u ravnini. No, nije
svaka krivulja u ravnini graf funkcije.

Graf funkcije y = ax + b za parametre a, b € R je pravac u ravnini.
Graf funkcije y = ax® + bx + ¢ za parametre a, b,c € R,a # 0 je
parabola u ravnini.

Graf funkcije y = 242 za parametre a, b,c,d € R,c #0ia#0
ili b# 0 je hiperbola u ravnini.

Funkcija f je parna, ako je
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Funkcija

x € D(f) = —x € D(f) i f(x) = f(—x), Vx € D(f).
Funkcija f je neparna, ako je
x € D(f) = —x € D(f) i f(x) = —f(—x),Vx € D(f).
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Funkcija

Monotone funkcije

Funkcija je monotona na X ako raste ili pada na X.
Funkcija f raste na X ako

(x1,x2 € X, x1 > x20) = (f(x1) > f(x2)).
Funkcija f pada na X ako

(X1,X2 € X,Xl > XQ) — (f(Xl) < f(X2))
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Funkcija

Funkcija potraznje

Funkcija potraznje g za nekom robom ovisi o cijeni te robe p;, o
cijenama nekih drugih roba (konkurentnih ili komplementarnih)
P2, .-, Pn, O dohotku potro$ala k i trenutku t razmatranja.
Funkcija potraZnje u uZzem smislu ovisi samo o cijeni te robe, tj
g = q(p). Podrugje definicije je

D(q) ={p:p=>0,q(p) > 0}.
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Funkcija

Primjeri funkcije potraznje, za a, b > 0.

1. g=%P
2. q:ap1+b
3. q:a_—b"’2
4. q =/
5. q:§+c
6. q=ae PP
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Limes funkcije

Grani¢na vrijednost funkcije ili limes funkcije

Neka je funkcija f definirana na otvorenom intervalu (a, b) osim
eventualno u xp € (a, b). Postavlja se pitanje koja bi bila prirodna
vrijednost funkcije f u xg. Pogledajmo primjer slijedeée funkcije,
2
xc—1

x—1"

f(x) =
Ova funkcija je definirana za sve realne brojeve, osim za xg = 1,pa
je moZemo zapisati
f(x)=x+1,xeR\{1}.
Graf ove funkcije su sve totke pravca osim totke (1,2),

G={(x,x+1): xe R\ {1}}.
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Limes funkcije

Vidimo da je
xxl=f(x)=x+1~2

te §to je x bliZi vrijednosti 1, f(x) je bliZi vrijednosti 2, tj.
x —1,f(x) — 2.

KaZemo da je 2 grani&na vrijednost ili limes funkcije kada se x
priblizava (teZi) 1 i pisemo

2
_1
X —9.

lim
x—1 x—1
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Limes funkcije

Definicija: Neka je funkcija f definirana na otvorenom
intervalu (a, b) osim eventualno u xp € (a, b). Grani&na

vrijednost ili limes funkcije f u xo je L i piSemo
lim f(x)=1L
X—XQ

ako za Ve > 0,39 > 0 takav da
x € (a,b)\{xo}, |x — x| <d=|f(x)—L| <e.

A.L.Cauchy (1821), B.Bolzano(1817)
Primjetimo da § = d(¢) i

|x —x0| <d = x€(x0—0,x +6)
f(x)— L <e=f(x) e (L—e,L+¢).



Limes funkcije

U nasem primjeru to znadi
f(x)—L=|x+1-2=|x—1|<e¢
pa je 6 = ¢. Ako uzmemo ¢ = 0.01 onda imamo
x€(1-0.01,14+0.01)= f(x)=x+1€(2-0.01,2+0.01)

Za vjezbu: Ako je
B 2x% — x

f(x) =

X

odredite limes funkcije kada x — 0 po definiciji.
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Limes funkcije

Postupak za limes razlomljene racionalne funkcije

Ako je f razlomljena racionalna funkcija
P
F(x) = £ol)
Qm(x)
gdje je P, polinom stupnja n, @, polinom stupnja m i xg nultotka
oba polinoma dobivamo neodredjeni izraz

0
f(x0) = 0
Ra¢unamo
Pn . Pn . —
fim F(x) = tim £n0) e Palx) (= x0)
X—XQ x—xo (D (X x—x0 Qm(Xx) : (X — Xg
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Limes funkcije

i dobivamo ponovo polinome u brojniku i nazivniku sa stupnjem za
jedan manjem nego $to su bili.
Primjer:
x? —5x+6

fim =7 ~fimk=3)=-1
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Limes funkcije

Jednostrani limes

MoZemo promatrati limes funkcije ako x pada prema xg, priblizava
se vrijednosti xg s desna, tj.

lim =L.
X— X0+

Pretpostavljamo da je funkcija f definirana na otvorenom intervalu
(x0, b). Limes funkcije f s desna u xp je L ako za Ve > 0,36 >0
takav da iz

X > X0, |x — x| <= |f(x) —L| <e.
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Limes funkcije

Limes funkcije ako x raste prema xg, priblizava se vrijednosti xg s

lijeva, tj.
Iim =G.
X—X0—
Ako je L = G onda je
[im = L.
X—XQ
Primjer:
1
lim — =o0
x—0+ X
. 1
im — = -0
x—0— X
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Limes funkcije

Racun s limesima

Ako je
lim f(x) =L, lim g(x) =K
X—X0

X—X0

onda vrijedi

lim (f(x) + g(x)) = lim f(x)+ lim g(x) =L+ K.

X—XQ X—XQ X—XQ

lim (f(x)g(x)) = lim f(x)- XILnJ( g(x) = LK.

X— X0 X— X0
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Limes funkcije

Ako je K # 0, g(x) # 0 za x blizu xo onda vrijedi

lim f(x
im T _ <= ) _L
X—XQ g(X) lim g(X) K

X—X0
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Limes funkcije

lim (F(x))™ = (lim f(x))™ = L™

X—X0 X—X0

lim (log, f(x)) = log, lim f(x) =log, L
X—X0

X—XQ

Limes funkcije ako x neograni€eno raste

Definicija : Neka je funkcija f definirana na otvorenom intervalu
(a,00). Limes funkcije f ako x neograniteno raste je L i pi¥emo

lim (x) = L
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Limes funkcije

ako za Ve > 0,dM > 0 takav da iz

x>M=|f(x)—L| <e.

Primjer:
lim e * =0
X—00
Vazniji limesi
1 X

lim <1 + ) =e

X—00 X
lim Sin X —1
x—0 X
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Limes funkcije

Neprekidna funkcija

Funkcija
f:(a,b)—R

je neprekidna u xg € (a, b) ako je

lim f(x) = f(x).

X—X0
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Derivacije

Derivacija
Uvod i motivacija

Neka je (a, b) C R otvoreni interval i f i g realne funkcije
definirane na otvorenom intervalu (a, b), tj.

f,g:(a,b) — R.

Definiramo funkciju
h=f—g

h(x) = f(x) — g(x), Vx € (a;b)
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Derivacije

i zovemo je razlika ili diferencija funkcija f i g.

U diferencijalnom ralunu izu¢avamo moze li se funkcija f
aproksimirati polinomom n—tog stupnja oko totke x = xp € (a, b).
Polinom

g(x) = apx" + ap_1x"" 4+ aix+ ag

biramo tako da je
f(x0) = &(x) (1)
f(x) =~ g(x)za svako x dovoljno blizuxgp (2)

h(x) = f(x) — g(x) = 0 "malo” za svako x dovoljno blizu xp.
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Derivacije

Ako su ispunjeni uvjeti (1) i (2) kaZzemo da je funkcija f lokalno
aproksimirana oko xg funkcijom g.

Prvo ¢emo promatrati aproksimaciju funkcije f oko xg polinomom
prvog stupnja, g(x) = aix + ap = kx + /, odnosno lokalnu
linearnu aproksimaciju.

Matemati¢ki pojam koji to omoguéuje naziva se derivacija funkcije
a postupak traZenja derivacije zove se diferenciranje.

Dakle, potrebno je odrediti funkciju g(x) = kx + | za koju vrijedi

f(x0) = g(x0) = kxo + 1

f(x) ~ g(x) = kx + I zax = xg.



Derivacije

Vidimo iz
f(x) — f(x0) = g(x) — g(x0) = k(x — x0), X = x0

proizlazi
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Derivacije

lzraz
o F0)— )
X — X0

naziva se kvocjent diferencija. Pogledajmo sada sliku 1.
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Derivacije

Primjetimo da je kvocjent diferencija

f(x) = f(x)
X — X0

K=

koeficijent smjera sekante krivulje {(x, f(x
je pravac koji prolazi totkama P(xg, f(x0)) i
to¢ka T priblizava tocki P, odnosno kada

)) : x € (a, b)}. Sekanta
i T(x,f(x)). Kada se

X — X0

promatramo
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Derivacije

Ako ova grani¢na vrijednost postoji i jednaka je realnom broju k,
onda kaZemo da funkcija f u tocki xg ima derivaciju ili da je f
diferencijabilna u xg.
Broj

k= lim ()= 7(0) (4)
X=X X —Xp
je koeficijent smjera pravca.
Pravac prolazi kroz totku P(xp, f(xp)) i s poznatim koeficijentom
smjera k danim s (4) jednozna&no je odredjen.
Nazivamo ga tangenta krivulje {(x, f(x)) : x € (a, b)}. Broj k
oznatavamo

F'(x0) ili Df (xo) ili df(x0) 4 if(xo)

a
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Derivacije

i nazivamo ga derivacija funkcije f u to€ki xp.
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Derivacije

Primjer: Neka je f(x) = x? i xo = 1. Odredimo tangentu parabole

{(x,x?) : x € R} u togki P(1,f(1)) = (1,1). Koeficijent smjera
dane parabole u totki (1,1) je

F(x) = flxo) _ | x) = F(1)

k= lim =
x=x0 X — Xg x—1 x-—1
2
.oxc—1 :
= Jim x—1 _llnl(x—i_l)_z'

Tangenta parabole f(x) = x? u to¢ki P(1,1) je pravac zadan
jednadzbom y = 2x — 1, odnosno g(x) = 2x — 1 je polinom prvog
stupnja za koji vrijedi

x2 ~2x —1lzax ~ 1.
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Derivacije

Provjerimo za neke vrijednosti varijable x u okolini x =1

X 0.9 |0.99 0.999 | 1.001 | 1.01 | 1.1
x2 0.810.9801 | 0.998 | 1.002 | 1.02 | 1.21
2x—110.8 |0.98 0.998 | 1.002 | 1.02 | 1.2
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Derivacije

Ako funkcija f u xp ima derivaciju f'(xp), onda za polinom

g(x) = fl(x0)+f(x0)(x —x)

prvog stupnja kaZemo da je tangencijalan funkciji f u tocki xp, a
pravac

y—f(x) = f(x)x—x)

je tangenta na krivulju G = {(x,f(x)) : x € I} u totki (xo, f(x0))-
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Derivacije

Ako je f'(x0) # 0, normala na krivulju G = {(x,f(x)): x € [} u
tocki (xo, f(xp)) je pravac

y—f(x0) = —gigx —x)
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Derivacije

Odredite jednadzbu tangente i normale na krivulju
G={(x,f(x)):x€R} ,akoje f(x) =xix=1
Prvo ¢emo odrediti koeficijent smjera k tangente

F(x) = fxo) _ | Fx) = F(1)

k= lim =
x=x0 X — Xg x—1 x-—1
-1
= lim = = lim(x® + x + 1) = 3.
x—1 x —1 x—1

Kako je P(1,1) i k = 3, tangenta je pravac zadan jednadzbom
y=3x—-2.
Normala je

1 4
y=—-x+ .
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Derivacije

Primjer: Odredite jednadZbu tangente i normale na krivulju
G ={(x,f(x)) : x e R} ako je f(x) = y/xix=1.
Prvo ¢emo odrediti koeficijent smjera k tangente

e PO Flo) )~ (1)
X—X0 X — Xp x—1 x—1
Jx -1 x—1 1

A1 x— 1 O x—D)Wx+1) 2
JednadZba tangente je

1 1
y= §X+ 5

a normale
y =—2x+3.
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Derivacije

Neke funkcije nemaju derivaciju u svim to¢kama u kojima su
definirane, pa i ako su u njima neprekidne. Sada ¢emo promotriti
jednu takvu funkciju, na primjer neka je

x, x>0
f(X):M:{ —-x, x<0

u x = 0. Pogledajmo grani¢nu vrijednost s desna

Gl C) O TR
x—04 x—0 x—04+ X x—04+ X
S druge strane grani¢na vrijednost s lijeva je
f(x)—f(0 —
jim FCI PO WXy Xy
x—0_ x—0 x—0_ X x—0_- X
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Derivacije

Kako je 1 # —1, grani&na vrijednost funkcije

_ X

F(x)

X

kada x — 0 ne postoji, pa funkcija f(x) = |x| nema derivaciju za
x = 0.
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Derivacije

Teorem: Ako je funkcija
f:(a,b)—R

diferencijabilna u toZki xp € (a, b) onda je ona neprekidna u xo.
Dokaz: Kako je
lim (f(x) — f(x)) =

X—X0
T _ X — X0 _
= X|I_)rT)'|(0(f(X) f(xo))x %
= lim ) = Fo) lim (x — x0) =
X—X0 X — X0 X—X0
= f'(xp)-0=0.
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Derivacije

Posljedica ovog teorema je:
Ako funkcija ima derivaciju u svakoj totki x € (a, b) = I onda je x
neprekidna na tom intervalu.
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Derivacija elementarnih funkcija

Derivacija elementarnih funkcija

Ako funkcija f, f : (a,b) — R, ima derivaciju za svako xg € (a, b)
definiramo novu funkciju

x — f'(x)

i f’ zovemo derivacija funkcije f na (a, b).

Ako funkcija f" ima derivaciju u totki xg € (a, b), oznatavamo je
f""(xo) i kaZzemo da je f”(xp) druga derivacija funkcije f u xo.
Analogno uvodimo " tre¢u, !V &etvrtu, ) ety derivaciju
funkcije f.
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Derivacija elementarnih funkcija

Sada ¢emo odrediti funkciju ' za neke jednostavne funkcije i stoga
uvodimo novi zapis derivacije funkcije f u tocki x,

£ = Jim, TG

Oznatimo li promjenu funkcije s Ay = f(x + Ax) — f(x) imamo

. Ay
fl(x)= | —.
(x) A>I<T>0 Ax
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Derivacija elementarnih funkcija

Derivacija potencije
Ako je f(x) = x , onda

f(x+ Ax) — f(x) . X+ Ax—x
/ - _ _
Fix) = A|>I<—>0 Ax N AI>I<—>0 Ax N
Ax .
Ao Ax Aot T
Dakle,
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Derivacija elementarnih funkcija

2xAx + (Ax)?
m s f—

Ax—0 Ax
2 Ax)A
= lim (2x+ Bx)Ax = lim (2x + Ax) = 2x.
Ax—0 Ax Ax—0

Dakle,
(x?) = 2x.
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Derivacija elementarnih funkcija

Ako je f(x) = x", n € N, onda

. f(x+ Ax) — f(x) . (x+Ax)" —x"
, = pr— j—
N T

i (XA (X AX)"T + (x+ A Ex X7

Ax—0 Ax
. Ax((x+ Ax)" 4 (x+ Ax)"2x 4 -+ x™7L)
= lim =
Ax—0 AXx
= AllmO((X+Ax)”*1+(x+Ax)”*2x—|—' A (XFAX) X2 X" = px Tt
Dakle

() =]
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Derivacija elementarnih funkcija

VX +Ax — /X Vx+Ax+x
AX—>0 Ax w/x+Ax+f
X+ Ax —x

AXHO Ax(Vx + Ax + \f)
Ax

= lim =
Ax—0 Ax(vx + Ax + /x)




Derivacija elementarnih funkcija

Dakle,

MoZe se pokazati da opcenito vrijedi

[(P) = pxP~t. |
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Derivacija elementarnih funkcija

Derivacija zbroja funkcija
Ako je
f=u+v
t].
f(x) = u(x) + v(x), Vx € (a, b)
i u, v funkcije koje na intervalu / imaju poznatu derivaciju v’ i v/,
onda je

f'(x) = (u(x) + v(x)) = lim f(x+ Ax) — f(x)

Ax—0 Ax
im u(x + Ax) + v(x + Ax) — u(x) — v(x)
i =
Ax—0 Ax
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Derivacija elementarnih funkcija

Dakle
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Derivacija elementarnih funkcija

Derivacija produkta funkcije i konstante
Ako je f = Cu tj.

f(x) = Cu(x), Vx € (a, b),

(Cu) = Cu'.

Ax—Q /\
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Derivacija elementarnih funkcija

_ . u(x+ Ax) — u(x) oy
N AI>I<T>0 Ax = CU(x).
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Derivacija elementarnih funkcija

Derivacija polinoma

Ako je
n
Pa(x) = D aid = apx" + -+ + ax+ ag
i=0
onda je
Pl(x) = napx" 1 + -+ a
tj.

[Pp() = >y jaix L]

Takodjer vrijedi

P (0)
n!

Xn

n o)
Pa(x) = i (0)x = P(0) + PL(0)x + -+ +
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Derivacija elementarnih funkcija

§to je razvoj polinoma oko nule. Naime, lako vidimo da je

ap = Pn(O)
d; = P,’,(O)

ia; = P$(0)

nla, = P,(,")(O)
MoZemo razviti polinom oko xp (3to ¢emo pokazati kasnije) pa
imamo

n (i) x ]
Pn(X) = Z L(O)(X — Xo)’.

il

=0
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Derivacija elementarnih funkcija

Derivacija produkta
Pretpostavimo da je funkcija f produkt dviju funkcija ui v, f = uv
tj.

f(x) = u(x)v(x), Vx € (a, b)

kojima su poznate derivacije v’ i v/ pa je

| (uv) =uvv+u/ |

Naime
Af = Ay = f(x+ Ax) — f(x) =

= u(x + Ax)v(x + Ax) — u(x)v(x) =
= (u(x + Ax) — u(x))v(x + Ax) + u(x)(v(x + Ax) — v(x))



Derivacija elementarnih funkcija

Prelazimo sada na slijedeée

f'(x) = (u(x)v(x)) = Alirﬂo% -

u(x + Ax) — u(x)

- Alinlo Ax ALUEO vix+ Ax)+
. v(x+ Ax) — v(x)
| =
Fulx) axo Ax

= u'(x)v(x) + u(x)v'(x).
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Derivacija elementarnih funkcija

Derivacija kvocijenta funkcija

Ako je

u

f=—

v

tj.
u(x)
f(X) = m, \V/X (S (37 b),
onda je (H>/ S
v/ v2
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Derivacija elementarnih funkcija

Derivacija logaritamske funkcije
Ako je f(x) = log;, x , onda

lo [im [ 1+ X\ 2 lo el _1! log, e
I — = x = — .
gb:X 0 X gb X gb
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Derivacija elementarnih funkcija

Dakle,
(log,, x)' = log,, ex = ~ log, e.

Specijalno, ako je b = e, onda

(Inx) =

x| =
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Derivacija elementarnih funkcija

Derivacija sloZzene funkcije

Neka je funkcija f sloZena funkcija, f(x) = v(u(x)), te funkcije u i
v funkcije kojima su poznate derivacije v’ i v/.
Dakle

f(x) = v(u(x)) = v(u), u= u(x).

Ako se varijabla x promijeni za Ax, onda ¢e se funkcija u = u(x)
promijeniti za
Au = u(x + Ax) — u(x).

Promjena Au izaziva promjenu funkcije v = v(u)

Av = v(u+ Au) — v(u).
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Derivacija elementarnih funkcija

Izraunajmo sada derivaciju f'.

 Ax—0 Ax
V() 4 Aw)  v(u())  Au
Ax—0 Ax Au
— i v(u+Au) —v(u) Au
Ax—0 Au Ax

Kako je u neprekidna funkcija, kada Ax — 0 takodjer Au — 0.



Derivacija elementarnih funkcija

Zato
i v(u+Au)—v(u) Au
Ax—0 Au Ax
o v(u+ Au) —v(u) im AU
Au—0 Au Ax—0 Ax
dv du
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Derivacija elementarnih funkcija

Dakle,

(V) = 22— iy ().

T du dx
Ako je f(x) = (u(x))" = u", onda je
f'(x) = v'(u)u(x) = nu" "1/ (x).
Primjer: Ako je f(x) = (x*> 4+ 1)*, onda je
f'(x) = (v(v)) = (u*) = 4u®-u'(x) = 4(x>+1)3-2x = 8x(x*+1)3.
Primjer: Ako je f(x) = 2(x?> — x +1)72, onda je

F(x) = (v(w) = (u=2) = 403 u'(x) =



Derivacija elementarnih funkcija
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Derivacija elementarnih funkcija

Sada moZemo razviti polinom oko xp. Naime, ako je
Pn(x) = bp(x —x0)" + -+ + b1(x — x0) + bo
onda
bO = Pn(XO)

b1 = P,/,(Xo)

ib; = P (x0)

n
nlb, = PV (xo
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Derivacija elementarnih funkcija

pa je
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Derivacija elementarnih funkcija

Derivacija inverzne funkcije
Funkcija g je inverzna funkciji f ako je

g(f(x)) = x, Vx € D(f).

Sada je

g (Fx)f'(x) =1
ili

EMZ&A
odnosno

_dy , _dx
—wJM—W
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Derivacija elementarnih funkcija

Derivacija eksponencijalne funkcije
Ako je f(x) = b, onda je njoj inverzna funkcija g(x) = log, x, pa

imamo
d 1 1
f/(x) = bX = d = 1 = y =
dx 4y logpy  ylog,e logye
= b = b*Inb.
log, e
Dakle,
x\/ bX X
(b)) = = b*Inb.
log, e
Specijalno, ako je b = e, onda je
(eX) = €~.
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Derivacija elementarnih funkcija

Derivacija trigonometrijskih funkcija

_ . sin(x + Ax) —sinx
/ = | =
(ins) = Jim, =R

_ 2cos%sin %
= |im =
Ax—0 Ax

) X, . 2sin%
= lim cos(x + —) lim

————% = COSX.
Ax—0 2 "Ax—0 Ax

Dakle
(sin x)" = cos x.
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Derivacija elementarnih funkcija

, + Ax) — cos x
f_ cos(x _
(cosx) = Jim S0

—2sin 2X+AX sin AZX

Ax—0 Ax

_ ) Ax, . 2sin A2x _
= — lim sin(x + —) lim = —sinx.
Ax—0 Ax—0 Ax

Dakle
(cosx)' = —sinx.
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Derivacija elementarnih funkcija

. /
sin x
tox) = =
(tgx) <c05x>

COS X COS X + Sin x sin x 1
cos? x cos?’
, cos x\’
(ctgx) = (S2X)' =
sin x
— sin X sin X — COS X COS X 1
sin? x sin?
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Derivacija elementarnih funkcija

Derivacija ciklometrijskih funkcija
Za funkciju y = arcsinx x €< —1,1 > inverzna je funkcija
x =siny, y €< —7,7 > Ciju derivaciju znamo. Stoga je

. 1 1 1
— arcsinx = — = = =
dx diysmy cosy 1 —sin2y

1
V1—x2
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Derivacija elementarnih funkcija

Za funkciju y = arccos x, x €< —1,1 > inverzna je funkcija
x =cosy, y €< 0,7 > &iju derivaciju znamo. Stoga je

1 1 1
—— arccos x = =—— = =
dx %cosy siny V1 —cos?y
1

V1—x2?
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Derivacija elementarnih funkcija

Za funkciju y = arctgx, x €< —00, 00 > inverzna je funkcija
x = tgy, y €< —7%, 5 > Ciju derivaciju znamo. Stoga je

1 2
—arctgx = —4—— = =cos“y =
dx

d - 1
dy tgy cos? y

- 1 1
S 14tg?y 14+ x2
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Diferencijal

Diferencijal
Nagib tangente u totki P = (xo, f(x0)) krivulje
G ={(x,f(x)) : x € (a, b)} funkcije f: (a,b) — R je

k = f/(X())
i jednadzba tangenteje
y = f(x0) + f'(x0)(x — x0).

Tangenta u tocki P aproksimira krivulju u okolini to¢ke P, to bolje
Sto je totka T = (x, f(x)) blize totki P, odnosno linearna funkcija
g(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) aproksimira funkciju f u okolini od
X0, dakle

F(x) = £(x0) + F/(0) (x — x0) + ()
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Diferencijal

gdje je r(x) greska aproksimacije i
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Diferencijal

im )
x—x0 X — Xg

Stavimo li uobi¢ajene oznake
Ay = f(x) — f(x0), Ax = x — xp
imamo
Ay = f'(x0)Ax + r(x).

Staviti éemo
Ax = dx

i izraz
dy = f'(xo)dx



Diferencijal

zovemo diferencijal funkcije f u xp. Ekvivalentno, dy je prirast
tangente (tangenta je kroz P = (xp, f(x0)) grafa G) u tokki

T = (x,f(x)).
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Diferencijal

Primjer: Koristedi se aproksimacijom oko xg = 9, izraunajte /10

i V8.
Funkciju f(x) = v/x aproksimiramo linearnom funkcijom oko
Xxo = 9 i dobivamo

f(x)=f(9) + f(9)(x —9) + r(x)

ili
f(x)=3+ é(X —9)+r(x)

odnosno

1
V10 = 3+ Z(10 — 9) + r(10) = 3, 16666 . ... + r(x)
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Diferencijal

Kako je
V10 = 3, 16227766...

moZemo izracunati i gresku aproksimacije.
Analogno

\/§:3+%(8—9)~|—r(8):2,83333...+r(x)

i zbog
V/8 = 2,828427125...

vidimo kolika je to¢nost dobivenog racuna.
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Diferencijal

Diferencijal funkcije y = f(x) u x je
dy = f'(x)dx

ili

dy = y'dx
te vrijedi

Ay =~ dy.
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Taylorova formula

Taylorova formula

Teorem o srednjoj vrijednosti: Neka je f neprekidna funkcija na
[a, b] i derivabilna na otvorenom intervalu (a, b).
Tada postoji barem jedan ¢ € (a, b) takav da vrijedi

Lagrange (1736-1813) je pokazao da postoji totka (c, f(c)),

c € (a, b) krivulje G = {(x, f(x)) : x € D(f)} u kojoj je tangenta
paralelna sekanti kroz tocke (a,f(a)) i (b, f(b)) ili ekvivalentno,
postoji 0 < ¥ < 1 takav da je

f(b) —f(a)=f'(a+9(b—a))(b—a)



Taylorova formula

fF(x) = f(x0) + ' (x0 + 9(x — x0))(x — x0).

Posljedice teorema o srednjoj vrijednosti;
1. Neka je f'(x) =0, Vx € [a, b]. Onda je

f(x) = const.
2. Neka je f{(x) = fj(x), ¥x € [a, b]. Onda je
f(x) = fi(x) + const.

3. Cauchyjeva formula
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Taylorova formula

Neka su f1, f» neprekidne funkcije na intervalu [a, b] i postoje
derivacije f{, f; na otvorenom intervalu < a, b >, te f/(x) # 0 za

svako
x €< a, b >. Onda postoji ¢ €< a, b > takav da vrijedi

A(b) — (a) _ B(c)
A(b) —fi(a)  A(e)
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Taylorova formula

4. L’Hospitalovo pravilo
Neka su f1, f» neprekidne funkcije na intervalu [a, b] , fi(xp) = 0,

fa(x0) = 0 za neko xg € (a, b), postoje derivacije f{(x), f;(x) # 0
za svako x € (xo — 6, x0 + ¢). Onda je

L AG) L A
. .
A H) ~ A ()
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Taylorova formula

Primjer: Izraunat ¢emo

lim X34+ x>+ x—4
im
x—1 x4 +3x34+2x2 4+ x =7

Kako je
fi(l) 0
(1) 0
imamo
lim A3 X2+ x—4 _ 4x3 + 3x2 +2x+1
x—>1x4+3x3+2x2—|—x—7 x—>14x3+9x2—|—4x—|—1
10
T 18
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Taylorova formula

L'Hospital-ovo pravilo vrijedi i ako je

filxo) oo
f(x) oo
Izra¢unajmo
lim xInx
X—>
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Taylorova formula

ProsSirenje teorema o srednjoj vrijednosti je:

Teorem: Ako je f : [a, b] — R neprekidna na [a, b] i postoji
derivacija f’ funkcije f za svako x € [a, b] i druga derivacija "
funkcije f za svako x €< a, b >, onda postoji ¥ €< 0,1 > takav
da vrijedi

(b—a)’

f(b) = f(a)+ f'(a)(b—a)+ f"(a+ 9(b — a)) 5

EF Zagreb Diferencijalni raun



Taylorova formula

Dokaz: Konstruiramo pomoénu funkciju

o) = F(6) — F(x) — (b0 — PN ¢

za koju je p(b) = 0. konstantu C éemo odrediti iz pretpostavke da
je ¢(a) = 0 i dobivamo

f(b) — f(a) — (b—a)f'(a)

€=2 (b a)?

No kako je p(a) = ¢(b) = 0 po Rollovom teoremu ili po teoremu o
srednjoj vrijednosti postoji ¢ €< a, b > takav da je ¢'(c¢) = 0. No
sada je

C=1f"(c)



Taylorova formula

i time je teorem dokazan.
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Taylorova formula

Pig&emo li a = xg i b = x, dobivamo

(x — xo)z.

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) + " (x0 + I(x — x0)) 5

Primjetimo da smo ovim dobili kako se aproksimira derivabilna
funkcija polinomom prvog reda i kako izgleda greska ako funkcija
ima drugu derivaciju. Stoga ¢emo oznaditi gre$ku aproksimacije s

(x — X0)2'

Ra(x — x0) = "'(x0 + I(x — x0)) 5
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Taylorova formula

Ako funkcija ima dovoljan broj derivacija u okolini to¢ke xp, onda
¢emo funkciju f aproksimirati polinomom P, n-tog stupnja koji
ima svojstvo

f(xo)) = Pnl(x)
f'(x0) = Ph(x)

FM(x) = P (x0)

f(x) =~ Pp(x)



Taylorova formula

za x blizu xp. Kako je

n k
k X — Xo
Pa(x) = > P§ () 20N o )
k=0
imamo Taylorovu formulu
n k
X — X
Fx)=>_ f(k>(xo)(k,°) + Roy1(x — xo0)
k=0 '
gdje je
)n+1

Lagrangeov oblik ostatka.



Taylorova formula

Ako funkcija f ima derivaciju (") za svako n € N i
lim |Ry+1] =0
n—oo

imamo Taylorov red ili razvoj funkcije f oko xg

k

) = 32 A9 20
k=0
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Taylorova formula

Primjer: Ako je f(x) = e, onda je f(")(x) = e* za svako n € R.
Ako ovu funkciju razvijamo oko xp = 0 imamo

f(x) = Z FU(0)=— + Rny1(0)

odnosno

"L xk x> x3 x4

e = ? Rn+1(0)—1+X+7+§+*+
k=

i
Xn+l Xn+l

(0) = F(" D (vx) ()

R =e .
ntl n+1)! n4 1)!
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Taylorova formula

Kako je
n+1 n+1
. — (9x) X _ (%) | —
Jim [Roga| = lim e (n+1)!‘ e lim (n+1)! 0
Imamo Taylorov razvoj funkcije €* oko nule.
Pogledajmo sada kako ¢emo izratunati €01
Imamo
1 1 1 1 1
1 — - +

10 200 240000 12000000 = 720000000
Zan=0imamo %! ~ 1i R; =0.1e%1Y,
Zan=1imamo %l ~1.1i R, = 0.71260.119‘
Za n=2imamo %1 ~ 1.105i R3 = eo'w.

EF Zagreb Diferencijalni raun



Taylorova formula

Za n = 3 imamo €% ~ 1.1051666... i Ry = 0 14 017,

Za n =4 imamo %! ~ 1.105170833...

Za n =5 imamo e%! ~ 1.105170917...

Za n =6 imamo e%! ~ 1.105170918...

MoZemo takodjer izralunati e razvojem oko nule pa je x =11
imamo

11 1 1 1
~l4— 4 bt — =2.71828176.
em 1 oy oy gy b gy + o+ g = 271828176
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Rast i pad funkcije

Rast i pad funkcije
Funkcija f raste u tocki xg ako postoji okolina
O(d) = (x0 — d,x0 +0), d > 0, totke xp takva da vrijedi

f(x) < f(x0), Vx € (x0 — 9, x0)
f(x0) < f(x), ¥x € (x0, %0 + ).

Takodjer kazemo da funkcija fprolazi kroz tocku xg rastudi.
Funkcija f pada u toZki xg ako postoji okolina (xg — d, xg + 9)
totke xp takva da vrijedi

f(x) > f(x0), Vx € (x0 — 9, x0)
f(x0) > f(x), ¥x € (x0,x0 + 0).
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Rast i pad funkcije

Teorem: Ako je f'(xp) > 0, onda funkcija f raste u xg. Ako je
f'(x0) < 0, onda funkcija f pada xp.

Dokaz:
Ako je f'(xp) > 0, onda za x dovoljno blizu xp vrijedi
f(x) —
(9~ fl) _ o
X — Xp
Ako je
x> xp = f(x) > f(x0).

Ako je

x < xp = f(x) < f(x0)-

EF Zagreb Diferencijalni raun



Rast i pad funkcije

Primjer: Imamo funkciju
f(x) = x> — 3x
Kako prolazi ova funkcija kroz
x1=—-1,x%=1x3 =4.

Kako je
f'(x) = 3x* — 6x

i f'(—=1) =9 > 0 kroz x; = —1 prolazi rastuéi,
f'(1) = —3 < 0 kroz xp = 1 prolazi padajuéi
f'(4) = 24 > 0 kroz x3 = 4 prolazi rastudi.
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Rast i pad funkcije

Teorem: Ako je f'(x) > 0, Vx € (a, b), onda funkcija f raste na
(a, b). Ako je f'(x) < 0, Vx € (a, b), onda funkcija f pada na
(a, b).

Dokaz izvodimo pomocu teorema o srednjoj vrijednosti. Ako je
x1,x2 € (a, b) postoji x € (x1,x2), takav da je

f’(X) _ f(XQ) - f(Xl)'
X1 — X2
Ako je f'(x) > 0 onda je za xp > x1 f(x2) > f(x1).
Ako je f'(x) > 0 f'(x) = 0 na konaZnom skupu totaka, onda
funkcija f raste na intervalu (a, b).
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Rast i pad funkcije

Primjeri:

1.Za f(x) = x?, f'(x) =2x > 0,Vx > 0.

Za f(x) = x?, f'(x) =2x < 0, Vx < 0.

2. Za f(x) = —x?, f'(x) = —2x > 0, ¥x < 0.

Za f(x) = —x2, f'(x) = —2x < 0, Vx > 0.

3. Za f(x) = x3, f/(x) =3x2 > 0, Vx # 0.

4. Zaf(x)=x—1 f(x) =1+ % >0, funkcija raste
Vx € (—00,0),¥x € (0,00).

5. Za f(x) = €~, f'(x) = ¥ >0, Vx € R.
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Ekstremi funkcije jedne varijable

Ekstremi funkcije jedne varijable
Neprekidna funkcija f dostiZe svoju najvecu i najmanju vrijednost
na zatvorenom intervalu [a, b], tj. postoji x*,X € [a, b| takvi da je

f(x*) > f(x), Vx € [a, b],

f(x) < f(x), Vx € [a, b].

KaZemo da je x* globalni maksimum funkcije f na intervalu

[a, b], a X globalni minimum funkcije f na intervalu [a, b]. Jedno
ime za globalni maksimum i globalni minimum je globalni
ekstrem.
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Ekstremi funkcije jedne varijable

Definicija: x* € [a, b] je lokalni maksimum funkcije f ako postoji
0 > 0 takav da je

f(x*) > f(x), Vx € (x* = d§,x" + )N |[a, b].
% € [a, b] je lokalni minimum funkcije f ako postoji § > 0 takav
da je
f(x) < f(x), Vx € (x—4d,x+d)N|a, b].

Jedno ime za lokalni maksimum i lokalni minimum je lokalni
ekstrem.
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Ekstremi funkcije jedne varijable

Teorem: Neka je x* € (a, b) lokalni ekstrem funkcije f i postoji
f'(x*) . Onda je f'(x*) = 0.

Dokaz: Ako je x* lokalni maksimum, onda postoji okolina

(x* — 0, x* + 9) oko totke x* takva da za svako

x € (x* = 6,x* +0) = O(9) vrijedi

f(x*) > f(x).
Mi biramo x € (x* — J, x* 4 J). Ako je x < x*, tj. x € (x* —,x¥),

onda je .
f(x)z_)f;gx ) >0
pa je



Ekstremi funkcije jedne varijable

Ako je x > x*, onda je

)~ () _
) ~ ()

<0.

lim
x—=x*4 X — X*

Dakle imamo f'(x*) = 0.

EF Zagreb Diferencijalni raun



Ekstremi funkcije jedne varijable

Teorem: Ako je funkcije f definirana na intervalu [a, b] i
f € C?(a, b) postoje prva i druga derivacija za neko x*, % € (a, b)
takve da je
(i)
f'(x*) =0, f'(x*) <0,
onda je x* lokalni maksimum
(ii)
f'(x) =0, f"(x) >0,

onda je X lokalni minimum.
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Ekstremi funkcije jedne varijable

Dokaz:

Dokazati ¢emo drugu tvrdnju teorema. Prva se dokazuje analogno.
Ako je f”(xo) > 0 zbog neprekidnosti funkcije f” postoje i druge
vrijednosti varijable iz neke dovoljno male okoline oko xp osim
vrijednosti xg u kojima je druga derivacija pozitivna. Zato pri
koristenju prosirenog teorema o srednjoj vrijednosti

(x — x0)?
s

biramo x takav da za dobiveni ¥ je f”(xg + ¥(x — x9)) > 0. Ako je
X =xp i f'(%) =0 imamo f(x) > f(x) za svako x dovoljno blizu X
pa je u X dostignut lokalni minimum.

Komentirajmo prvu tvrdnju teorema (i) Ako je-f”(x*) < 0, onda je
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Ekstremi funkcije jedne varijable

za svako x dovoljno blizu xg

f! — fx* f’
GRS O
X —X X —X

zbog f'(x*) = 0. Za
x<xp=f(x)>0

pa funkcija f do to¢ke x* raste.
Za

x>x"=f(x)<0
pa funkcija f od toc¢ke x* pada. Dakle, x* je lokalni maksimum.

Analogno komentiramo (ii).



Ekstremi funkcije jedne varijable

Takodjer moZemo lagano pokazati slijedece: ako je f/(X) =0
f”(x) > 0 onda postoji okolina oko totke X u kojoj je funkcija f
konveksna.
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Konveksna funkcija

Konveksna funkcija
Definicija: Funkcija
f:la,b] = R

je konveksna ako za svako x1,xp € [a, b], x1 # x2 i o € [0, 1] vrijedi
f((1—a)x1 +ax) < (1—a)f(xy) + af(x).

Teorem: Ako je funkcija konveksna na [a, b] onda je neprekidna

na (a, b).

Derivabilna funkcija je konveksna ako i samo ako tangenta u bilo
kojoj to€ki grafa funkcije lezi na grafu ili ispod njega.
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Konveksna funkcija

Teorem: Ako funkcija f ima derivaciju na (a, b), ona je konveksna
na intervalu (a, b) ako i samo ako

f(x) > f(x0) + f'(x0)(x — x0), Vx,x0 €< a,b > .

Dokaz: Neka je funkcija f konveksna na intervalu (a, b), tj. za
svako x1,x2 € (a,b) i @ € (0,1) vrijedi

f(1—a)x1 +ax) < (1—a)f(x) + af(x).

(x1, f(x1) i Oznatimo s xp = (1 — a)x; + axz), gdje je « € (0,1).
MozZemo onda lako vidjeti da je

X0 — x1 = a(x2 — x1).
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Konveksna funkcija

Sada imamo
f(x0) — f(x1) < a(f(x2) — f(x1)).
Uz x1 # xo pretpostavimo da je x; < x» a zbog konstrukcije xp je
X1 < Xp < X2.
To znadi da je

flxo) = fla) _ flx) = Fa)

X0 — X1 X2 — X1

Ako sada pustimo da x; — xgp s lijeve strane dobivamo derivaciju
funkcije f u xg. S desne strane je neprekidna funkcija i dobivamo

f(x2) — f(x0)

Pal A

f/(Xo) S
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Konveksna funkcija

odnosno
f(X2) > f(Xo) + f/(Xo)(Xz — Xo).

f(x2) > f(x0) + f'(x0)(x2 — x0), Vx2, %0 €< a,b > .

Prvu nejednakost mnozimo s (1 — «), drugu s «, pa ih potom
zbrojimo i dobivamo

(1—a)f(x1)+af(x) > f(xo)+f (x0)(1—a)(x1—x0)+a(x2—x0)) =

= f(Xo).
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Konveksna funkcija

Ako funkcija f ima prvu derivaciju na (a, b) i ona je neprekidna
funkcija, te drugu derivaciju na (a, b) i ona je neprekidna na (a, b),
kazemo da je ona klase C? na (a, b) i pi¢emo f € C?(a, b).
Teorem: Neka je f € C?(a, b). Onda je f konveksna ako i samo
ako

f""(x) > 0, Vx € (a, b).

Takodjer funkcija f € C?(a, b) je konkavna na (a, b) ako i samo
ako je f"(x) < 0 za svako x € (a, b).
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Konveksna funkcija

Tocka infleksije

KaZemo da je xg tocka infleksije funkcije f ako u njoj iz konveksnog
prelazi u konkavni ili konkavnog u konveksni oblik. Ako je funkcija
f € C?(a, b) ona u toZki xg ima totku infleksije ako druga
derivacija u xg mijenja predznak. Na primjer ako je lijevo od xg
konveksna, tj. f”(x) > 0 za x < xp, a desno od xp konkavna, tj. tj.
f"(x) < 0 za x > xp, onda ona ima toZku infleksije u xp. No zbog
neprekidnosti druge derivacije f” funkcije f mora biti f”(x) = 0.
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Konveksna funkcija

Teorem: Ako je f € C?(a,b), xo € (a,b), f’(x0) = 0 i postoji
f"(x0) # 0, onda je u xp totka infleksije.
Dokaz: Ako je f"(xp) =0

f(x) <0, x < xo

te
f'(x) >0, x > xg
onda je
f‘//
x) _ g
X — X0
pa i

"
f (Xo) > 0.
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Konveksna funkcija

Teorem: Ako funkcija f ima sve derivacije u xg koje su nam
potrebne tj. f € C"(a, b) i ako je

f/(XO) _ fl/(Xo) - = f-(n—l)(XO) —0

F(N(x0) # 0
onda je za
(i) n paran broj i f(")(xg) > 0 u xg strogi lokalni minimum
(ii) n paran broj i f("(xp) < 0 u xg strogi lokalni maksimum
(i) n neparan broj u xo totka infleksije.
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Konveksna funkcija

Komentar: Funkciju aproksimiramo u okolini to¢ke xg polinomom
n — 1 stupnja i kako su otpali mnogi ¢lavovi dobivamo za x blizu
xp i€ (0, 1)

n
f(x) = f(xo) + ) (xo + I(x — Xo))(x_nlxo)'
Clan £("(xg + 9(x — xo))% odredjuje ponasanje funkcije u
okolini od xp, njegov predznak i potencija n. Kako smo uzeli samo
one vrijednosti varijable x blizu xg za koje je n-ta derivacija istog
predznaka kao i f(")(xg) imamo slijedece :
(i) (x —x0)" > 0 za svako x # xp pa je f(x) > f(xo)
(ii) —(x — x0)" < 0 za svako x # xp pa je f(x) < f(xo)
(iii)recimo da je £(") > 0 onda je (x — xp)" > 0 za svako x > xg pa



Konveksna funkcija

je f(x) > f(xo) desno od xp i tu je funkcija konveksna. Lijevo od
xo funkcija je konkavna i za x < xp je f(x) < f(xp). Kroz totku xp
funkcija prolazi rastudi.

Analogno ako je n neparan broj i f(”)(xo) < 0 onda funkcija f kroz

tocku xg prolazi padajudi i lijevo od te tocke je konkavana a desno
konveksna.
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Koeficijent elasti¢nosti

Koeficijent elasti€¢nosti

Pretpostavimo da imamo dvije medjusobno zavisne ekonomske
veli¢ine, na primjer potraznju za nekom robom i cijenu te robe.
Elasti¢nost je sposobnost ekonomske veli¢ine da reagira, vise ili
manje intenzivno, na promjenu neke druge ekonomske veli¢ine o
kojoj zavisi. Recimo, ako je g = q(p), p je cijena robe a g koli¢ina
potraznje koja ovisi o cijeni.

Sto je relativna promjena funkcije prema relativnoj promjeni
varijable veca, to je funkcija elasti¢nija. Ovo je opisao Marshal
1885 godine u studiju potraznje.

Koeficijent elasti¢nosti je mjera elasti¢nosti ekonomske veli¢ine y
u odnosu na promjenu od x, ili preciznije koeficijent elasti€nosti je
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Koeficijent elasti¢nosti

omjer relativne promjene od y i x i pisemo
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Koeficijent elasti¢nosti

>

a2y

~ Y
Ey,x ~ Ax
X

za Ax dovoljno malo. Ako je % = 1%, onda je

_xdy  x,

=———=-y
ydx .y
~ EFzagreb | Diferencijalniragun



Koeficijent elasti¢nosti

Takodjer
d(log q)

E,,= .
P d(log p)
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Koeficijent elasti¢nosti

Elasti¢nost zbroja

Ako je
y=u+v
tj.
y(x) = u(x) + v(x)
onda je N
= srag (0 + V().
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Koeficijent elasti¢nosti

Elasti¢nost produkta

Ako je
y=u-v
tj.
y(x) = u(x) - v(x)
onda je
By = u(X)Xv(x) V) + bV = B+ B
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Koeficijent elasti¢nosti

Elasti¢nost kvocijenta

Ako je
Y=y
.
y(x) = 58
onda je
£ - X:((;)) U'(X)V(Xazzx‘;(x)vl(x) = Eyx — Evx
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Koeficijent elasti¢nosti

Ako je y(x) = ax" onda je
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Koeficijent elasti¢nosti

Ako je
|Ey x| > 1

kaZemo da je y elasti€¢na u x.
Ako je
[Eyx| <1

kaZemo da je y neelasti¢na u x.
Ako je

E,x=0
kaZemo da je y savrSeno neelasti¢na u x.
Ako je

Ey x = 00
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Koeficijent elasti¢nosti

kaZzemo da je y perfektno elasti¢na u x.
Takodjer vrijedi
E xEc, =1.
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Koeficijent elasti¢nosti

Primjer: Poznata je funkcija potraZznje g neke robe u ovisnosti o

cijeni te robe p
[32 — p?

Odredite koeficijent elasti€nosti potraZnje prema promjeni cijene na
razini p = 2NJ i interpretirajte rezultat. Odredite podrudje
elasti¢nosti te funkcije. Kako je

P2

E,p=——t—
q,p 32 — p2
to je

Eqp=—-

)
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Koeficijent elasti¢nosti

Ako cijena s vrijednosti p = 2 raste za 1% i dodje na vrijednost
p = 2,02 koli¢ina potraznje e priblizno pasti za %% =0,24%. Na
danoj razini cijene potraznja je neelasti¢na. Sada ¢emo odrediti
podrugje elasti¢nosti. Kao prvo ova funkcija je definirana za p > 0

iq(p) > 0tj.
D(q) = [0, V32].
No )
p
|Eqpl = 22 >1
za p > 4, pa je

Py ={p € D(q): |Eqp|l > 1} =<4, \/3>2]
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Funkcija troskova proizvodnje

Funkcija troskova proizvodnje

Ako je Q > 0 razina (koli¢ina) proizvodnje neke robe, njeni
troskovi proizvodnje ovise o razini @,

T=T(Q).

Funkcija trogkova je rastuca funkcija, pa je T’ > 0.
Funkcija grani¢nih (marginalnih) troskova je

T =T'(Q) =t(Q).
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Funkcija troskova proizvodnje
Ako je razina prizvodnje @ > 0, onda je funkcija prosjecnih
troSkova

_T
~Q

Za razinu priozvodnje @ =0, T(0) su fiksni troskovi. Imamo

AQ) = 5 = 5()

ukupni troskovi= varijabilni troskovi + fiksni troskovi
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Funkcija troskova proizvodnje

Primjer: Poznata je funkcija ukupnih troskova

T(Q) = @°— 12Q% + 60Q.

Ova funkcija je rastuca, jer je T =3Q% —24Q +60 > 0 i ima
to¢ku infleksije za Q = 4, T(4) = 112.
Funkcija grani¢nih trogkova je T/ = 3Q% — 24Q + 60 i ova funkcija
dostiZe najmanju vrijednost za Q = 4, T'(4) = 12.
Funkcija prosje¢nih troskova je

T

—=Q°-12
0 Q Q + 60

i ona dostiZe najmanju vrijednost za Q = 6, %(6) =24,
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Funkcija troskova proizvodnje

Primjetimo da na razini proizvodnje @ = 6 funkcije prosje¢nih i
grani¢nih troskova su jednake. Naime

T 1 T T
Q
Koeficijent elasti¢nosti funkcije prosjeénih troskova je

Erq=Ero—1L
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Funkcija troskova proizvodnje

Interpretacija : Na razini proizvodnje Q@ = 6

Ako na razini @ = 6 proizvodnja raste za 1% tj. naraste na
@ = 6.06 prosje¢ni troskovi pribliZzno se ne mijenjaju, a ukupni
trogkovi priblizno rastu za 1%. Takodjer

T/ T/
ET7Q:7:?
A2
pa
T
ET’Q:1<:,>T/:5.
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