Sadrzaj:

> Diferencijalni ra ¢€un (nastavak)
- Derivacije viseg reda
- Priblizno ra éunanje pomo ¢u diferencijala funkcije

- Osnovni teoremi diferencijalnog ra €una
- L’'Hospitalovo pravilo



Derivacije viseg reda

Derivacija funkcije f je opet funkcija, i moze biti derivabilna. U tom sl  u€aju
derivacija funkcije f' se oznac¢ava kao f" i zove druga derivacija funkcije f.

Derivacija funkcije f'se zove treca derivacija funkcije f, itd. Ove
derivacije: druga, tre €a, ... se zovu derivacije viseg reda. Obi€éno se

oznaéavaju s f', f*, 'V, aliiovako: f*, f® f® . Dakle, op éenito, k-ta derivacija
% je prva derivacija od f*?.

Primjer: Dokazati da za funkciju y = Acos x +Bsin x, gdje su A i B bilo koje

n

konstante, vrijedi y" =-y.

Rjesenje: y' =-Asinx +Bcos x, y"=-Acos x -Bcos x =-y.

Primjer: Naéi f®, ako je f(x)=1-x? -x*%.

Rjesenje: f'(x)=-2x —4x3,f"(x)=-2-12x2,f"(x) = -24x,f® = -24,
G =0,



Primjer: Naci brzinu i akceleraciju materijalne to  €ke koja se giba po pravcu
prema zakonu gibanja s(t) = 10(1— e 3t )

Brzina v(t) je derivacija puta po vremenu, a akceleracija  a(t) je
derivacija brzine po vremenu. Dakle,

=50 = hoft-e ) =10 e -3)= 20075,
at)=v'(t) = (30e‘3t ) = 30(9—3t )(_ 3)= —9pe ™3t

RjesSenje:



Diferencijal funkcije

Pojam diferencijala je izrazito vazan u diferencijalno m raéunu funkcija vise
varijabli, dok kod funkcija jedne varijable ima nest 0 manju vaznost. Pojam
derivacije funkcije vezan je za pojam promjene funkci  je. U dokazu teorema o
deriviranju slozene funkcije primjenili smo formulu:

f(x +Ax)=f(x)=f"(X)[AX + £(AX) [AX, gdje je lim &(Ax) =0,

AxX -0
koja slijedi odmah iz definicije derivaciie:  f'(x) = lim X FAX)=T(X),
Ax -0 AX

Neka je to €ka x u évrs €éena, a vrijednost Ax varijabilna. Prirast funkcije moze se
predo ¢iti kao zbroj dvaju ¢€lanova, f'(x)[Axi €(Ax)[Ax, pri éemu je drugi €lan
mali u odnosu na prvi €lan za mali prirast argumenta Ax (jer £(Ax) - 0). Prvi
¢lan f'(x)[Ax zove se diferencijal funkcije fu tocki xioznacava se s

df{x)(Ax). Prematome, diferencijal u c¢vrstoj to €ki x je linearna funkcija u

varijabli Ax, definirana s
‘ df (x)(Ax) =f"(x)[Ax I




Sto ¢esto pisemo skra €eno ‘ df (x) =f"(x) [Ax I

df (x)
dx

df (x) = f'(x) [dx I

Obi€éno kazemo da je diferencijal linearni dio A
promjene funkcije, Sto je jasno iz

f(x +Ax)=f(x)=f"(x)[AX + &(Ax) [ AX

odnosno, ako to uskladimo s oznakom  f'(x) =

y+Ay=f(x+AXx)

‘SS' y+dy
trokutu ATS'S je =tg a =f'(x). Dakle, y=f(x)|

TS’

SS'|=f'(x) [Ax, {j. diferencijal ra ¢una

ali ¢éemo to objasniti i geometrijski. U

promjenu vrijednosti ordinate po tangentina
Krivulju u to €ki x . g




Primjer: Nagéi diferencijal funkcije  f(x) =Insinv/x .

Rjesenje: f'(x) = (n sin &) sin (COS Vx & - 2$Ssmff
cos v/x

fsmf

Budu ¢€i da je u formuli za diferencijal bitan dio derivacij a, svojstva diferencijala
su analogna svojstvima derivacija. Tako imamo:

1. d(u £v) =du £dv,
2. d(uv) =vdu+udy,

3 d( ) v du —u dv
Vv

Prematome: df(x)=

V2

4. d(u(v)) = (u(v)) ' dv.



Priblizno racdunanje pomocu diferencijala

Diferencijal mozemo koristiti za pribliznora  ¢unanje. Ako je dx mali, onda se
prirast po tangenti malo razlikuje od prirasta funkcije (vidi sliku). Tako imamo:

Af (X)=T'(xg) Ax, 1. f(Xg+Ax)—F(Xg)=f'(Xg)AX.
Odavde slijedi formula
f(xg +Ax)=f(xg)+f'(Xg) AX,
kojase zove formula konacnog prirasta.
Primjer: Neka je f(x) = 5x° - 2x +3. |lzra€unaj priblizno f(2.01).

RjesSenje: Stavimo x o =2, Ax = 0.01. Imamo:
f(2.01) =f(2+0.01) =f(xg +Ax) =f(xg) +f'(Xxg)Ax =1 (2) +f'(2) [0.0%;

f(2)=5@°-2@2+3=39, f'(2)= (5x3 - 2x +3)x=2 = (15x2 —2)X=2 =58,
Dakle, f(2.01) =39 +58 [0.01=39.58.

Pogledajmo koliko smo pogrijesili ovim pribliznim r acunom. Stvarna vrijednost



funkcije iznosi 39.583, pa je pogreska 0.003.

Racunanje potencije: Ako je f(x) = x ", onda imamo:
(X +AX)" = xo" +nx " 1AX.

Primjer: Izradunaj priblizno 1.01 °.

Rjesenje: Stavimo f(x) = x %, X, =1, Ax = 0.01. Imamo f'(x) = 2x, pa je:

1.01° = (1+0.01)? =1% + 2 A Mx =1+ 2 [D.01=1.02. Stvarna vrijednost je 1.0201,
pa je pogreska 0.0001.

Rac¢unanje korijena: Ako je f(x) =%x, onda imamo:

Vixo *+ Bx) = Ufxg +—

n?/xg

Primjer: I1zradunaj priblizno /26.



Rjesenje: Stavimo f(x) = /X, Xo =25, Ax = 1. Imamo f'(x) = i, pa je:

2~/x

1
J26 =25 +1=./25 +
2:/25
5.0990195, pa je pogreska 0.001.

[AX =5+ % [1=5.1. Stvarna vrijednost je priblizno



Osnovni teoremi diferencijalnog racuna

U prethodnom poglavlju smo nau ¢€ili derivirati. Sada nas zanima primjena
diferencijalnog ra €una za funkcije jedne varijable. Jedna od primjena  je
ISpitivanje toka zadane funkcije. Da bismo moglina  crtati graf funkcije potrebne
su nam neke tvrdnje koje vezu pojam derivacije zada  ne funkcije | ponaSanje
njezinog grafa. Upravo su osnovni teoremi diferenci jalnog ra cuna ta poveznica
1z koje IS €itavamo, izravno ili neizravno, kako se ponasa zada  na funkcija.

Najprije ¢emo definirati pojam lokalnog ekstrema.

Ekstremi funkcije

Neka je f: S - R funkcija definirana na bilo kojem zadanom neprazno m skupu
S [JR. Zatocku a [7S kazemo da je a tocka maksimuma od f ako za sve x [/
S vrijedi

f(x) <f(a).



Ako za sve x [/S vrijedi f(x) =f(a), onda kazemo da je a tocka minimuma od

f.
U prvom slu &ju pisemo da je f(a) = max{f(x): x OS}, ili kra ée f(a) = max f (x).
xS
Taj broj je maksimum funkcije na skupu S. U drugom slu €aju piSemo
f(a) = mirslf(x). Taj broj je minimum funkcije na skupu S.
x

Sve to cke maksimuma i minimuma funkcije f zovemo ekstremima funkcije f.

Ako u gornjoj funkciji vrijedi stroga
nejednakost uz dodatni uvjet x #a, onda y=19
govorimo o to ¢ki strogog maksimuma ili
minimuma , ili o strogom ekstremu




Lokalni ekstremi

Neka je | otvoreniintervalu R if: | - R bilo koja funkcija. Zato ¢ku a// 7
kazemo da je tocka lokalnog maksimuma od f ako postoji otvoreni interval
O(a) koji sadrzi a, takav da restrikcija f | o) Ima maksimum u to cki a. Slicno se
definirai to€ka lokalnog minimuma od f.

Tocke lokalnog maksimuma i minimuma funkcije f : | -~ R zovemo tockama

lokalnih ekstremima funkcije f. Odgovaraju ¢e to ke na grafu funkcije
zovemo tako der lokalnim ekstremima .

Sljede ¢i teorem kaze da je u svakoj to cki lokalnog
ekstrema funkcije tangenta na njen graf

vodoravna, tj. paralelna s x-osi. Ta je tvrdnja
geometrijski skoro o ¢evidna.




Teorem 1. (Fermatov teorem) Neka je | otvoreniintervalu R inekaje f:l -
R diferencijabilna funkcija. Ako je  a// I tocka lokalnog ekstrema od f, onda je
f'(a) = 0.

Dokaz: Neka je a// I tocka lokalnog ekstrema, npr. to c¢ka lokalnog

maksimuma. Onda je f(x) <f(a) za sve x [/O(a). Dakle, za sve x [/0O(a) takve da
je x<a vrijedi

f)-1@, o

X —a
jer su brojnik i nazivnik negativni (brojnik moze b iti1 0). Za x [/0O(a) takve da je
x>a vrijedi
f)-f@ _,
X —a
jer je nazivnik pozitivan. Zbog diferencijabilnosti od f u to €ki a, u obje gornje

nejednakosti mozemo ra c¢unati limes kada x - a (s lijeva u prvoj nejednakosti,
s desna u drugoj). Dobivamo f'(a) =0if(a) <0, dakle f'(a) = 0. Q.E.D.



Stacionarne tocke

Za diferencijabilnu funkciju  f: 1 - R tocke koje su rjesenja jednadzbe
f(x)=0

zovu se stacionarne tocke od f.

Naziv "stacionarna (tj. nepokretna) to ¢€ka" je 0\
vrlo zoran: ako zamislimo graf funkcije kao
¢vrstu podlogu, onda ¢ée mala kuglica
polozena na graf mirovati jedino u onim
to€kama gdje je tangenta vodoravna, tj. u
to€kama na grafu koje odgovaraju
stacionarnim to ¢kama. U svim ostalim

to€kama kuglica ¢e se otkotrljati.

Drugim rije €ima, Fermatov teorem kaze da su sve to ¢ke lokalnih ekstrema
stacionarne to €ke. Ovaj jednostavan, ali vrlo vazan teorem, povezu |e
geometriju grafa funkcije s algebrom (nalazenje nul -to €aka derivacije).



Kriticne tocke

Nesto Siri pojam od stacionarne to  ¢ke (to su to €ke u kojima je derivacija
jednaka nuli, tj. tangenta na graf je vodoravna) je pojam kriticne tocke

funkcije. To su one to ¢ke u kojima je derivacija jednaka nuli ili ne posto  ji. Za
diferencijabilne funkcije su kriti  €éne to ¢ke isto Sto i stacionarne.

N

Teorem 2. (Rolleov teorem)
Neka je f:[a,b] - R neprekinuta

t
funkcija, diferencijabilna na (a,b).
Ako je f(a) = f(b), onda postojito ¢ka
/I

c O (a,b) takva da je
f'(c) = 0.




Dokaz: Ako je f konstantna funkcija, onda je f'(x)=0 zasve x [ (a,b), pa tvrdnja
vrijedi.
Ako f nije konstantna funkcija, onda u barem jednojto €kic O (a,b) funkcija

iIma lokalni ekstrem (minimum ili maksimum) razli ¢it od f(a) (u suprothom bi f
bila konstantna). Kako je f diferencijabilna, prema Fermatovom teoremu

dobivamo f'(c)=0. Q.E.D.

N

Teorem 3. (Lagrangeov teorem o srednjoj

vrijednosti) Neka je f:[a,b] - R neprekinuta
funkcija, diferencijabilna na (a,b). Onda postoji
to€ka c I (a,b) takva da je

f(b) — f(a) = f'(c) [Ib —a).

|
I
I
I
|
I
I

I
:
|
|
|
|
a c b >

Slika: Postoji tangenta koja je
paralelna sa sekantom



Dokaz: Definirajmo pomo ¢€nu funkciju F(x) = f(x) - AX. Odaberimo konstantu A
tako da bude F(a) = F(b). Dakle: f(a) - Aa = f(b) - Ab, pa slijedi da je
_f(b)-f(a)
A=
b-a
teorema, pa slijedi da postoji ¢ O (a,b) takav da vrijedi F'(c)=0. Kako je F' (X) =

#(x) - A, sliiedidaje f(c) - A=0, . f'(c)=A =f(bg ~®) Tvrdnja je dokazana.
Q.E.D.

. Ovako definirana funkcija F(x) ispunjava sve uvjete Rolleovog

Teorem je geometrijski skoro o €evidan. Naime, ako povu €emo sekantu kroz
to€ke na grafu funkcije f koje odgovaraju x=a i Xx=b, onda postoji tangentan af

u nekoj to ¢ki ¢ O (a,b) koja je paralelna sekanti, .
f(b)-1(a)

Fe)="




Korolar 1. Neka je | otvoreni intervalu R.

(a) Neka je funkcija f: 1 - R diferencijabilna . Ako je f'(x) =0 zasve x 01, onda je
funkcija f konstantna.

(b) Nekasu fig: Il - Rdvije diferencijabilne funkcije . Ako je f'(x) = g'(x) za sve
x [ I, onda se funkcije razlikuju za konstantu, tj. f(x) =g(x) + C.

Dokaz: (a) Neka su a, b O I proizvoljno odabrani . Prema Lagrangeovu teoremu
postoji ¢ [ (a,b) tako da je
f(b)-f(@a)=f'(c)(b—a)=0I[(b-a)=0.

Dakle je f(a) = f(b). Dakle, f je konstantna funkcija.

(b) Definirajmo pomo €nu funkciju F(x) = f(x) — g(x). Imamo F'(x) =f(xX) — g'(x) =0
za sve x O I. Funkcija F zadovoljava pretpostavke tvrdnje (a), pa slijedi da je
F(x) = Czasve x 01, 1. f(x) = g(x) + C. Q.E.D.



Derivacija i monotonost

Sljede €i korolar je vazan za nalazenje intervala monotonos  ti zadane funkcije, tj.
Intervala u kojima je funkcija rastu  ¢a ili padaju €a. Ako je derivacija u nekom
Intervalu pozitivha, onda je na njemu funkcija stro go rastu €a. Ako je derivacija

u nekom intervalu negativna, onda je na njemu funkc  ija strogo padaju ¢a. Sa
slike (geometrijski) je tvrdnja skoro o ¢evidna.
A N
f f
f'>0 = f’< () =>
> >

Korolar 2. Neka je | otvoreni intervalu  R.
(a) Ako je f'(x) > 0 na I, onda je funkcija strogo rastu ¢€a.

(b) Ako je f'(x) <0 na I, onda je funkcija strogo padaju ¢a.



Dokaz: (a) Neka je f'(x) > 0 na |. Odaberimo bilo koje x ;1 x,01tako da je X ; < X».
Prema Lagrangeovu teoremu postoji ¢ O (X1,X») tako da je

f(x2) —f(xq) =f'(€)(x2 — x1) >0,
Dakle je f(x 1) < f(x»).

Tvrdnja (b) se dokazuje naistina €in. Q.E.D.

Obrat tvrdnji iz Korolara 2 ne vrijedi. Primjerice  , funkcija f(x) = X3 strogo
raste na cijelom R, ali nije f'(x)>0. Naime f'(0) =0.

Sljede ¢i teorem €e nam omogu €iti dokaz L’'Hospitalova pravila, koje
predstavlja vazno sredstvo u ra €unanju raznih limesa.



Teorem 4. (Cauchyjev teorem o srednjoj vrijednosti) Neka su zadane
dvije funkcije f,g:[a,b] — R koje su neprekinute na a,b] i diferencijabilne na

(a,b). Predpostavimo da je g'(x) # 0 zasve x 0 (a,b). Onda postoji c¢ [ (a,b) tako
da vrijedi

f(b)-f(a) _f'(c)
gb)-g@ g'(c)

Dokaz: Dokaz je vrlo sli éan dokazu Lagrangeova teorema. Definirajmo
pomo énu funkciju F(x) = f(x) - Ag(x). Odaberimo konstantu A tako da bude F(a)
= F(b). Dakle: f(a) - Ag(a) =f(b) - A g(b), paslijedidaje A= f(b)-T(a)
g(b)-g(a)
biti g(a) = g(b), jer bi ina ¢e po Rolleovom teoremu primijenjenom na funkciju g
postojao c [ (a,b) takav da je g'(c)=0, Sto je nemogu €e). Ovako definirana
funkcija F(Xx) ispunjava sve uvjete Rolleovog teorema, pa slijedi da postoji ¢ [
(a,b) takav da vrijedi F'(c)=0. Kako je F' (x) =f(X) - A g'(X), slijedidaje f(c)- A

g'(c) =0, tj. A= ;(((;)) Tvrdnja je dokazana. Q.E.D.

(ne moze




L’Hospitalovo pravilo

L’'Hospitalovo pravilo sluzi zara ¢unanje limesa kvocijenta dviju funkcija u

slu ¢aju kada kvocijent ima neodre deni oblik g ili 2. Ostali neodre deni oblici
(00)

(00 — 00, O [0, OO, ooo, 17) izraéunavaju se svo denjem na neki od ova dva oblika.

U teoremima éemo Koristiti oznaku R = {-e0} U R U {e0}.

Teorem 5. (L’Hospitalovo pravilo g) Neka su f i g diferencijabilne funkcije

nasS=(a, Xxg) U(Xo,b)1g'(x) #0na S. Akovrijedi lim f(x)= lm g(x)=0

X - X, X = X,

i postoji | lim 1)
X - X, g (X)

OR, ondaje

i e g EU)
x >%,9(X)  x-x,0'(X)



Dokaz: Dokaz ¢emo prvo provesti za limes sdesna. Promatrajmo funk cije fig
na intervalu (X o, Xo+h) za neki mali h>0. Ako definiramo  f(xg) = g(Xo) = 0, tada
funkcije postaju neprekinute na [x ¢, Xot+h]. Sada primijenimo Cauchyjev teorem

na intervalu [x o, X] za neki x [ (Xo, Xo+h). Prema ovom teoremu postojito ¢kac O

(Xo,X) takva da je f{x) = f’(c) . U ovoj jednakosti pustimo da X - Xg, tada |
g(x) g'(c)

C - Xg. |z pretpostavke teorema postoji limes desne stran e, pa tada postoji |

limes lijeve strane i oni su jednaki. Dakle, lim f{x) = |lim Fx)

X=X+ 0(X)  x-x,+9'(X)
Analogno razmatranje mozemo provesti za limes slije  va (na intervalu (x ¢-h,xg)).

Dakle, vrijedii lim f{x) = |lim f’(x) . Kako postoji  lim f’(x) to su limes
X »%,=9(X)  x-x,-9(X) X - X, 9 (X)
slijeva i sdesna jednaki, pa slijedi tvrdnja teorem a. Q.E.D.

Prethodnim teoremom nije obuhva ¢éenslucajkada X - oilix - -oo.
Pokazuje se da teorem vrijedii utom slu ¢aju:




Korolar 3. Neka su f i g diferencijabilne funkcije na intervalu | = (a, ) 1g'(x)#0

na |. Ako vrijedi 'lim f(x)= lim g(x)=0 ipostoji lim f,(x)
X X = X »00(X)

jim 1) iy D
x>og(X) x-wg(X)

OR, onda je

Dokaz: Uvedimo supstituciju X =u1 | vidimo da funkcije f(ul) i g(ul)

. : 1 .
zadovoljavaju pretpostavke Teorema 5 na nekom inter valu O<u<-— uslu¢aju
C
kada u - 0+. Prema tome vrijedi:

1 1 .,1 1

f(5) -, () f'(7) :

im ) = i —U1= lim U12 “1 = lim L= Jim f,(x). Q.E.D.
x=2Q(X) U0 g Or- S ) x—-= g (X)

u u



Primjeri:

. , . . Sin x
1) Izraéunajmo ve ¢ poznati limes lim
X -0 X

im SN X _(O) = im (sin x)" _ im GOS8 X _ 1

pomo ¢u L’'Hospitalovog pravila:

X -0 X O X -0 (X)' X -0 1
. . . tgx =x
2) lzra€unajmo limes Ilim — ;
X -0SIn X — X
1 -1
. tgx =X 0 . 2 . 1 (1-cos x)(1+cos X
lim 9 :(—):hm COS X = |im . ( ) )
X -»0SIN X — X X0 COSX -1 x-0cos*“x cos x -1
=—Ilim (1+cos x) =-2.
X -0
1
X% cos =

3) Izraéunajmo limes Ilim ——X:
X -0 SIN X



1
X2COS —

. . . 1
lim — X = |im —=—Oiim xcos —=1[D =0.
x -0 Sin X x 50SIN X x 0 X

. . . . . o . 1 1
Limes smo izra ¢éunali koriste ¢i lim — = |lim — =-=1,te
Xx-0SINX x-o0SINX 1

X

xE(—l)sxcosistL: im x [{-1) < lim xcosis Iim x 1 = Ilim xcos£=0.

X X -0 X -0 X X -0 X -0 X
U ovom slu €aju ne mozemo koristiti L'Hospitalovo pravilo. Zais ta, ako je

f(x)= xzcos%, g(x) =sin x, onda je

1 .1
'(x) 2XC0S — +SsIn —
lim —~7 = lim X X,
x-00(X) x50 COS X
a taj limes ne postoji jer ne postoji limes lim sin —. Prema tome za

X -0 X



1
XZCOS —

lim — X ne moZemo koristiti L'Hospitalovo pravilo, jer nis u zadovoljeni
X -0 SIN X

uvjeti Teorema 5.

L'Hospitalovo pravilo mozemo primijeniti i nekolik 0 puta uzastopno

racunaju €i neki limes. Jedino je vazno da kod svake primjene Imamo
zadovoljene uvjete pod kojima smijemo Kkoristiti to pravilo.

X =sin X
3

Primjer: [zra€unajmo lim
X -0 X

. X -=sSIn X 0 . 1-cos x 0 . Sin X 0 . cosx 1
lim = —|=Ilim = —|=Ilim == |=Ilm =—.
x>0 x5 0 x>0 3x?2 0 X -0 6X 0 X0 6 6




Teorem 6. (L’Hospitalovo pravilo f) Neka su f i g diferencijabilne funkcije
(00]

nasS=(a, xg) U(Xg,b)ig(x) #0na S. Ako vrijedi Iim f(x)= lim g(x)=o

X = X, X = X,

i postoji  lim F{x) OR, ondaje

X = X, g’(X)

) =y 109
X%, 9(X)  x-x,9(X)

Dokaz se opet provodi primijenom Cauchyjevog teorem a. lzostavit ¢éemo ga.

Napomena: Teorem 6 vrijedi kada jedna ili obje funkcije teze u —oo, atako der
vrijedi kada X - oo ili X — —oo,

Primjeri:
L _e* et
1) Izracunamo |im — i1 Ilm —:

X—>+°°X3 X—>_00X3



e (o . et (= e (= . et
im =o==|=lm ——=[=|=lim ——=[=|= lim ~——=w,
X — +00 X 00 X = +00 3X 00 X — +00 6X 00 X -+ O

. e 0 . . . e . 1 . x
im — =| — |, pa garacunamo direktno Ilim —3 = lim —3ljllm e” =0.
X - —00 X X - —00 X X — —00

Neodre deni oblici 0 [#o, 00 — 00, 0°, 00?, 1% mogu se izra ¢unavati tako der koristiti

L’Hospitalovo pravilo, ali se prije toga moraju sve sti na oblik % ili 2. Pokazat
00)

¢emo to na primjerima.

Neodredeni oblik O[x

Imamo u slu ¢aju kada ra €unamo limes umnoska funkcija, prit.  ¢emu jedna

funkcija tezi u beskona €no (), a druga u nulu. Tada jedan faktor umnoska
zapisemo kao razlomak s nazivnikom recipro  €no.



Primjeri:

1
. . Inx . N .
1) lim xInx =(0)= lim —=(f)= lim %X =-lim x =0.
X -0 X -0 1 120) X—»O_i X -0
X )(2

“. - : .0 . . X :

Uo€imo da smo mogli lim xIn x svesti na oblik 0 pisati XIn x =T,all
X -0
In X

bismo imali nesto kompliciranijira  €un.

2) lim x|n(1+1j=(ooun)= lim ln(“i)

X

Neodredeni oblik o — x

Imamo u slu ¢aju kada ra éunamo limes razlike funkcija, pri  ¢éemu svaka funkcija
tezi u beskona €no. Tada razliku funkcija piSemo tako da u obliku



1 1

1 1 1
F(x) a(x) 1(x)g(x)

ga mozemo svesti na oblik il prvo na oblik 0O[eo, pa zatim na prethodna dva

f(x)—g(x)= t 1 _ @) TS kada limes svodimo na oblik g.SIiéno

(00)
oblika.
Primjeri:
arctgx—ﬂ 1

. T : E 0 . 1+ X2

Im | xarctgx ——X [=(c0 —00)= |lim = —|[= lim

x_,oo( g 2 ) ( ) X - 00 1 (O) X -0 _i
1) X NE

2
= - lim -~ =-1.
X 0]+ X2

2) lim (1_ 1 ):(oo—oo): im s.inx—xz(g)= im cos x —1 =(9j

X -0+\ X Sin X X -0+ X Sin X X -0+ SINn X + X COS X 0



. —SIin X
= |lim . =0.
X -0+2C0S X — X SIn X

Neodredene oblike 0°, «°, 1%
svodimo na ve ¢ spomenute oin_ke pisu €i
lim f (x)9) =|im @9 INT(X) = glm 9O INTX) Laga x - xg ili X » o0 ili X - —oo.

Primjeri:
1
1 o\ Ix  imM™X gimx 0
1) lim xX =le” J= lim eX =g X =gl =¢eY=1.
X—)w X_>00

X — 00 X

im (1+3)X =(1)= 1im exm{ﬁij —e.

2) Koriste ¢€i ranije odre denlimes Ilim x In(1+ 1) =1imamo



] : ] : lim sin X In x
3) lim x>"~% :(OO)= lim eSInXINX = e =e% =1,

X -0 X -0
jer imamo

! 2
. . . In X 00 . v . sin“ x
lim sin xIn x = lim == |=lm X =-1|lim >—2
X -0 x -0 1 ©) x_0—COSX X -0 X COS X
Sin X Sin2X
. Sin X _sin X
=—|im E =0.

X-0 X COS X



