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Tangenta na krivulju

Pojam nagiba ili smjera pravca u ravnini  €ini se sasvim jasan. Isto tako je
jasno da pravac u svakoj svojojto  €ki zadrzava isti smjer. Taj smjer je odre den
kutem koji pravac zatvara s pozitivnim dijelom osi x . Ako je a spomenuti kut,
onda je koeficijen smjera pravca upravo jednak tg a.

A

Slika: Koeficijent smjera pravca



Oc¢ito je (i poznato) daje tg a = 2—1 gdje je Ay prirast ordinate pravca nastao
radi prirasta apscise za AXx. Ako je zaisti AXx prirast Ay veéi, onda je pravac
strmiji, a ako je manji onda je pravac polozeniji.

Prirodno je pojam smjera prosititi na krivulje. O cito je da smjer u ovom
slu €aju ne €e biti isti u svakoj to ¢ki. Kad govorimo o nagibu krivulje u nekoj

to €ki, onda zapravo govorimo o kutu koji tangenta na tu Krivulju zatvara s
pozitivnim dijelom osi X.

Neka je dana funkcija f: D(f) —» R ineka je x OD(f) . Ako Zelimo dobiti pravac

koji dira (tangira) krivulju uto  €ki (x, f(x)), onda treba najprije promatrati pravac
koji sije ¢e krivulju uto €kama (x, f(x)) i (x+ Ax, f(x)+ Af(x)). Taj pravac zovemo
sekanta . Broj Ax zovemo prirast varijable, a Af(x) prirast funkcije. Ocito je
prirast funkcije Af(x) koji je nastao radi prirasta varijable za  Ax jednak:

Af(x) = F(x+Ax) - F(x).

Af (x) _f(x +Ax)—-f(x)
AX AX
prirast Ax ili prosjecni prirast funkcije y=f(x) na intervalu [x, x+ AX].

Broj zovemo kvocijent diferencija u to¢ki x uz



Koeficijent smjera sekante upravo je jednak kvocijent u diferencija:

f(x +Ax) —f(x)
AX '

kS :tgﬂ:

Ako pustimo da to ¢ka (x+Ax, f(x)+ Af(x)) Klizi po krivulji premato €ki (x, f(x)),

tada sekanta prelazi u pravac koji se zove tangenta .
A

y =1fx)
y = f(x)

fx+ AX) oo 542D

f(x)

d

e

()

v

SIika: Prirast funkCije | pI’OSje én| pl’iraSt SIika: Sekanta i tangenta na krivulju



To€ka (x+Ax, f(x)+ Af(x)) €e kliziti po krivulji premato €ki (x, f(x)) ako pustimo
da Ax - 0. Tada ¢e koeficijent smjera sekante teziti koeficijentu smj era
tangente, Sto zna €i da je:

Ki =tga = lim fix +AX)_f(X).
Ax -0 AX

Ako limes ne postoji, onda ne postoji tangenta u to ¢ki (x,f(x)).
Primjer 1: Odredimo jednadzbu tangente na krivuljuy = x  “ u to &ki T(2,4).

Ako je T ; toéka na krivulji koja ima koordinate T ;(2+h,(2+h)?), onda je koeficijent
(2+h)* -4

h 1
a koeficijent smjera tangente dobijemo ako pustimo d a se to éka T1(2+h,(2+h)?)
priblizi to ¢ki Ty(2,4):

smjera sekante: ke =tg B =

2 _ 2 _
(2+h) 4:rllim 4+4h +h 4:4.
-0

ki =tga = lim
t = J N

h-0

Slijedi jednadzba tangente:  y-4 = 4(x-2).



Primjer 2: Gibanje materijalne to €ke dano je formulom s(t) =3t “-2t+ 5,
kojom se opisuje ovisnost puta s o vremenu t. Na €I prosje €nu (srednju) brzinu
v (t) uto kit u vremenskom intervalu At i pravu brzinu v(t) u trenutku t.

Prosje ¢na brzina je:

_s(t+At)—-s(t) _3(t +At)> -2t +At)+5-3t% +2t -5

V(1) =6t —2 + 3At,
At At
a prava brzina:
vit)= tim SEFAU SO _ i 6t -2+ 3A1) = 6t - 2.
At -0 At At -0
Ova dva primjera pokazuju da je vazno postoji li imes lim fx +&x) —f(x)_

AX -0 AX



Definicija derivacije

Derivacija funkcije uto ¢€ki:

Neka je zadana realna funkcija f na otvorenominterva lu |l Rinekaje xo0Ol.
Ako postoji broj f '(Xo),

£'(x0) = rllirPof (Xg + hh) —f(xo)’

tada taj broj zovemo derivacijom funkcije futo  €ki xo.

Uo€imo da je derivacija funkcije limes kvocijenta difer encija (tj. kvocijenta
promjene funkcije i promjene varijable). Osim gornje ozn ake, za derivaciju se

: . L df (x . .
koriste 1 neke druge oznake, primjerice: %. PAZNJA - to nije razlomak,
X
nego samo oznaka za derivaciju. Pokazat ¢€e se da je ta oznaka vrlo prakti ¢na
. : .. . df (x : ..
za koristenje u nekim slozenim ra c¢unima. Ova oznaka (Xo) proizlazi iz

dx



formule:  f'(xg) = At (xo)
AXO

Za funkciju kazemo da je derivabilna ili diferencijabilna u nekoj
tocki, ako gornji limes postoji u tojto  ¢ki. Sli¢no, za funkciju kazemo da je
derivabilna ili diferencijabilna na nekom otvorenom intervalu, ako ima
derivaciju u svakoj to ¢€ki tog intervala.

Moguce je definirati i pojam lijeve i desne derivacije funkcije u nekoj

tocki, pri ¢éemu limes funkcije u definiciji derivacije zamijenim 0 S limesom
slijeva , odnosno limesom sdesna.



Pogledajmo na nekoliko primjera kako izra

definiciju.

Primjer 3: Odredimo derivacije sljede ¢€ih funkcija:

1. f(x)=x2,
2. f(x)=c, cUR
3. f(x)=x", nON
4. f(x)=+/x,
5. f(x)=1,
X
6. f(X)=sin X.
1. Rac¢unamo limes
2 _ 2 2
fr(x) = lim X=X 2hx+ht o
h-0 h h-0 h

2. Pomo ¢u limesa iz definicije dobivamo

c¢unati derivaciju funkcije koriste

Ci



f1(x) = lim "X ZT) o e=e g
h-0 h -0 h

Dakle, derivacija konstantne funkcije je nula:
c'=0.

3. Koriste ¢i binomnu formulu

(x +h)" =x" +ij”'1h +(2jx”'2h2 +--.+( " Jx h"14+h"
n—

dobivamo

x N +[njxn_1h+(njxn_2h2+-~+( n jxhn—l_l_hn —xN
, . 1 2 n-1
f'(x)=Ilim

h-0 h




Dakle, derivacija funkcije  f(x)=x",nON je

(x")" = nx"",

4. Pomo ¢u limesa iz definicije dobivamo

£x) = lim VX f\/x+h+f ~ |im 1 1
“hoo h X h+vx A ovxh +Vx 29X

Primjetimo da ako u formulu dobivenu u zadatku 3. sta ~ vimo n =% dobit éemo

upravo izvedenu formulu. kasnije  éemo dokazati da formula  (x")' = nx"* vrijedi
ne samo za prirodne brojeve n, ve€ za sve realne brojeve n.

5. Prema upravo re ¢éenom vrijedi (%) =)_(—§. Uvjerimo se u to direktnim
racunom:
1 _1
f'(X)=r|]irI]OX +P1 ’ =r!imo(x ;rll)x - iz



6. U rac€unanju derivacije sinusne funkcije korisit ¢emo formulu za razliku

sinusa

sing —sin £ =2 sin CoS

a-pf a+pf
2 2

= 1. Sada imamo

. . . sin x
| poznati limes |lim
X -0 X

. h h
. . 2SIn —COoS| X + —
sin(x +h)-sinx _ . 2 2

lIm

f'(x) = lim
() h-0 h h-0 h

sin —
_ 2 h)_
= lim lIm cos(x +—) = CO0S X
h-0 h-O0 2

h
2
Dakle,

sin'X = coS X.




Primjer 4: Odredimo jednadzbu tangente na graf funkcije
1.  f(x)=+x utoéki  T(1,1),

2. f(x)=%x utoéki  T(0,0),
3.  f(x)=|x| u to CKi T(1,1).

1. Prema prethodnom primjeru znamo ).
: 1 : L :
daje f'(x) =——, pa je derivacija u :
T(1,1) jednaka f'(2) =%. Sada je |

jednadzba trazene tangente

1 . 1
-1=—(x-1), f{. =—(x+1).
y 2( ), .y 2( )

15 2 2.5 3



2. Derivacija funkcije f(x) =%/x je

1

f'(x)=

% e
beskona €na. To zna€i da je tangens
kuta koji tangenta zatvara s 0si X
beskona €an, pa je to pravi kut. Zna Ci
da je tangenta u T(0,0) upravo os'y.
Dakle, jednadzba trazene tangente je

x=0.

, pa je derivacija u T(0,0)

3. Promatraju ¢€i limes iz definicije
derivacije, uo éavamo da je

fr08) = fim OOy Iy
h -0+ h h-0+h

jerje |hj=h za h >0 |h|=- h za h <0.

Prema tome ova funkcija nema

derivaciju u to €ki T(0,0), pa ne postoji

niti tangenta u toj to  €Kki.




Za funkciju koja u nekoj to €ki ima derivaciju (t. ima tangentu), kazemo da je
glatka u toj to cKki.

Derivacija i neprekinutost

U posljednjem primjeru vidjeli smo da neprekinuta funk cija ne mora imati
derivaciju u nekoj to €ki.

Dakle, neprekinutost ne povlaci diferencijabilnost.
Pitamo se vrijedi li obratno, tj.  da li diferencijabilnost povla ¢€i neprekidnost?

Odgovor je potvrdan:

Teorem 1 (dovoljan uvjet neprekinutosti): Ako je funkcija f
diferencijabilna u to¢ki x, onda je f neprekinuta u to€ki x.

f(x +h)—1(x)
0 h

Dokaz: Prema pretpostavci teorema postoji f'(x) = lim
h-



zaklju éujemo da vrijedi rI]imo(f (x +h)=f(x))= Aimoh ﬂ (x + hh) ity =00'(x) =0,

illi napisano na drugi na ¢in lim f(x +h) =f(x), Sto zapravo zna ¢€i da je funkcija

-

f neprekinuta u to ¢€ki x. Q.E.D.

Znaci pokazali smo da je glatka (tj. diferencijabilna) f  unkcija neprekinuta.
Pokazali smo primjer funkcije f(x)=|x| koja je nepreki nuta na R i diferencijabilna
svuda osim u to ¢ki x=0 (gdje ima Siljak).



Osnovna pravila deriviranja

Sljede ¢i vazan teorem daje nam osnovna pravila deriviranja.

Teorem 2: Ako su fig diferencijabilne funkcije u to¢ki x, onda vrijedi
L (f(x)+9(x) =f'(x) +g'(x).
2. (F()=g(x) ='(x)=g'(x),
3. (F)9(x) =f'(x)g(x) +f(x)g'(x),

I

4 (Mj _F'(x)g(x) -f(x)g'(x)
g(X) g(x)z

, g(x)#0.



Dokaz:

1.

(FO)+90) = lim

= lim

= |
h
=f

(f +g)(x +h)=(f +g)(x)
h
f(x+h)+g(x +h)-f(x)—-g(x)
h-0 h
f (X +h)—f(x)+ im g(x +h)-g(x)

Im
50 h-0 h

() +9'(x).

2. Dokazuje se naistina €in kao 1.

3.

(t0)g(0) = lim

= lim
h-0 h

(f g)(x +h)—(f g)(x)
h

f(x +h)g(x +h)—=f(x)g(x)




_ jim TX+h)g(x +h) =T (x)g(x +h)+T(x)g(x +h)=1(x)g(x)

h-0 h
= jim (X +h)—f(><)g(x+h)+ im g(X+h)-g(X)f(X)
h-0 h h-0

=1 (x)g(x) +f(x)g'(x).
U gornjem smo koristili neprekidnost funkcije g u to €Ki Xx: r!imog(x +h)=g(x).

4. Dokazuje se na isti na €in kao 3, dodaju €i i oduzimaju éi f(x)g(x).

Napomena: Koriste €i formulu 3. za derivaciju umnoska funkcija iz Teorema 2.
| daje C' =0, lako dokazujemo da za bilo koju realnu konstan  tu C vrijedi:

(CO(x)) =CT'(x).

Primjer 5: Primjenom pravila deriviranja dobivamo derivacije sljede ¢ih
funkcija.



f(x)=5+X +2Jx + x4,

f(x)=£—25in X + szx,
X X

f(x)=~/2+ xsin x + x-/x,
f(x)=i+x63inx—sin2,

X4

f'(x)=1+

F'(x) = -

1 C
—— —2C0S X +

X

Jx

2

1 +4x3,

f’(x)=sinx+xcosx+g&,

f'(x) = -

4 .
—+6x53|nx+x

X

5

6

COS X.




Derivacija slozene funkcije i inverzne funkcije

100
Kako derivirati slozenu funkciju f(x) = (x2 +1) ? Mogu e je primjenom
binomne formule, ali to nebismo preporu  €ili. U dosadasnjim primjerima nismo

derivirali takve funkcije. Sljede ¢i vazan teorem daje nam pravilo deriviranja
slozene funkcije.

Teorem 3: Neka je slozena funkcija f og definirana u nekojto ¢€ki x. Neka je

funkcija g diferencijabilna u to  ¢ki x i neka je funkcija f diferencijabilnauto €Ki
g(x). Tada funkcija f og ima derivaciju u x i ona je dana formulom

(F og) (x) =f'(g(x)) @m'(x)

Dokaz: Uvedimo oznaku u=g(x). Po definiciji derivacije imamo

') = lim f(u +Au)—f(u)= im Af (u)

Af (u) ~f'(u) - 0(Au - 0). Vrijedi Af (u) =f'(u)[Au + £(Au) [Au.

. Oznacimo

E(Au) =




Dijellenjem gornje jednakostis  Ax i djelovanjem limesom imamo:

lim Af(u)=f'(u)EIIim A_u+ lim &(Au) Olim A—u=f’(u)I]J’(x)+ODu'(x),
Ax -0 AX Ax ~0AX Ax -0 Ax - 0 AX
gdje smo koristili  €injenicu da iz neprekidnosti gunkcije g imamo impli kaciju
AX - 0= Au=9g(Xx +Ax)—-g(x) - 0.
' . Af(u) ., , , \
Dakle, (f og) (x)= Iim =f'(u)'(x)=f"(g(x)) @m'(x). Q.E.D.
Ax -0 AX

Ako imamo kompoziciju tri funkcije, uzastopnom primje nom Teorema 3

dobivamo formulu:

(f og oh) (x)=f"(g(h(x))) @' (h(x)) h'(x)

Ovo pravilo zovemo pravilom za deriviranje slozene funkcije ili

kompozicije funkcija. Zovemo ga | lanéanim pravilom, jer je intuitivho
jasno da taj naziv dobro opisuje ono Sto stvarno radim 0.



d(f(g(x)) |,

Pravilo se moze napisati na vrlo zgodan na  €in koriste €i zapis dIx V4
oznaku u = g(x) piSemo:
df (u) _df du
dx dudx

|Izraz s desne strane izgleda kao razlomak prosiren s du, pa éemo u budu énosti
govoriti da s d-ovima radimo kao s razlomcima.

100
Primjer 6: Naci derivaciju funkcije f(x) = (x2 + 1) . Ova funkcija je
kompozicija funkcija  g(u) =ut® i h(x) = x? + 1. Dakle f(x)=g(h(x)),

paje f'(x)=g'(h(x))[h'(x). Zbog g'(u) =100u i h'(x) =2x je
99 99
f'(x) =1oo(x2 +1) [Px =200x(x2 +1) .

Primjer 7: Funkciju ﬁ mozemo shvatiti kao kompoziciju dviju funkcija



u Hul (Cija je derivacija - iz) | g(x). Koristenjem pravila za derivaciju
u
kompozicije funkcija imamo

I

1
(m] g(x) 2 )

Primjer 8: Pomo ¢u prethodnog primjera mozemo brzo dobiti formulu za
derivaciju kvocijenta dviju funkcija. Mozemo ju shva titi kao derivaciju produkta:

Funkciju (é) = [f %] . Koriste €i pravilo za derivaciju umnoska i Primjer 7
dobivamo

I

(f(X)I:—ILJ =f (x)Di_f(X) [g (X )_f (x)g(x)—f(x)g (X)
9(x) 900 g(x)? 0(x)?



Primjer 9: Odredi derivacije sljede ¢€ih funkcija.

1. f(x) :sin(x2 +2X +5), f'(x)=2(x +1)cos (x2 + 2X +5),
2. f(x)=sin3x, f’(x)=35in2xcosx,
3. f)=—75) ()= 2% sin(x?)

CoS (xz) cos *(x?) ’

Pravilo za deriviranje inverzne funkcije izvodi se iz pravila za deriviranje
slozene funkcije. Vrijedi

ot ) y)=y

za svaki y za koji je inverzna funkcija definirana. K oriStenjem pravila za
derivaciju kompozicije funkcija imamo:

o)) df o) =1



iz €ega uz standardnu oznaku x =f '1(y) odmabh slijedi vazna formula za
derivaciju inverzne funkcije:

o) = ,(1X)

Ovu formulu mozemo zapisati i u obliku:

| .
X (y)_y’(x) ii




|z posljednjeg oblika ponovno se vidi ve € spomenuto svojstvo ra ¢unanja s d-
ovima kao s razlomcima.

Primjer 10: Naci derivaciju inverzne funkcije od vy =sin X, tj. na€i derivaciju
funkcije x =arcsin y.
UvrStavanjem u formulu za derivaciju inverzne funkcije (svejedno u koji oblik
formule), dobivamo

' 1 1 1 1

(arcsin y) = =\/]_—Sin2x = —

Obiéno se varijabla zove x, pa formulu pamtimo u obliku

(arcsin x)




Derivacije elementarnih funkcija

Koriste €i sve gore izvedene formule mozemo na ¢€i derivacije elementarnih

bunkcija.

Derivacije algebarskih funkcija

Vidjeli smo da je derivacija konstante  C' =0, derivacija potencije

(x " ) =nx"7t
za bilo koji prirodni n. Koriste  €i formule za deriviranje zbroja i razlike funkcija

mozemo derivirati polinome. Nadalje, koriste  ¢€i primjer 7 za derivaciju m
X
dobivamo

I

() e

X
Dakle, formula (1) vrijedi i za potencije s negativni  m eksponentom.

(1)



m
Isto pravilo deriviranja vrijedi i za funkciju f(x)=xn = W gdje sum i n cijeli
brojevi.
Dovoljno je na éi derivaciju funkcije f(y)=m/y . Ona je inverzna funkcija od
f(x)=x", pa imamo:

S JEE S SR SR V3 I - IO
\/y _(Xm)’_mxm_l_mx _Ey _Ey , 1. X] =—X .

dakle, formula (1) vrijedi i za potenciju s racionalni m eksponentom.

Derivacije transcedentnih funkcija

Derivacije trigonometrijskih i ciklometrijskih funkcija

Derivaciju funkcije sinus izveli smo direktno iz definicije, a derivaciju njez ine
inverzne funkcije izveli smo u Primjeru 10.

Nadimo derivaciju funkcije kosinus. Koriste  ¢€i poznatu vezu funkcije sinus i



kosinus i formulu za derivaciju slozene funkcije, do bivamo:

: . T T T .
cos'x =[sin| x+=|| =cos|x += || x +=| =-sin X,
( ( ZD ( 2)( 2)

|cos'x = —sin X |

.

Nadimo derivaciju funkcije tangens.

I

tg,x_(sinx) _cosx[tosx —sinxO-sinx)_ 1
COS X cos % x cos % x
g.
, 1
tg'x =——,
COS “ X

Na isti na ¢in dokazuje se da je

ctg'’x = ——
sin © x




. 1
afrCcCos X =-—

1—x2

Derivacije logaritamske i eksponencijalne funkcije

Derivaciju funkcije f(x)=In x izvest éemo izravno iz definicije:

£r(x) = fim FXEM =T In(x +h) =In(x) _ iy lm(“D)
h-0 h N h N X
h
1., In(1+xj_ y _h 1. In(1+y)
=~ lim = X =— |lim
X

= L jim In(L+y) ==In lim (1+y)y1=1|ne=1.

Xy0 y -0 X X

Prema tome, (In x)'

X || X[k




Inverzna funkcija logaritamske funkcije  f(x)=In x je x =eY, tj. f H(y)=eY.
Njena derivacija je:

f_l | = 1 = 1 , :i: = y,
( (Y)) 00 (nx) 1L X =e
X

$to zna &i da je derivacija funkcije e” jednaka njoj samoj:

DS

Nadimo derivaciju funkcije log 4 X:

I

(log & x) =(In—X] - L mx)y =1

In a In a XIna

Prema tome,

r 1
(Iogax) ~ < Ina




Nadimo derivaciju funkcije  f(x)=a” s bazom a >0, a#0. Ako logaritmiramo ovu
funkciju dobivamo Inf(x) = x Ina, pa primjenom formule za deriviranje slozene
funkcije dobivamo:

(Inf(x)) =(xIna) = %f’(x)ﬂna = f'(x)=f(x)Ina,

g, ,
| (ax) =a*Ina

Derivacije hiperboli€¢kih i area funkcija

Lako mozemo direktno na ¢€i derivacije hiperboli €kih i area funkcijaznaju ¢€i

X —X X - X
e’ —e e” +e sh x
njihove definicije: sh x = , ch x = , th x =——
2 2 ch x

cth x :ch_x’
sh x



arsh x =In( x +/x 2 + 1), arch x =In(x +/x? -1),

arth x = 1In 1+Xx zax (-1,1), arcthx = }In 1+Xx za x O (-0,-1) O (1,00).
1-X 2 1-X
Dobivamo:
f(x) f'(x) f(x) f'(X)
1
sh x ch x ar sh x
N1+ x2
1
ch x sh x ar ch x 5
X< =1
th x 12 ar th x 1 5
chex 1-x
1 1
cth x - ar cth x 5
sh“x 1-x




Derivacija opcée potencije

Derivaciju op ée potencije f(x)=x%, gdje je c bilo koja realna konstanta, dobit
¢emo koriste ¢€i derivaciju eksponencijalne funkcije. Ova metoda j e poznata pod
nazivom LOGARITAMSKA DERIVACIJA. Vrijedi:

|nf(X)=|n(XC)=c[[hx = f(x)=e®M* = f'(X)=ecmXD§=xCD—=ch_1

Dakle,

(xc) =¢cx®¢?

Primjer 11: Naéi derivaciju funkcije  f(x)=x".

1. na&in: f(x)=x* = Ihfx)=xInx = (nfx)) =(xlnx) =

%f'(x)ﬂnx”xé = f'(x)=f)(nx+1) . f(x)=x"(nx+1)

2.naéin: f(x)=x* = Inf(x)=xIhx = fx)=eX"* =

f'(x)=eX™(Inx +1) tj. f'(x)=x*(nx +1).



Tablica derivacija elementarnih funkcija

'(x)

f(x)

f'(X)

f(x) '(x) f(x)
: _ 1 .
sin X COS X arc sin x 2 x C cxC”
- X
: 1
COS X —sin X arc cos x - . aX e X
- X
1 1 y
tg X > arctg x > a* a” Ina
COS ~ X 1+ X
1 1
ctg X - arcctg x - 5 In X 1
Sin“~ X 1+ X X
log , X 1
a X Ina




f(x) f'(X) f(x) f'(X)
1
sh x ch x ar sh x
1+ x?
1
ch x sh x ar ch x 5
X< =1
th x 12 ar th x 1 5
ch“x 1-x
cth x - 12 ar cth x 1 5
sh“x 1-x




Derivacija implicitno zadane funkcije

Ponovimo:

Skup svih ure denih parova realnih brojeva koji zadovoljavaju jedn adzbu oblika
F(x,y) =0 odre duje neki podskup od R (npr. kruZnica, elipsa,...), aliop éenito ne
mora biti graf neke funkcije.

Ako postoji funkcija y=f(x) takva da je F(x,f(x))=0 , kazemo da je funkcija f
zadana implicitno sa F(x,y) =0.

Derivaciju takve funkcije mozemo odrediti bez da ek  splicitno odre dujemo
funkciju, tj.

F(X,y)=0 , F ' . . F,—F deiviranopo x,
= f'(x)=——%, qgdjeje .
y=f(x) E F,—F deriviranopo y.
y




dy

Primjer: Naci derivaciju . funkcije zadane implicitno: x  “+y” = 1.
d 2X X
F(x,y)=x"+y° -1 = —y=——=——,
dx 2y y
, X
il x*+y*-1=0/, 2x+2yy' =0 = Y=y
Mogli smo ra €éunati i direktno:
L0=V1-X = f()=-———=-"
. 1-x° y
Xy -1=0 = | xn=-V1-x = f, (==X
1-x> Y

2

2




Derivacija parametarski zadane funkcije

Ponovimo:
Neka su zadane realne funkcije: x = ¢(t), y= (t),t O 10 R.

Za svaku vrijednost varijable (parametra) t [0 | dobivamo ure den par brojeva
(b(t), P (1) koji predstavlja to &ku u ravnini. Ako postoji ¢, onda je

t=07(x) iy = W) = Yo~ (x).

d
Ako su x = ¢(t), y = Y(t),derivabilne funkcije na intervalu 1 0 R i neka je d_T¢ Ona

|. Sada nije teSko odrediti derivaciju:

y=y(x) = W (x) /

dy AN
V= = WO TOH0) = W) Tgg tt) = (1)

gdje smo koristili oznaku: 9 (1) =—==X(1), W'(t) =—== ¥(t).



dy .
Primjer: Naci derivaciju  funkcije zadane parametrski:




