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Tangenta na krivuljuTangenta na krivuljuTangenta na krivuljuTangenta na krivulju    

 Pojam nagiba ili smjera pravca u ravnini čini se sasvim jasan. Isto tako je 
jasno da pravac u svakoj svojoj to čki zadržava isti smjer. Taj smjer je odre ñen 
kutem koji pravac zatvara s pozitivnim dijelom osi x . Ako je αααα spomenuti kut, 
onda je koeficijen smjera pravca upravo jednak tg αααα.  

Slika:Slika:Slika:Slika: Koeficijent smjera pravca      
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Očito je (i poznato) da je 
x
y

∆∆∆∆
∆∆∆∆====ααααtg , gdje je y∆∆∆∆  prirast ordinate pravca nastao 

radi prirasta apscise za x∆∆∆∆ . Ako je za isti x∆∆∆∆  prirast y∆∆∆∆ veći, onda je pravac 
strmiji, a ako je manji onda je pravac položeniji. 

 Prirodno je pojam smjera prošititi na krivulje. O čito je da smjer u ovom 
slučaju neće biti isti u svakoj to čki. Kad govorimo o nagibu krivulje u nekoj 
točki, onda zapravo govorimo o kutu koji tangenta na tu krivulju zatvara s 
pozitivnim dijelom osi x.  

Neka je dana funkcija f : DDDD(f) →→→→ R i neka je x ∈∈∈∈ D D D D(f) . Ako želimo dobiti pravac 
koji dira (tangira) krivulju u to čki (x, f(x)), onda treba najprije promatrati pravac 
koji sije če krivulju u to čkama (x, f(x)) i (x+ ∆∆∆∆x, f(x)+ ∆∆∆∆f(x)). Taj pravac zovemo 
sekanta . Broj ∆∆∆∆xxxx zovemo prirast varijableprirast varijableprirast varijableprirast varijable, a ∆∆∆∆f(x)f(x)f(x)f(x) prirast funkcijeprirast funkcijeprirast funkcijeprirast funkcije. Očito je 
prirast funkcije ∆∆∆∆f(x)f(x)f(x)f(x) koji je nastao radi prirasta varijable za ∆∆∆∆xxxx jednak: 

∆∆∆∆f(x) = f(x+f(x) = f(x+f(x) = f(x+f(x) = f(x+∆∆∆∆x) x) x) x) –––– f(x). f(x). f(x). f(x).    

Broj 
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 zovemo kvocijent diferencija u točki x uz 

prirast ∆∆∆∆x ili prosječni prirast funkcije y=f(x) na intervalu [x, x+ ∆∆∆∆x]. 



Koeficijent smjera sekante upravo je jednak kvocijent u diferencija: 

x
xfxxf

tgks ∆∆∆∆
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Ako pustimo da to čka (x+∆∆∆∆x, f(x)+ ∆∆∆∆f(x)) klizi po krivulji prema to čki  (x, f(x)), 
tada sekanta prelazi u pravac koji se zove tangenta .  

 

 

 

Slika: Prirast funkcije  i prosje čni prirast  Slika: Sekanta i tangenta na krivulju  



Točka (x+∆∆∆∆x, f(x)+ ∆∆∆∆f(x)) će kliziti po krivulji prema to čki  (x, f(x)) ako pustimo 
da ∆∆∆∆x →→→→ 0. Tada će koeficijent smjera sekante težiti koeficijentu smj era 
tangente, što zna či da je: 
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Ako limes ne postoji, onda ne postoji tangenta u to čki (x,f(x)).  

PrimjerPrimjerPrimjerPrimjer 1 1 1 1:::: Odredimo jednadžbu tangente na krivulju y = x 2 u točki T 0(2,4).  

Ako je T 1 točka na krivulji koja ima koordinate T 1(2+h,(2+h) 2), onda je koeficijent 

smjera sekante:    
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h
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a koeficijent smjera tangente dobijemo ako pustimo d a se točka T1(2+h,(2+h) 2) 
približi to čki T 0(2,4): 

4
444

lim
4)2(

lim
2

0

2

0
====−−−−++++++++====−−−−++++========

→→→→→→→→ h
hh

h
h

tgk
hh

t αααα . 

Slijedi jednadžba tangente:  y-4 = 4(x-2). 



PrimjerPrimjerPrimjerPrimjer 2 2 2 2:::: Gibanje materijalne to čke dano je formulom s(t) = 3 t 2 - 2 t + 5, 
kojom se opisuje ovisnost puta s o vremenu t. Na ći prosje čnu (srednju) brzinu 

)(tv  u točki t u vremenskom intervalu ∆∆∆∆t i pravu brzinu v(t) u trenutku t.  

Prosje čna brzina je: 
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a prava brzina: 
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Ova dva primjera pokazuju da je važno postoji li limes  
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Definicija derivacijeDefinicija derivacijeDefinicija derivacijeDefinicija derivacije    

Derivacija funkcije u to čki: 

 Neka je zadana realna funkcija f na otvorenom interva lu I ⊆⊆⊆⊆ R i neka je x 0 ∈∈∈∈ I. 
Ako postoji broj f ′′′′(x0), 

 

 

tada taj broj zovemo derivacijom funkcije f u to čki x 0. 

Uočimo da je derivacija funkcije limes kvocijenta difer encija (tj. kvocijenta 
promjene funkcije i promjene varijable). Osim gornje ozn ake, za derivaciju se 

koriste i neke druge oznake, primjerice: 
dx

xdf )( 0 . PAŽNJA - to nije razlomak, 

nego samo oznaka za derivaciju. Pokazat će se da je ta oznaka vrlo prakti čna 

za korištenje u nekim složenim ra čunima. Ova oznaka 
dx

xdf )( 0  proizlazi iz 

h
xfhxf

xf
h

)()(
lim)( 00

0
0

−−−−++++====′′′′
→→→→

, 



formule: 
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Za funkciju kažemo da je derivabilna ili diferencijabilna u nekoj Za funkciju kažemo da je derivabilna ili diferencijabilna u nekoj Za funkciju kažemo da je derivabilna ili diferencijabilna u nekoj Za funkciju kažemo da je derivabilna ili diferencijabilna u nekoj 

točkitočkitočkitočki, ako gornji limes postoji u toj to čki. Sli čno, zzzza funkciju kažemo da je a funkciju kažemo da je a funkciju kažemo da je a funkciju kažemo da je 

derivabilna ili diferencijabilna derivabilna ili diferencijabilna derivabilna ili diferencijabilna derivabilna ili diferencijabilna na nekom otvorenom intervaluna nekom otvorenom intervaluna nekom otvorenom intervaluna nekom otvorenom intervalu, ako ima 
derivaciju u svakoj to čki tog intervala. 

Moguće je definirati i pojam lijeve i desneMoguće je definirati i pojam lijeve i desneMoguće je definirati i pojam lijeve i desneMoguće je definirati i pojam lijeve i desne deriva deriva deriva derivacije funkcije u nekoj cije funkcije u nekoj cije funkcije u nekoj cije funkcije u nekoj 

točkitočkitočkitočki, pri čemu limes funkcije u definiciji derivacije zamijenim o s limesom 
slijeva , odnosno limesom sdesna. 



Pogledajmo na nekoliko primjera kako izra čunati derivaciju funkcije koriste ći 
definiciju. 

PrimjerPrimjerPrimjerPrimjer 3 3 3 3:::: Odredimo derivacije sljede ćih funkcija: 
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1. Računamo limes 
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2. Pomoću limesa iz definicije dobivamo 
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Dakle, derivacija konstantne funkcije je nula: 
 

 

3. Koriste ći binomnu formulu 

nnnnnn hhx
n

n
hx

n
hx

n
xhx ++++









−−−−
++++++++







++++






++++====++++ −−−−−−−−−−−− 1221

121
)( L  

dobivamo 

.

12
lim

121
lim)(

1

1221

0

1221

0

−−−−

−−−−−−−−−−−−−−−−
→→→→

−−−−−−−−−−−−

→→→→

====









++++









−−−−
++++++++







++++====

−−−−++++








−−−−
++++++++







++++






++++
====′′′′

n

nnnn

h

nnnnnn

h

xn

hhx
n

n
hx

n
xn

h

xhhx
n

n
hx

n
hx

n
x

xf

L

L

 

c′′′′ = 0. 



Dakle, derivacija funkcije  Nnxxf n ∈∈∈∈==== ,)(  je 
 

 

4. Pomoću limesa iz definicije dobivamo 
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Primjetimo da ako u formulu dobivenu u zadatku 3. sta vimo 
2
1====n  dobit ćemo 

upravo izvedenu formulu. kasnije ćemo dokazati da formula (xn)′′′′ = nxn-1 vrijedi 
ne samo za prirodne brojeve n, već za sve realne brojeve n.  
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6. U računanju derivacije sinusne funkcije korisit ćemo formulu za razliku 
sinusa  
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Dakle,  
 

 

 

sin ′′′′x = cos  x. 



PrimjerPrimjerPrimjerPrimjer 4 4 4 4:::: Odredimo jednadžbu tangente na graf funkcije 

1.  xxf ====)(   u točki  T(1,1), 

2.  3)( xxf ====   u točki  T(0,0),  

3.  xxf ====)(   u točki  T(1,1).  

 

1. Prema prethodnom primjeru znamo 

da je 
x
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1
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jednadžba tražene tangente  
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2. Derivacija funkcije 3)( xxf ====  je 

3 23

1
)(

x
xf ====′′′′ , pa je derivacija u T(0,0) 

beskona čna. To znači da je tangens 
kuta koji tangenta zatvara s osi x 
beskona čan, pa je to pravi kut. Zna či 
da je tangenta u T(0,0) upravo os y. 
Dakle, jednadžba tražene tangente je  

x=0. 
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3. Promatraju ći limes iz definicije 
derivacije, uo čavamo da je 
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jer je |h|=h za h >>>>0 i |h|= - h za h <<<<0. 
Prema tome ova funkcija nema 
derivaciju u to čki T(0,0), pa ne postoji 
niti tangenta u toj to čki.  -2 -1 1 2
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Za funkciju koja u nekoj to čki ima derivaciju (tj. ima tangentu), kažemo da je 
glatkaglatkaglatkaglatka u toj to čki. 

 

Derivacija i nDerivacija i nDerivacija i nDerivacija i neprekinutosteprekinutosteprekinutosteprekinutost    

U posljednjem primjeru vidjeli smo da neprekinuta funk cija ne mora imati 
derivaciju u nekoj to čki.  

Dakle,  neprekinutost ne povlači diferencijabilnost.  

Pitamo se vrijedi li obratno, tj. da li diferencijabilnost povla či neprekidnost?   

 Odgovor je potvrdan: 

Teorem 1 (dovoljan uvjet neprekinutosti):  Ako je funkcija f 
diferencijabilna u točki x, onda je f neprekinuta u točki x.   

Dokaz: Prema pretpostavci teorema postoji 
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 što zapravo zna či da je funkcija 

f neprekinuta u to čki x.             Q.E.D. 

 

Znači pokazali smo da je glatka (tj. diferencijabilna) f unkcija neprekinuta. 
Pokazali smo primjer funkcije f(x)=|x| koja je nepreki nuta na R i diferencijabilna 
svuda osim u to čki x=0 (gdje ima šiljak).  

 



Osnovna pravila deriviranjaOsnovna pravila deriviranjaOsnovna pravila deriviranjaOsnovna pravila deriviranja    

Sljedeći važan teorem daje nam osnovna pravila deriviranja. 

Teorem 2:  Ako su f i g  diferencijabilne funkcije u točki x, onda vrijedi   
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Dokaz:   
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2. Dokazuje se na isti na čin kao 1. 
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U gornjem smo koristili neprekidnost funkcije g u točki x: ).()(lim

0
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4. Dokazuje se na isti na čin kao 3, dodaju ći i oduzimaju ći f(x)g(x). 
 
 

Napomena: Koriste ći formulu 3. za derivaciju umnoška funkcija iz Teorema  2. 
i   da je C′′′′ = 0, lako dokazujemo da za bilo koju realnu konstan tu C vrijedi: 

(((( )))) .)()( xfCxfC ′′′′⋅⋅⋅⋅====′′′′⋅⋅⋅⋅  

PrimjerPrimjerPrimjerPrimjer 5 5 5 5::::    Primjenom pravila deriviranja dobivamo derivacije sljede ćih 
funkcija. 
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Derivacija složene funkcije i inverzne funkcijeDerivacija složene funkcije i inverzne funkcijeDerivacija složene funkcije i inverzne funkcijeDerivacija složene funkcije i inverzne funkcije    

Kako derivirati složenu funkciju (((( ))))1002 1f(x) ++++==== x ? Mogu će je primjenom 
binomne formule, ali to nebismo preporu čili. U dosadašnjim primjerima nismo 
derivirali takve funkcije. Sljede ći važan teorem daje nam pravilo deriviranja 
složene funkcije. 

Teorem 3:  Neka je složena funkcija f Îg definirana u nekoj to čki x. Neka je 
funkcija g diferencijabilna u to čki x i neka je funkcija f diferencijabilna u to čki 
g(x). Tada funkcija f Îg ima derivaciju u x i ona je dana formulom   

 
 
 

Dokaz: Uvedimo oznaku u=g(x). Po definiciji derivacije imamo 

u
uf

u
ufuuf

uf
uu ∆∆∆∆

∆∆∆∆====
∆∆∆∆

−−−−∆∆∆∆++++====′′′′
→→→→∆∆∆∆→→→→∆∆∆∆

)(
lim

)()(
lim)(

00
 . Označimo 

(((( ))))00)(
)(

)( →→→→∆∆∆∆→→→→′′′′−−−−
∆∆∆∆

∆∆∆∆====∆∆∆∆ uuf
u
uf

uεεεε . Vrijedi uuuufuf ∆∆∆∆⋅⋅⋅⋅∆∆∆∆++++∆∆∆∆⋅⋅⋅⋅′′′′====∆∆∆∆ )()()( εεεε . 

(((( )))) )())(()( xgxgfxgf ′′′′⋅⋅⋅⋅′′′′====′′′′
o  



Dijeljenjem gornje jednakosti s ∆∆∆∆x i djelovanjem limesom imamo: 

)(0)()(lim)(limlim)(
)(

lim
0000

xuxuuf
x
u

u
x
u

uf
x
uf

xxxx
′′′′⋅⋅⋅⋅++++′′′′⋅⋅⋅⋅′′′′====

∆∆∆∆
∆∆∆∆⋅⋅⋅⋅∆∆∆∆++++

∆∆∆∆
∆∆∆∆⋅⋅⋅⋅′′′′====

∆∆∆∆
∆∆∆∆

→→→→∆∆∆∆→→→→∆∆∆∆→→→→∆∆∆∆→→→→∆∆∆∆
εεεε , 

gdje smo koristili činjenicu da iz neprekidnosti gunkcije g imamo impli kaciju 
0)()(0 →→→→−−−−∆∆∆∆++++====∆∆∆∆⇒⇒⇒⇒→→→→∆∆∆∆ xgxxgux . 

Dakle,  (((( )))) )())(()()(
)(

lim)(
0

xgxgfxuuf
x
uf

xgf
x

′′′′⋅⋅⋅⋅′′′′====′′′′⋅⋅⋅⋅′′′′====
∆∆∆∆

∆∆∆∆====′′′′
→→→→∆∆∆∆

o .    Q.E.D. 

Ako imamo kompoziciju tri funkcije, uzastopnom primje nom Teorema 3 
dobivamo formulu: 
 
 
 

Ovo pravilo zovemo pravilom za deriviranje složene funkcije ili  ili  ili  ili 

kompozicije funkcijakompozicije funkcijakompozicije funkcijakompozicije funkcija. Zovemo ga i lančanim pravilomlančanim pravilomlančanim pravilomlančanim pravilom, jer je intuitivno 
jasno da taj naziv dobro opisuje ono što stvarno radim o.  
 

(((( )))) (((( ))))(((( )))) )())(()()( xhxhgxhgfxhgf ′′′′⋅⋅⋅⋅′′′′⋅⋅⋅⋅′′′′====′′′′
oo  



Pravilo se može napisati na vrlo zgodan na čin koriste ći zapis 
(((( ))))(((( ))))
dx

xgfd )(
. Uz 

oznaku u = g(x) pišemo: 

dx
du

du
df

dx
udf ====

)(
. 

Izraz s desne strane izgleda kao razlomak proširen s du, pa ćemo u budu ćnosti 
govoriti da s d-ovima radimo kao s razlomcima. 
 

PrimjerPrimjerPrimjerPrimjer 6 6 6 6:::: Naći derivaciju funkcije (((( ))))1002 1f(x) ++++==== x . Ova funkcija je 

kompozicija funkcija 100g(u) u====  i 1h(x) 2 ++++==== x . Dakle (((( )))))()( xhgxf ==== ,  

pa je (((( )))) )()()( xhxhgxf ′′′′⋅⋅⋅⋅′′′′====′′′′ . Zbog 99100(u)g u====′′′′  i x2(x)h ====′′′′  je 

(((( )))) (((( ))))992992 120021100)( ++++====⋅⋅⋅⋅++++====′′′′ xxxxxf . 

 

PrimjerPrimjerPrimjerPrimjer 7 7 7 7:::: Funkciju 
g(x)

1
 možemo shvatiti kao kompoziciju dviju funkcija 



u
u

1
a  (čija je derivacija 

2
1

u
−−−− ) i g(x). Korištenjem pravila za derivaciju 

kompozicije funkcija imamo  

)(
)(

1
)(

1
2

xg
xgxg

′′′′⋅⋅⋅⋅−−−−====
′′′′








. 

 

PrimjerPrimjerPrimjerPrimjer 8 8 8 8:::: Pomoću prethodnog primjera možemo brzo dobiti formulu za 
derivaciju kvocijenta dviju funkcija. Možemo ju shva titi kao derivaciju produkta:  

Funkciju 
′′′′







 ⋅⋅⋅⋅====
′′′′









g
1

g
f

f  . Koriste ći pravilo za derivaciju umnoška i Primjer 7 

dobivamo  

22 )(

)()()()(
)(

)(

1
)(

)(
1

)(
)(

1
)(

xg

xgxfxgxf
xg

xg
xf

xg
xf

xg
xf

′′′′−−−−′′′′
====′′′′⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅′′′′====

′′′′







 ⋅⋅⋅⋅ . 

 
 



PrimjerPrimjerPrimjerPrimjer 9 9 9 9::::    Odredi derivacije sljede ćih funkcija. 

 

1. (((( ))))52sin)( 2 ++++++++==== xxxf , (((( )))) (((( ))))52cos12)( 2 ++++++++++++====′′′′ xxxxf , 

2. xxf 3sin)( ==== , xxxf cossin3)( 2====′′′′ , 

3. (((( ))))2cos

1
)(

x
xf ==== , (((( )))) (((( ))))2

22 sin
cos

2
)( x

x
x

xf ====′′′′ , 

 
 
Pravilo za deriviranje inverzne funkcijePravilo za deriviranje inverzne funkcijePravilo za deriviranje inverzne funkcijePravilo za deriviranje inverzne funkcije izvodi se iz pravila za deriviranje 
složene funkcije. Vrijedi  

(((( )))) yyff ====−−−− )(1
o  

za svaki y za koji je inverzna funkcija definirana. K orištenjem pravila za 
derivaciju kompozicije funkcija imamo:  

(((( )))) (((( )))) 1)()( 11 ====
′′′′

⋅⋅⋅⋅′′′′ −−−−−−−− yfyff , 



iz čega uz standardnu oznaku )(1 yfx −−−−====  odmah slijedi važna formula za formula za formula za formula za 

derivaciju inverzne funkcije:derivaciju inverzne funkcije:derivaciju inverzne funkcije:derivaciju inverzne funkcije: 
 
 
 
 
 
Ovu formulu možemo zapisati i u obliku:

(((( )))) (((( ))))xf
yf

′′′′
====

′′′′−−−− 1
)(1  

(((( ))))xy
yx

′′′′
====′′′′ 1

)(  ili  (((( ))))
dx

xdydy
ydx 1)( ====  



Iz posljednjeg oblika ponovno se vidi ve ć spomenuto svojstvo ra čunanja s d-
ovima kao s razlomcima.  
 

PrimjerPrimjerPrimjerPrimjer 10 10 10 10:::: Naći derivaciju inverzne funkcije od xsiny ==== , tj. na ći derivaciju 
funkcije yarcsinx ==== . 

Uvrštavanjem u formulu za derivaciju inverzne funkcije (svejedno u koji oblik 
formule), dobivamo 

(((( ))))
22 1

1

sin1

1
cos

1
nsi
1

arcsin
yxxx

y
−−−−

====
−−−−

========
′′′′

====′′′′ . 

Obično se varijabla zove x, pa formulu pamtimo u obliku 

(((( ))))
21

1
arcsin

x
x

−−−−
====′′′′  



Derivacije elementarnih funkcijaDerivacije elementarnih funkcijaDerivacije elementarnih funkcijaDerivacije elementarnih funkcija    

Koriste ći sve gore izvedene formule možemo na ći derivacije elementarnih 
bunkcija. 

Derivacije algebarskih funkcijaDerivacije algebarskih funkcijaDerivacije algebarskih funkcijaDerivacije algebarskih funkcija    

Vidjeli smo da je derivacija konstante 0====′′′′C , derivacija potencije  

(((( )))) 1−−−−====
′′′′ nn nxx                                     (1) 

za bilo koji prirodni n. Koriste ći formule za deriviranje zbroja i razlike funkcija 

možemo derivirati polinome. Nadalje, koriste ći primjer 7 za derivaciju 
)(

1
xf

 

dobivamo  

(((( )))) (((( ))))
(((( ))))

1
2

1

2
1 −−−−−−−−

−−−−
−−−− −−−−====

−−−−====
′′′′

−−−−====
′′′′







====
′′′′ n

n

n

n

n

n
n nx

x

nx

x

x

x
x . 

Dakle, formula (1) vrijedi i za potencije s negativni m eksponentom.  



Isto pravilo deriviranja vrijedi i za funkciju m nn
m

xxxf ========)( , gdje su m i n cijeli 
brojevi.  
Dovoljno je na ći derivaciju funkcije m yyf ====)( . Ona je inverzna funkcija od 
f(x)=x m, pa imamo: 

(((( ))))
(((( ))))

1
111

1
1

11111 −−−−
−−−−

−−−−
−−−− ====














============′′′′====′′′′ m

m

mm
mm

m y
m

y
m

x
mmxx

y ,  tj. (((( )))) 1
1

1 −−−−
====

′′′′ mm x
m

x . 

dakle, formula (1) vrijedi i za potenciju s racionalni m eksponentom. 

 

Derivacije Derivacije Derivacije Derivacije transcedentntranscedentntranscedentntranscedentnih funkcijaih funkcijaih funkcijaih funkcija    

Derivacije trigonometrijskih i ciklometrijskih funkcijaDerivacije trigonometrijskih i ciklometrijskih funkcijaDerivacije trigonometrijskih i ciklometrijskih funkcijaDerivacije trigonometrijskih i ciklometrijskih funkcija    

Derivaciju funkcije sinus izveli smo direktno iz definicije, a derivaciju njez ine 
inverzne funkcije izveli smo u Primjeru 10. 

Nañimo derivaciju funkcije kosinus. Koriste ći poznatu vezu funkcije sinus i 



kosinus i formulu za derivaciju složene funkcije, do bivamo:  

xxxxx sin
22

cos
2

sinsco −−−−====
′′′′







 ++++






 ++++====
′′′′















 ++++====′′′′ ππππππππππππ
, 

tj.  

 

Nañimo derivaciju funkcije tangens. 

xx

xxxx
x
x

xgt
22 cos

1

cos

)sin(sincoscos
cos
sin ====

−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅====
′′′′







====′′′′ , 

tj.  

 

    

Na isti na čin dokazuje se da je  

 

xx sinsco −−−−====′′′′  

x
xgt

2cos

1====′′′′  

x
xgct

2sin

1−−−−====′′′′  



    

    

    

Derivacije Derivacije Derivacije Derivacije logaritamske i eksponencijalne logaritamske i eksponencijalne logaritamske i eksponencijalne logaritamske i eksponencijalne funkcijfunkcijfunkcijfunkcijeeee    

Derivaciju funkcije xxf ln)( ====  izvest ćemo izravno iz definicije: 

(((( ))))

(((( )))) (((( )))) .
1

ln
1

1limln
1

1lnlim
1

1ln
lim

1

00

1ln
lim

1

1ln
1

lim
)ln()ln(

lim
)()(

lim)(

11

00

00

000

x
e

x
y

x
y

x

y
y

xyh
x
h

y

x
h

x
h

x

x
h

hh
xhx

h
xfhxf

xf

yy

yy

yh

hhh

========++++====++++====

++++====
→→→→⇔⇔⇔⇔→→→→

========







 ++++
====








 ++++====−−−−++++====−−−−++++====′′′′

→→→→→→→→

→→→→→→→→

→→→→→→→→→→→→

 

Prema tome,  

21

1
sarcco

x
x

−−−−
−−−−====′′′′  21

1

x
xgtarc

++++
====′′′′  

21

1

x
xgctarc

++++
−−−−====′′′′  

(((( ))))
x

x
1

ln ====′′′′  



Inverzna funkcija logaritamske funkcije xxf ln)( ====  je yex ==== , tj. yeyf ====−−−− )(1 . 
Njena derivacija je: 

(((( ))))
(((( ))))

yex

x
xxf

yf ============′′′′====
′′′′

====
′′′′−−−−

1
1

ln

1
)(

1
)(1 , 

što zna či da je derivacija funkcije xe  jednaka njoj samoj: 

 

 

Nañimo derivaciju funkcije xalog : 

(((( )))) (((( ))))
ax

x
aa

x
xa ln

1
ln

ln
1

ln
ln

log ====′′′′====
′′′′







====′′′′ . 

Prema tome,   

    

(((( )))) xx ee ====
′′′′

 

(((( ))))
ax

xa ln
1

log ====′′′′  



Nañimo derivaciju funkcije xaxf ====)(  s bazom a >>>>0, a≠≠≠≠0. Ako logaritmiramo ovu 
funkciju dobivamo axxf ln)(ln ==== , pa primjenom formule za deriviranje složene 
funkcije dobivamo: 

(((( )))) (((( )))) axfxfaxf
xf

axxf ln)()(ln)(
)(

1
ln)(ln ====′′′′⇒⇒⇒⇒====′′′′⇒⇒⇒⇒′′′′====′′′′ , 

tj.   

    

    

Derivacije Derivacije Derivacije Derivacije hiperboličkih i area hiperboličkih i area hiperboličkih i area hiperboličkih i area funkcijfunkcijfunkcijfunkcijaaaa    

Lako možemo direktno na ći derivacije hiperboli čkih i area funkcijaznaju ći 

njihove definicije: ,
2

 sh
xx ee

x
−−−−−−−−====  ,

2
 ch

xx ee
x

−−−−++++====  
xch
xsh

x ==== th  , 

xsh
xch

x ==== cth ,  

(((( )))) aaa xx ln====
′′′′

 



)1ln( 2 ++++++++==== xxxarsh , )1ln( 2 −−−−++++==== xxxarch ,  

x
x

xarth
−−−−
++++====

1
1

ln
2
1

 za x ∈∈∈∈ (-1,1),  
x
x

xarcth
−−−−
++++====

1
1

ln
2
1

 za x ∈∈∈∈ (-∞∞∞∞,-1) ∪∪∪∪ (1,∞∞∞∞). 

Dobivamo: 

f(x) f′′′′(x) f(x) f′′′′(x) 

xsh  xch  xshar  
21

1

x++++
 

xch  xsh  xchar  
1

1
2 −−−−x

 

xth  
xch2

1
 xthar  

21

1

x−−−−
 

xcth  
xsh2

1−−−−  xcthar  
21

1

x−−−−
 

 



DerivacijDerivacijDerivacijDerivacijaaaa    opće potencijeopće potencijeopće potencijeopće potencije    

Derivaciju op će potencije cxxf ====)( , gdje je  c bilo koja realna konstanta, dobit 
ćemo koriste ći derivaciju eksponencijalne funkcije. Ova metoda j e poznata pod 
nazivom LOGARITAMSKA DERIVACLOGARITAMSKA DERIVACLOGARITAMSKA DERIVACLOGARITAMSKA DERIVACIJAIJAIJAIJA.... Vrijedi: 

(((( )))) 1lnln )()(lnln)(ln −−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ====⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅====′′′′⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒⋅⋅⋅⋅======== ccxcxcc cx
x
c

x
x
c

exfexfxcxxf

Dakle,  

 

PrimjerPrimjerPrimjerPrimjer    11111111:::: Naći derivaciju funkcije xxx ====)(f .  

1. način: (((( )))) (((( )))) ⇒⇒⇒⇒′′′′====′′′′⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒==== xxxxxxxx x ln)(flnln)(fln)(f  

(((( )))) (((( ))))1ln)(f.1ln)()(f
1

ln)(f
f(x)
1 ++++====′′′′++++====′′′′⇒⇒⇒⇒++++====′′′′ xxxtjxxfx

x
xxx x  

2. način: ⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒====⇒⇒⇒⇒==== xxx exxxxxx ln)(fln)(fln)(f  

(((( )))) (((( ))))1ln)(f.1ln)(f ln ++++====′′′′++++====′′′′ xxxtjxex xxx . 

(((( )))) 1−−−−====
′′′′ cc xcx  



Tablica derivacija elementarnih funkcijaTablica derivacija elementarnih funkcijaTablica derivacija elementarnih funkcijaTablica derivacija elementarnih funkcija    

 

f(x) f′′′′(x) f(x) f′′′′(x) f(x) f′′′′(x) 

xsin  xcos  xarc sin  
21

1

x−−−−
 cx  1−−−−ccx  

xcos  xsin−−−−  xarc cos  
21

1

x−−−−
−−−−  xe  xe  

xtg  
x2cos

1
 xtgarc  

21

1

x++++
 xa  aa x ln  

xctg  
x2sin

1−−−−  xctgarc  
21

1

x++++
−−−−  xln  

x
1

 

    xalog  
ax ln

1
 

 



f(x) f′′′′(x) f(x) f′′′′(x) 

xsh  xch  xshar  
21

1

x++++
 

xch  xsh  xchar  
1

1
2 −−−−x

 

xth  
xch2

1
 xthar  

21

1

x−−−−
 

xcth  
xsh2

1−−−−  xcthar  
21

1

x−−−−
 



Derivacija Derivacija Derivacija Derivacija implicitnoimplicitnoimplicitnoimplicitno zadan zadan zadan zadaneeee funkcij funkcij funkcij funkcijeeee    

Ponovimo:Ponovimo:Ponovimo:Ponovimo:    

Skup svih ure ñenih parova realnih brojeva koji zadovoljavaju jedn adžbu oblika 
F(x,y) =0 odre ñuje neki podskup od R

2 (npr. kružnica, elipsa,…), ali op ćenito ne 
mora biti graf neke funkcije. 

Ako postoji funkcija y=f(x) takva da je F(x,f(x))=0 , kažemo da je funkcija f 
zadana implicitno sa F(x,y) =0. 

Derivaciju takve funkcije možemo odrediti bez da ek splicitno odre ñujemo 
funkciju, tj. 
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Primjer:Primjer:Primjer:Primjer: Naći derivaciju dx

dy
 funkcije zadane implicitno: x 2 + y2 = 1.  
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Mogli smo ra čunati i direktno: 
 

x2 + y2 – 1 =0 ⇒⇒⇒⇒ 









====
−−−−

====′′′′
⇒⇒⇒⇒−−−−−−−−====

−−−−====
−−−−

−−−−====′′′′
⇒⇒⇒⇒−−−−====

.
1

)(1)(

,
1

)(1)(

22
2

2

21
2

1

y
x

x

x
xfxxf

y
x

x

x
xfxxf



Derivacija parametarski zadane funkcijeDerivacija parametarski zadane funkcijeDerivacija parametarski zadane funkcijeDerivacija parametarski zadane funkcije    

Ponovimo:Ponovimo:Ponovimo:Ponovimo:    

Neka su zadane realne funkcije: x = ϕϕϕϕ(t), y = ψψψψ(t), t ∈∈∈∈ I ⊆⊆⊆⊆ R. 

Za svaku vrijednost varijable (parametra) t ∈∈∈∈ I dobivamo ure ñen par brojeva 
(ϕϕϕϕ(t), ψψψψ (t)) koji predstavlja to čku u ravnini. Ako postoji ϕϕϕϕ-1, onda je  

t = ϕϕϕϕ-1(x)  i y = ψψψψ(t) = ψψψψ(ϕϕϕϕ-1(x)). 

Ako su x = ϕϕϕϕ(t), y = ψψψψ(t),derivabilne funkcije na intervalu I ⊆⊆⊆⊆ R i neka je 0≠≠≠≠
ϕϕϕϕ

dt
d

na 

I. Sada nije teško odrediti derivaciju: 

y = y(x) = ψψψψ(ϕϕϕϕ-1(x))  /' 

y' = dx
dy

 = ψψψψ'(ϕϕϕϕ-1(x)) ⋅⋅⋅⋅ (ϕϕϕϕ-1(x))' = ψψψψ'(t) ⋅⋅⋅⋅ )(
1
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gdje smo koristili oznaku: ),()( tx
dt
dx

t &========ϕϕϕϕ′′′′  ).()( ty
dt
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t &========ψψψψ′′′′  



Primjer:Primjer:Primjer:Primjer: Naći derivaciju dx

dy
 funkcije zadane parametrski:  
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