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3. poglavlje (korigirano)

« FUNKCIJE =

U ovom poglavlju:

Elementarne funkcije

Inverzne funkcije elementarnih funkcija
Domena slozenih funkcija

Inverz sloZenih funkcija

Ispitivanje na rubu podrucja definicije

YV V V V V

Kvalitativna svojstva funkcije y = f(x) (f:R— R), kao §to su monotonost, konveksnost i
konkavnost, injektivnost, parnost i neparnost i druga, lako mozemo “ocitati” s njenog grafa
G, < O,, ukoordinatnom sustavu O, = R*={(x,y):x€R,yeR)}.

Kvantitativna svojstva funkcije y = f(x), kao $to su nultocke, ekstremi, ponasanje na rubu

domene, asimptote itd., dobivamo primjenom diferencijalnog racuna, koji je izloZzen u
sljede¢im poglavljima.

Prema tome, najvaznije elementarne funkcije y = f(x), (f : R —> R), ¢emo prikazati crtajuci
njihove grafove, a s njihovim svojstvima ¢emo se intuitivno upoznati pomocu njihovog grafa.

Domena funkcije y = f(x), u oznaci D(f), je skup koji sadrzi sve realne brojeve x u
kojima je definirana-moguca vrijednost f(x). Na primjer, funkcija y = Jx je moguca jedino
akoje x>0.

Slika funkcije y = f(x), u oznaci R(f), je skup svih vrijednosti f(x), gdje su varijable x

uzete iz domene D(f) . Na primjer, slika funkcije y =x* —1 je interval [—1,0).

Funkcija y = f(x)je rastuca na intervalu [a,b] ako vrijedi:

X <x, = f(x)= f(x,), Vxela,b].

Funkcija y = f(x)je padajuca na intervalu [a,b] ako vrijedi:

X <x, = f(x)2 f(x,), Vxela,b].
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Funkcija y = f(x)je monotona na intervalu [a,b] ako je ili rastuca ili padajuca na tom

intervalu. Na primjer, funkcija y = 3x” nije monotona na intervalu [—1,1], dok je monotona na
intervalima [—1,0] i [0,1] (jer je padajuca na [—1,0], a rastu¢a na [0,1]).

Funkcija y = f(x)je injektivna ili I-1 preslikavanje ako vrijedi:

X #x, = f(x)# f(xy), VxeD(f).

Na primjer, funkcija y = x> je injektivna, dok funkcija y = x* nije injektivna.

Funkcija y = f(x)je parna ako je

f(=x)=f(x), Vxe D(f).

Na primjer, y =3x* —x* +1.

Funkcija y = f(x) je neparna ako je

f(=x)==f(x), Vxe D(f).

Na primjer, funkcija y =2x> —x.

Funkcija y = f(x)je periodicka ako postoji realan broj T , takozvani period, takav da vrijedi:

f(x+T)=f(x), Vxe D(f).

Na primjer, funkcija y =3sin”® x + 4sinx je periodi¢ka funkcija sa periodom 7 =27 .

Funkcija y = f(x) je konveksna na intervalu [a,b] ako vrijedi:

F((A=ta+t-b)y<(1—1t)f(a)+t- f(b), Vie[0,1].

Na primjer, funkcija y = x> + x+5.

Funkcija y = f(x)je konkavna na intervalu [a,b] ako vrijedi:

F((A=t)a+t-b)=(1~1)f(a)+1- f(b), Yte[0,1].

Na primjer, funkcija y=—-x* +3x+2.

Inverzna funkcija funkcije y = f(x), uoznaci y = f'(x), je funkcija koja zadovoljava:

fHf@)=x, VxeD(f)=R(/™),
FUT D=y, YyeD(f)=R().

Nultocka funkcije y = f(x)je ona tocka x za koju vrijedi: f(x)=0. Na primjer, nultocke

funkcije y=x" —x su x, =—1, x, =0, x; =1.

Neka od prethodnih svojstava se lako mogu provjeriti na grafu G, funkcije y = f(x):
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- graf parne funkcije je simetrican u odnosu na koordinatnu os O ;
- graf neparne funkcije je simetrican u odnosu na koordinatni pocetak 0(0,0) ;

- graf injektivne funkcije sijece svaki pravac paralelan sa osi O, tocno u jednoj tocki.

> 3.1 ELEMENTARNE FUNKCIJE
Sada dajemo kratki opis najvaznijih elementarnih funkcija.

Graf linearne funkcije y=a-x+b, a+#0, je pravac u ravnini, kao na slici (slucajevi kad je
a>01a<0):

4 00 4
51
101

Svojstva linearne funkcije y=a-x+b, a#0, su sljedeca:

- D(f)=(-2,0), R(f)=(-0,2);
- rastuca ako je a >0, padajuca ako je a<0;
- neparna ako je b=0, injektivna;

- ima inverznu funkciju f7'(x) = l(x -b);
a

b
- nultocka x=——.
a

Graf kvadratne funkcije y=a-x*+b-x+c, a#0, je parabola u ravnini, kao na slici
(slucajevikadje a>0 1 a<0):

-10 -5 10

Svojstva kvadratne funkcije y=a-x* +b-x+c, a#0, su sljedeca:
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2 2

- D(f)=(-0,%), R(f)Z[C—b—,OO) ako je a>O,R(f)=(—oo,c—b—] akoje a<0;
4a 4a

- konveksna ako je a >0, okrenuta ka gore;

- konkavna ako je a <0, okrenuta ka dolje;

- parna ako je =0, niti parna niti neparnaza b #0;
- nije injektivna, pa nema inverznu funkciju;

—b++b* —4ac

- nultocka x,, = 5
' a

Graf kubne funkcije y = x’ je krivulja u ravnini, kao na slici:

Svojstva kubne funkcije y = x> su sljedeca:

- D(f)=(=0,0), R(f)=(-0,0);

- rastuca;

- konkavna na (—0,0] i konveksna na [0,0) ;
- neparna, injektivna;

- ima inverznu funkciju f'(x)= x ;

- nultocke x=0.

Graf racionalne funkcije y = ;b je krivulja u ravnini, kao na slici:
x—

Svojstva racionalne funkcije y = su sljedeca:
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- D(f)=(=0,b) U (b,%), R(f)=(-0,0)(0,0);

- padajuca na intervalu (—o0,d), padajucéa na intervalu (b,);

- konkavna na intervalu (—o0,b), konveksna na intervalu (b,);
- niti parna niti neparna, injektivna;

- ima inverznu funkciju f7'(x)= b-x+l ;
x

- nema nultocaka;
- vertikalna asimptota x =b , horizontalna asimptota y =0.

Graf eksponencijalne funkcije y=e" je krivulja u ravnini, kao na slici:

21
Svojstva eksponencijalne funkcije y =e* su sljedeca:

- D(f):(—O0,00)’ R(f):(0,00),

- rastuca, konveksna;

- injektivna;

- ima inverznu funkciju f7'(x)=Inx;
- nema nultoCaka;

- lijeva horizontalna asimptota y =0;

- e =eMie™, Vx,x,eR.

Graf eksponencijalne funkcije y =e™ je krivulja u ravnini, kao na slici:
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Svojstva eksponencijalne funkcije y =™ su sljedeca:

- D(f)=(=0,0), R(f)=(0,0);
- padajuéa, konveksna;
- injektivna;

- ima inverznu funkciju £ 7' (x) = lnl ;
X

- nema nultocaka;
- desna horizontalna asimptota y =0.

Graf trigonometrijske funkcije y =sinx je sinusoida u ravnini, kao na slici:

2

2L

Svojstva trigonometrijske funkcije y =sinx su sljedeca:

- D(f):(—O0,00)’ R(f):[_lal]y
- rastuéana [—% + 2k7z,% +2kr], padajuca na [% + 2k7r,37ﬂ- +2kx];

- konkavna na [2k7z,7 +2kx], konveksna na[(2k + 1)z, (2k +2) 7] ;
- neparna, nije injektivna, periodicka sa periodom 7 =27 ;

- nema inverznu funkciju;

- nultocke x, =kx .

Graf trigonometrijske funkcije y =cosx je sinusoida u ravnini, kao na slici:

2,,

Svojstva trigonometrijske funkcije y =cosx su sljedeca:
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- D(f)=(-w,0), R(f)=[-L1];
- rastuéana [-x +2kr,2kr], padajuéana [2kz, 7 +2kx];

- konkavna na [—% + 2k7r,% +2kx], konveksna na [% + 2k7z,37” +2krx];

- parna, nije injektivna, periodicka s periodom 7 =27 ;
- nema inverznu funkciju;

- nultocke x, = % + k.

. .. .. sinx . . . - -
Graf trigonometrijske funkcije y =tg x = je krivulja u ravnini, kao na slici:
c

oS Xx

Svojstva trigonometrijske funkcije y =tg x su sljedeca:

- D(f)=(—00,00)/U{%+kﬂ},R(f)=(—00,00);
k
- rastu¢ana (—E + kzz,Z +kr);
2 2

- konkavna na (—E + kr,kx], konveksna na[k;r,% +kr);

- neparna, nije injektivna, periodicka s periodom T =7 ;
- nema inverznu funkciju;
- nultocke x, =kr;

. . T
- vertikalne asimptote x, = > +kr.

SX

. co o - .
Graf trigonometrijske funkcije y =ctgx = je krivulja u ravnini, kao na slici:

S x

4 —
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Svojstva trigonometrijske funkcije y =ctg x su sljedeca:

- D(f)=(=0,0)/|J{kx}, R(f)=(~o0,0);
X
- padajucana (kz,7+kr);
- konveksna na (k;z,% + kr], konkavna na [% +kr,m+kr);

- neparna, nije injektivna, periodicka s periodom T =7 ;
- nema inverznu funkciju;

7
- nultocke x, = 5 +kr;

- vertikalne asimptote x, = k7 .

. 1 Cin et - .
Graf hiperbolne funkcije y =sh x = E(ex —e ") je krivulja u ravnini, kao na slici:

4,,

Svojstva hiperbolne funkcije y =sh x su sljedeca:

- D(f)=(-0,0), R(f)=(-0,0);

- rastuca, konkavna na (—,0], a konveksna na [0,0) ;
- neparna, injektivna;

- ima inverznu funkciju f'(x)=Arsh x;

- nultocke x=0.

Graf hiperboine funkcije y =ch x = %(e’“ +e™) je lancanica u ravnini, kao na slici:
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Svojstva hiperbolne funkcije y =ch x su sljedeca:

- D(f):(—OO,CX))’ R(f):[laoo)a

- padajucana (—,0], a rastu¢a na [0,) ;
- konveksna, parna, nije injektivna;

- nema inverznu funkciju;

- nema nultocaka.

Graf hiperbolne funkcije y =th x = SE—X je krivulja u ravnini, kao na slici:
X

Svojstva hiperbolne funkcije y =th x su sljedeca:

D(f)=(=2,2), R(f)=(-LD);

- rastuca, konveksna na (—,0], a konkavna na [0,0) ;

- neparna, injektivna;

- ima inverznu funkciju f7'(x) = Arth x;

- nultocke x=0;

- lijeva horizontalna asimptota y =—1, desna horizontalna asimptota y =1.

Graf hiperbolne funkcije y =cth x = CE—X je krivulja u ravnini, kao na slici:

sh x
4+
24
6 4 2 00 2 4 6

53
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Svojstva hiperbolne funkcije y = cth x su sljedeca:

- D(f)=(=0,0)0(0,0), R(f)=(-o0,=D) U (l,0);

- padajuca i konkavna na(—,0), padajuca i konveksna na (0,0);
- neparna, injektivna;

- ima inverznu funkciju f~'(x)= Arcth x;

- nema nultocCaka;
- vertikalna asimptota x=0,
- lijeva horizontalna asimptota y =—1, desna horizontalna asimptota y =1.

» 3.2 INVERZNE FUNKCIJE ELEMENTARNIH FUNKCIJA

Sada dajemo kratki opis inverznih funkcija nekih elementarnih funkcija.

Napomenimo da je graf inverzne funkcije y= f'(x) zrcalno simetri¢an grafu originalne

funkcije y = f(x)u odnosu na pravac y =x.

Inverzna funkcija funkcije f(x)=x?, x>0, je korijen funkcija f'(x) =x. Njen graf je
krivulja, kao na slici:

-1 L
. .. .. 1 . .
Svojstva korijen funkcije f~ (x)= Jx su sljedeca:

D(f)=[0,%0), R(f)=[0,);
rastuca, konkavna;

injektivna;

nultocka x=0.

Inverzna funkcija funkcije f(x)=e" je logaritamska funkcija f~'(x)=Inx. Njen graf je

krivulja, kao na slici:
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Svojstva logaritamske funkcije f~'(x)=Inx su sljedeéa:

D(f)=(0,), R(f)=(-0,0);
- rastuca, konkavna;

- injektivna;

- nultocka x=1.

Inverzna funkcija funkcije f(x)=sinx, —% <x< %, je ciklonometrijska arkus-sinus

funkcija £ ' (x) = arcsin x . Njen graf je krivulja, kao na slici:

21

Svojstva arkus-sinus funkcije f~'(x)=arcsinx su sljedeéa:

T
D(f) = [_191] s R(f) = [_555] 5
- rastuca, konkavna na [-1,0], a konveksna na [0,1];
- injektivna;
- nultocka x=0.
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Inverzna funkcija funkcije f(x)=cosx, 0<x <7, je ciklonometrijska arkus-kosinus funkcija
f7'(x) =arccosx . Njen graf je krivulja, kao na slici:

5,,

41

-2+

Svojstva arkus-kosinus funkcije f~'(x)=arccosx su sljedeca:

- D(f)=[-Ll], R(f)=[0,7];

- padajuca, konveksna na [-1,0], a konkavna na [0,1];
- injektivna;

- nultocka x=1.

Inverzna funkcija funkcije f(x)=tgx, —% <x< %, je ciklonometrijska arkus-tangens

funkcija /' (x) = arctg x . Njen graf je krivulja, kao na slici:

Svojstva arkus-tangens funkcije f~'(x) = arctg x su sljedeca:

T
- D(f)z(—OO’OO)’ R(f)Z(_E’E)’
- rastuca, konveksna na (—0,0], a konkavna na [0,00) ;
- injektivna;
- nultocka x=0;
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.. . : : V4 . : . V4
- lijeva horizontalna asimptota je y = 5 a desna horizontalna asimptota je y = e

Inverzna funkcija funkcije f(x)=ctgx, 0<x<m, je ciklonometrijska arkus-kotangens

funkcija f~'(x) = arc ctg x . Njen graf je krivulja, kao na slici:
5 -

4,,

Svojstva arkus-kotangens funkcije f~'(x)=arcctg x su sljedeca:

- D(f)=(-0,0), R(f)=(0,7);

- padajuca, konkavna na (—,0], a konveksna na [0,) ;

- injektivna;

- nema nultocke;

- lijeva horizontalna asimptota je y =7, a desna horizontalna asimptota je y =0.

> 3.3 DOMENA SLOZENIH FUNKCIJA

Ako je funkcija y= f(x) kompozicija nekoliko elementarnih funkcija, tada treba voditi

racuna da na svim mjestima gdje se pojavljuje varijabla x, dana funkcija bude definirana.
Kao §to smo vidjeli u prethodne dvije tocke, “zahtjevi” na domenu dolaze od inverznih
funkcija nekih elementarnih funkcija. To znaci da u slozenoj funkciji y = f(x) treba osigurati

uvjete na sva ona mjesta gdje se pojavljuju “zahtjevne* funkcije u smislu domene, a to su:

- m je definiran za one x, za koje vrijedi uvjet G(x)=0;
- In(G(x)) je definiran za one x, za koje vrijedi uvjet G(x)> 0;
1
G(x)
- arcsin(G(x)) je definiran za one x, za koje vrijedi uvjet —1<G(x)<1;
- arccos(G(x)) je definiran za one x, za koje vrijedi uvjet —1<G(x)<1;
- cth(G(x)) je definiran za one x, za koje vrijedi uvjet G(x)#0.

je definiran za one x, za koje vrijedi uvjet G(x) #0;




58 Mervan Pasi¢: Matanl — dodatak predavanjima za grupe GHI

> RIJESENI PRIMIJERI

U sljede¢im zadacima na¢i domenu danih funkcija.

187. f(x)=vx*—4;

° xz —4>0 :>.XE(_OO,_2]U[2>+OO)'

Rjesenje: D(f) = (—o0,-2]U[2,+o).

188. f(x)=In(2x—x*)+ L.

Jx=1
e 2x—x*>0 =xe(0,2);
e x—1>20 = xe[l,+x);
e x—1#0 = xe(—o0,1)U(,+x0);

RjeSenje: D(f)=(1,2).

1

189. f(x)=—;

e,w}
x+1

e x—3#0 = xe(-0,3)uU(3,+o);
o x+1#£0 = xe(—wo,—1)U(-1,+x);

Rjesenje: D(f)=(—o0,—-1)U(-1,3)U(3,+x).

In(2x-5)
V9 —x? ,

e 2x-5>0 :xe(%,+oo);

190. f(x)=sin(x+x")+

e 9—x*>0 =xe[-3,3];

e 9-x’#20 = xe(~0,-3)U(-3,3)U(3,+x0);

RjeSenje: D(f) = (%,3).
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1

191. f(x)=arcsin (2x—5)+e*;

o —1<2x-5<1 =4<2x<6 =>xe[2,3];
e x#£0 = xe(—0,0)U(0,+x0);

Rjesenje: D(f)=[2,3].

2x—1 2
x+4

192. f(x)=1In ( )+e;

2x—1

2 >0 & (2x—-1>01x+4>0) ii 2x—-1<0 1 x+4<0));
X+

e 2x—-1>01x+4>0) :xe(%,-i—oo);

e 2x-1<0 1 x+4<0) = xe(—o,—4);

Rjesenje: D(f) = (—w,—4)U (%, +00).

193. f(x)= /1n (3:2)+sin(2x—l);

4x—3)20 - 4x—3>1 - 4x—3_120 - 2x-—8

2x+5 2x+5 2x+5 2x+5
2x -8
2x+5
(2x—820 1 2x+5>0) = x €[4,+x);

>0:

3

In (

>0 ((2x—820 i 2x+5>0) ili (2x—8<0 i 2x+5<0));

(2x-8<0 i 2v+5<0) jxe(—oo,—%);
. 5
RjeSenje: D(f)= (—oo,—z) U[4,+0).

> ZADACI ZA VJEZBU

Naci domene danih funkcija.

194. f(x)=~3x—x" +sin(2x +1).

59
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2 —
195. f(x) =arctg(x+2)+ ¥ =9
In(x>-4) 2
196. =
/) sh(x* —x) i X
42
197. f(x)= —“30"1"+ " In(x* - 1).
. 2 _ L
198, f(x) = 2esin =3) | o5

x+1

1
199. f(x)=ex ", [arccos X1
x+2

» RJESENJA

194. D(f)=[0,3. 195. D(f)=(~o0,-3]U[3,0). 196. D(f)=(=00,~2) U (2,00).
197. D(f)=[-6,-1)U(L,5] 198. D(f)=[-2,—v2]U[+2,2].

199. D(f)=[—%,1)u(1,oo).

> 3.4 INVERZ SLOZENIH FUNKCIJA

Neka je funkcija y= f(x) kompozicija nekoliko elementarnih funkcija. TraZzenje inverza

takve slozene funkcije svodi se na uzastopno traZenje inverza onih elementarnih funkcija koje
je sacinjavaju. Stoga treba dobro znati inverze elementarnih funkcija koje smo radili u tocki
5.2. Radi dobrog pregleda, u sljedecoj tablici navodimo neke najCe$ce inverzne funkcije
elementarnih funkcija, koje ¢emo susretati u konkretnim problemima:

- )= Jx je inverzna funkcija od f(x)=x* x>0,
- )= Ux je inverzna funkcija od f(x)=x’

- f - (x)=Inx je inverzna funkcija od f(x)=e"

- f'(x)=arcsinx je inverzna funkcijaod f(x)=sinx, —=<x<

b

N
N

- f'(x)=arccosx je inverzna funkcijaod f(x)=cosx, 0<x<7.

> RIJESENI PRIMJERI

U sljede¢im zadacima naci inverzne funkcije danih sloZenih funkcija.
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200. f(x)=2x+5;

o y=2x+5 x>y =>x=2y+5;

o x=2y+5 = 2y=x-5 :yz%x—%;

1 5
Rjesenje: f'(x)=—x—=.
jeSenje: [ (x) 5¥ 3

201. f(x)=3x"—4;

e y=3x"-4 xoy =>x=3y" -4

e x=3y"-4 = 3y’ =x+4 =>y= /%x+§;

202. f(x)=e" —3;

2 2
e y=¢" -3, x>y =>x=¢ -3

61

e x=¢ -3 = ¢ =x+3 =y =In(x+3) = y=4/In(x+3);

Rjesenje: f'(x) =+/In(x+3).

203, fx)=22F3.

3x+1
2x+3 2y+3

= , Xy =Xx=
3x+1 3y+1
2y+3

X= = 3yx+x=2y+3 = y(Bx-2)=3-x =>y=
3y+1

3—x

3x-2

Rjesenje: f'(x) =

3—x

2

3x-2
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204, f(x)= —2'smx+1;
sinx—3
—2sinx+1 —2sin y+1
® Y= XY DX=———
sinx —3 siny—3

—2si 1 . . .
x:.SLyJr = xsiny—-3x=-2siny+1 = (x+2)siny=1+3x =
sin y—3
1+3x

siny =
x+2°

Rjesenje: f~'(x) =arcsin I 3x

1
205. f(x)=,/In—;
2_1 2_1
e y= lnx2 , Xy =x= lny2 ;
x° =5 y =5
2-1 2-1 .y -1 : .
o x= lny2 :>)c2:lny2 :>e":y2 :exyz_sex :y2_1
y =3 y =3 y =3
: : 5¢° -1
=y (e —)=5¢" -1 =y’= 62 ;
e —1

5¢° —1

Rjesenje: f'(x) = —
e’ -1

206. f(x)=arc sin(In(cos(e")));
e y=arc sin(In(cos(e*))), x <>y = x=arc sin(In(cos(e”)));
e x =arc sin(In(cos(e’))) = sin(x)=In(cos(e’)) = ™" =cos(e’)

= arc cos(e™"™) = e’ = In(arc cos(e"™™)) = y;

Rjesenje: f~'(x) = In(arc cos(e”™™)).
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> ZADACI ZA VIEZBU

Nac¢i inverzne funkcije danih funkcija.

207. £(x) = In(sin(2x — 4)).

Jx+3
2x +1°

X2+l

209. f(x)=e"".

208. f(x)=

210. f(x)=In2508x 1
cosx—2

X +4

211. f(x) =arcsine* .

> RIJESENJA

2
ﬂn-f100=%ﬂmﬁne”+z ﬂm'f100=(x_3j,

2x—1
209. £ )= L2 210, £ () = arccos 2L
Inx-1 e =2

- In(sin x) + 4
211. f'(x)= f—
S 0=3 In(sinx)—1
> 3.5ISPITIVANJE NA RUBU PODRUCJA DEFINICLJE

Ispitivanje na rubu podrucja definicije podrazumijeva racunanje lijevih i desnih limesa dane
funkcije u rubovima njenog podrucja definicije. To znaci da prvo treba na¢i domenu D(f)

dane funkcije y= f(x), a potom u rubnim tockama x=a od D(f) izraCunati lijevi limes
lim f(x) i desni limes lim f(x). Pri tome, raCunanje ovih limesa moZe se izvesti na

xX—a— x—a+

jednostavan nacin, bez upotrebe sloZzenog racuna limesa i derivacija, kao §to ¢e biti izloZeno u
sljede¢im poglavljima. Naime, dovoljno je u danu funkciju uvrstiti vrijednosti x =a—, §to
znacdi lijevo od tocke x =a, te vrijednost x =a +, §to znaci desno od to¢ke x=a, te koristiti
formule za ponaSanje funkcije f(x)=1/x oko nule:

gdje «0—» oznaCava lijevo, a «0+» desno od x=0. Ovo je lako zakljuciti s grafa
funkcije f(x)=1/x:
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> RIJESENI PRIMJERI

U sljede¢im zadacima izraCunati lijeve i desne limese u rubovima domena.

1 .

212. f()C) :H,

e domena: D(f) = (—oo,1) U (l,0),
o hmf(x)—th_ 1 _1__ ,
--x-1 (1-)-1 0-
011mf(x)—th= ! L
—hx—1 (I+4)-1 0+
213. f(x)= L.
' (x-2)"
edomena: D(f) = (—,2)U(2,©),
011mf(x)—1 ! ! = lzziz
Sr (-2 (29-27 (0 0+
e lim f(x) = lim ! ! 2:L:
X2+ x—>2+ (X 2) ((2-}-)-2) 0+
214. f(x)=e";
edomena: D(f) =(—0,3) U (3,2),
) hmf(x)—hme*—e“"—eo%:e’“’:%:l:o’
e’
-1insnf(x)=1ir?eﬁzemzeﬁ=ew:oo.
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215. f(x)= arctgL;
x—4
edomena: D(f) = (—x,4) U (4,0),
1 1 /4
e lim f(x)= lim arctg—— = arct = arctg — = arctg(—o) = ——,
lim f(x) = lim arcig— & a4 . g(=0)=—3
e lim f(x)= lim arct L arct = arct, R arctg(o) = z
x—>4+ x4+ gx—4 g(4+)—4 g0+ & 2 .
1
216. f(x)=th——;
x-3
e domena: D(f) =(—,3)U(3,0),
e lim f(x)=limth ! =th ! =thL=th(—oo)=—l,
x—3- x—3— x—3 (3_) -3 0-—
. . 1 1 1
e lim f(x)=1lim¢th =th =th— =th(x)=1.
x—3+ =3+ x—3 (3+) -3 0+
217, f(x) = cth——;
e
edomena: D(f) = (—,-2)U(-2,0)U(0,2) U (2,0),
o lim f(x)= lim cth al = cth —2 —cth— 2 =
) S (x-2)(x+2) ((29)=2)(2)+2)  (=4)(0-)

= cthoL = cth(—®©) = -1,

cth —2

e lim x)= lim cth =
x—>(72)+f() x—>(-2)+ (x—2)(x+2)

= cthL = cth(») =1,
0+

X etn QS cth(04) = oo,
4 4

* i )= i cth 5~

X

. lil’(l)’l f(x)=lim cth = ctho—;r =cth(0-) = —o0,

x—0+ X2 -4

X 2

(29 -2)(-2+)+2)

Clh_—
(=4)(0+)

. lirgl f(x)= lirgl cth

= cthoL =cth(-o)=-1,

X 2

=cth =cth =
(x=2)(x+2) ((2-)=-2)((2-)+2) (0-)(4)

o lim f(x)= lim ct
X2+ X2+

= cz‘hL = cth(w) =1,
0+

h = cth = cth =
(x=2)(x+2) (2+)-2)((2+)+2) (0+)(4)
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Sto se moze skratiti ako uvazimo ¢injenicu da je dana funkcija neparna.

> ZADACI ZA VIEZBU

U sljede¢im zadacima naé¢i domenu i ispitati ponasanje na rubu domene danih funkcija.

218. f(x)=ch ! .
x+3

1

219. f(x)=e .

1

220. f(x)=th
x’—4

1
221. f(x) =arctg e~ +%.
1

222, f(x)=e PO

x+4

223. f(x)= 3sin(§-tth.

» RJESENJA

218. D(f)=(-0,-3)U(-3,2),
e lim f(x)=+o0,

x—(=3)-
o li(rg) f(x) = +oo.
219. D(f)=(=e0,1)U(l,0),
. lirE f(x)=0,
e lim f(x)=0.

x—1+

220. D(f)=(-0,-2)U(2,),
e Ilim f(x)=1,

x> (=2)-

. liI%lf(x)=1.



3. Funkcije (sa svim korekcijama)

221. D(f)=(-0,4)U(4,0),
' _r
+ lip /=3,

. liI}l f(x)=mr.

222. D(f)=(-»,2)U(2,x),
° 1Lr£ f(x)=0,
o llgl+ f(x)=0.

223. D(f) = (—0,—4) U (—4,0),
o lim f(x)=-3,

x> (—4)-

e lim f(x)=3.

x—=>(-4)+



