Od dr ing. B. Apsena izasla su i ova izdanja u nakladi Tehni¢ke knjige,

Zagreb:

LOGARITAMSKO RACUNALO

III izdanje

IV izdanje

V izdarnje
Vi izdanje
VII izdanje

ELEMENTARNE MATEMATIKE

1950.
1954.
1958.
1960.
1963.
1965.
1970.

1I
III
v

v
VI

VII
VIII

1952.

1957.
1962.

1967.
1969.

godine
godine
godine
godine
godine

REPETITORIJ

izdanje
izdanje
izdanje
izdanje
izdanje
izdanje
izdanje

godine
godine
godine
godine
godine
godine
godine

RIJESENI ZADACI

VISE MATEMATGKE
I dio 1969. godine
II dio 1969. godine
III dio 1967. godine
III oko 1970. godine

REPETITORILJ

VISE MATEMATIKE, prvi dio
I izdanje 1950. godine
I1 izdanje 1963. godine
III izdanje 1964. godine
IV izdanje 1966. godine
V izdanje 1969. godine

REPETITORIJ
VISE MATEMATIKE, drugi dio

I izdanje 1952. godine
II izdanje 1958. godine
III izdanje 1964. gddine
IV izdanje 1966. godine
V izdanje 1970. godine

REPETITORIJ

VISE MATEMATIKE, treéi dio
1 izdanje 1958. godine

II izdanje 1963. godine

III izdanje 1965. godine

IV izdanje 1968. godine

Dr ing. BORIS APSEN

P
RITESENI ZADACI
VISE MATEMATIKE

UZ TRECI DIO REPETITORLJA

VEKTORSKA ALGEBRA ¢ ANALITICKA GEOMETRIJA U PROSTORU ¢ FUNKCIJE DVIJU 1 VISE
PROMJENLJIVIH ¢ VISESTRUKI INTEGRALI I NJIHOVA PRIMJENA « NEPRAVI INTEGRALI ¢ INTE-
GRALI OVISNI O PARAMETRU ¢ EGZAKTNI DIFERENCIJALI I NJIHOVO INTEGRIRANJE e
EGZAKTNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE ¢ EULEROV MULTIPLIKATOR ¢ KRIVULJE U PRO-
STORU ¢ KRIVUL]NI I PLOSNI INTEGRALI e VEZA IZMEDU INTEGRALA RAZLICITIH TIPOVA o

VEKTORSKA ANALIZA ¢ ELEMENTI SKALARNOG I VEKTORSKOG POLJA ¢ OPERATORSKI

;ocz e SUSTAVI LINEARNIH DIFERENCIJALNIH JEDNADZBI

TEHNICKA KNJIGA
ZAGREB.
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SADRZA]J]

PREDGOVOR . . .. ... P .

I. VEKTORSKA ALGEBRA I NJENA PRIMJENA

A. Vektori 1 operacije s 4056,159 — formule .

Zadaci 1do 35 . ... ... e e e e e e . .

B. Vektorske funkcije skalarnog ﬂ—.ﬂﬂ.ﬂoﬂrr Derivacije 4&»:5_. ue
parametru. Primjene u kinematici — formule . . . . . . e e e
Zadaci 36 do 47 . . . . . . Lt e e e e e e e e e e e

C. Analiticka geometrija u prostoru uz primjenu vektorske metode —
formule . ... ... ... ... e e e e e e e e e
Zadaci 48 do 96 . . . . . . . . . e e e e e .

IL PLOHE — formule . . . . .. .. .. ... C e e e e e e e e e e
A. Plohe drugog reda izraZene kanonskim jednadZbama. (Elipsoid. Hi-
perboloidi. Paraboloidi. Elipti¢ni stoZac) . . . . . . . . . .. ...
Zadaci 97 do 110 . . . . . .o h e e e e e e

B. Sfera (kuglina ploha) . . . . . . . . .. .. ... ........ ‘
Zadaci 111 do 121 . . . . . . . . . ..o e e e e

C. StoZaste i valjkaste plohe . . . . . . . . . ... ... ......
Zadaci 122 do 129 . . . . . . L L ..o e e e

D. Opéenite plohe . . . . . . . e e e e e e e e e e e e e e
Zadaci 130 do 138 . . . . . . . . ... o e e

I11. FUNKCLJE DVIJU I VISE NEZAVISNIH PROMJENLJIVIH . . . . .
A. Parcijalne derivacije funkcija dviju i viSe nezavisnih promjenljivih
a. Parcijalne nmu..?wo&.m prvog reda . . . . . . . e e e e e e e

’ Zadaci 139do 147 . . . . . .. ... .. .. e e e e e
b. Parcijalne derivacije vi$ih redova . . . . . . . . ... . ...
Zadaci 148do 156 . . . . . . . .. . ... e e e e e e

B. Totalni diferencijali funkeija . . . . . . . . . . . ... ... ..
a. Radunanje totalnih &Hmnosﬁumum prvog i visih redova — formule
Zadaci 157 do 166 . . . . . . . ' e e e e e e e
b. PribliZno ratunanje pomoéu totalnog Emmuaboaﬁm - monBEo L
Zadaci 167do 176 . . . . . .. . ... . w e e e

C. Parcijalne derivacije i diferencijali sloZenih »E.we&n. — formule .

Zadaci 17740190 . . . . . . ... o o000

D. Zamjena promjenljivih u diferencijalnim izrazima . . . . . . . . .
Zadaci 191 do 201 . . . . . . . . . e e e e e e e e e e
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C. Krivuljni integrali izraza koji predoduju totalne diferencijale nekih
funkeija — formule . . . . . . . . .. .. .. ... ...

Zadaci 986 do 696 . .
XIX. PLOSNI INTEGRALI

....................

A. Plo3ni infegrali po povrsini § Ee—-o — formule . . .. ... ...
Zadaci 697 do 704 . . .. . . o e 44 e 0. W e e e e e e
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Zadaci 705 do T17 . . & . & & i v e e e e e e e e e e e e

VEZA IZMEDU INTEGRALA RAZLICITIH TIPOVA

.......................

......................

XIV. STOKESOVA FORMULA
Zadaci 730 do 732

XV. FORMULA GREEN-GAUS-OSTROGRADSKOG . . . .. ... ...
Zadaci 733d0 745 . . . & vt ot e e e e e e e e e e e e
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Zadaci 746 do 760 . . . . . . . ... 0. e e e e e

B. Usmjerena derivacija . . . . . . . . e e e e e e e e e e e
Zadaci 761 do TTT . . . . &« . v i e b e e e e e e e e e e

C. Nivo-plohe polja . . . . . . . . . . .. ... .... e e e e
Zadaci 778 do 780 . . . . . . . . ..o i e e e e e e

D.Kutdvijuploha . . . .. .. ... ..... e e e e e e e
Zadaci 781 do 785 . . . . . . ... ..o e e

XVIL VEKTORSKO POLJE . - . « o o e e e et e et e e e e e e

A. Vektorske krivulje — formule . . ... . . . . . ... ... ...,
Zadaci 786 do 789 . . . . . . . . i e e e e e e e e e e e
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Zadaci 790 do 797 . . . . . . vt i e e e e e e e e
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sila — formule . . . . . . . . 0 e e e e e e e e e
Zadaci 798 do 811 . . . . . . . . . .t e e e e e e e e e
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a. Ravno vektorsko polje . . . . . . ... . .. oo
Zadaci 812 do 817 . . . . . . v i e e e e e e e e e e

b. Prostorno vektorsko polje . . . . . . . ... ...
Zadaci 818 do 837 . . . . . . . .. T e e e e e e e e e e e

‘NE OPERATORSKI RACUN — formule . . .. .. e e e e e e e e
Zadaci 838 do 848 . . . . . . .. e e e

" XIX. SUSTAVI LINEARNIH DIFERENCIJALNIH JEDNADZBI m KON--

STANTINIM KOEFICIJENTIMA . ... .. e e e e e e e e e
Zadaci 849 do 86 . . . . .. ... .. e e e e e e e e
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366

366
374

375

379
379

385

386
386
390
390
395
395

395
395

398
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400

404
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413

424
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I. VEKTORSKA ALGEBRA I NJENA PRIMJENA

A. Vektori i operacije s vektorima

Formule
v=v-9,
- v
v = —

rexityit ek = +VE+r+a
x
cosa = —
r
=2

cos B = .
sy ==
cosy = —

costa 4 cos? B 4 costy =1

0 = Ty Ty [Ty (51 Y10 2003 To ey Vg 2] = (% — %) 7+ (v — 5 + (22 — 2) .

——

Skalarni produkt a b

M
@

3)

@)

&)
®

@n
12)
(12b)
13)

(15)
11.
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posebno pomoéu a i b teZinice trokuta: A M, B NiCP.

Kako je prema slici 2.
— 3

iz A A M B slijedi

iliizAAMC:

1z A BC N slijedi:

F
A P Ea
Slika 2.
Kako je prema slici
T=—(+a),
odnosno
b__<_3a
2 2 2
aoEWBo.
— i 7.3 3-%
mzuhllql.wl-l.
Prema slici:
- - 7
Qm.l.w+.m
ili kako je
c=—(a+d),

Slika 3.

- - =

2. Tri vektora AB — ¢, BC = a i CA = b &ine stranice A 4 BC. Izrazi pomoéu a, b i ¢ i

)

.-41.“!14."_"*»7

odnosno

dobijemo

3. U pravilnom $esterokutu ABCDEF poznati su AB = m.v i m mm = g, Izrazi pomoéu.
mvm M vektore:

—_— —  — —— .

CD, DE, EF, FA, AC, AD i AE.

Prema slici 3:

CD=BS=BA+AS=—p+gq +
FFe-3 §F--F Fi-—GB-7=3
AC=p+4q; AD=2g; AE=AD+DE=2¢—p

Slika 4.

- = —

4. Izratunaj zbroj va+.wm'+ .n.vm“ ako su a, b i ¢ tri orta koji zadovoljavaju :ionM + ﬂ + |nv = 0.

Iz uvjeta slijedi da zadani orti zatvaraju istostrani trokut stranica 1 (vidi sl. 4), pa medu-
sobno zatvaraju kutove & = 120°. Prema (11) dobijemo:

3

Nw+ww+n.u..uu._._.§_~%u|§=8..H|M.

- = = —_

w. Uz uvjet da vektori a, b i ¢ zatvaraju trokut pa je a + 3 +|m = ( izralunaj duljinu stranice
¢ uz pretpostavku da su mecouﬁn.

:h_ﬂnﬂw\au+v.l.na@nom X (@)
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12. Izratunaj nutarnje kutove A ABC [A(— 1,0,2), B(2,1,— 1, C(l, — 2,2)].
Prema (8) i slici 6:

AB=c=Q+1)i+Ud—0j+(—1—-2k=3

G+ —3k

AC=b=(+1)i+(—2—-0;+(2—Dk=2i—2]

B =(3-2i+(0+2j+(—3-QOk=i+3j—3k
Prema (3):

c=VSF1+9=V19, a=YT+9+9=V1, paje y=u, b=Va+4=2}2
Prema (19):

Pomocu logaritamskog raunala dobijemo:

Bgg, oo 18038

— =719 y=T1%
38, 2 mw, y=710
Proba:
wofb_ _6—=2
ch —\WN—\M

b b

Slika 6.

13. U kocki brida a = 1 izratunaj prema slici 7 kutove ¢ i .
Prema slici:

AOCA:d=7+7 AAOB:k=d+D, paje D=k—d=k—j—i
- ED_ RE-j—H _1-0-0__1 _V3
csg=cnih D) e S T T il V3 3030
= 54,7°.

18

\
— — — — — — . J— — /.).
- dD (G+E-—FT-D —1—1 "—2V% V6 N/
cosy =cos(d, D) = —— = = = =—1_. i
P TaDT T ays e s 3
Buduti da je ¢ Siljati kut uzimamo cos ¢ = Nwlm paje 2% el
K] = 35,30, . -l , = ,,......
Proba: 4" At
9+ ¢ =90 ot

14. Odredi kut 3to ga zatvaraju vektori @ =27 +2; +% i 5=27+ 107 — 11 %,

Taeumm ww.\yi.

Prema (27a):
1

-

i
1 -2 ]=1i¢

c=13 3-2)— O+ +E(—3—)=7—17;—7F

£
|

-

w

Proba prema (18):

.m.muulz+5uwm be=4+17-21=0.

.@o&d& koeficijent « uz uvjet da su vektori NH sm'+ 5bi m'ﬂ 3a— Nwo::aﬁ_r dok
~ vektori @i b to nisu.

Ratunamo prema (23):
pXxd=(@a+58) x (33—5) = po zakonu distribucije =
HuaANxMTT_uﬂ.xylemxylu@x&ﬂ
= prema (24) i (26).=3-0—15@ X ) —a@x B —5-0=10
@xB)(—15—a)=0.
Kako je @ X b % 0, jer @ i  nisu kolinearni, mora biti:
—15—a=90
«=—15.

@5&5& skalar &= (@ X B+ (@5, uzevsi u obzir (15), (20) i (D).
[e = a2 %),

19
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v

Prema (31):

i
axb=13
1

=3:11-2-(-3)~-5(—-2)=49
I

—

=37—17—5%

|2 x3|=V9+289 + 25 = V323

4 QAII r u.v Nv.

49

QP = ——

" Va3

Vektori AB=a=QR—Di+(—1-0j+0+DE=i—7+2k

i AC=b=—2i+j+3% [vidi(8)]
leZe u zadanoj ravnini pa je prema (27a)
- W Y
v=axXb= 1—-1 2 |=—5i—7j—kFk
-2 1 3

N

Odredi vektor v koji je okomit na ravnini odredenoj tatkama A (1,0, — 1), B2, — 1, 1) i

- - e o e o e s = -
26. Zadana su tri vektoraga = 2¢ —j + kR, b =1+ 2j— kic =1+ j — 2 k. Odredi jedini®ni

\ ¢

- - - -
vektor v, koji leZi u ravnini §to je &ine vektori b i ¢, a okomit je na vektoru a.

TraZeni vektor v = en_. + ees. +.e~wv~owm u ravnini vektora bi N ta su tri vektora dakle

komplanarna, pa je prema (30)”

Odatle prema (31):

Q&
1 2 -1
1

m'._..n“ dakle prema (12b):

(a) + (b) daje:

pa iz (a) i (b) slijedi

G xdv=0.

Illueu+e«.\le.ﬂo

I\\\l‘\

(b)

@

Kako je v, = 1, prema (3) imamo:
Vo +4 =1,
£ K

odnosno s obzirom na (c) M

a odatle je

i Ve~ | 5]

- H - -
eoH|N + k)
Zadana su tri vektora
PE— — - - - - -
aH-.INN.+ ; b=31i+Fk; ¢
Izralunaj:
)abx)@xhecilxda.
1-2 1
ab xH=prema(B) =13 0 1|=1(-D+2(-N+103)=—4
’ ' 0 1-1
(@ x B)c = prema (31a) = a(b'X ) = — 4
© x B)a = prema 3la) = —a( x 9 = + 4.
B@+HE+d xe
- Oznativii i izratunavi e
H=a+b=47—27+2F
v=b+c=3i+j

dobijemo Qomn..Ea skalarni produkt, koji ratunamc prema (31):

[4-2 2
vXcFulwxad={3 1 0|=—4
_ o 1 -1

Isti primjer na drugi nadin:

mm+w'vmw +.mv Xe= po zakonu distribucije = (e + 8) (b X

- - =

= prema ) =@ + HE x 9 —2Bx0+3

HM@X&&.OHE&E&HI .

+oex9=

(b X ¢) = prema (30a) =

23
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D@ x DT +@@ x N +i@a® x H)E=a x5,
Uputa: Izratunaj prema (31) trostruke skalarne produkte navedene u uglatim zagradama,

g) DokaZi da su vektori Nwwﬂ komplanarni, ako je mm X w.v + @. X M..v + Am.x Mv = 0.

Uputa. Zadanu jednakost pommnoZi skalarno s ¢ p2 uzmi u obzir formule (30)" i {30 a).
32, Zadani su vektori:
~- k.

— - - -
1

F— 25+ 3%k d=i+2]
Hnamgaumma'x&w anﬂxwm NHNXAMXMV_ i Awavxmn.va.

[1; —107— 27— 12F; 2; 27+ 45 — 8&).

33. Zadan je tetraedar svojim vrhovima A (1, 1, 1), B(0, 0, 2), C(0, 3, 0), D (4, 0, 05. Odredi
volumen tetraedra i kut §to ga &ine bridovi A Bi A C.

1 V2
T e = -5
34. Izratunaj povrdinu P trokuta 4 BC[A(l, —1,0), B2, 1,— 1), C(— 1, 1, 2)].

Uputa P u.w_muw.x AC).

(3vzl.

35. Odredi jedini¢ni vektor (ort) koji je okomit na vektorima

+7 -k iB=i-j+2F

B. Vektorske funkcije skalarnog argumenta.
Derivacije vektora po parametru. Primjene u kinematici.

Formule

Za
At =a,)i+a,Oi+a®Ok

By =b (1) + b, Wi+b,mk

d~ = da _db _
= = — = 35
&A +b) de * dr ’ @)
a, - da
m.nh ﬁv«.llh H

(¢ = skalarna konstanta)

26

36.

d — ~da . d d
4~ _ da_ .. _d . a
T @=2a @ ili prema (15) = @ at=2a a
N ~ (35)
d =~ > = db - da
mmﬁhxwvl.h X nmn.l@\/ﬁ_‘n
pri demu je
do _da,+ da . da .. g
G- atta gk sl g
d-=+ —da
aCo=cg
ako monn'wonmﬁ:nwn vektor. 35y
de
&te

ako je ¢ vektor konstantne duljine.
U kinematici predotuje
‘Hxsm+b<€w.+n8m -
jednadZbu gibanja tacke, tj. gibanje tatke u prostoru (ili u ravnini) zadaje se tako da se toj

pomiénoj tagki dodijeli radijvektor N dok je ¢ vrijeme, pa je .

& -
a ~ "7
vektor brzine, dok je (35)
d&r  dv
de ~a ~ ¢
vektor akceleracije krajnje tacke vektora ﬂ
Zadaci

Zadana su dva vektora koji su funkcije skalarnog argumenta (parametra) :

a@)=5ti—7+ 2k i b()=sint7+ costh.
Izratunaj prema (35):

d - - - - . - - -
wvH?+$Hun+Nuw+nOm:lm5~wHQ+no:v~.+ﬁhlm::vw.
call T T L .= - e =
VH?EHQZI\+ﬂ@Anom:.l2n~$+@53.+83@@..+N;VH

Hunnomnln»m5~+m&n“+~n8mnu.:nomn+almv&=r

27
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43. Gibanje tatke u ravnini zadano je jednadZbom r=3icos t+ .: sin z. Odredi trajektoriju,

brzinu v i ubrzanje a m&»é? napose viaza t,=0, ~. = W i = W Za1, =0: m.. = ~w+ umw a, = —21
1z usporedenja zadane jednadzbe gibanja 7 = 3icosz + 47sinz s opéim oblikom radij- Za1, uwu oy = — _\m i+7+3k; a=—1i—V3;
vektora WH k...'+ u&.v slijedi:

x=3cost |: Nmrﬂmn v, = —2i+3k; ay, = —2j.

3

y=4sint |:4

. 45. Zadana je jednadZba nmcpa.wﬂ =7 cosa coswt +w sin & cos w ¢ +|m&= wt, gdiesuxiw
cost ’ skalarne konstante. Odredi trajektoriju, veliinu i smjer brzine i akceleracije.

Usporedenje zadane jednadZbe gibanja s op¢im oblikom radijvektora = x...'+ ww + 2k

=sin L. daje jednadzbu traZene staze:

-h|‘< w|x

Kvadriranje i zbrajanje tih jednadzbi %w ¥-coecse
y=sinacoswt .
+ =1 =sinwl

w 16
Staza gibanja je eli i id4. Usporedimo li dobivenu jednadZbu staze s parametarskom jednadZbom kugline plohe [vidi
goen)s Je clipsa s polwosima 314, dio III formulu (95) i sl. 75], vidjet éemo prema navedenoj slici da je trajektorija kruZnica
polumjera 1 kojoj ravnina zatvara s ravninom X Z zadani konstantni kut o.

- dr - = - v -
v =—= —3isint+4jcost; nHQ'e 3icost —4jsint - - . - . . -
t . de V= —jwcosasinwt—josinasinwt+ kwcoswt
Za =0: E 4= —3i MHIﬂ..eunannomsﬁIw‘e“mmnnnome~lﬂeuwmnen
N»H»HW“.MH wv\ll+n—\.l.: NHI%WIN-\MW eH—\e»oomnnmmnwo:+8~mm=~9mmﬁ.~€~+B»nOmMSNHP
x Na isti naéin dobijemo
- - . - - ?
Nw;HM” = — 3i; a; = —4j. a= o
46. Zadan' je H»E_anﬁg pomicne tatke ..Aa sint, —acost, b Nt. Qdredi hodografe brzine i
44. Odredi stazu, brzinu cv wwm.&oﬂn:n S a takoder velitine brzine i »woo_n_.»n:o za moment r akceleracije (a i b su skalarne konstante).
=0, =" i f=— - . N .
1 =3 1 BT 2 i to za gibanje tatke _S_n je zadano .oag&voﬂ. - Opdéenito se pod hodografom. radijvektora r= r () pomitne tacke razumije krivulja $to je
- N > Tisi ’ opisuje krajnja umwms tog B&m«nm_nnon». U navedenom zadatku se traZe hodografi za radij-
ri=2icost+2jsint +3 [ vektore brzine v i akceleracije a gibanja edredenog zadanim radijvektorom.
Prema zadatku:

Usporedenje s T = .x.m..+ u‘w.'+ 2k daje stazu gibanja u parametarskom obliku:

¥ =2cos¢ o . . . : r=iasint—jacost+kbe.
a to je cilindrika spirala [vidi formuha (155) u dijelu

=2sin¢
y=ésm II1 Repetitorija Odatle:
z=31 - d&r = - -
. eHMH =idacost+jasint+2kb:
- dr . + g i
eHHHINMg~+N.‘n8n+m» pa je hodograf brzine
- do - - x=acost
g=—==—21icost— 2 sint . .
de . y=asint cilindri®ka spirala [vidi formulu (155))
. — z=2bt
v=Vasin*r + dcos* ¢z + 9 = V13 . :
. _ = ! viaimaju konstantne vrijednosti za sve ¢. - do - -
dcostt +4sinfe =2 a= G =—iasint+jacost+2kb

K}

8
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- Zadaci .

@%ﬂa w&.s&gai:nmwanEo_ﬁ:u%osENL“SL_o_ss::nEE%B
p=BC[B(l,1,— 1); C(0,0,3)]. S 8.

-

Oznativsi s P(x,y, 2) bilo koju tacku traZene ravnine E pifemo prema (8)

Kako je @ | b, prema (12 b) i (18) imamo

b=~ 1+ =N 1+z-(—4=0
ili .
x+y—4z2—5=0

a to je prema (46) jednad?ba traZene ravnine E.

49\ Rije¥i isti zadatak, ako je 4(2,1,2), a p =4 0[4(2, 1,2); 0 (0,0, 0)].
2x+3y+2z—9=0].

Slika'8. Slika 9.

”50. dredi udaljenost d tatke P(1,2,2) od pravea p = A B[A(2,2,3); B(2, — 1,0)], SL &

Prema (3):

Prema (12):

4

[+ e+es|n_w

= ( 18 2
e -3
3 i
3 —_—
"*ma glici 9 /
‘—‘QEN_ tackama A (x,, ¥15 2,)s B (%5 55 2,) 1 OO«&QQ Nuv
WQH&

51,
N

Zmu& jednadzb®
10,

glika 10.
wwnbnnwgom.Ngom»_.nQXv.rmv»mm_aomn&m.
{r
@e =
t# .7 < b)=0.
18 ¢
o
¥
N g
\ ¢ ,
Uﬂnﬁm je P(x, s NN« ¢ m%\ vw T+ an u‘-v.‘ + (7 — 2z) k
Prema (30) P j
0 m\& , - -
X \ M\ »t+§l$¥+§lu_;
“ -~
. i %3 - - -
%o je prema ¥ \m \\m\ﬁ it —i+@E —z)k
A S *. g :
\&\.« \\‘ d y -n 22
\ s \\— v.u\u\- 23— 2
:ﬂﬂnﬂo a o Y wa%n govaine £
prem: 7
: p?
s
¢ c(—-1,52 i D@, —1,0).
\\ 0 ( ( )
a &‘ mm? i tatkom O (0, 0,0) a okomit je na pravcima 4 B
to je prema Amn m« m _ﬂ&m pro - .
N # o1t aib.
ﬂamﬁa su &etit? V4 g\ p o
4 il m\ .0 35
N ) X
N Oaw_ jednad?”
N T

SQjelimo pra?”
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56. Zadana su dva pravca

DokaZi da su ti pravci mimosmjerni i odredi najkra¢u medusobnu udaljenost tih pravaca.
SL 12.

Prema (8) dodijelimo zadanim pravcima vektore
AB=b=-274+j+% i CD=d=

Prema (23) zadani pravci nisu paralelni, jer je

Pokazimo da se ti pravci i ne sijeku, pa

. . - . - g
su mimosmjerni. Uvedimo vektor CB = ¢ =

=—4 Mv+ mvvw ra¢unamo prema (31):

0
_ -2 1 1
-\ -
Gxde=| 1 4 —1|=11r20
Slika 12. -4 0 1

Prema (30)’ vektori w.. 2 i ¢ nisu komplanarni pa se pravci p, i p, ne mogu sijegi.
Odredimo vektor M =%xd koji je okomit na p, i p,. Projekeija bilo koje spojnice pravaca,

npr. N na Mm&.n traZenu najkraéu udaljenost d, pa je

d= h“UHOBNA_Nv"\%"Ec
|bxd]

Ra¢unamo:
F=bxd=—5i—7—9%

F=V25+1 + 81 = }107.

HmemBomwva

C A

-2 1 1
Gxda=| ‘1 4 —1]=11

-3 -5 1

11

~Vie

57. Zadan je tetraedar svojim vrhovima A (1, 2,2); B (-1,0,0; C(1,0,1) i D(—2,3,0).

Odredi a) <.o_E=n=w b) povriinu A A4 B D; ) visinu k tetrardra uzevdi B C D za bazu; d) naj-
kra¢u udaljenost izmedu brodova A B i CD.

[0 35 w3V o o]

- )
@%& da se zadni pravci 4 B[4 (7,— 2, 3); B(9,—2,4)] i CD [C(5,—1, 1); D (5, 0, 0)]

sijeku i odredi jednadZbu ravnine koju odreduju.. SL 13.

—_— —_- -

kmﬂw."u_.nﬂ.w&v.hnﬂw+m“. O|U'H&H~. e

-

i

sy
X
a4
I

j
1

2 0 1 2 0 1
Gxde=| o 1 —1|= 0 1 -1 | =
-2 1 =2 —2+2 140 —2+1
2 0 1
=f{o 1 -1]=0
0 1 —1

Prema (30)’ pravci A B i C D su komplanarni pa se sijeku.

39
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bit ¢e vektor s Koji je okomit na 7, i m,, .
H

=T—177-7%

- -
S =n X nyg=

w N

7
3 1 -
4 —1
kolinearan s presjeénicom tih ravnina.

TraZena ravnina E odredena je sad zadanim talkama A i B, odnosno vektorom 4 B =
=b=— qu+ Nm..+ 2% vektorom H dok je vektor

i 7 %
n=bxs=|—2 2 2|=207— 127 +32%
1. -17 =7

okomit na ravnini E (vidi sl 16).

3

&
r 8

Slika 16.
Prema (47)" 20, — 12 i 32 su koeficijenti 4, Bi C traZene ravnine. Usmeno li jo u obzir
da ravnina prolazi tatkom 4 (1, 0, — 1) dobijemo prema (50)

0@x—-D—12(y—0+32(z+1)=0
ili )
5x—3y+82+4+3=0

jednadiby ravnine E.
Proba. Ravnina E prolazi i‘tatkom B (— 1, 2, 1). Uvritenje daje

—5-6+8+3=0.

63. Odredi kosinuse smjera pravca.

2%+ y— z—5=0]
*x=3y+2z-2=0|,

42

[ G

i

RS

\.\l/r.

2 3 6
SL 17.
s
@
i4
PR
\\
£ -

Slika 17.

Dodijelimo prema (39) i (47)° pravcu p vektor p = 27 + 3 + 6 &, a ravnini E vektor
%=1071+2j— 11E

Prema (19):

lpn] _ 120+6—66] _ 8

= — = 0,381
- ——

pn Va9 - V225 21 -

® = 67,6 ¢ =90°— o =224"

65.{ Odredi jednad?bu ravnine koja prolazi tatkom P(l, — 1,3) a paralelna je s ravninom
/\ E=3x+y+2z—-7=0. ..

Nww..u je traZena ravnina E paralelna-sa zadanom ravninom E,, obje ravnine imaju prema
(47) identi¢ne vektore normala n = 37 + j + % a dakle i iste Koeficijente &lanova jednadzbi:
3,1il.

TraZena ravnina prolazi. tatkom P (1, — 1, 3) pa prema (50):

3c-D+@ FD)+1(z—3)=0

E .
E=3x+y4+2—5=0.

— 1 -2 .
66. Da li je vwwcwnwmunm nﬂ.e.w. HN» paralelan s ravninom

E=x—-2y+2—5=0?

-

Ako je p||E, vektor normale ravnine E, tj. prema 47) n= T—2 j + & mora biti
okomit na vektoru Nn N...v+ uw'+ 4 M koji smo prema (39)’ dodjelili pravcu ?.
Pravac p i ravnina E su medusobni paralelni, jer je prema (12 b):

p=1-2-2:34+1-4=0.
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72.

Kako je
7 T i x
ixe={ 2 -1 3= 2 -1 3 -
-4 2 —6 —4+4+2-3 2—-1-3 —-6+3-3
, T 7k
=12 —1 3|=0
2 —1 3

prema (23) vektori i m' a dakle i tatke A, B i C leZe na istom pravcu.

Da li je presje¢nica ravnina

m._ma+NanuI.uHc i Ez=5x—2y—2=0

paralelna s vnioa_d»m%um.nnM—.v

Znamo da je presjednica ravnina paralelna s <ow8_..on~|m koji w.n okomit na <oE..oB.B».
normala zadanih awﬁ.mbwn:'_ =T+ Nn.wl 2% M» =5i— Nm.'l P pa mnwvﬂ N_ X m“
Presjetnica je paralelna s pravcem p, jer je wvektorski produkt vektqra s = M_ X N i
vektora pravca N = Nuu..+ umw+ 4 M .

- - —_ - —

A.M~ X wv»v X M" prema (32 a) “ﬂ_'n@:& —n(n,p) =

—(5T-2]-BHR +6—8)—G+27—2810—6—4)=0.

73. Zadana su dva pravca:

_x—2 y—2 z—3 . _x—2 y—3_z—4
hETT ST TTT T RTTT OTTa T2

a) Da li se ti pravci sijeku?
b) Kako glasi jednadba ravnine E koja je odredena tim pravcima? Sl 20.

4

Slika 20.

a) Pravcima p, i p,, koji prolaze tatkama A (2, 2, 3), odnosno B (2,3, 4) dodijelimo prema
(39)" vektore :

B=T+3 ks p=it+4]+2k

now je prema (8)

Ratunamo prema (31):

1 3 1 1 3 1
Gxppa={1 4 2|=|1 4 2|=0
0 —1 —1 1 3 1

- -

Prema (30)" vektori p,, p, i @ sukomplanarni, pa se pravci p, i p, sijeku, jer nisu ni paralelni.

b) Prema slici 20: .

BP=b=G-2i+G-3j+G&-k
gdje je P(x,y,z) bilo koja tatka traZene ravnine E.

Opet ratunamo prema (31) pa imamo:
x—2 y - 3 z—4

te je

74. Zadana su Zetiri vektora

a=4i—8]+k b=27+j—=2F c=3i—4j+12%k i d=i—]+F
a) Odredi vektor koji je vwn&o—wﬂ s presjetnicom ravnina odredenih vektorima ai w“
odnosno cid.
T axb=mn
cxd=r
ravninu (n,, n,) koja je okomita na tim ravninama pa je okomita i na pre-
sjetnici tih ravnina. Ogito je &w.:'ﬂnxu xﬂuhmmxw'v X mmev predotuje traZeni

v su vektori koji su okomiti na ravnini ANu w'vu odnosno AMMV te odreduju

vektor, koji je okomit na ravnini AM:ML pa je paralelan s presjetnicom zadanih ravni-

na (a, b) i (¢, d). PrikaZi sve to grafitki!
Ratunamo prema (34):

—_ ———t

A=@xB) x(cxd)=c@bd)—d@bd =

4 —8 1 4 -8 -1
=0@i—4;+12H |2 1 —2|-G-F+B]2 1 -2|=
1 -1 1 3 —4 12| -

= — 1707 + 145 + 55 k.
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@.& Odredi vektor & koji je paralelan $ ravninom E=2x —

79. Odredi kosinus kuta ¥to ga presjelnica ravnina 2x4+y—2z=

ratun prema (31) daje:

. 2 -3 5
.wnul.o.. —1 7 —2=—15
2 -2 1
ili po apsolutnoj vrjednosti
S, =15.

Na isti nan radunamo projekcije povriine S na’ koordinatne ‘ravnine.

Jedini®ni vektori za koordinatne ravnine XY, YZi YZ jesu: Nn—v m' pa je
2 -3 5
.wueﬂﬁ Xd)k=| -1 7 -2 (=1
0 0 1
pm: "lv I'I'I - -— -
vz ( X&vnI.NIO 1 .w.au"A X&v&"lu..
Proba:
| S=VIF ¥ 29 ¥ 1 = /363 = 31,03.
O¢ito je da u g

S=txd=si+s7+s%

S, h i S, predotuj jekei .
M\N NN Xy ju E,e cije povrfine paralelograma na koordinatne ravnine

77. Odredi kosinus kuta &to £ zatvaraju pravac

. Y —2z—4=0 a okomit j
<ow3~.=alw+.‘+v. e na

-7 +7

zatvara s osi X. 0ix+y+2z=0

(7]

80. O&.o&<nw8nn&EEnnwo_:ov»an_»buvnn&omﬁnoaggm =x+2y+z—1=0

_m.lal.v.+wu+q 0.
TraZeni vektor a, a, koji je paralelan s H.na_nmEooB zadanih ravnina, paralelan je i s vekto-
rom ? _no:;n okomit na vektorima 5 i a. zadanih ravnina, tj

- -

m=i+2j+% i suwnwim

e —— e ——

~

Kako je p =1, X 1y = Si —j — 3%, dok je a paralelan s p i ima duljinu 2, dobijemo

5i-7—3% _10i—2j7— 2“

V25 +1+0 V35

Qdredi jednadZbu pravca p koji vno_mN_ tatkom P(1, 2, 3) i zatvara kutove s osi X 30% a s
osi Y 60°

Napisimo jednadZbu orta P. koji zatvara s woon&?BE.. osima zadane kutove pa je
paralelan s traZenim pravcem p.

V3 _1

. 3 1
nomsanmuo._H’u nom_wunommo..IM i n%«"w\_lﬂlﬂﬂcv

a=2 wuN

pa je
- V3 T4 1
=t itgl
Vektor M. a dakle i pravac p paralelan je s ravninom X Y i leZi u ravnini z = 3, jer prolazi
tatkom P(1, 2, 3)
Prema (38): .
2 z-—3

lxl— y—
..5 1 0
2

ili
lal_ _y—-2_ z2-3

PEI/R TTT T o
Pravac p moZemo prikazati i kao presjek ravnina
x—V3y—1+2/3=0

z=13

y—22=0 probada ravninu E=x + 3y N.+A;Io.

a) Odredi probodiste P tog pravca i ravnine.

Pravac p

Vektor Nwow je okomit na vektorima normala onjh ravnina kojima je pravac p odreden,

tj. E.N ={-2ki m“ val NM paralelan je s pravcem p:
pllp=mxn=27+2]+E

Upvritenje 2 =0u .&:nnn_uo ravnina koje odreduju pravac p daje x = 3 i Q 0, pa je

prema (38): .

QOdatle:
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dobijemo prema (12):

91 82
dmeofn_ 55 _ 0
* n YVatr4a9+4 557
a=_2_
5V57

86. Odredi najkracu udaljenost d zadanih pravaca

x+3 -6 =z-—3
vaum # ".%IU" N

_x*x—4_y+1_=2+7
h=—g"="3773
Pravac p, prolazi tatkom 4(— 3,6, 3) a p, tatkom B4, — 1, — 7).

<ow8nNmHﬂH.\|-.'l qm..| SM unomnmn&BounbonB&: m....ﬁannmﬁo _.o.o&.na&z
zadani pravci, odnosno vektori .
P=4i—37+2k i 2,=87—37+3%k

H=p, X py=—37+4]+ 12%.

Prema (12):
on
d=b, =22 =13,
_x*x—9 y+2 =
Da="g="T3=71
_ % _y+7_=z-2
h=—"3="9 =73
n
87. Tzvedi uvjet da se sijeku zadani pravci
_EX=H_ Y= _E—n
= a; b; =%
»umkl.x.".elv.»ﬂnluu.

Qs b, Cq

Gu.unnauﬁgew: da su zadani pravci mimosmjerni odredimo na nadin prikazan u zadacima
85 i 86 najkracu udaljenost d tih pravaca. Si. 22.

mm = P.—.'+ Fm.v+ &M

g = anun.'+ Fw'.*. n.ﬂ

BA=q=(, — %) i+ I.e.vww..T (5 —2)k
n=2, X pu..

d dobijemo tako da ¢ projiciramo na 7.

-

.%%.

Prema (12)
an _4(p X 99
d=a, = ="
ili prema (31) i (27a):
, Xy — X3 Yi— . 2 — 2
a, b, 2
d= & w =
i j k
a, b, A
a, by o

Siika 22.

Ako se pravci sijeku, ta je udaljenost d = 0 pa je
X — Xy - M — Y
4 - b

a, b, Ce

2z — 2

g |=0

traZeni uvjet da se pravci p, i p, sijeku.

Odredi jednadzbu ravnine koja prolazi krajnjim tatkama radijvektora
T=3T—F4+k B=i+2j-% i c=i+j+k

Oznadivii s P (x, ¥, 2) bilo Koju tatku traZene ravnine E i uzevii u obzir da su krajnje tacke

zadanih radijvektora A(3, — 1, 1), B(1,2, — 1) i C(1, 1, 1) dobijemo

AB=—27+37—2% AC=—27427 i AP=G-3i+0+Di+GE~Dk

Prema (30)": .
x—3 y+1 z—1
E = -2 3 -2 =0
-2 2 0
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94.

95.

96.

Odredi jednadZbu ravnine koja prolazi ishodiStem koordinatnog sustava a okomita je na
ravninama

E=2%x—y4+5243=0 i E=x4+3y—2—-7=0.

TraZena ravnina E okomita je na presjecnici s zadanih ravnina E, i E, pa je s vektor normale

traZene ravnine E.
Prema (47)’:

m=2i—j+5k

me= i+3j—k

S=m X my=— 147+ 75 + 7E.
Kako traZena ravnina E prolazi ishodiStem, neposredno dobijemo
E=—14x+7y+72=0-
il
2x—y—2=0.

Je li moguée poloZiti ravninu tatkama 4 (1, — 1,1), B(0,2,4), C(1,3,3) i D(4,0, — 3)?
Ravninu moZemo poloZiti kroz 4 take, ako su te tatke, odnosno vektori

komplanarni.
Prema (30)":

Gxa9d=] 0 4 2|=18+18—36=0
3 1 —4
-vektori su komplanarni pa moZemo odrediti jednadZbu ravnine koja prolazi zadanim tackama.
Vektor normale traZene ravnine E glasi:
n=bxc=—6i+2]—4%
Ravnina E prolazi tatkom 4 (1, — 1, 1) pa prema (50) i (47)
E=—6(x~-1D+2(y+1)—4(z—-1=0

ili
3x—y+22—6=0.

Presje¢nicom ravnina

. E,=4x—-y+4+32—1=0
' m.mx+m.e....n+nuo
-poloZi

a) Ravninu E, koja prolazi tatkom O (0, 0. 0).

Za zadane nB.BEn E, i E, vektori normala glase

pa je vektor presjetnice s tih ravnina

—_ —_ - =

S=m Xmy=—~2i+]+3k

Vektorom s i tatkom O ravnina E, jo§ nije odrede: pa moramo na presjeénice s odre-
diti jednu bilo koju tatku A.

Uvritenje z = 0 u jednadZbe ravnina E, i E, daje
4x— y—1=0
x+5y+2=0
a odatle je x = % iy=— W pa je A AW“ - W. ov tatka presjeCnice s (probodiSte”
s ravninom X Y).

TraZena ravnina E, odredena je sada vektorima

—_— - 1=+ 3> - - = - — - - - -
Omﬂnﬂﬂmlm.& s=—2i+j+3% i OP=p=xi+yj+ 2k,
gdje je P(x,y, 2) bilo koja tatka ravnine E,.
Prema (30)":
x y z
JU 1 3
@X ) s = |d| |.ﬂ 0i{=0
-2 1 3

E,=9x+3y+52=0.

b) Ravninu E, koja prolazi tatkom T'(1, 1, 1).
Na isti nadin dobijemo
Eg=23x—32y+26z—17=0.

<) Ravninu E; koja je paralelna s osi Y.

. TraZena ravnina E; okomita je na ravnini X Z pa sadrZi vektor N dok je

—_— 1\ - IV
hwmvuﬂA&l.ﬂvﬂ.+Ae+|m.vs.+NF

Prema (30)": . .
0 Xf)s= 0 1 0 =0

-2 1 3.

E;=21%+14z—3=0.

d) E, koja je okomita na ravnini 2 x I,.w +52—3=0.
TraZena ravnina E; odredena je opet vektorima AP = m.: i m.. a takoder vektorom nor-

male 7 = Nm..lm..._. 3 % ravnine na koju je okomita:

1 3
- e |y ¥t z
(o, X n)s= 2 -1 5 =0
-2 1 3

E,=7x+ 14y4+5=0.
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Tangentna ravnina na plohu u tatki T, (x,, ¥,, 2,) plohe

oF oF oF
F(x,y,2) =0: AIV x — X, +Alv - +Au|.v —3)=0 76
(635 2) o ), G W), 0wt (), ¢ - (76)
oz 0z
smtwn: () Gom+ (55) 0-w-z-x as)
elipsoida:
ke RIS WL N 16y
a* b c?
hiperboloida:
dvokrilnog
xE YN czEH 1
2 e ! 6
jednokrilnog
X% YN _ %2 _ I
a* + b c? 1 (76)
paraboloida:
elipti¢nog
e At a6y
hiperbolnog
mmwl_ lem, =z + 2z (76)"

Normala na plohu u ki T, (x,,¥,, 2,) plohe

o Em Y=y _ =-=x
F(x,y,2)=0: Aﬁv A..Nv Awumv (78)
0x /3 ay /1 0z /1
X — X% Yy =N z2—2 ’
z = X, M = = \\ﬂw
o 166) - . — (772)
elipsoida:

X—% _IY=Nh _ 2”24 (78)

EX n oA

a® b c?

A. Plohe drugog reda izraZene kanonskim jednadibama
(Elipsoid. Hiperboloidi. Paraboloidi. Elipti¢ni stoZac.)

Zadaci

97. Odredi omjer osiju dvaju paralelnih presjeka elipsoida
.NI..

4

ito s ravninom X Z i s ravninom koja je od nje udaljena za 2.

Uvrltenje y = 0 i y = 2 u jednadibu elipsoida daje presjek

s ravninom X Z _

=1

x2 oy
stot

62
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e e e vy et o, S A

e ey,

98.

99.

a to je elipsa s poluosima .

i s ravninom y = 2

xt 2*
st b
9 9
opet je elipsa s poluosima
sVs ., 2V5
Q~|4 1 [ |||u|

a:a=c:c ﬂu“_\w

Odredi projekciju na ravninu X Y presjednice elipsoida
. Xy 2 . .
.~.m+M+I_-I~ i ravnine x4+4z—4=0,

a takoder sredifte te presjeSne krivulje.
Iz jednadZbe ravnine slijedi:

a uvritenje te vrijednosti za z u jednadZbu elipsoida daje nakon uredenja
xX*—4x4+2y*=0
ili
(x—22+2y*=4]|:4

(x—2)
T+

Projekcija presjetne F.»i&o je. elipsa 3. poluosima
a=2 i b=)2 isrediftem S(2,0).

U tatki 4 Alwu rIWv povuci normalu na elipsoid
%t oy 2*
EPE T ek
Prema (78)’ dobijemo
1
‘x+2 y—=1 . u+w
—z 1 1
8 4 2
1
ili
‘.w+P
x+2 y—1 _ 2
1 -1 2 (

traZena jednadZba normale.
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Upvr$tenje u jednadZbu elipsoida daje nakon uredenja
2+3t+2=

pa je

1z (a) slijede sad traZena probodiita
P,(2,—3,0) i P, (0,0, 2).

b) dvokrilnog hiperboloida

2 3
g

i pravca

x—3=y—1= mwla
Prijelaz na parametarsku jednad¥bu pravca i uvritenje u jednadzbu hiperboloida daje
jednadZbu

B —2t41=0
pa je

Py3(4:2,9).
Pravac dira plohu.
¢) jednokrilnog hiperboloida .
L AT
g =1

i pravca

Postupajuéi na isti nadin ne dobijemo jednadZbu u ¢, veé identitetu 1 = 1 koja kazuje
da zadani pravac leZi potpuno na plohi hiperboloida.

104. Odredi jednadZbu ravnine koja tangira dvokrilni hiperboloid

x2 Q. 2t

hadl + T 7= 1
u ta&ki wwAI mu Nv 3.
Prema va: mog.nao neposredno

—6x 2y 6z
9

a odatle je
E=4x—12y+4+92—6=0.

66

105. Na jednokrilni hiperboloid

Ad a) Izvriimo li prijelaz na parametarski oblik jednadzbe N»nwbow pravca, dobijemo t, =
i t, = 2 nakon EuwSE» u jednadZbu hiperboloida, i dva probodiita P, (12, 3, .c i
P, (6, — 3,2) pravca i hiperboloida, a dakle zadanim pravcem prolaze dvije tan-
mﬂ::« ravnine E, i E, (Vidi zadatak 103).

Prema Q32~

E =R N Eh @

736 9 4

Dy (%3 315 21) =

TraZena ravnina E, prolazi probodiitem P, (12, 3,4) i tatkom 4 (0, — 9, 0) kojoin
prolazi zadani pravac. Uvritenje koordinata tih tataka u (a) daje:

X .
|w|~+wu~._.ln—|l|_ i y»n=-1L
Iz tih jednadzbi slijedi:
=3z +4 (b)
dok uvritenje x, =32z +41iy = — 1 u(a) daje
2
2y = .IWl
a prema (b):
%, =6, paje D, Amv. —-1, Wv

E,=3x—2y—32z—18=0.

Na isti nadin uzevsi mjesto P, probodiite P, (6, — 3, 2) dobijemo

E,=x—-3z=0.

ad b) Odredivii na mavedeni nadin probodiite pravca i hiperboloida dobijemo dvostruku
talku P, 4 (6, — 3, 2), pa zadani pravac tangira hiperboloid u P,,,. Postoji dakle samo
jedna tangentna ravnina koja prolazi tim pravcem, a dira hiperboloid w tadki
P, ,(6, — 3,2). Prema (a) dobijemo

E=x—-2y—32—6=0.

106. Pravcem p = y = 0; z = 1 poloZi tangentne ravnine na dvokrilni hiperboloid
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Iz 1. jednadZbe slijedi:

x— 17 : ¥
y= 1 i anlﬂ._.ﬁ
7
Uvritenje te vrijednosti za x u 2. jednadZbu daje
_z2—49
Y=
pa je
x=71 _y z—49
R B
2
ili

Na isti na€in dobijemo:

109. Odredi pravce koji prolaze tatkom (6, 2, 8) a leZe na plohi

Rn V.» Nu _
stT =t

Buduéi da je jednokrilni hiperboloid praviasta povriina, zadatak se svodi na odredivanje
pravocrtnih izvodnica u zadanoj ta&ci hiperboloida. Na natin prikazan u zadatku 108 pri-

mijeni formule (68), (66) i (67).
ﬁalal.v.lw z—8 alm"!ININImH_.
3 0 4 9 g 20
110. Zadan je eliptini stoZac z? = 2 x* + 4 y%. Odredi onu izvodnicu s stoSca koja je paralelna s
ravoinom 12x + 14y + 112 — 25 = 0 i onu tangentnu ravninu koja prolazi tom izvod-
nicom. :

Napisavsi mo&.ﬁ&cﬂ stoSca u obliku
Ru

2

y 2 _
+3-7 =0

vidimo da je zadna ploha stofac s vrhom u O(0,0,0) kojemu je presjek s ravninom
2z = 2 elipsa : .

x oy

2tT=!

s poluosima a = V2ib=1[vidi formulu (70) i sl. 26]. Buduéi da svaka tangentna rav-
nina zadanog sto¥ca prolazi kroz ishodifte-O i dira plohu po jednoj od izvodnica, biti ée
prema (55)

E=12x+14y+11z=0 (a)

jedriadZba traZene tangentne raynine.
Kako je u jednom od diralita T, (x,, ,, z,) tangentne ravnine

Ahm . A%v — . %v 1
@Rul 19 ‘ﬂ&wul Ew 1 AMM—IIMN_.

70

dobijemo prema (76) jednadZbu tangentne ravnine E u drugom obliku:
1
mmR—Aklv._v+NE-Q|E_V||M.N-AN|N-VHO. (b

Iz (a) i (b) slijedi:
=12, 2y =14 i — =z =11 pa je T, (12, 7, —22).

B. Sfera (kuglina ploha)

Zadaci
111. Napifi jednadZbu sfere opisane oko tetraedra kojemu su vrhovi O (0,0, 0), 4(2,0,0),
B(0,5,0) i C(0,0,3).
Prema (61) jednadZba sfere sa srediStem u S (m, n, ¢) glasi
x—mpP+@—n+@E—gt=r.

Cﬁwﬂnaw.woou&umsﬁroﬁnon.»nnnw.a&omnmawonbwﬁcnNwo&o&ﬁaono@ownsao»
myn, g, ir: :
m? + n® + An =-r2
Q—mt+nt+g=1r
m+GE—n+g=r
m+nt 4+ (3 —gt=rt

Iyt
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115.

116.

74

Da odredimo m uocimo da je udaljenost ravnina od sredista S(— 5, 8, — 1) sferc jednaka
polumjeru 4 te sfere, pa w—.ﬂ,:w (48 a) imamo stavivsi m =u
4—n-8-1
—\=. +1

u = B) _ W i u, = AW = — W
.IAN~|» *T\C/. 127
Uvritenje u (a) daje traZene jednadZbe tangentnih ravnina:

‘ 1 3y+ 42=0

Qdatle dobijemo

1I 5y—12z=0.

Na sferu
x—*+3*+(z—2P%=1225

poloZi tangentne ravnine koje su paralelne s ravhinom
10x—11y—22+3=0.

Znamo prema (55) da su koeficijenti od x, y i z paralelnih ravnina proporcionalni ili jednaki,
pa ¢e jednadZbe traZenih tangentnih ravnina glasiti:

10x—11y—2z+D=0.

Kako je svaka tangentna ravnina na sferu udaljena od sredilta sfere za njen polumjer,
odredimo D prema (48a) uzev$i u obzir da je u nafem sluajud =r=1515(4, 0, 2):

10:4—11-0—-2-24+D
+ /100 + 121 + 4

15

ili
36 +D

+15 °

15 =

Odatle je D, = 189 i D, = — 261. Dobijemo:
I 10x—11y —2z+ 189 =0

I 10x — 11y —22—261=0.

Napisi jednadZbu sfere koja tangira pravac )
_x—1_ y+4 =z-6
h="3 """ T3
u tatki 4 (1, — 4,6) i pravac

u tatki B (4, — 3,2). SL. 27.

Sredilte S (m, n, g) sfere odredimo kao sjeciste ravnina E, i E, koje prolaze tatkama 4i B a
okomite su na pravcima p, i p, i ravnine E, koja prolazi sredinom C tetive A B okomito na
tu tetivu.

2

Prema (50a)
E, =4, x—1)+B,(y+H+(z—6=0 (a)
a prema (58):
3_6_4
4, B, 1
odatle
3 . 3
»Aull.v:M.. 1 .W_."M

pa je prema (a):
E,=3x+6y+4z—3=0.

Na isti na¢in dobijemo:

E2=2x+y—6z+7=0.

A,
2
‘Slika 27.
Koordinate tatke C:
g 1LT4_ 5 - —4-3__ 1 _s+2 _,
2 2 7 2 T2y *FT Ty <
pa je
5 7
OA(NI» |lN|v A.v.
Prema (41)
_, _x—1 y+4 =z-=6
AB=p=——="73—="¢-

'Na isti natin kao za E, i E, dobijemo
Ey=3x+y—4z+12=0.
RijeSimo li sustav §to ga Cine jednadZbe dobivene za E,, E, i .E,, .dobijemo sredifte
S(~ 5, 3,0) sfere. :
Polumjer m.».o-.o
AS=r=V36+49 + 36 = 11.

Prema (61): . .
(x .T 52+ (y — 3)* + 2* H.,_N_..

75
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Jednadzbe tangenata glase:
=80 —-dD+AU@E~-12)=0
ty=6(x—3)+24=—-12)=0

h=y+32—-40=0
L=x+4z-51=0.
TraZena ravnina
R=4Ax—-3)+BOy—H+(z—12)=0.

Prema J&nﬁ:ﬁ& ku&n_somm:mé.ﬁ ravnina uzev$i u obzir da jednadibe tangenata t i,
predotuju dvije ravnine od kojih je prva okomita na ravninu Y Z a druga na ravninu X Z
dobijemo:

B 1 1 . 1

T 4 paije melAw i wﬂlw|
R=3x+4y+122z— 169 = 0.

=
-

C. StoZaste i valjkaste plohe

Zadaci
122, Koje plohe predo¢uju jednadibe:
N o B x* 2 Xy 4zt
a) - — 3 = 0; b) -—y*+ - =0; SRR A i A
pe = . vh %+A 0; ©) 5t e =0
V4
‘rl"m'lllll
I
|
|
b |
b
|
|
|
P |
(] a x
9
Slika 28,

Ad a) Napisav3i jednad¥bu zadane plohe u obliku
ha
. x? + .%n = '@m 2

78

i usporedivii je s jednadZbom rotacione plohe x* + 3* = [f(2)]* [vidi formulu (90)

b
u II dijelu Repetitorija), vidimo da je f(z) = |m z, ilix = “ z,0dnosno z = - x
a to je pravac kroz ishodiste, kojemu je m. = tgp. Zadana ploha predoduje kruZni

(rotacioni) w"om»nu kojemu je os Z o8 rotacije, dok je a polumjer poprelnog pre-
sjeka udaljenog za b od vrha'(vidi sl. 28).

ad b) Prikazav3i jednadZbu zadane plohe u obliku x* + 22 = (2 y)* zakljutujemo prema (90)
da ona predofujé kruZni stofac nastao rotacijom oko osi Y pravca z =2y (ili
x = 2y) kojemu je vrh u ishodi¥tu koordinatnog sustava. Narisi sliku plohe.

ad ¢) Postupajuéi na isti nadin zekljutujemo da zadana jednadiba predofuje kruZni

stoZac nastao rotacijom oko osi X pravcu z = 3 x. Narisi sliku plohe.

22

123. Odredi kut §to ga zatvara izvodnica s osi rotacije stoica x* 4+ y* — -— = 0i sve prikazi grafi¢ki.

3

o3

x* 2

124. Odredi ravninu koja tangira elipti®ni stofac o + 2 — 2% = 0 u tacki T, (4, — 6, 4) stodca.

4 3

Racunamo:

Q

F

x

x.
Nv
auT, (4, —6,4):

oF oF . oF
(F).=z (&).=--* ¢« (F),=-*

Uvritenje u (76) daje:
26— 4H -4+ 6)—8(z—4=0 .
ili
x—2y—4z=0.

125. ‘Napisi jednadzbu sto¥ca kojem je vrh u ishodi§tu koordinatnog sustava a ravnalica je zadana

2 eyt
wnmbm&cwan”a»‘ve + &N)..M

Znamo da se stoZastom plohom ili, krace, stoScem zove opéenito ploha 3to je opisuje pomi¢ni
pravac (izvodnica) Koja prolazi stalnom tatkom (vrh sto3ca) i sije¢e neku krivulju (ravnalicu).
(Vidi § 15 III dijela Repetitorija).

Prema (38) jednadZba izvodnice zadane plohe glasi:

x_ ¥y _ =

a b 1

jer prema zadatku prolazi .ishodiStem koordinatnog sustava. Odatle je

. a=

x=az C ®)
e |

n|w

o
M
n |
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pa je s obzirom na (c)

traZena jednadZba valjka.

129. Pokazi da se medusobno tangiraju stoZac
x2 + U\n = 2%
i sfera
B+ +(z—-21=2
u tatki D (0, 1, 1).

" [Izvedi jednadZbe tangentnih ravnina na stoZac i na sferu utadki D pa ¢ed dobiti za obje plohe
istu tangentnu ravninu jednadZbe ¥ — z = 0, plohe se dakle tangiraju u ta&ki D.]

D. Opéenite plohe

Zadaci

130. Odredi jednadZbe tangentnih ravnina i normala na zadane v—o—.uo u zadanim diralistima.
a) z=x*—xy —y*u T,;(l,1, — 1) plohe.
Ratunamo prema (75) i (77a):

9z 9.
J.@IRINR'D\ Q"&l"lk|~.€
0z 0z
PIAva—INI~l_. A-HAIW..V.".I—INHIu

Tangentna ravnina
E=E—D14+0-D-(N=z+1

i
E=x—3v—2+1=0
normala
n=X=1_»—-1_ 241
-1 T -3 D41
. n
b) N"E.Oﬁh“l uf, Ar 1, Mv .
Prema (75)i (77):
%1 oyY_ oy 1
14+ =
2
29%_ 1 1_ x| _1
q Y ) » R|Hn+2-v SI.lN.
ta

82

LT
_x—-1_ y—1_ 4
RETY T 1 T2 ¢
x A
)2 4+2*=8 u Ti(2,2,1).
Ratunamo prema (76) i (78):
x y
9F _ = L1 9F _5s. 1
i -In2 P > 2% -In2 2
OF x 4 y
- _ 9% . X gz, e
%= 2% - In2 p 2% -In2 e

auT, (2,21):

@Nu @Nq @m.v
|" . I|" . |"|—Q—b~
A&v_ 4In2; A&v_ 4In2; A%H .

E=4ln2(x—2+4In2(y —2)—-16In2(z—1)=0

iti
E=x+y—42z=0

x—2 y—2 =z-1
11— -4

D —xHxyz—3y*=5 u T,(1,1,2)

L e —mys—25y5  F)=2

E—@—mar-sys T Ep =i
oF 5 En=11
32 =@ —Nxy+2xy2 F) =

E=2x+y+112—-25=0

x—1_y—-1_z—-2

2 1 11

n

eaue+sw u T,(1,1,1)

| - 1 z-1
[+y-2:=0 Iop =20 =200

».Vh“ vk»....%:.lkuc u NauAuu&u|d

qu+ 11y +52=0;

xlw.l.v.lAH N+q_
17 11 5

83



<8

W =T2T0"Tx un.o_n duepez 1qzpeupal swaad of uw_

‘I5U0) = .umn ﬂw«ﬁa.mlﬂ Iz¢ . If¢. :SWH;
uWnjoA
3 murioy (s 151I8U) Jeporne) oumfiqop wvwasid MpPE1 1 evumesz: i oumfodg

a o.ha.“l . c"uv .
zg=2 =z woeu } Cg=4 =Zx
°|.||H 0o=x
IS0 BU 38310 OWDIIQOp UREU NSt BN X € = X 3fep (8) n alungIan 0 HM.“ =X s0
c 0=
‘BUIlSO WINEUIPIOOY BU BUTUABI €) [UR) YI 0§ 3YSIIPO OUWNPIIPO
(e) 0=Ux(z—-2)+ 22—+ 20 (x—x)=7

:ayoid (Fz '€ ¢'x) T el n BUTHARI PQUAfuB

:(9L) ewarg

‘USWNOA (€} IPIIPO | BUSUMIOA J0U[BIS JEPIBNI) BUIBUTUARL

WrmEeuIp100y s JUE 3yojd BRW (0foY oIq N @ = z £x nYo[d vu eufUARI EMUSSUE! €D ZEOJ °

0=¢—fL7+x=% 0o=47+x="g

ayojd auepez vutuARI YMnuaduel 2qzpeups( suazen 3fep (8) n fUn$IAN}

1 =30 mh

'0c
7= 0

I

0= £ =

(q) euroad e

Z _ap S _ oy
T =2 = =X2)
PepO

0=¢+291 -2l
efuapam uoyeu afep ayojd nqzpeupaf n °z = z 1 (q) S(UANFIAN

THE-=%
C)) o !

1+°%7—=%

counfiqop apepQ
_ 0V=1-"27+"%

0=CT+°27+%g—" %y
e

0=bv—"xp+°3

8§ — %71 =228+ %9
af ed

.-

0 _ 4 _ I
y—*p+%g §—%7]

Ipafi]s euTUARI NIAp Rsoupdrered (¢¢) wvfan 2z

Zp+%g

® 0=CZ-DE—%p+%2H+C—-O@ - AN+ x—N)(zp+ =47
BUTUARI EIUague Y,
*07 eygijearp S3eurprooy jeuzodsu %2 4 Ox s 15a198UZ0 (91) BURId oureUMYBY

0=L+A4T+x
wouTuAel § dupsrered ns 3oy

0=¢+2zp—A8—2xp+ 2y + A9+ Xp

ayoyd suruaer awuaduel sUo IPIIPO

”oEu_Bmv
Oz g ="%"% 1 0 =€+ §x

a( ep 112qO n 1§A3Z()

°| _ .a _ .?r _ ° _ O-A. _ OR 1
..NINI.S.IHI..RIRH-: 3 op .wNINl.o.ﬁlhI.xIRI u
e
0 _ 7z _ °x7 _
_.Nlnlea.la.laalxlf
af 33l
G+ x4 Y
%ox g = & sod
:(ezp) ewdly
-=%) 0 =) (R
de Je qge
Kx=2q 87
Go) v =) = '(F)
‘0= |— 1 7= |— Ox 7z = |—
0 A,% : = \qe = e g
Jyeffea 87

“7 ppel fouepez n eyord ymep
-2 gpeULIoOu aqzpeupdi (g.) euwdid oumparpo ‘ejeuirou yraoyiu ny eyojd Imyf of oyedf

¢°2°AC%)°L DREI M £x =2q Byo[d T v = 4 + ;% elfeA nYolis wony 3s wiloy pod
14 s

Ja o - gz —
—w.ln|m|a|~|a 0=182 n+av+aL

OEDU M zHO+x=g@tftal+r @

— L2 __f auv|3+aw+aL

B —‘O'L M 0=8—29+Ap+xT+Axp+2x9 4+ Lxp+ .24 A — x5 (3

8

el

‘1€l



134.

135.

136.

137.

138.

86-

Na isti natin pokaZi da tangentne ravnine na plohu Vx + V3 + Vz = V4 sijeku na koor-
dinatnim osima odreske kojim je zbroj a.

Zadana je ploha 2 = xy. Odredi jednad3bu tangentne ravnine wo_- je okomita na praveu
x+2 y+ N z— ~

21 |
‘Prema (75):

E=s(x—xpp+(& w.u.-vf =2—2Z.
Znamo uvjet okomitosti (58) pravca i ravnine:

oo -1
: 2 1 -1
pajepr=2ig =1
Iz z = x y slijedi:
9z _ . _ 0z _
%=y i a=g=x

pajep=m=2ig=x=1, now_._.ﬁmﬁann.uﬂa.v.n&ounﬂu.,

Prema (a) dobijemo: :
E=2x4+y—2—2=0.

Tatkom A (0, 0, — 1) polo?i tangentnu ravninu na plohu *— .eu — 3 z = 0 koja. je para-
" X_Y_Z. .
lelna s pravcem 3 1 2
Izratunavsi . ) P oF
9. 9.
ﬂ =2 X Mvﬂ = - N.u\ Q'N -3
dobijemo prema (76) jednadZbu tangentne ravnine u tagki T (x;, y;, 2;) plohe:
E=@x—x)2x—(O0—3)2%»m—(2—2)3=0." ~(a)

Znamo :&2 paralelnosti (57) pravca i ravnine pa je

2%,°2—2y°1—32=0
ili

2%, —y—3=0. (b)

Ravnina E prolazi tatkom 4 (0, 0, — 1), dakle prema (a):
-2 +2y1+3an+3=0. (
Tatka T (x5, ¥15 24) _nmm.bw zadanoj plohi, dakle )
H—yt-3zn=0 @

Iz (c) i (d) slijedi 2, = 1, a iz (b) i (d) uz 2, = 1 dobijemo x, =2iy, = 1.
Uvritenje u (a) daje kona¢no
_ E=4x—-2y—32—3=0.

PoloZi tangentne ravnine na plohu x* 4+ 2y* 4 3 2? — 21 = 0 koje su E:.&o_:o s ravninom
x+4y+ 6z2=0.,
[x+4y+6z+21=0]

Na plohi x* 4 y* — 2* — 2x = 0 odredi tatke u kojim su tangentne ravnine paralelne s
koordinatnim’ ravninama.

[(1, + 1,0); (0,0,0) i (2,0,0). Tangentne ravnine -paralelne s ravaninom X Y nema].

HL FUNKCIJE DVIJU I VISE NEZAVISNIH PROMJENLJIVIH

A. Parcijalne derivacije funkcija dviju i vie nezavisnih promjenljivih

a. PARCIJALNE DERIVACIJE PRVOD REDA

.N»Qw&
139, u = £
ou _ ., - ou - ou 2
@xl u\u— vwﬂke.n.sa.n.u.« uw MMH&QN.FR.E.FE.
140. u = arc tg (x — y)
1 z(x — )~
u —_— =
T ey
w = Ee—y"
e i
w &= Inx—y)
z Hl—lhkll.-.vﬁvnu
141. 2 = arctg |/
wlmnuu_u|_l%._|léa_.-.u yt i\ﬁ.m
14 N—\Re NQ#RJ-\M 2x (1 4 2Y)
|®|NI||N "Iml.lu‘.k&.mﬂk" .RQ—B.M
G R Y~ 20+
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152, Odredi vrijednost konstante ¢ u funkciji # = x* + @ x ¥* uz uvjet da ta funkcija zadovoljava

. 9,

Laplaceovu diferencijalnu jednadZbu Wﬂ.“ + H: =

u, =3x*+ay’; u,. =6x;

:qHNaRu: :S\.I.Nax.
Upvritenje u diferencijalou jednadzbu daje

6x+2ax=0

pa je

2x(3+a)=0 a=—3.

153. Pokazi da zadane funkcije zadovoljavaju Laplaceovu diferencijalnu jednad*bu u prostoru

Pu  u  du
D:[&I.Ru &u+®|N-|| .
D u=e*Y. cos5z
u, =" 3cos52;  uw, =9V cos5z;
u, = Y . g cos 5 z; U, = 16274 cos 5 2
u = - &£t . 5sin 5 25 u, = — 258214 L cos 5 2.
Uvritenje u A » daje:
7Y L cos52(9 + 16 — 25) = 0.
b)u=22—-3x22z—3y*z;
nv u= w.
Vety + 2
_ y 0%z u«u
154. z = pr e PokaZi da je Fria @.e, .
155. NHM..mF%.+.<.mmnx. Izraunaj o'z .
ox? oy?
M k-
. oo 1 - . . ou Ou
156. PokaZi da funkcija u = e zadovoljava jednadZbu — = —
2 Vxe o oxt’
x*
x* 3 1 x? -
) _x 2 I _x 4t
:~"FIA|« :.IulunnTn u..na..lﬂv“nlAl 1 + xt
2V= 2 4] 2V=\ 2Ve  anyr
_x
'Y}
£
= — (x* —21)
82 =t

vu

k.-
”. ——
. 1 ﬂ.AIWmvllaa a
2 Ve 4t 4t Vmt
1 = 2 : 5
- T& 2% T4 e .
U, =————\|—x-e — + e — (x* =21t
= A:\mI«A 4¢ v YTtk -

B. Totalni diferencijali funkcija

. RACUNANJE TOTALNIH DIFERENCIJALA PRVOG I VISIH REDO VA

Formule

Diferencijali prvog reda
Za funkciju z = f(x,y):

@N

Za funkciju u = f(x,y, 2):

0

du )

u
|Mm&+ % 4y + S dz.

Diferencijali vi§ih redova

Za z=f(x,9):
0z b @.N 0%z w.N
2y — = =22 4xe
dtz wamk.*‘ &\v @».mk +wa@u<n_k&‘+ 5 d
0z oz . \* 0%z 03z 03z
3y — (== = === 2
d3z A@xax._.w&.v .w.m.xu+u@ &ak&.+u@a naanv.+w-&‘
Za u=f(%y %)
) ou ou ou
du = Ammak +|Imm.e +@Nauv =
My oMu Mu o%u ou
—_— 3
axu+m.a.< +wn-nu +~w&@ak&%+-x%&&n+nm &.QN
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165. z = sin(2 % + y). Odredi d°z u tatkama T,(0, ) i T} AI w.mv .

[d2=—cosQx+y)Q2de+dyP; uT, d2=Q2dx+dy); uT, dz=0].

166. z = e* cos y. Izratunaj d*z u tacki T AW»WV .

fe

Lk

[F@—am-Viaa]}.

b. PRIBLIZNO EOCZEH POMOCU TOTALNOG DIFERENCIJALA

Formule
Za z = f(x,):
oz 0z
—dz =2 L Ay, 1
Az=dz ma>a+@>v. 81
Zau=f(x,5,2):
Rk _ ou ou, -  ou ,
D:Haﬁlmﬂ>8+@|.e>.<+m>n (81)
za male |Ax|, |Ay| i |Az].
Zadaci

167. Za koliko ée se promijeniti dijagonala i povrSina pravokutnika sa stranama x = 6 miy = 8m,
ako je prva strana poveca za 2 mm a druga se umanji za 5 mm.

Buduéi da je poveéanje odnosno umanjenje strana ﬁnwawﬁuﬁw vrlo maleno s obzirom
na duljine strana, promjenu Az duljine dijagonale z i promjenu AS povriine S pravokutnika
odredimo pribliZno pomocu diferencijala, tj. prema (81).

z=V+
EWQN.H:\++QHE+.N—\HW+|Q. Ay = xbx.“eb.e )
Kako je z = /36 + 64 u 10 m dobijemo:
Az = ;F”Toba" IE

dijagonala ¢e se skratiti za priblizno 3 mm.

94

S==xy
>.m;.|.a%..ﬂu.>a+x.>&ﬂw.98~l 6-0,005= — 0,0l4m® =
= — 0,014 - 10*cm?® = — 140 cm?.

Povriina ¢e se smanjiti za pribliZno 140 cm?.

168. PribliZno izratunaj 1/(0,98) + (2,01 + (1,94)",
Oznatimo li u = Va® 37 + 2* = f(x,y, 2) gdje je
x=1x,+Ax=1—0,02
Y=y +A4y=2+001
z=zy+Az=2—0,06

moZemo zadani izraz prikazati u obliku u =u, + Au, gdieje u, = V1 + 4 + 4 = 3.

Ratunamo prema (81)':
Auzdu= A2 +YAy+ 242

Au = 1-(=0,02) + Nwo.o_v + 2(— 0,06) — — 004

U=ty + Au =3 — 0,04 = 2,96.

169. Priblizno izratunaj

E ] 4

In (V1,03 + V0,98 — 1).

Neka je
3. 4

z=In(x+Vy—1)
adie je.

x=xy + Ax =1 + 0,03

Yy=3+Ay=1-0,02

pa z prima oblik:

z =2z, + Az.
Racunamo:
Z=ln(/T+Vi-1)=mn1=o.
Prema (81) i (a): :

X _ 0z 0z 1 1
DNH&NImDRAT'DQH- O A Ax + 1 D.zv"
3

oy 3 T
Ve+Vy—1 \3y= 4y
11 1 .
=3 Au 003 — .ovsv = 0,005.

z = zy + Az ==0,005.

(a)

95



Ze o %0 me 2@
00 mo ' mp mp e
(88) L oo G m L
0p mp ' mp mp we
¥e % Yo r _*
o me " mp mp mp
) w o x m_ =
ap mp ' np m¢ ap
(98) L n Aa % :nenv.n.
WP o+ TP o + | 9P 5o + 1P 0 ) = anp
(s8) fad ®
" ap o+ MP 20 = ap

[ECx)a @EEDn) f=m
AMed zCx)a=a1 (zCxX)n=n ns3Apd (@n)/=m niymj ez

sinwiog

+B{PYUN} qruszols yre(1ousIdfp 1 APEALIP Jure(pIed ‘D

. 1%ET S TOT)
‘eY{feA susumioa Soleunyerzr nygazSod nupemusoord 1 mwanjosde IPSIPO
WTOF oy =H T wWIpFuET=y

* HEIM291 NS [USAIQOP B([BA f UISIA | 9A0us0 Y erdfumiod nfuasaur g

*[ewrd §267]
¢ ¢umt g
BZ Y 1 W { BZ 4 ‘UNK ¢ ez ) vpaAod 3s ONe ‘Bd§01s 301 UsumioA prua(nuoxd 3s 37 ONIOY BZ
WD OF = ¢ TUISIA 3 YOp WD (7 = 4 1 WD O = Y IS0UZI 855018 Fo(Ury eNeAOUSO LI(UM[O
Tuo g Fwer=1]
. "NSOUPIALIA
SUIAIQOP 7y M4§3180d nmnjosde 1 epadidajerered S01 speuodelip suzoisoad 7 nuUHMP IPAIPO
we'o Fwgr=o 1 wipoFuy=¢ fw g0 Fweg =0
:9f ouaArqop epadidoperered suimoarad BAOPLIQ WID(UILIW

‘noTurps{ ez SUIMSIS NSIY SUNOIS JIA NS Idf

(VA
£0TY - ¥1°¢
afep ereumger ZoxysurerreSop nyowod sfusumyey

CIDOT b =4 W 0] FODIEh=A4 D00l = = AV

IyMeW)BW IFIA 2T [OEpPEZ JUIgafiy ‘uasdv ‘g L

9L1

st

bLl

96
d -
TV St 4+ 4y (€ — 454 7)) = A€ _
i
=V F aP (T — 4T + ot — El N ad
: ) I== =V e TV o= aP=ay
= £
U JELY = ¢4 — sS4 .Ltﬂ =y. uukwn\u
o . :owreungey
“FIRNZ31 S0uaAIqOp Muygaifod nmnjosde T wogols wenqo . -
I fngo 1pazpg ur [ b =
BMPOAZE 8 wd 19 F 0] = 4 1souz eogols Bouznry uogﬁn_mw ox>o~=moﬂuw_w=v£onm “€LI
W LT = wo 919 — 0T _ ’
0= Tee =

£
4V - o - 0C = 6¥¢

*BIOLPS < erofumiod 4y sfuearyeIys OUSZe1l INPAIpO oulazows epeg
...<.an.oﬂﬂ.~<.suuu...ﬂudmlmHhv.ﬂ%ﬂ
1939 NQ 4y ez 4 duafurod nfeanis n oy Yop
of LS 4 [4

. " II uc
ol 7 omou«a..— |8<M|6:”%—u“%<

UD 6p°C =

N . c ‘ereunye1 SoysurestreSo; nyowod
I » B -—= )
0 ny efaeyoaod nfegns n » .4 1= § wIonps amgmod nusfuoxd OWIP3IPO

émusfrmoxd ou &oﬁum eurszaod 3s ep e10)yes ud (174

PHEDS ©QIN OMOY BZ o] =2y €z 35 oeporod w10ps SouznIy w9 w s ey soremiod

= » Iy 1ugiparg -z, ¢

L=+ NVWMQ

My x — xy ) AamléuHAQQIamIV+R<?.m+©_Axml®
, A I

(1} =zp=azy
1(18) swazg
L—=2=Y o yopg e
U+z b 3P 27 + %2 = =
of ed

SO-—v=4y+%=¢ 0+ c=xy +%=x

Ipafirs Souspaaeu z]

ccfe — 8 = .
xg— ¢ S '« op ¢ :A.UO.A._WN"«R op

¢ = 'x po x yuafword 1ad =
HC T ¥ & = 7 Moy sud(word 3s0upsfua nuznqud feungerzy -y,

I
‘[86¢]
EE\* Isoupaftaa nuziqud ueu nst eu fewngeszy oz



Zadaci

‘—ﬂﬂ.:"mhluow gdje je x=sint i y = . Odredi mw

u=fmysx=x0 i y=y@® paje u =Slx@, 5 ().
S obzirom na tu shemu prema (87) imamo: .
de _du dx  du dy

de " ox d&r "o @
Pa je .
du ) .
G = W cost —e*MW.2.3p= e (o 1 — 6 ),
uﬂm. = i 3
% = arcsin(x — y), gdje je x=3t i y =4 Odredi m
| Prema sliénoj shemi i (87) ratunamo:
i dz
_“ aluu_:%.ul — L pe.__3-120
—(x— " Vi-G-> ° T Vi—Gi—am
/
179. u =
U=zt yt 2y, gdje je z =sinz, y =¢. m.:ﬂ.w
. t
i [sin22 + 2¢* + ¢ (sin ¢ + cos 7)),
HMQ.N”
~NQ~+NR-I.V9w&.o-.okuw...zﬂv\_l. Mluﬂ.v
t
P; : i
Tema shemi 2 = fps, *(2), y (#)] imamo s obzirom na (87):
m_lhlw.m 9z dx 9z dy
de ot " ox dr T3y dr
Ratunamg. i
dz
R TE rr . L S SN 1
Gr+2x—3) "ot B+ 24 —y) Y o Y
-J 2):
3_4%__1 _4__1
_ ? 2y ® o2y
cos* 34+ 2xF—3) 2 —
] n8.?~+|l L
Nn
181, =z = g* i s
£ ﬂ..w&o-oaﬂumb& i v=2x O&n&“lm.

[2 (sin x)°* (x ctg x + In sin x)].

182, y = ;
“=In(" 4 ¥, gdje jey = x3, Odredi 3%,

Prema i dx
shemi u = f [x, ¥ (x)] dobijemo: -
.du & v * -
qu _ +—° . _* + 3x3¢
dx Fted Frd 3 e+ 2
e ———

183. z = arctg(xy), gdie je y =", Odredi m

E(x+1)
1 +Ru «sk *

. u . .0z . 0z
184. 2 = x*Iny, gdjeje x=—_ y=3u—2v. O&n&.ﬁ~@|¢.

Kako je z = f [x (4, v); y (4, v)] prema (88) imamo:
9z 9z ox 0z dy . wu"mm.Wm+.w|N.@|u\

W% Wy L w axwly

Racunamo
oz 1, = u 3ut
= 2xlys 4 wt~m~naglns+§l|nﬂv.
oz u x? ut 2u?
e I T e i T T )

185. PokaZi da funkcija =z H‘Eoﬁw > gdjeje x=u+ v, y=u — v, zadovoljava relaciju

9z 0 u—v
M+m|ﬁﬂﬂ.

Kako je z = f[x (%, 9); ¥ (4, v)] raunat ¢emo prema formulama navedenim u preda$njem

zadatku 184.
mlll—l.AP.ul.w.uvl y—x _ —2v
: u- = \y ¥Rty 2+ )
o u.T%
oz __1 AP;+M._vle+a| 2u
¢ w2 \y ¥ TRyt 2 + v
H+ﬂ
pa je
@|N+@|N.l|,|=|e
ou ' o w4’
m 186. w=In(x* +3* +22), gdieje x=r+s, y=r—s i z=2rs O&n&wﬂs i w‘.he
i . w=flx(rs; yrs); 2(,s)
pa je ’
dm_dw o dw dy dw s
or 3x Oor oy or ' 0z or’
Ratunamo:

w1 . e 20r+29 2049 2
! or Ixu+u~.+Nnﬁu 1+2y-1+2 N«vln.s-+N«.+A: T ) r+s
3 .

Na isti nadin izralunaj Wlwe Dobit ée$ istu vrijednost.
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194. Transformiraj izraz ¥’ y* — 3 9% uzevsi da i . o e . !
. ) »__.e »* uzevii da je y nezavisna promjenljiva a x funkcija od y. 198, z je funkcija od x i y. U izrazu Qm — RW.H izvr§i zamjenu nezavisnih promjenljivih
.s"..‘"'l'll . 1
y = pros & =7 i pomoéu formula
dy w X =14%Cosv @
nAPv . y = usinv.
- Tk 4 i P Iz tih formuia sljedi:
de = dx\¥ dx * dy %2 j ¥ y
e _ dly d X P O SR " , —=1tgyu, paje v=arctg—
¥ Hmﬂlnla.ﬁa?-.kdﬂl? a~ 3x ao&.ﬂlm.+un:. : x x (b)
. x'dy x4 x’* ; 34yt g a :la
Uvritenje u diferencijalni izraz daje: rry=uh, o P 4= -
1 = 3x XX ¥ Prema (a) z = f(u, v), a prema (b) z = f{u(x,5); v(x,)], pa prema (88) i (b) ratunamo:
x| x4 + X 3 P = lﬂ. . :
. dz Oz @a+ou? i oz oz wa+wuue
. . . L 7 & —_—— — — — —_—— ¢ — —_— —
_wm.Z»sntgnog.ﬁEW\.|.+9_=Nn<ﬁo§a:on?bw&»&ur ox Ou Ox v Ox » wdy w
: Kako je
b w__2x, s w__ 1y -y u_y
196. .Hgm“.oamn& izraz y y” — 2(y* + y") uzevdi v za novu funkciju uz pretpostavku da je % 2Yety W ox 1+ yoww » w’
= . i . 1 x*
y o "
. s e v ov 1 1 x
Dreti na pameti da je y funkcija od v, a v funkcija od x dobijemo: T » x W’
1 1+
av.s = IQ‘n .y v
i dobijemo
gr= V2007 20" —9o” 93_0z x 0z y. 0z 0z y 0z x ©
. ot - v : : s o o u _ov u’ Jy Oouw u ' v u
Uvriitenje u diferencijalni izraz daje
! Uvritenje (c) u zadani diferencijalni izrez daje:
1 207—vo” 2 1 vt v+ 2v
v v ﬂqrﬂvuu v 9z %y 0z 0z xy a0z X4y 05
ou u v ut ou u ov ut v u? v
: - . © L d , o _
197. Taazi u polarnim Koordinatama diferencilau jednadzbu &2 £+, g 199.  je fonkeifa od x i od y. U izrazu 57 — a'$Z izveil zamjenu nezavisnih promjentjvih
) ) d wevdi y —ax=r i y+ ax=s, dok je a konstanta,
; . . e
dy  d(psin¢) p cos ¢ dg + sin g d pcos g + sing - . -
e e Shnndh £ - edp ds . . . ow
dx  d(p cos ) prema (80) “esingpdy Foospdp . Mv . *Eo,os.ln\??r&muﬁau.ev:dm::e prema (88). Rezultat: Iwn?ﬁ.
. ; lvm_:e+3mea.
. . C o d : 200. Parcijalou diferencijalnu jednadZbu
Cﬁmﬁaoﬁomgwnnmu.u a takoder x = p cos ¢ i y=psing u zadami jednadzbu ]
daje: 0z 0z
. - »X=t Y —=—20=0
dp, . ox ay
sba.mﬂ+n8m.e cos @ + psi ] 1 1 )
d =9 eTe mmb e. : transformiraj uzevii za nezavisne promjenljive 4 = x, v = — — — a za novu funkciju
cospfl — osing PSP —psing \ 11 y %
Nakon pojednostavljenja tog izraza dobij : :
. e nanBo. . Prema (80) ratunamo diferencijale:
ylv.| ) :
& = P. . ﬁ.u\ dx . dz - dx
s ) . du = dx; ne“lﬂ.*..m @@); mS"lM._.ﬂ-. ®
102' . .
o ] 103
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205. x* + y*—4 x — 10y + 4 = 0. Izratunaj .Ml” Nu.aﬂm.» y=21ix=6 y=28 idaj

geometrijsko tumadenje dobivenim rezultatima,

Prema (90):
dy 2x—4 _ x-2
dx  2y-— 10 y—=5
, 4 , 4
U T,(6,2): u:ﬂqm u Ty(6, 8): u:"lluu.
PrikaZemo li zadanu jednad?bu u obliku
-2+ -5 =

vidjet ¢éemo da predotuje kruZnicu pa su ¥} i y; koeficijenti smjera tangenata povudenih na tu
kruZnicu u tatkama T i T,. Napisi njihove jednadZbe.

Talu.elumﬂo.m Aa+,u.<IAwHS.

t]
206. ye* + &= 0. o&o&& i &,

dx®
dy € _ vy _ oy
i e =1
e+ e ~+Wn\ y
¢
jer iz zadane jednadibe slijedi da je — = — .
P
&y _O-Dy-yy __ ¥ _ __ ¥
dxt -1 (-1 (y—1¢°
207. ¥ = x¥. Hu.ﬂmuh&,mlw.“..
YViax—-1DT
¥y —1)
- .dy . dYy
Nom.—+x.<|5€ae+«aev.ll,o.on—no&m iga
_nw. NIJ
x’ =]
209. 5+ 20+ 2~ 1. Odredi 02 i 22, 4 takoder dz.
= = e —&I o
Prema (92):
2x
u__ T m
ox = 2z  a%
= 22
1y
9z _ . __ B __ ey
o v 2z bz
o3
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Prema (80):

- a*z bz at o

nulln.a.naln..e&.llhA dx .v.&v
2 .

210. ¢ — xy z = 0. Odredi dz.

__ =Yz __yz __ =% P
z, = - T TGy Jerie £ =%y
g %2 __ =
v E—xy Y-
__z (dx n.ev
&|nI~Aa+Q :

0z oz

211, Izratunaj — i — za funkcije

ox oy
a) x?' —2y' 4+ B —4x+2z—-5=0.

ﬁNIR. 2y H
z+1Pz+1)

b)2+3xyz=a

—l yz _ _ _xz _
L xy+2 =xy+221
212, cos* x + cos*y + cos?z = 1. Odredi d=.

—l sin2xdx + msnw&.u
sin2z

213. x + ¥y + z = xy z. Izratunaj dz.

thCﬁR+?Nlc&.
1—xy a

24, 5 + 29" +2° —3xyz—2y+ 3 =0. o&o&W i mm u T,(3,2,1).

" Na tom primjeru pokaZimo drugi nalin odredivanja parcijalnih derivacija implicitnih
funkcija.

Diferenciraju¢i zadanu jednad¥bu dobijemo:
3x*dx + 6y*dy +32*dz —3yzdx—3xzdy —3xydz—2dy=0.
Uredimo: v
3(x*—y2)dx+(6y* —3x2—2)dy + 3(z2t —xy)dz = 0.
Odatle

_x*—-yz 6yt —3xz—2
dz = au‘ln.ax+ 3(xy — 20

Usporedimo li s formulom (80)

dy.

0z
nhllnh+&,m.e

107



601

[0~ ) 5 -]

(O n mw nalw .m .xl..m feumgeazy

. 0=~K—an
‘0= 4&— x —n 1qzpeupdl woamsns omwidun ns suepez (K°x)a 1 (Ax) n Sy M ‘61T
£+ 1. £+1 £4+1 £+ 1

] -—_ = —_—
P= xp T ap 1 4p P + *p < np

3f swo} euraxg

ST E+1_&
aQ

a =

of sapiepo e

- Hm 1 —— laoaoﬂauo
O"RIQH'%
e ne
—p-re,x
0=1 g+g
. o Xe __Xe 4 ne ae
:oundf1qop olwﬂ 1 Ile malﬂwﬂ m_HH :H..m Iﬂmo_oxﬂu
X, ®, x =
0 Mc+a@ u©+=@ 3
X, X e, x m
0=7 o 7ot e 7o

:(g6) vwaad x od Yt OWIIIALIIP
0= [€ (£x)a (£x)n] 8
o=Ix {(€x)a (£ x)n] [

®

©1AMUSPI NGO N SqZPEUPS! SUEPEZ 1FABZENIT

) "ap I 7p IPAIpO 0 =L —n
‘0 = x — 4 4+ n 1qzpeupd{ woawsns omprdun ns suepez (Kx)a 1 (€x)n (UMY *§IT

.ANIDRI .ANI.ORI.
_auanuu.anaa|a_
.\N_\h_ﬁ.ﬂﬂﬁ

0=9—z+
+ €4 x °0=0p— z4x 1qzpeup>( woaesns omwpridun ns suwepez (x) 2 1 (x) £ oMy LI

01
.mu Iz H % m" ad |W|u Lad IW|“ 2
y “© w-as1 2§_, 1 Eex—z.p "
x
0o — = £ ¢ o m,lulﬁublﬂlhhlﬂh
T TS LS Lo ¥ Lx—€ Y “
=
*, % 1,,6 omafiqop ,z 1 £ ez JudAIqop dzeizt ¥ od pN{eNAIR
Sy A5 3407 =L _
! x x7 £ i B
xg &g %
z9 av_ ‘J g
z7g— KT : A
co— =14 mmlﬂ —_ = f f - = £
v z9 xz s 3
37— *¢ T
1,3 1 £ oureumysl 3REPO
* uRIW.WQI m.l@ MW
0=z @+.€ %+M@
xp zo  xp M@ %0
EE — — I.I|—|||
Rt "R

:(€6) 1 (88). ¥u WOJIZQO s OWdIqop ¥ od 33N[UIP! AN IN(EIALRT
0= [x)z(x)Lx]3
0= [x)zx)£x)f
: TPafI[s oYey
nmgo weydo n pezeyrd ouURZOW IqZpEUPS| IUBPEZ X))z =31 (x)£=4& 3f oyef

. e
. ncr) T n |n|n|ql
GoNUL™ 51 ‘o o PO

V=p— €+ T+ &
0=1¢% — £+ X
19zpeupaf wosmsns ompyduy ns duEpez (¥) 2 1 (*) £ Myumg ‘91T
.—.aliafﬁ ze (£+x7—n_4L ([L+xg—n_*e

& no n ne n ne
2e. L .xe 0= —
% | me .ae IPRIPO 0 = o2 + S (A + X)E — o7 SIT

“palf[s 10X STT Xevepez 1 [T wpepez 21 vaofud vqo uREY Bp (8 BU PR

.m_.nAWv ' Mu,AaI@v
e \ze) ° L \ze

(ATOULNE
Ce_(2—fn¢ f 2 — £x X0

-

T—2%XE —£9 2o - ZL—x 20
3f ep oumpia



220. Funkcija 2(x,y) zadana je parametarski

Y 0w+ o
o 2
Enlen
y=— (@
z=uv.
.0z 0z
Jzratunaj %uw.m —&Evuogr,

Kako je 2 = z[u (%) v(x;)] prema (88) imamo:

0z 0z ou 09z ov ou ov

o " ou ox Tov ox Vox T “ox ®
92_0z ou 0z v _ ou, O 4
d du dy v ¥y » o
m.nanAuvn
2 ! ]
% —x=flu(xy); v(xy;x]= 0
o ©
—5— —y=gl®y); vx;yI=0.
@.nﬂ.?goga.suwmavok"
po ¥: |
of w o W o _ o
ou dox  dv Ox  Ox
@
& . % w_,
du dx  ov ox
P o o, o w_,
du dy  ov oy
(e
% o 0w %_, v
ou d ov oy oy
Prema (€):
of . o _ of
mu W|§.|§n M|Qv Qlklllu.
3 2 _ & .o
E: Xy o _y, %_ _ 1
.,“ i u; o v; > Iz
Uvritenje u (d), i (¢) daje:
. : o ov
=m+00|&|_."
u o
QMIQMHQ
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221.

pa je
ouw_1 , w_ 1
x 2u x 2v
ou o
u—+v—=
dy %
B
Wy Ty
a odatle je
w_1 . w_ 1
dy 2u ¥y 20
Uvritenje u (b) daje
0z 1 o+ ut x
%=2 wp S PEmR@=7
0z 1 v*—ut
T O
pa je
&Hxaxlu\&.
z

Proba. Prikatimo z kao eksplicitnu funkciju od x i y. Zbroj odnosno razlika prvih dviju
jednadzbi (a) daje

x+y=u

x—y=0v
izmnoZimo
X — gyt =yt ot
odnosno
K — i =2t
jer je
z=1uv.
Odatle ,
. 22dz=2xdx—2ydy
pa je !
dz =X —ydy
. z
.0z 0z . -
Izratunaj 3%’ 3y i dz za parametarski zadane funkcije 2 (x, y) uz probe.

a)x=u+t+v; y=u—v; z=uv.
1 1
b)x=utv; y=u—v; z=uol

[dz = Vz(xdx — y dy)].
) x=ucosv; y=usinv; z=1u.

dz = 2xdx + 2y dyl.
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b) f(x, ) =x+ 3+ 22 —3xyz; Ty(1;1; D).

RaCunamo prema (96a), odnosno (96b):

ol | wT@wyna | wn@LD
f 0
Sy 3x2—3y=z2 0
£, 3y* —3xz 0
/. 322 —3xy .0
S oz 6x 6
- — 3=z -3
Sze -3y =3
\S\ 6y 6
Jie —3x -3
fu 62 6

.\nun ".\53\ “.\nn& =6;

oo = — 3

dok su
Sozy =Foze =Tovy = Joos =S iye =S = 0

Uvritenje tih vrijednosti u (96b) daje nakon uredivanja:
fy,a)=3(x—1P2+ W@ -1P+E—1P-GE-D@—-—1)—(Ex—1D(E—1) —
——DE-N+Ec-D+@ -1+ -1 -3 — Dy —E—1D.

Afy)=—x*+2xy+3y*—6x—2y—4; T,(— 2;1).
=G+ +2+2)0 - D +30— 1))
223. Odredi prirast Af §to ga dobije funkcija f(x,y) = x3y pri prelazu od x =1, y =1 na
=1+hyn=1+%
Af=fA + b 1+ k) — f(x9)
Ratunamo prema (96) za okoli§ tatke T5(1; 1):
fGy)=xy, fi=1
) \hHNRu\v qun.ﬂnm l\e"am» Q_‘v."u.
foa=23 Uh=2 fp=2% (fLh=2 [, =0

Sve se ostale parcijalne derivacije poni$tavaju osim \uue 2.

Af=1+4+= AN-+$+ nnw..*.s:l&.*.'w 2Rk—1=
11 2!

=2h+k+ B 420k + B E

114

224. Odredi prirast A f funkcije f(x,y) = x*y + xy* — 2xy priprelazuod x=1, y = — 1
na 14+h —1+4+k

[Af=h—3k+(—h —2hk+E)+ (B2 k+ RhED]
225, Odredi Af za f(x,) =x*+y*— 6xy —39x + 18y + 4 pri prelazu od x =5, y=6
nan x=5+h y=6+k
[Af=15r—6hk + k* + K}

226. Zadanu funkciju f (x, ¥) = sin x cos y razvij u red po potencijama § uzevii f(x + 8,y + 3).
Ra¢unamo prema (96b):

S, = cosxcosy, \e — sin x sin y;

Jye = —sinxcos y, \a.\ﬂlaomx&:ur \.\eﬂlmu_uanowe
Jrgz = —cCOSXCOSY, f_ = sin x sin y, Sryy = — COSXCOS Y,
Syyy = sin xsiny.

.\@+92+le¢538¢2+ @ooManWQImemeS+

N_AI S2sinx cosy — 28%cos xsiny — 82 sin x cos y) +

+|“.HI_AI munomaoom.e+wwa&pam5u\lu%8manom§+w.um5x&=.$+ e =

. 2 '3
Hmmbanom.e+Wo8AR+QVIN.WmeAx+EIA d oomQ+ev+

227, NM&E» je funkcija f(x,y) = x® + x 3% Razvij u red f(x + h,» + k), a zatim uvrsti 4 = 1
ik=2

fE+Ly+D=0c+x3)+ @22+ +4xy)+ (Tx + 4y) + 5]

228. Razvij po Taylorovoj formuli f(x,y). = y° do &lanova drugog reda ukljutivo u okolifu
tatke ‘T, (13 1).

Ratunamo prema (96a):
fGD=1"=1; f, =)y (f),=1-Wl=0 f =xy"", )=
foz=23"Inty, (), =0; ?J — +hyxy"t (f), =
fy=xE—1y"% (), =0

H+Q|c+ 2Dy —-D+ - =1+0-D+E-—Dy—D+ -

229. Razvij po Taylorovoj formuli f(x,y) = **? do &lanova treteg reda ukljutivo u okolifu
tacke T, (1; — 1).

{1+ -0 +0+ D1+ R —D+o+ DR+ R —D+o+ 0P+,

230. Razvij u red potencija fankciju z = ¢* In (1 + ) do &anova tredeg reda ukljugivo.

Zadatak traZi da se zadana funkcija razvije u Mac Laurinov red do &anova treceg reda
ukljudivo.
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G. Ekstremne vrijednosti funkcija dviju i viSe promjenljivih

a. STACIONARNE TACKE FUNKCIJE
To su one tatke u kojim se poniitavaju sve prve parcijalne derivacije funkcije. Samo u sta-
cioparnim tatkama funkcija vife promjenljivih moZe posti¢i ekstremne vrijednosti, tj. samo
u tim tatkama ispunjeni su nuZni uvjeti za ekstrem. Geometrijsko znalenje tog nuinog

uvjeta sastoji se u tome, 3to je u stacionarnoj talki tangentna ravnina na plohu z = f(x, y)
paralelna s koordinatnom ravninom X Y.

- Zadaci
U zadacima 235 -244 uklj. odredi stacionarne tatke zadanih funkcija.

235. z2=2x+xy*+ 5x% 4 »*

®N| 3 2 0x — :

=6x*+ 3+ 10x=0 (@)
—=2xy+2y=0 (b)
3 y y 0

Kako su obje dobivene jednad?be homogene; rjeSenja x = 0 i y = 0 zadovoljavaju obje
jednadZbe, pa je

S; (0, 0) prva stacionarna tacka.
1z (b) slijedi:
a odatle je

2y(x+1)=0,
y=0 i x=—1.
Uvwrdtenje y = 0 u (a) daje:
6x*+10x=0, odnosno 2x(3x 4 5) =
pa je
»=0 i x —
1 t B @
Sy AIWVOV druga je stacionarna tatka.

Uvritenje x = — 1 u (a) daje:
6+ —10=0, paje yy,=—+2
Slijedi:
S3(—1,2) i S(—1,-2)
takoder su stacionarne tatke zadane funkcije.

236. z2=Qax —x)Q2by — 3

wlnnngle.xnalnavuo (@)
P
m\mnﬁ??é?lgup ®
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S

e+

Iz (b) slijedi:
v 2ax—x'=0 i xQ2a—x)=0
pa je
% =0; x=2a-
Uvr3tenje u (a) daje:

HH"Q an"NQ

2a2by—3y) =0 —2aQby—3)=0

y2b—-y =0 ¥ =0; y2a=2b
=0 y,=2%
S1(0,0);  S:(0,28). S5, 2a,0; S.(2a, 2b).
1z (b) slijedi dalje: .
_ 2b—-2y=0
y=bd

pa uvritenje u (a) daje:

B2a—-2x)=0, x=a S b).

237. z =sinx -+ siny + cos(x + )

7za 0<x<Z; il
=X5 4’ 0=y = ]
oz .
9% Cosx—sin(x+3) =0 @
% _ .
&‘Inom.elm_b?+ucll.o. (b)
Iz (a):
cos x = sin (x + y).
Unvritenje u (b) daje:
. T 7T . cosy=cosx' pije x=y.
To uvrstimo u (a):
cosx —sin2x =.0
cosx — 2sinxcos x = @
cos x{1 — 2sinx) = 0.
Slijedi:
cosx=0 paje R-HW.
Ta vrijednost ne odgovara uvjetu
) T
0=x=—
2x= &u
mleER"O pa je 8&"“. R"U‘"H
6’ 6
T W
s(5-%)
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B. Dovoljni uvjet za ekstrem u tatki T, (xy, y,) funkcije:

Loy, = Amv..# o

== (), () (5o

funkcija ima ekstrem u taki Ty (%, ¥) 1 tO

maksimum, ako je r, < 0
minimum, ako je r, > 0
b) rety — 5,1< 0
funkcija u tatki T (x,, y,) Nnema ekstrema
C) 1oty —s3=0 (1o1)
neodlu¢an sludaj
ILr,=0
a) s #0
funkcija nema ekstrema u Ty (%o, ¥o)
b) 5=0
neodlu¢an sludaj.
Za funkciju triju i viSe promjenljivih nuZni su uvjeti za ekstrem analogni gore navedenim.

Zadaci

U zadacima 245 do 285 uklj. odredi ekstremne vrijednosti zadanih funkcija.

5. z=2xy — 351 — 25 + 10.
Prema (100) odredimo”stacionarne tatke:

a9z 9z
Mmluulaau mﬂnxlae
uN. sustava jednadZbi:
y=3x=0) . . .
alnv.ﬂcvm_:o& X=0 iy, =0
pa je
S (0, 0).
Prema (101) ratunamo dovoljni uvjet:
03z .
s".ﬁ“lmw ro= — 6.
03z
ml@x&clwv So=2
@— .
uu%nlﬁ ty=—4

7o = — 6 # 0 sludaj I
122

246.

247.

a) ryf,—s§=24—4= 20 > 0 funkcija ima ekstrem u .w.n.ov 8. i to maksimum, jer
wn.‘.ﬂlaAo.CﬁwnnEnx.How.eeHoc zadanu funkciju daje

uau.sl_o.
z=xt+xy+y+x—y+1
Prema (100):
rema. (100) =2x+y+1
u=ﬂa+n.el_.
Lz 1=0
2x+y+1l= vwao&;..ul_. o=1,
x+2y—1=0
pa je S(=1,1).
Prema (101):
fa=re=2%  Z,=n=1 1 z,=n=2

fo=2#0 - stutj L

a) roty— =4 —1=3> Ockstrem u S(— 1,1) i to minimum, jer je r, =2 >0

Zoin="0.

z=xt+ ' —2x +4xy — 2%
Nu"hxulha+».<
Ne“h.z.+>xlh.e.

Stavimo li z, =0 i Nnno dobijemo
»®—x+y=0
y¥+x—y=0

B+ =0

+ ‘ (a)

ili
x+NE—xy+3)=0

je
pa} y=—x

Uvrtenje u (a) daje
eoie . () 49 #—2x=0

il
B2(x—2)=0

R»“.—\M i a.“l.—\m
Q."lw\m i .e«ﬂ«\M.

Dobili smo tri stacionarne taZke S; (0, 0); S(V2, =V2); S~ V2, V.

pa je ;
Ru“O

i »=0
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222 z=¢"

F=3 2 4y,

T .Ioa.w;ovsy EEIW :o,...ﬁns.:9..8&:%5» m_s:mB»_

253. z =sinxsinysin(x+y) za 0<x<m; O0<y<m.

126

, = siny [sinx cos (x + y) + sin(x + y) cos x] = siny sin 2 x + 3)
IMERHmS.enom? +.$+mEAx+uon0mEIw5aw5nn.e+xv
1z sli¢nosti H&EENE z, Ic~N IannE

x=Yy

pa je
sinx=siny =0 teje x=y=0 i x=y=m.

Obje talke leZe izvan zadanog intervala.

1z sin(2x + y) = 0 uz y = x imamo:
sin3x=0

a odatle je

3x=mx paje xuﬂufﬂm i 3x=2n paje R.HQ-H.NWIH..

Zadana funkcija ima u zadanom intervalu dvije stacionarne tatke

T . 2n 2w
s(3:3) + s(E5)

Ragunamo:
r=2sinycos(2x + y)
s=s8inQ2x+ 2y
t = 2sinxcos(x + 2y).
3 3 . _
U S nn=— .|—\|le\l &Hl—\l.l 1 nuﬂl—\u.. r #0 ... slutaj I.

] 2
2 3 , . ..
Ju—I&HwIMVo...awmﬁnﬁn,w»:oggﬂalﬂuo:Ao.

Ia.ni\u
3

NP P
Ngnllw—bw.ws.w.

U S;: w-ﬂw\mw u-"mm n-u—\M

2

ra#0 ... sludaj I.

. 9 . .
...N.IMMHMVQ... ekstrem u S, i to minimum, jer je 7, > 0.

_3/3
/3

254,

255.

256.

257.

258.

p—_— ] '
z=e ¥ =Y,

(Zmags =1 u S0, 0))

e=1-VET
_”NBu_s =1uS(0,0)]

. ™
z=3gsinx + cosy + cos(x —y) za cMRMWmoMQMW.

[ =22 0 (3. %) ]

x4yt 2 —2x+2y—42—10=0.
Ratunamo prema (92):

9z _  2x—2 9z_ _2y+2
o~ 2z—-4° 2z —4
Hnmaﬂomueuaugn&“
2x—2=0 ﬂ»_.o x =1 v.wnrlc.
2y+2=0 paje y=-—1
UvrStenje x; = 1 i y;, = — 1 u zadanu funkciju daje nakon uredenja:
2—4z—12=0
a odatle je

21=6 1 23=—2.
S obzirom na zadanu implicitnu funkciju i na dobivene vrijednosti za z zakljutujemo:

foge =6 i Zgm=—2 u S — 1)

(Funkcija predofuje sferu sa srediStem u (1, —1,2) i r = 4).

u=x24+y"+ 2t —xy+x—22
u,=2x—y+1
egHNu.\lk

u, = 2z —2.
Iz
A ISP
) 2y —x= c _
. _ — ... H
a iz . 2z2—2=0 Y= — 5
2 = 1.
Uvritenje tih vrijednosti u zadanu funkciju daje
a2
3
Kako zadana funkcija 4 ima samo jednu stacionarnu tagku S, A — W s — |w.|u 1 v u kojoj
je negativna, a dalje prima pozitivne vrijednosti, zakljuSujemo da funkcija u tacki S ima
minimum — W .
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263.

264.

Paiz V_ = 0 slijedi

Na isti natin dobijemo iz

Iz tih jednadsbi slijedi:

Uvritenje u (a) daje
qg=13c.

—

Jednad¥ba trafene ravnine glasi

ZrLpE
a b c

O.mao.wn da ta ravnina &ini s koordinatnim ravninama tetraedar najmanjeg obujma, jer
bi najveéi obujam tako zadanog tetraedra bio neizmjerno velik,

QOdredi vanjske &Bouumo. otvorenog pravokutnog sanduka zadane debljine stijenki & i nutarnje
Zapremnine V tako da bi se potrogilo §to manje materijala za njegovu izradbu.

3
—aueun?f§<muum%

U pravokutnom koordinatnom sustavu X' Y iskol¢ene su s istom tadno$éu tri tatke 4 (-1,2),
B@O,)iC@B,—1) pravea. Odredi 1 smislu teorije najmanjih kvadrata, tj. uz uvjet da je
suma kvadrata pogrefaka [v 9] = minimum, najvjerojatniju jednad¥bu pravca, ’

Um u trafenoj jednadbi pravea y — ax — b = 0 odredimo u smilu te metode koeficijente
aib, E&unhx.u noaoB.n tu jednad?bu koordinate iskol¢enih tataka 4, B i C. Kako te koordi-
nate sadrZavaju sluajne pogreske mjerenja, dobit éemo na desnoj strani pogretke v,

»AA|~»NVu N+n|@"e-
B, 1) : 1 —b=uv, (a)
C3B—-D: —1-3a—b=y
Kvadriramo:
=44+ &+ B4 4a-—4b—24p
vi=1 + 5 — 2% +

vi=1+4+ 9a* 4+ p* 4 6a+2b+6ad
_”eeuﬂm+uo.nn+uv.+_onlhv+hn~r
Sada odredimo one vrijednosti koeficijenata a i b za koje je [vv] = minimum,

dvv) d[vy)
da b

=20a + 10 + 4 b;

=6b—4+4a

130 -

265.

Iz jednadibi:
20a+454+10=0

4a+ 65— 4=0

slijedi:
ijedi T wlu|c
BT 2
n=I[vo], =200 --- slutaj I; 5 =[w], =4
i th=[ve],=6 rity—si=104 >0 ... ekstrem,
a kako je r; > 0, [v v] = minimum za
19 @l@
= |w 1 =2%"

Proba:
Ilu Ih+PHo
[¢] prema @ T2 26 ' 26

TraZena jednadiba pravca glasi

19x 4+ 26y —30=0.

PrikaZi graficki iskol¢ene tadke i pravac.
Odredi u smislu teorije najmanjih kvadrata najvjerojatnije jednadZbe
a) pravca y = ax 4 b odredenog tatkama A4 (— 2,0), B(0,2), C(2, 3).
[9x—12y 4+ 20 = 0]
b) ravnine z = 4 x + By + C odredene tatkama
A4(,0,0), B(.1,1), C(1,1,1), D(1,0,—1).

1 3 1
ﬁN" .IMR-TM.%IME.

c. VEZANI (UVJETNI) EKSTREMI FUNKCIJA

Formule

Odredivanje vezanih ekstrema funkcije =z H\Amb ) uz uvjet ¢ (x,¥) =0 svodi se na
ratunanje slobodnih ekstrema Lagrangeove funkcije:

F=f(xy+x: 95
oF

—_=0

ox

oF (102)
—=0
%

P (x, »=0
Iz tog sustava jednadZbi odreduju se vrijednosti za x, y i Lagrangeov multiplikator A.
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pa prema (102)": d*F =2 A dx? + 22 dy* = 2 (dx® + dy?:

nm—Azulw.v d*F > 0 pa funkcija z=x+2y ima u §; uvjetni minimum:

Zpp=—1—4=-5 u S$(—1,-2)
u %.Ayaﬂ IWV d'F < 0 pa z ima u S, uvjetni maksimum:
Zpas=1+4=5 u S5 1,2
268. 3 =xy uz x4 y*=2a

134

Prema (102):
F=xy+Ax*+3 —2a)

F,=y+2\x=0

m.ewl.x+nw.<.l..o (a)

xt+y2—2a*=0.

PomnoZimo li prvu jednad?bu s x, a drugu s y dobijemo

xy+2Axr=0
. xy+2Ayt=0
pa je
Xt =yt
Uvritenje u tre¢u daje:
2x*—2a*=0.

i 2yt—2a'=0.
Slijedi:

x= +a; y=ta.

Time smo dobili 4 stacionarne tatke:
Si1(a;a); S:(—a;—a), Sy(a;—a) i S,(—asa).

Uvritenje tih vrijednosti u F, ', = 0, odnosno Fy = 0 daje za A vrijednosti
1 . 1
v,u."v,-"|M i ?n"v‘“lwl.

Prva ﬁwnmboﬁllw. odgovara tatkama S, i S,, dok druga + |w. — tatkama S, i S,, jer
uvritenje A,,; = — W idge= W u prve dvije jednadZbe sustava (a) daje y =x 1 x =3,

a to su takke S; i S;, odnosno y=—=xi x=—y, a to su tatke S, i S,
Ratunajmo d%y prema (102)’. Dobijemo:
F,=F, =2) F, =1

d*F =2 (A dx* + dxdy + A dy?)

269.

270.

271.

272.

Za )\ = HIIW» dF<0 pajeu S, (@a) i S;(a,—a) prema z==xy

d*)F>0 pajeu S (@ —a) i S,(—a,a)
z . = —at,

z2=6—4x—3y uz x*+y*=1.

4 3). 5 ) 4' 3y . . 5.
AQ.W—Awmlwv 1 yn"lNI NE"&wﬁ.WuAllwmllulv 1 ?u"||N| NBDE“—.#%.
1 1 1 1 1
Si(—aV2; -al2 N N N A R |
U S(—a ;s —al2) Zmin =~ 55 u S3(a H ‘maks a
1 1 1
u=x+y+z uz M+M.+M.I~.
Prema (102a):
1 1 1
mua+.<+u+L.m+ﬂ+M|L
F =1 Iﬂvw. -0 1z prve tri jednadZbe slijedi
x=y=2z
A . s e
m.eﬂulwﬂnue pa iz posljednje imamo
2z R"Q“N“u
F,=1-23=01 i¢je §@3,3,3) i konatno iz
. prve. dobijemo
1,11
% 'y oz A=9.

Prema (84) dobijemo
L (d?F = 2(dx?® + dy* 4+ dz% > 0,
jer je
m.%"m.ﬁ“m.n"»%ﬁ
odnosno 2 za x =3 i A=09, dok je
F, =F,=F_=0.

U §(3,33) ma

x+ty+z=>35

:Hu.v.uﬁnssoﬁxv.+uu+.euﬂw.

Prema (102 a): . :
F=xyz+M@E+y+2z—5+MEy+xz+yz—8)
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276. Odredi volumen najveéeg pravokutnog paralelepipeda koji se moZe upisati u elipsoid s polu-
osima a, b i c.

Oznatimo li s %, y i z koordinate onog vrha A gornje osnovke upisanog paralelepipeda
koji leZi u prvom oktantu, glasit & volumen paralelepipeda

V=2x:2y-2z=28xyz (Narifi sliku!)
Nas je zadatak da odredimo S.Es uz uvjet da vrhovi paralelepipeda leZe na elipsoidu

Prema (102):

w.en+ml.v,k|c : !
22
m.qﬂman+.v|. =0

.Nu |mk.<+llul.c

PomnoZimo li prve tri jednad?be sustava redoms x, y i 2, dobit emo:

2 22 22

ra = lﬂ»:.eu = ﬂ.un
!
i X o
@B &
Odatle:
L . c*
.e.llnwlnk. i Nnﬂﬂa-.

pa je

Na isti na&in dobijemo:

Uvritenju u V = 8 xy z daje:

138

277. U zadanu kuglu promjera 2 R upisi pravokutni paralelepiped najveéeg obujma.

m_\lxa_

maks —

_,,Nonww. |4

278. Odredi pravokutni paralelepiped najveéeg volumena, ako je zbroj njegovih bridova zadan i
iznosi 12 a.

[Vinaks = @° ima kocka brida aj.

279. Odredi pravokutni paralelepiped zadanog volumena V koji ima najmanje oplosje.

3
[Kocka brida V'V

280. Odredi pravokutni paralelepiped zadanog oplosja S koji ima najveéi volumen.

H Kocka brida _\ ..W.H .

281. Pozitivni broj @ prikaZi-u obliku umnoska &etiri pozitivnih mnoZitelja tako da njihov zbroj
bude 3to manji.

Oznagivii traZene mnoZiteljes x, ¥, z i u dobijemo:
umnofak P=xyzu=a i zbroj S=x+y+z+u
F=x+y+z+u+ilxyzu—a
F,=1+Xyzu=0
F,=1+2Axzu=0
F,=14+2Axyu=0
F,=1+xyz=0
xyzu=a.
Podijelimo-li prve- &etiri jednadZbe sustava s A, dobit éemo:’

yU=xZUu=xyu=xyz|:xyz2

—=—=—=1
x y z
pa je
§"R".@.“N
4
P=xr=aq; R"—\Ih."b." =y

4
Spin=4Va.

282, Izratunaj najpovoljniji profil kanala oblika istokralnog trapeza i zadane protoke Q m®fsec
uz uvjet da trenje bude §to manje, tj. uz minimalni omoZeni obod O = 21 + b kanala,

Prema slici 31:

OQ=Pm* - 1m’'=

Qo206 + 0 hm,
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284,

28s5.

najmanje udaljena tatka od elipse, dok je

(- 7

najdalja tatka.

Na paraboli x* +2xy +y*+ 4y =0 odredi tatku najmanje udaljenu od pravca
3x—6y+4=0.
— _3 _1
9’ 9]
3
Na rotacionom elipsoidu w“m + y* 4 22 =1 odredi tatku T, koja je najmanje i tatku T,

koja je najvi$e udaljena od ravnine 3x + 4y 4+ 122z — 288 = 0.

1 3 1 3
[n(o53) n(-2-5-7)]

d. NAJVECE I NAJMANJE VRIJEDNOSTI FUNKCIJA U ZADANIM ZATVORENIM

286.

142

PODRUCJIMA

Ekstremne vrijednosti funkcija odredene na gore navedeni nadin veé su prema svojoj
definiciji relativni ekstremi, jer imaju &sto lokalni karakter: u tacki ekstrema funkcija
prima maksimalnu ili minimalnu vrijednost samo u nekom <&esto vrlo malom okolifu te
tatke. U mnogim slutajevima potrebno je odrediti najveéu i najmanju vrijednost zadane
funkcije u nekom zadanom zatvorenom podrudju. U tu svrhu treba izraunati sve
maksimume i minimume funkcije ne samo u tom podrucju ve¢ i na granicama tog podrudja,
a zatim izabrati najvecu i najmanju vrijednost funkcije.

Na poletku se odrede stacionarne tatke u nutrini zadanog podru¢ja kao i vrijednosti
funkcije u tim tatkama, pri ¢emu otpada ratunanje dovoljnog uvjeta, a zatim se traZe vri-
jednosti funkcije na medi podrudja i to tako da se ta meda podijeli na dijelove jednadZbi
y=9(x)zaa < x < b, odnosno x = ¢(y) zac < y < d pa se funkcija od dvije promjenljive
postaje funkcija od jedne promjenljive xiliy.

Zadaci

Odredi najvecu i najmanju vrijednost funkcije z =x* — 23y +4xy — 6 x — 1 u trokutu
koji je omeden pravcima x =0,y = 01ix + y = 3. (slika 32).

Odredimo stacionarne tagke funkcije z:

Y
QJ Nu“Nk.l_n&.u\lm"O
N<H —4y+4x=0,
a Odatle dobijemo:
SW, 1.
1 i ; Tatka le#i u nutrini trokuta, pri &emu je
]
|
| R 2
o \w.% IN X Nastani a=x=0 za 0sy=3
Slika 32 z,=—2y"—1L

287,

w0@.0:20)=-1 uB@©3): z@=-1.

Zy=—4y=0, paje y=0 i z(0)=—1

Tatka O (0, 0).
Nastrani d=3y=0 2a 0<x=<3
Z,=x*—6x— 1
u ABG,0) z,3)=—10.
2,=2x—~6=0, x=3, 2,(3)=—10. Talka 4(3,0).

Nastrani c=y=3~x za 0<x<3
& z(xX)=x*—2(3 —xP*+4x3—x)—6x—1

. z(x)=—5x*+ 18x — 19; 2Z=—10x+18=0
pa je

_9. (9 _ _14 9 6
le» NAMV' .w u QAM.‘MV.

HN aocm.ﬁnmr SNEBSmEo&"=&<&omEwgmoim&boam».Ew&n_nmou»mnﬁaomﬂw
trokuta i to :

Zpas=—1 1 00,00 i 2z =—19 u B(,3).

Odredi najveéu i najmanju vrijednost funkcije z = x* — 2 u krugu x* + 32 < 1.
Odredimo stacionarne tacke:

z,=2x=0

z,=— 2y=0

0(0, 0) je stacionarna tatka u kojoj je z = 0.

Hv%._mguo na medu podrudja, ti. na kruZnicu kojoj je jednadiba u parametarskom
obliku

x=cost
0st<2m.

y=sint

Cﬁwﬁ&n. u z = x* — y? daje

. z = cos®t —sin®t
il
z(®) =cos2t.
Odredimo sada stacionarne tatke z(¢):

dz .
mlleENn"O.

Slijedi s obzirom na sliku jedim&ne kruZnice koju narisi:
2t=0, t, =0, S$:(1,0), z =1
2:=180°, ¢, =90° 83 (0, 1),
2:=360°% 1,=180°% S,(—1,0), z=1
28=540% £, =210°% S,(0,—1) =z =1
Vidimo da je
Znaks = 1 W tatkama S, i S,,  dok'je Z; = — 1 u tatkama Sy i S,

min
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» =0. To je opet , \mAuN._.JoV z, =2

—————

w
Yb=n B A.W s av otpada, jer le?i izvan pravokutnika.

womnmeﬂwu N«"mm=&+08.a+_uwoMxM.W.
co?wv z, =2
Zy=cosx—sinx=0 ili tgx=0
x =0 To je QAP.MI_.V z, =2,
X3 = ® otpada.

CO=d=x=0

Z,=2siny za 0=<y=<

e
SIE

4 T
Zy=2cosy =0, y=7

opet

.. . ml
<_&Bo%.n NE».GH 5 -\u g:ﬁwvo&:m..mzh AW., m.v iz =0 u medanjoj
tatki O (0, 0).

290. Odredi najveéu i najmanju vrijednost funkcije z = x*

pravcima x =0, y = 0 i x 4+  — 6, y(@4 — x — 3) u trokutu omedenom

[Zmags = 4 u ta&ki (2, 1) unutar trokuta,
Zmin = — 64 u medadnjoj tazki (4, 2)].

291, Odredi najvecu i najmanju vrijednost funkcije z = x3 + 2 x y

omedenom praveima % = 0; y — 0; % = 1; - 2. — 4 x + 8y u pravokutniku

[Zpaks = 17 u ta&ki (1, 2), Zmin = — 3 u ta&ki (1, 0), obje su tadke medasnje.
Stacionarna tadka § (— 4, 6) leZi izvan zadanog podrudja).

292. Odredi najvetu i najmanju vrijednost funkcije z = x* — y* u krugu x* + Nn<4

(2 maks = A u tatkama (2, 0) i (— 2, 0); Zmin = — 4 utatkama (0,2) i (0, — 2),
sve su te tatke medainje, tatka S (0, 0) ne daje ekstrema].
146

H. Geometrijske primjene parcijalnih derivacija funkcija

a. SINGULARNE TACKE RAVNIH KRIVUL]JA

Formule

RjeSenja sustava jednadZbi:

(103)

daju koordinate singularne tatke T, (%, ¥,) krivulje F (x, ¥) = 0, ako ta rjeSenja zadovoljavaju
i jednadzbu zadane krivulje. U tom je m_ﬂn&_u

To(xo¥,) dvostruka talka, ako je r,z, — sf <O,
3iljak, ako je ry 1y — 53 =0 (104)
izolirana ta&ka, ako je ry7, — s2 > 0.

Zadaci

U zadacima 283 do 301 ukljutivo odredi singularne tatke zadanih krivulja.
293. x* + 3% — 8x* — 10y* + 16 = 0.
Ratunamo prema (103):

OF 4o —16x=0
ox
oOF (@
— = 3 — ==
Ty TN

QOdatle: B

B=0; Xe=%25 3 =0 i y,==%V5
Dobili smo tri vrijednosti za x i tri za y za koje se poni§tavaju parcijalne derivacije zadane
funkcije. Medutim, da te tatke budu singularne, one moraju leZati na zadanoj,krivulji, tj.
izratunate koordinate moraju zadoyoljavati ne samo jednadzbe (a) ve¢ i jednadZbu zadane
krivulje.
Uvritavajuéi u tu jednadZbu vrijednosti dobivene za x i y opafamo da samo dva para
vrijednosti i to x, =21y, = 0, a takoder x;, = — 2 i y, = 0 zadovoljavaju jednadZbu kri-
vulje, pa zadana krivulja ima dvije singularne tacke T, (2, 0) i T3 (— 2,0).

Sada ratunamo prema (104):

u T, (2,0 u Ty(—2,0)
r=F,_=12x"—16 r, =32 rg =32
nﬂhueﬂc 5=0 s3=0
t=F, =12yt —20 = —20 ty = — 20.

UT,iT, 7t —st=—640<0, pasu obje tatke dvostruke.
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299. x* +3y*—3axy=0.
[Dvostruka tatka T (0, 0), naridi krivulju koja se zove Descartesov list),

300. y* = (x — a)’.
: [T, (a, 0) 3iljak I vrste. Nari$i krivulju].

301. (y — x¥)% = x&.
: [T, (0, 0) siljak II vrste. Naridi krivulju].

b. OVOJNICE (ANVELOPE) FAMILIJA RAVNIH KRIVULJA OVISNIH
O JEDNOM PARAMETRU

Formule

Za zadanu familiju krivulja F(x,y, ) = 0, gdje je o parametar, jednadZba ovojnice se
dobije tako da se iz sustava jednadZbi

OF(x:3,®) _ o ‘
oo (105)
F(x,y,0) =0

ukloni paratmetar o, ukoliko tako dobivena jednad?ba ne predoluje geometrijsko mjesto
singularnih tataka zadane familije.

Zadaci

302." Odredi ovojnicu familije pravaca y = 2 m x + m*, gdje je m parametar.

Prema (105): ’

: F=2mx+m—y=0
oF
ﬂale.TA:mHo.

Iz druge jednad?be slijedi
3
me — %
- 2
dok uvritenje u prvu daje
3 3
x x
B A RS ATut e
il
wI
|wa_\w| :
252777
27 . .
Imxpl.e
pa je
27 x* + 16 y* = 0 jednad?ba ovojnice.
150

ie

h-

303. Odredi ovojnicu za familiju kruZnica (x — @)t + y* = 7
ﬂu
m.mﬁxlhvn+.eulw.do
oF
52 = —2(x—a)—a=0.

Slika 36.

Iz druge jednadZbe slijedi 4 = 2 x, a uvrStenje u prvu daje trafenu jednadZbu ovojnice:
y =4 x. (Vidi sl 36).

304. Odredi ovojnicu familije pravaca zadanih u normalnom obliku x cosa + ysine — p = 0
(p je pozitivna konstanta).
’ T "F=x¢osaf ysing—p=0
O o
50 = — ¥sine +ycosa =0.
Iz druge jednadzbe imamo:
y

tge ==
g P

a kako je prema poznatim trigonometrijskim formulama

1 . tgo
COS 0 = ——/——— a Sme = —————,
VT+tg'a VT+ e
dobijemo
coso = ! = ¥ i sine=—2
14+ Vet Vot
Vi+s

Uvritenje u prvu jednadZbu sustava daje
) : 2 2
x + y
VetttV +s®

=p
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Qdatle dobijemo:
ot —.

Upvritenje u F daje
Tyxt | Sxmty?

Sx + Ty St =1

ili
xy =4 odnosno y=4—-—.

Ovojnica je par konjugiranih istostranih hiperbola.

309. Odredi ovojnicu trajektorija metaka izbatenih u vertikalnoj ravnini $ poZetnom brzinom vg,
ako se kut izba&aja « mijenja od 0° do 180° a otpor zraka zanemari. Vidi sl. 39.

Iz mehanike poznata nam je jednadZba trajektorije metka

= &
y=xtga Newoomuaxu
gdje je g akceleracija sile teZe, ili
4 .
= —————x*—y=0.
F=xwga Newno%Rx y
Racunamo:
OF x  gx*sina -0
dx costa  oicostw

7

L
14 x

Slika 39.

Parametar « treba ukloniti iz tih jednadZbi. Iz druge jednadZbe slijedi:

L!Tnﬁagvuo

cos® o PH
x . _gxtga
costa T 0, paje 1 v 0
a odatle je
tga = Y%
g =z

154

1

Uvritenje u prvu W&Sangﬁn&.sﬂ 1 + tg*« daje:
vt gx? euv a
£ Ne”A_+w.x. y=0

ili

g .
y= 2 20"

To je tzv. sparabola sigurnostis.
310. Zadan je pramen zraka s vthom u A (a, 0). Odredi ovojnicu normala povugenih na pravce
tog pramena u sjeci§tima tih pravaca s osi Y. Vidi sl. 40.

Jednadiba zadanog pramena glasi: y = & (x — a), gdje je k& parametar.

9

& \®

Slika 40.

Napi§imo jednadibu normale » na pravac p pramena, koji prolazi bilo kojom tatkom
B(0,b) naosi Y:
1

y—b=— i
ili

le+$uo. (a)
Tatka B (0, b) leZi na pravcu pramena y = k(x — a), pa je

' = —ak
Uvritenje u (a) daje:
F=y+ak+3=0.

Ratunamo:

155
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VISESTRUKI INTEGRALI

.~<. ‘DVOSTRUKI ' INTEGRALT

A. Promjena redoslijeda integriranja u dvostrukim integralima
i ratunanje tih integrala

Formula

Py (x)

% % fGo9) dedy = R ax [ a5 = g dy .— :aé ax.

a N oo

Zadaci

¢ =(y)

U zadacima 316 do 330 ukljutivo promijeni redoslijed integriranja,

1 ¥y

o [rena=

0
N e’
y=c

iz zadanog integrala vidimo da se najprije

integriralo u smjeru osi X uz y = ¢ (kon-
stanta) i dy = ¢ (vidi sliku 41) i to od

pravca x = y do parabole x = }/y, a zatim .

se integriralo u smjeruosi Y od y = 0 do
y =1, pa je podrudje integracije segment
parabole. Promijenimo li redoslijed integri-
ranja, moramo najprije integrirati u smjeru
osi Y uzevdi x = c i dx = c i to od para-
bole y = x* do pravca y = x, a zatim in-
tegrirati u smjeru 0si X od x=0do x=1,

b e ——

(106>

fome LRL L} ~ T

x|

317,

318.

kako se to vidi iz slike, pa je

I x
H.M&H.M-u.?vuo dy.

N——r
X m=c

yi=s .
.‘%.T?& dy =

{
X=c

iz zadanog integrala vidimo da se u&vgn integriralo u smjeru osi Y uz konstantne
kumx:oon.eﬂonogon.el.*;c x* (vidi sl 42), a zatim u smjeru osi X od
x=—1do x=1.

N

X<g/mPRESEEEE SRR TR ddy e ya R
1 Gl
witl
-1 o x=c dx 7 X
Slika 42.

Promijenimo : redoslijed integriranja, moramo najprije integrirati u smjeru osi X uz
=nwnrouwn-=3¢u:&~:oanﬂIvnl.e»noaﬂ.*.K~IQ.»~§B:§:§8~
Yitoody=0doy=1,paje

1 +V1=5

~[o[rmman
o —yYi-»

y=c

.., v\n..alu.
%e«‘,x?.&&. =
[

N e’
=

pri integriranju u smieru osi ¥ uz neke konstantne x i dx uzet je za donju granicu pravac-

y==x, a za gornju granicu krufnica y = }J2rx — 2 ili y* =2rx — 2 ili x* + y* =

=N

Gy
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—2rx=0ili (x — r)* + 3% = * (vidi sl. 43), a zatim se integriralo u smjeru osi X od
0 do , pa je podrudje integracije segment kniga Nakon promjene redoslijeda integriranja

Y
. y=x
R :
x=3/rZyisr o Y=o
X=y . bt
(I "\.
L= " Vo
y=c [
L 1 1
14 Xuldx o x
Shika 43.

najprije integriramo u smjeru osi X uz bow.o konstantne y i dy i to od kru2nice, kojoj je in-
verzna jednadZba x = F})r? — y* 4 r, do tetive x = y, a zatim u smjern 0si Yody =0
do y=r, paje

roy
- [o [r@man
0 —Vr—34+r
1
: yo==
319. .‘.mk._..\.a%.uo&. =
=2 1 .
|v\|w 4—x
Y.
Z
|
— .
- :/
N e etk LE 3 et |
[ v \
1
-2 Olx=clax| 7 x
i
i
i
]
F .
. 2 st gfaa
Stika 44.

- kako se vidi iz u_. 44 podrudje BBnn.-Bo je clipsa s poluosima 2 i ~\|~. kojoj je jed-
nadiba y = ..wll< EM+WN~»R§?§. obliku njena jednadzba
glasi x=TF }/4 — Nu.. ,

Yz - +V7=27
- [ [renas
-V7 -V3=35
160

2

320. % e;mw? 9 &,‘. -

l.-~

kako se vidi iz zadanog integrala i slike 45, podrutje integracije je Zetverokut A BC D,
3to ga dine praveiy =%,y = 2 x, x = 1 i x' = 2. Iz slike se vidi dalje da pri promjeni redo-
slijeda integriranja moramo podrugje integracije, tj. &etverokut 4'B C D podijeliti u dva
trokuta A DB i BC D pa dobijemo dva &485%» integrala

2 4
g. ‘.\?.&na +‘%
1 1 . 2

'—-.N

[ (% y) dx.

e

<

\s.lh\
N y
- y=2x
=l =N)
A ’ /
7 ' A
__\nw. Fai Y= ay B
o op——-Bl il vp 91.%. A
a A== ‘
eumul £ f Ay E “
th=f=rh v 1y X ! y=6-x
xegl LA A0 lvwl '
TR Yl
al"  x=c ax2 x off ax 2 m/k
Slika 45, Slika 46. .
6-x

, 321, .—.Qa‘_»\ha..evn—u.ﬂ

iz slike 46 se vidi da nakon promjene redoslijeda integriranja treba podrudje integracije, to
ga &ni A O 4 B, podijeliti u dva trokuta 0 ACiCAB

i

4 6 6~y
‘M . M fxy)dx + Me h 753 dx.
4 12x

2. o[ femnay =
)

podrudje integracije omedeno je parabolom y = 3 x* i .unu«.no.u- y = 12 x; rijedimo li te
dvije jednadZbe zajedno, dobit éemo koordinate sjeci§ta O (0, 0) i A (4, 48), te je podrudje

11 B. Apsen: Rijefeni zadaci iz Vife matematike 161
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TN

a (Nhnlhb
326, .— dx % Fy) dy =

N

g
S
ay | T =T
—— — ]
? |
x=a| i |y=rZax=xz
——Z . klum. .“ I
H=a-Va-yz “_ xX=q
: /- _“
-1V A St i
’ . ]
!
— -~
L 1 .
al m. &« a x

Slika 51,

kako se vidi iz uES 51 podrutje integracije omedeno je Ewoﬁgno.e =VZax—=,

omboﬁo *x=a—} w\-llv.n.uuﬂﬂgwxﬂlnuu aﬂauwﬂo.ggﬁgﬁgnn
.a

ov\ul a—Yat—yt
-z

1 1—y

<327, .‘.n&.‘.\??&n.uﬂ
(]

-¥Y1=5%
* iz slike 52 vidimo podrutje integracije koje se raspada na dva dijela

Yi—xt . 1-% '

¢.&.??s&+%&??s&.

164

1 vul&-
uNa.‘. .‘.\Aau.vnuﬂ
°
2
.Y
4 y=V2x
Xa=ff 3~y
14—-—- T ] ISQI\
HE A
ay| |._..1..,.‘uu..uul...l..lh P, ey 4
| [}
nu.w.n i) ““ 7 nm
, H | __ 1]
e &..w arx t Zar/s »

Slika 53.

iz slike 53 1&80&.? podrudje integracije omedeno parabolom x RM.. odnosno y = }2 %,
wﬂnﬂnnon—rnﬁwﬂoo anu—\wl.e.u odnosno y = —\ula.. ipravcima y=0iy=11i
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Slika 54.

iz slike 54 se vidi da nakon promjene redoslijeda integracije pri ERNE»EE u smjeru osi X
Eusaﬂnnoum:%.aﬂa|n8n5v.
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Slika - 60.

podrudje integraciie omedeno je s dvije parabole y =z odnosno alul. y=1-—.

I A.xlanl u.onno«nbnﬂnlvxw.elvt.mo&um. vnmnﬂ:,u.nogogv&n&nwﬁ
u taki 4 (1, 1), pa prema slici 60 dobijamo . ’
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Slika 61.

n

prema ‘slici 61 iz koje vidimo da j je podrugje Eﬁnﬂgn omedeno parabolama x = 2—
Na

aﬂnﬂw\n.lu.. i pravcem x = 2 g imamo .
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° Yia=m
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) umhn—ﬂns 338 do 343 ukljulivo promijeni redoslijed 53%.52» i izratunaj zadane-
integrale.

2 & 2 £
336. 4_.4_.&."@\.—.&8-*.&%“
0

iz zadanog Bnanﬂ_b i slike 62 slijedi da je podrutje integracije omedeno pravcima y = 1,
aln~§<&-o§.¢|n.§8=oal5.<

N &
H._,&‘.‘.nu ‘_.nv._n_lu“ﬁlpbv.va&“n.‘.&‘l .“Ev.n_.eﬂ drugi integral lako-
1 . : 1 1

. . . L
se izratuna nalinom parcijalne integracije = |2y —(ylny — ) —_.u |y(3 —1ny) _. =

=et(3—Ine) —3=¢'(3 —2Ine) — 3 =¢*—3.

Y
Yym3x+2
. m.ﬁl 8
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7lv-2) .c.kn‘&k
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. Slika 62. Slika 63.

1 3x4+2 1 3x+2

.uuq. .‘..‘, dy dx = .—.na.‘.&. = .

-2 x+4x -2 x+4x

podrudje integracije omedeno je. parabolom y =x*+4x ili y=(x +2*—4 pa je
x= Vy+4 —2ipravcem y = 3x + 2, odnosno x = WQINY. pri Cemu se parabola

i pravac sijeku u tatkama A (— 2, — 4) i B(l, 5), te prema slici 63 imamo
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e : . s . 346. P, lici 70:
U zadacima 344 do 347 ukljuéivo prikaZi .:. S (x, y) dx dy, gdje je o grafitko prikazano po- rema slici 70

4
N “
{
1
i

.N:aan.mﬁul:,+c.lc.ua Ev.n~+_\‘

. i Ia.+~a+u
) v m . trukih int s najmanjim brojem adenada. ' i —
. drdje E»n.wn»e.nvnowrw: sume dvos integrala s najmanjim broj . ) : 1+V== 72293
i | : . :33&& %&T?a&.
44. Prema slici 68:
Oom.eunwla odnosno x = 2y : W
_ m ‘ y
OA=y=2x. omnogoxﬂ.rwn .
o S .
. . 1 3 : : ”
.Amm.elNHWIOnlcmr.e“.ﬂn+Mu odnosno x =2y — 3 . | .ma_J .QI?\J«.?N».\*Q
. - |
y 1 :
~ BC=y—2=2(x—4)ili y=2x—6, odnosno x =3 + 3. : : : Jd s |
. 4=
! ) 1T
. 33 i
- .::a.uo&% l_.&..‘kars%+_.&‘._.x?.s&. A A ’
. 2 2y-3 ) . Slika 70.
. 347. Prema.slici 71:
. . y ‘ “ 1. krufnica O A4 =(x = 1) + 5 =1, odnosno x =1 & Y T =3
Y o : 2. krutnica ABC =(x—2* +(y — )* =1, odnosno x =2 + }/ 7y — 5*
g R —— 8 ! 3. kruZnica Omﬂ?luv-+v.nlr onnounonluﬁv\ulv..
"""" .—
nhnoxlll NI ! ' . 3+ T 24Vy—»
A N % \ fx ) didy = H a [ fen) s + s a [ 1G5 ax
L. — '
7 P : 1-Vizy -1 _yiH—n
7 7 4 5 X X . C .zadacima 348 do 381 ukljudivo _anmES. zadane dvostruke integrale prethodno na-
, risavii podrudje integracije o. i
Slika .68. ’ Slika 69. ~ . 348. “. .‘; w&n&a. n&m je o podrudje omedeno _adn.&nonn. xX*4+(y—-1*=1 i pravcem
345. Prema slici 69: “ |~|+ y
AD=y=1 _ z.:zé.ﬁ:.sé%ﬁé.&eﬁgganocﬁn /4.,.
C BC=y=3 . wﬂn+—\~la. :&bu&gvﬁqﬁw»cv.ln x,
: 1 . S nwm._unﬂcunnu»u__ﬂ
AB=y—3=2(x—2iliy=2x—1, odnosno x =—5-&y +1) : 1
1 - . 1 g s
- =y—3=—2(x—=3) ili y=—2x+9, odnosno x == (9 — ) : -+<...
CD=y—3 -3 iy 2 . I= &.u&%&.ﬂ .T&_u._ y 7
.- L . 0 2—-x- 0
3 GIS .
:.x?&&&. = .‘.%._’\F& dx.
. . \ 1 —\ uu _ 1
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354. .‘..‘..e.uﬁaaa&c .w&o je o podruZje omedeno krivuljom y =1+ cosx od x =0 do

a =mi roon&u»g osima,

y

=

y=1+c0sx

2 et g — 7 %
Slika 78.
Prema slici 78:

1+ cosx

n
: ~+oo-u ’
~I4_.uExnh.‘.‘<.&. I..b»uﬁxnk_!u_ .” Iw..—.-?un—+ooanv-nan [uz
.
supstituciju ~+.3maﬂ~. pa je Immpankn-.s.ul.l_ﬁ+3uxv._ H.W

y

vmy_alfee 1 .
} ayl fr=—====
x=70y L L

m__.ru qw.

355. “..—.—\av. — ytdxdy, gdje moancrnn O\nw aoﬁovsu \aQ»—u. B(10, 1)].

1z slike 79 slijedi:

OA=y=x; AB=y=1 i .owm.enmum.

356. ~:. x? sin* y dx dy, gdje je o podru&je omedeno _ﬁé?ﬁ y = & arc cos x

te je
1 0y
J= .‘.&. *\xw — y*dx = [uz supstituciju xy — y* =1, paje ydx = dt] =
0 ¥
1 10y 1 1 1
— s
HW_.WQ. Vixy — yp unw.._.wlv..__\coe.l%.u _w.?.&n; _eﬂ =6
0 y 0 (1]
X =305y

Shka 80.

3 i pravcem
e

x=0.

Prema slici 80 i ﬁo&— u obzir da jednad?ba krivulje u inverznom obliku glasi x = 3 cos y,
ratunamo:

NE]

r r
2 2
I= .\.uﬁuw&.‘.a.nall.‘.uﬁ.w&_au_ |w‘—qumn.v..8a.u&ﬂ
_r =E
u u . 2
Ll ®©
2 : z
Ind iné
.uw.‘.?mn..v.lumu.kvogu‘n%Wu—uﬁwb.lul_IWk uIWum.
. —
-3 -2

3st. ‘ﬁ _. ml&&: gdje je o podruje omedeno kriviljom y =aresin(¥ —32) i pravcima
[} . .
L y=2m x=01i .v..ulwo.

12 B. Apsen: Rijefen! zadaci iz Viie matematike
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363. z=2x+6y :Row:gwomwnoﬁagug y=x y=5x i x=1.

:a?ﬁsesoazgaﬁ zadanog u&aa»qm>o;w,§p§h|w =2
pa prema (107) ratunamo:

1 Sx 1
1
2y = IN..‘..‘.?+ a&ma&\ﬂ.w.-‘&m.‘.?+ m.v.v&,ﬂ.wl.‘.nn
c . 0 E [

1
1 E o 2
= (5 + 752 — x* — dx = =125
.N.‘.n.a+ ..,a» 329 uw_u_ -w.

Sx

Slika 84, _ - Slika 85.

364. = YR — 2 —3* u krugu 2* +3* < R%.
Prema slici 85 i formuli (107) imamo:

2= ;..:_\w. — % =y dxdy.

wnn_gon»uogo koordinate: x = p cos =psing, dxdy = : de (vidi dalje
s ey pcos g, y =psing, ly =~ pdpde (vidi dalj

2% R
n.ul ‘._\x.ln.ns. |o.sn.eu%aenax. ._e.‘.*\x.lo pdp =
o . 0
1 1], N_ 2 2
lﬂm.ua.Alﬂ_j_vnwﬁ.Euﬂ?
X 2

365. 3 = xy* u kvadratu koji je omeden pravcima x =0, y = 1, x =1 i y = 0.

15l

180

? —— e e et

C. Zamjena promjenljivih u dvestrukim integralima i ralunanje tit
integrala uz tu zamjenu

Formule
Polarne koordinate
x=pcosp; y=psing; drxdy=pdpde
s e (@)

.:‘\?S&&. = .‘.._.\%oou@ouE&n%men %%%2?8?353_,% arn

[N a@

Elipti¢ke koordinate

X=aucosv; y=>businv; dedy —=abudude

%%\ﬁa&o&&. = awn.‘._,ﬂanangeu businov) ududv =

€, u(v)

ﬂhwc‘»ne._.\?enﬁe. b u sin v) u du. (113)

L

Gornja granica u (v) drugog integrala ratuna se tako da se x =awu cos v i y = businv
uvrste u zadanu jednadZbu krivulje koja omeduje podrulje integraciie o.

Opéenite koordinate.

Xx=x(uv)jy=y0v): dedy = du do, ) - (112)

e ¥y
e ¥

pri ¢emu se uzima apsolutna vrijednost determinante.

2. DVOSTRUKI INTEGRALI U POLARNIH KOORDINATAMA

Zadaci

U zadacima 368 do 373 ukljutivo izrazi

\ % f(e5) deds

u vo_E.EB. koordinatama i rastavi granice Euomngw prikazav§i mnwmmw_ podrudje inte-
gracije o.
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Prema slici:

te je

A
d=2sin45" = |3,

Od=p =

dok je py= OB =2,

-

o

do | f(p cos., psin ) p dp.

43

372, Podrudje o odredeno je nejednskostima % =0, ¥ = 0, (x* + 3%* S 4at x*y*.

i

Prijelaz na polarne koordinate = p cos @ i y = p sin ¢ daje

(p*cos’ @ + p*sin® ' = 40 ptoost @ pPaint @

o.n..hn.v.&bueooa-e ii p=asin2¢

kud

2 asin2¢

-

ne.‘.\eoae. p sin @) p dp.
‘0

373. Podrugje ¢ je nutarnji dio desne petlje lemniskate (x* + y9* = g*(x* — %)

184

T

4 alcos2¢

:.me f(pcos g, psing)p
[ . - .

INE]

dp, vidi sl. 46 u II dijeln .we&ani .

oy ST

cmmmr s e

S

| N

U zadacima 374 — 380 ukljutivo’ zadane dvostruke integrale izrazi u polarnim koordi-
. natama.

1

1
3724. .“ﬁx.‘.\?fwv dy
[}

o

Iz slike 91 se vidi da je podrucje integracije kvadrat stranice 1. Pri prijelazu na polarne

koordinate treba to podrudje raspoloviti dijagonalom, jer u desnoj polovini iz prav. A O B 4

slijedi da je O A4 Wn»ﬂoc“e» dok u lijevoj polovini iz prav. A ODC slijedi da je
1 1.

00Nn~ﬂ|ﬂ|..||.&b£. Dobijemo
OOmAlN..lﬂv
= 1 = 1
4 cosg 2  sne
Tl..’3._.\683.25@@%4._.ae."xeos@nmﬁan%.
o o ® .0
: 3
7i
fo_¢
/ 7
% e
/ e
/ s 6 -
\\\\.c 1
e
N
|T\u ? Y 8
0 1 x

Slika 92.

1 1
375. ..Ta .‘, \A.Wv dy.
RS T

U slici 92 prikazano je podrulje integracije, koje se sastoji od dva segmenta parabole
y=xi AOCD. Uvritenje x =pcos@ i y = psin¢ u jednadZbu parabole daje:

sin ¢

psin ¢ = p*cos® ¢, pa wmuos.ausn? dok je \Au“lv =f(tg ).

_ 1

U A OC D radijvektor gq = IT s
s (5 —9)

» kako se to vidi iz prav. A O 4 B.
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382

188

U zadacima 381 do 388 ukljudivo izrazi zadane dvostruke integrale u polarnim koordi-
natama pa ih izradunaj uz graficki prikaz podrudja integracije.

R VR —x

. ._.&.‘,Fo + % - 3% dy.

[

1z granica integracije zadanog -integrala slijedi da je podrulje integracije prvi w§§n
kruga polumjera R (naridi gal), pa su granice integracije od 0 do R, odnosno od 0 do: .M s
dok je 1 + x? + 3% = 1 -+ p*(cos? ¢ + sin® ¢) = 1 + p*. Dobijemo prema (111):

™

2 R

Nﬂ.—..ne.‘.uba + p% p dp = [supstituirajuéi 1 + p* = ¢ parcijalno munonﬂmﬂBo_n..
o 0. .
R

o|-5|a+mma+e |-
0

L}
o Nl

Z{A+RImA+RY—1+1} =

=721+ R)In( + R — K.

~:, 1 H”..+wu dx dy, gdje je o prvi kvadrant jedininog kruga. Naridi gal

Nakon prijelaza na polarne koordinate prema (111) dobijemo:

1
- == |y1l=e
1 .“%.“«\_+v.o% p.:\p+o.o%.
°
Uz uﬁn.mmﬂnmz p* =t svodimo neodredeni- integral
_ [y1=# 1 —\ulu
L ._‘—\~+no% ma L .‘. T+¢
1—1t

tj. na tip II (vidi II dio Repetitorija), pa uz novu supstituciju T3 = * i parciial-
no integriranje dobijemo konatno

N»n.~+hulﬁdnmu.
Skijedi ’
1
u..lvu < .
- T+e _ i—¢ nIA _ =(m—2)
1 3 ; T—p arc tg T 0 —arctg0 |+ v -———
+ ——
1+t : :
0

383. .‘,.“Qﬂlnalu&&n&w gdje je podrugje o Edn x4yt < Rt

Prema (111):
2 R
~n.‘.ne._.s,.n_u§elu3mnen%u
J .
2n R 2z
._.me_r hl&oae ..lluumbe.mu. H.Il‘.nurlaxnnuelmxm_b@nﬁﬂ
0 0

[}

2w
¢
..umml_urelawmmbe.*.awnoue_Hq;N».

384, .:. VR —x* —yidxdy, gdje je o krug = x* +y* < Rx.
[.]

Slika 95.

Buduéi da je integrand, a takoder i podrudje Enownuo.:o. kako se to vidi iz slike 95, si-
metritni 8 obzirom na os X, ratunat éemo dvostruku vrijednost zadanog integrala uzev$i
za podrudje integracije samo gornju polovinu kruga.

Prema (111) dobijemo

T
F) Rcos ¢ .
NHN.‘QG‘?\ R* —p? vnnﬂﬁﬁ supstituciju R*—p* = ¢, pdp = IIW.&U_ =
0 ° :
™ T
3 F
= .Te _|<S. = Eu_ = ul._. (VR =R cos” oy — R*) do =
[}

1R0
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b. DVOSTRUKI INTEGRALI U ELIPTICKIM I OPCENITIM —AOONUHZV.HE

- 389.

390.

192

Zadaci
U zadacima 389 do 394 ukljutivo izvr¥i prijelaz na eliptitke koordinate pa izrafunaj
zadane dvostruke integrale, ukoliko integrand nije zadan opéenito.

.‘,.‘.\ (%,5) dx dy, gdje je ¢ podrutje omedeno elipsom % + W. =1.

o
Rafunamo prema (113):

x=2ucosv; y=3usiny; dxdy=6ududo.
Uvritenje gore navedenih vrijednosti za x i y u jednadzbu elipse daje:

...-....Owue +utsintvo =1, paje wu=1.
i t - aar
I= m.‘,.‘.\ﬁnaoaeu 3 usinv) udu dv Hm.‘.me_.\ﬁnanﬁe.uxumb&:&r
o : 0 0

a a = 22 x

Slika 97.

x? 2 . . ..
.‘W‘.‘A I.M..I...emm dx dy, gdje je o dio prstena koji je omeden elipsama W“.?v.%ﬂ 1i

o
x3 U—»

A|a-.+.&vu = 1, a leZi u I kvadrantu (vidi sl 97)."

Prema (113): .
x=aucosv; y =businy.
Upvritenje u jednadibu prve elipse daje u = 1, dok za drugu elipsu dobijemo:

.:»oou-.e. 2* sin® .
2 + M—eﬂu. pPa jeu=2,

Kako je dxdy = @ b u du dv, ifnamo:

T

2 3

2 2 :
o, _
Nni..TmT:naagnuav.h.h_j_ul&.m_\w.
0 1 1

 mm———ens s

391. .‘. -‘. J(x, ) dx dy, gdje je o podrugje omedeno krivuljom A% + .muvﬂu 2y,
o
Upvritenje x = ucosv iy = <.m u sinv u jednadZbu meda3nje krivulje daje:
(1 cos*v + usin? o) = /34 costv sinv
a -odatle je
. u= v\M cos? v sin v,

Kako je dx dy = }/ 3 u du dv prema (113), dobijemo:
] w\ﬂoou.e&uo

.H.l.. v\.m.‘»me-—'\?nge. <M=wgdv=%.
0 [

. S— :3 2, 4
392. 4_x.“. _\k »°dx dy, gdje je o podrudje omedeno krivuljom Ammi + v& = m a lezi u I
(-
kvadranta.

Prema (113): _
x = —\Nnoouﬁ y= _\Wz sin v.

dx dy = —\nw 1 du dv dok uvritenje navedenih za x i y vrijednosti u jednadzbu krivulje daje
()
za u granitnu vrijednost }/cos v - sin v. Dobijemo:

I = <.w.:._\_\|~. V3 urcosvsiny - ududo =

o’

2 _;\oo.ue.umﬂc o

bll p— 3
uu_x.m.-\a ‘vhn.uae.mmbemes_\:.a: = ua
(1] ] (1]

-

(

v\nome.mwncvu&eﬂ

- . ’ 2 3
393. -_-.‘. x y dx dy, gdje je ¢ podrudje omedeno elipsom W + % =1 a lezi u I kvadrantu
(-]
Dn @u
~ 8 _ i
T 2T 43 2
394, .‘.-‘.—\u - W - w.vl. dx dy, gdje je o podrudje omedeno elipsom m +L =1
: L}

7
ﬁn.anvg
3 e

18 B. Apsen: Rijefleni zadaci iz Vile matematike . - 193
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D. Primjena dvostrukih integrala

2. ODREDIVAN]JE VOLUMENA ZADANIH TIJELA

Formule

w\ﬂ.‘..‘.u?vuoma‘&. (106). —\ﬂ.‘».‘.umnoou@v-mn@v%ae. (i
Zadaci

U zadacima 397 do 422 ukljulivo izrafunaj pomoéu dvostrukih integrala volumene
tijela koja su omedena zadanim plohama uz grafi¢ki prikaz vomnﬂm_p mbnonnnn:o orumen

A y
& 6 5 A
4t+——-N$12,4)
ayl . . 5
- : ay| _for===
1+ \ \ C
L, | AN
ol 1 N/ .“/\ af 17 2 AN
Q .
Slika 100. Slika 101.

397. Ravninama .%IuQu.M“Ow a=3xty= 6, vlua.,_-N..‘IHN m.8+9~+hla

196

Gm_.mnm noo%omog&ogﬁuoauwo.&ooﬁo&aoga lul ll%.._.w
i amaﬂllul.e+.r u wSEmonmuogEno sijeku ravninn Nu\lhlc. i oa?N.

Prema toj slici:
’ 2

¢ “3rHs 3 l.w..uf_
v.n..:.alals&&.n."&.._.alal.snu ._.&._aalm..lea =
. LA I|+» o |W+»

N 1(4., 16 2. :
.‘.n A%.—-Nhlan.Aﬂ.-lulu‘._-uav.*.qv&l.h%l
0

~[= _1(»_4 »_ -
— 2y+12 NA@ wk+hv+w NQMV&.I

’ 6
= H.l o 1
I._,Aa n.e+av&.l 1B~ +mw~ = 12.
0 1]
398. Koordinatnim ravninama, ravninama x=4 i y=4 i rotacionim paraboloidom
s=x+y+1

2
T:..L_.
399. Rotacionim paraboloidom z=x* 4 y* i ravninama 2 =0, a =y =2x; b=y =6 — x
ie=y=1
Prikazavii jednadZbe ravnina ¢ i b u obliku x = W» odnosno x = 6 — y, dobijemo prema
slici 101 uzevii u obzir da se pravcia i b umnwdﬂsm_a S(2,4):
6—y . 6—y
w\ﬂ.‘.&‘n—.@-.*.u.uvaa -‘.n.e_ + x| =
Ed
M 2
3 15
—_ 3 - lll' = -
- .—a SRR R S DL
1
Y X=8
L Y=2VX
e
i L —— y=VX
b
14, !
1!
] ' i
gl 1 dx & x
Slika 102 a. Slika 102 b.

400. Rotacionim paraboloidom z = x* + y*, koordinatnim ravninama i ravaninom x +y = 1

<]

6

401. Valjkovitim plohama y = V= i y =2} % irsvninama z=0 i z=6 — x.
TraZi se volumen tijela, koje je dolje omedeno ravninama X' ¥ = z = 0, odozgo ravni-
nom g == § — % koja je prikazana na slici 102 b, a sa strana valjkovitim plohams, koje su

okomite na ravnini X Y, a sijeku je u muﬂco_wa y= <M iy=2 V=i pravcem x = 6,
kako je to prikazano na slici 102 a.

197
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406. Evﬂgg umm.»co_oaon_ 2 = x, valjkovitom plohom y == V% i ravninama x + y=2,
y= iz=0
[]
B

2 3
407. mmﬁaga§_w§m+.<4u:a§?§:uslua|¢ is=1
[22 ).
408. Valjcima x* 4 y* = R* i a.+«.u.x...

m_mwnuom?.msao jedan oktant tijela omedenog zadanim valjcima, kojim je os simetrije
Cel 0s Z, odnosno os Y. : ’

. ‘R VF—= R
t- u\"w4‘..“_\|lxu|ku&k&u<"ml‘._\wulxuw—«dn‘-ﬁ.! ﬂuw-“mznlﬁnv&&nu.mumxu.
o. a .q. .

-4

4

x=3

k“&

Shka 106. Slika 107.

409. Hiperbolnim paraboloidom =z =x'—y* iravninama 2m 0,y =0 i x =3,

Uvritenje z = 0 u jednad?bu paraboloida daje njegovu projekciju y == 4+ x na tavninu
. X Y. Prema slici 107:

3 .

u a u
& .
vu%ul u.. ..
.. ?v&&.l u..u....M. nal.ul a.uulm.m.
0 ~x 0 —-% [}

410. Valjkovitim plohama z =4 — 3% i y = -M.u i ravninom £ = 0.

Cﬁ.mnoumn. z2=0uz=4—3 dsje y =2, pa je podrudje integracije ¢ omedeno tim
pravcem i parabolom x = + —\Mur kako je to prikazano u slici 108.
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e gy -

S

—

2 Vzy 2
V= .‘““A&lv&&n&‘ = %2Iv.uu&.._,akﬂn.‘ﬁlun:\wlu&kﬂ
[ 0 lv\m ]

2
2. 2 4
nn_\m_awwv\%l%_\ﬂ_nsm.
[1]

N

Slika. 108.

x*

411, Valjkovitim plohama »* + y*= R?, z = = i ravninom z =0 (x = 0).

Podrugje integracije o je desna polovica kruZnice x* + y* = R3, Uz prijelaz na polatne
koordinate (111) dobijemo:

-

2z R

2
% 2 dx dy = * cost @ p dp do = tode | ptdp =
= || Saxdy=o || e cortopdpde =— | costpdo | ptdp =
o -

s [}

2

NE}

= prema tipu VI, dio II Repetitorija = —

3 i5a

R

] $

P..mmbeoom;v +mebe_ . _W.I_ - 4R
T 0

2

;-P?S&oiﬂuwnug~oaoahua.+vﬁEWoiSBEouoEu.Ha.»B.‘BMEB»V.E_
ix=0 - '
8
105

2 ‘.
413. Eliptitkim valjkom W+Wlum§§wu‘ﬂm§ y=01iz=0 (x=0).

Da narifemo podrulje integracije 6, odredimo desnu medu tog podrudja. Uvritenje z = 0
u jednadZbu valjka daje tu traZenu medu x =g, pa prikazavii jednadZbu valjka u obliku
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ar

+

LA z Ld
2 2cos 9 2 2c009 2
' o. 16 . . .
2| cospdy | ptdp=2| cuspde =3 | cos* 9 de = tip VIIL, dio 1l
-z ° _x o -=
2 . 2 T2
-n
wownnaoéw.u|_|u568u.e+.le+ sin2 ﬂ_l.—%..a_hm-.nw.m.
l.w

418. Krufnim valikom x'+y* =4 iravninama z2=0 i z=2x4y+ 10.

[40 x].

419. KruZnim valjkom x* 4 y* = R?*, paraboloidom Nhl&h....u..f.eu i ravninom z = 0.

[z==].

420. KruZnim valjcima u.+.v.~luun.+u.» Nau rotacionim paraboloidom z = x* 4 »* i
ravninama y =%, y=—x i z=0.

Slika 114,
Raunamo prema slici 114 uzevii u obzir simetritaost zadanog tijela i podrutja o:

ﬁun“.._.@.#uo dx dy = prema (111) ln._.._.e.oe..e+o.§.®m% do =
o

™ L3
4 2cosg 4
= “.me.‘.o.%n.l._.ﬁmooa.e ooo.evaelnnnuhmnﬁﬁﬁl
0 - cosp .
x
2

.WM_ —sih o 3u..ﬂ+|le+ umune_ T

(-]

204

421. Kruznim valjcima x? + y* = 2x, x> + y* = 2y i ravninama z

Yy
2
B
(AN
// =x
1 N !
Sof----- c 8
_ \?ﬁ\/
.6: \
2 ﬂw‘ / " //
A N
(/] S 2 X
Slika 115.

Iz 'slike 115 slijedi: O A = p; = 2sing, OB =p,
obzir da se valjci sijeku u ravnpini y = x:

u.._.._.?....nvo&&.n._‘._.?nae+ 2p,sin @) py dps dp +

oy

+._..‘.?82+~?§3?%,%

LA

r
4 2sin @ 2
e 2,
= | de |+ =pising + | de .w:nomﬁ+
T
ry

I
w| oo
—
—
~ &3
g
o
B
©
+
Y
B
R
£
+
"—o

2
—eising

3

=x+4+2yiz=0.

=2cos ¢ pa dobijemo uzevii u

2co8Q

|

[}

me
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425.

426.

208

Lik je omeden parabolama y* = 10x 425 i y*= —6x+ 9.

Napisavii u&p»mmwn parabola u obliku yt = 10 Ax +=—)iyt=-—6 Aa - WV. opazamc
da su x; = — M ix,= |w| apscise njihovih vrhova, a N&&Emwo rjeSavanje njihovih jed-
nad¥bi daje koordinate njihova sjecidta (— 1, & V/15). Vidi sl. 119.

vi ~2+d

- - Iul. 3. » .Pv -
.:.&% .—.&._.& A_, stz 6t T)Y

~yis N.l.wu ~-Vie

Vis
u: ».C +»v%na_ll+u._ I%a.
v =Y
y
Y=x
8
14 \\W\F
R v
—N\ \¥ S
\A‘\\ AI— _-_ /

Slika 119. . Slika 120.

Euognngggw R4y =2xi *+y'=4x ipravcima y=x i y=0
(SL 120).

Napisavii jednadfbe kruZnicd u ocEE —1r+yt=1i (x=20+y' =4, iz
kojih sada vidimo koordinate srediita i polumjere, rifemo sl uno pa prelazimo na polarne

koordinate. Iz slike slijedi: PHNooae 2 ?I&Sae.

x
4cosp 4
4co8p
.‘brnavneﬂg.ae.—.m%ﬂl._-_o- 3I| (16 cos® p — 4 cost @) dp =
2co89 :
)] 2co8 9 [}
in 2 M _ 1
=6|2 429 _3(Z 2
|2+ 20l _a(2 4 ).

[

427. Lik je omeden krivuljom
Prelazimo na eliptitke koordinate (113):
X = aucosv; y = businyv;
pa uvritenje u jednadibu krivulje daje:

dxdy = abududy

?unoa.c+=.mm=.ev.Han=.noaem5e
.wonwnnwn
:.HWavmwbenOmc
pa je
=HH..“I—\nmu5en8e.
g t y—7—— = 7
5 .al—\avuscoo-a T 5
1 ht
hﬂnnﬁ_‘nel_..:mzﬂunv‘—‘wl sinvcosvdv = nnw .‘.uie.nowemeu
(1} x (1]
F)
_a'disinto|  g'd
T 2 | 2

0
428. Lik je omeden pravcima x =0, y =0ix + y = 1.

[+]
71
429. Lik je omeden parabolama y.= }V'x i y =2 v\M i pravcem x =4 (y 2 0).
E
3 |
430, Lik j¢ omeden parabolom y = x* 4+ 4 x i praveem y = 3 x + 2.
| [ 7]
2 |-
431. Lik je omeden pravcima x =0, y = 0, x = 2 i krivuljom y = ¢*.
[e* — 1].
432, Lik je omeden pravcima x = 0, .v.lu i y =3 ihiperbolom y = |“|

{In 3}.
433. Lik je omeden pravcima y = 0'i y = x i kruZnicom x* + y* —2x = 0.

434. Lik je omeden Bernoullijevom lemniskatom

=+ ¥yt =2a'(x* — ).
[2 a%].

14 B. Apsen: RijeSeni zadaci iz ViZe matematike
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3. Statitki momenti i koordinate teZi3ta ravanih likova

Formule za p=1

U pravokutnim koordinatama

M, = ;‘.._.u.aan_uz Euﬂ.—.._.aﬁaau. (124)
S S
[ =ax ay :u&a&«
Ls v g - .
R PP 5y == (125
:&& :.&&. ..
s s
U polarnim koordinatama
:o,nome%n.e :.m.mmne%%
_M, . yoM_ 5 asa
i R Gl
:n%ﬁ .:v%% :
s s
Zadaci

CN»&»&B»&@QOAA—E&.mnnwmnb&mﬁmmsaoanuﬁuug# ro.BowobE n»ﬁ.mr
likova (p. = 1). . : S

Slika 124.

Polukruga s obzirom na dijametar (sl 124).
Prema (124):

M, = ..‘,.‘,u.an&.Hﬁnvmmn_un.-»m.o_bnnnwgambnﬁﬂ.‘y%oumnenmomeﬂ
S S
'r

= r r '
. R ' 'l _2
= |, sinpdp | p*dp =| —cos p| - 3 ﬂqﬁu.
o 1]

0 [

23 g

~ 440. Kruga s obzirom na tangentu (sl 125).

Uzevii za tangentu os' Y, dobijemo prema (125 a):.

E]
Mk}

2rcosp

2
Su%%nnae.n%% u._.nowe%._'m.% nWm.Toae%u vidi tip VILL,
S n

_ 0 b
F} )
L

. 2
. . 8 1 . 3 3 .
dio II Repetitorija = —r* < Singcos®p + — @+ —sin2q|=rr
. 3 4 8 16

ki

2

Slika 125, Slika 126.

441. Pravokutnika sa stranicama a i b s obzirom na stranicu a.

17

442. Plotica ima oblik pravokutnog trokuta s katetama OB —a i O A = b, pri ¢emu je njena |
gustoca u bilo kojoj tatki jednaka udaljenosti tacke od katete O A. Odredi statitke momente

plote s obzirom na katete O 4 i O B.

Prema slici 126:

= - = e — ili e
L=y; .Aw.lm+._ 1 ili y pxta
Prema (124):

1 a? a® 3a®
HM-QIQR-..TﬂuRm .Ilkwn_rnoa

. 2 h2
Lzratunsi na isti natin M,, dobit ée§ M, = anm .
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4, Momenti tromosti ravanih likova

Formule za p=1

I U pravokutnim koordinatama

I, na:.%&&
S

II U vo—»g koordinatama

I = -_v.‘.vu sin? @ dp do
S

Nn“.|—‘._-8nmkn.@.
S

“‘._.@;3&&. IL+1,

= n—.‘—.n- sin ¢ cos @ dp de.
S
Nn = I, = -—..‘. p* dp de.
S

Nuu»n.m

Nuu = -“‘_» xydxdy
s

I, = .:.m cost @ dp de
. bw L.

a126)

(127 a)

(128)

(129

447. Odredi moment tromosti pravokutnika O 4 C B kojenma su stranice OA=ai OB=1b
s obzirom na vrth O i stranice O 4 i O B, ako je gustoéa razmjerna 8 udaljenoiéu od stranice

216

O B (k = faktor razmjernosti).

y

Prema (127 a) i slici 130:

Slika 130.

]

a
= L..-‘»Q.+u.v%&. »._,&.‘..Q+a§&ua‘_.&_|+w.w_ =
[}]

&

‘“ ot ;

o

o

N

—y m”ﬂhelm Bat + 2.

-

i .

Gt o

R

o s

1

¢ perr———

Izratunaj pa isti nadin ~ = N Dobit ¢e$

U zadacima 449 do 456 uklj.

[0 V] =y==Fx;

Prema (127 a):

a

=1 = 2 = tdy = wn»_ ¥
I,=1, »‘_V-‘.x% dx dy. wc—‘x&nu—.% dy v.n_ _u
S

0

[4

0

a-vw

449, Istokranog trokuta baze g i visine A s obzirom na vrh.

Prema slici 131:

v a
a
8 2 2 A
S h
\,\lﬂ%t Ty =
]
g x
Slika. 131.
h 2h . 2h
wﬂnwnﬂqﬂwal? pa je .e“ﬂ.av odn.
2
a
OB =x= |N|>..v<.
25”7 A 77

I, = ._.&.‘_.?.+§%n.~._.&_w.+ yx

h
1 a
u»?ﬂlﬁfr
o 0

= M|M®. + 12 49).

atb* k
6

448. Odredi moment tromosti kvadrata stranice a s obzirom na jedan njegov vrh, ako je gustoés
nwnnznnﬂ» s y (k je faktor razmjernosti).

[ 3]

izratunaj momente tromosti zadanih homogenih likova

3 =
N»QV@
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; 458. Izralunaj povriinu onog dijela plohe z* = 2xy koji se nalazi iznad pravokutnika u ravnini
c. PLOHE z = 0 omedenog pravcima x =0,y =0,x=3 i y=6 @ 135).

“ Parcijalne derivacije ratunamo iz implicitne funkcije 2? — 2xy = 0 prema formuli (92):
. Komplanacija (odredivanje povriine) ploha . :
c _=__Z2y_ vy, _0_ _—2x_ x|
P 2z z° nl%.\ 2z oz
Formule ;
n i : : “ _ x At 2
TraZena povrSina S plohe projicira se na ravainu: ) 1 + + = mx dy = dyv,
Xy: v mu._. && .:, Vit + ¢ dxdy. (3
o 3 a kako je z = Y 2xy, dobijemo:
" oN oz : ’
3 ] =3 1= F ; 3 ax . 3 6 i
S=|de| ZE2dy = | ax :\P+ vlﬁv dy =
: [ e 5 Viss 27 V2
Yz mn.‘. 4 :,_\_+ ?Iuv dy dz (131 ) o o o o
R} 6 3
o : S I T v — 2 = 2 1 =
: : ! . ﬂ.‘azv\nﬂ.N*\k+”.‘wl*.uu F1 |u|<ﬂ+|u\||<o. 2) x| =
Xz s dx dz —\_ AN &.v,e:_u (31 b) } V2 ! V2 o
: S=1) <=8 = +(3)+ (% - ° _ °
e o =12 + 24 = 36.
Kako se vodi iz navedenih formula, pri raunanju povriine S 2adane plohe moZemo tu ]
plohu projicirati na bilo koju koordinatnu ravninu, ukoliko je ta vne_nr&n dvodimenzionalni
lik povrdine 5. U svim tim sludajevima dobijemo za traZenu povriinu S plohe istu vrijednost 2
gl
Zadaci M 6
457. Odredi povrdinu onog dijela ravnine 6x + 3y + 22 — 12 =0 koji se nalazi u prvom !
oktantu projicirajuéi zadani dio ravnine 1) na ravninu X Y'; 2) pa ravninu Y Z i 3) na ravninu i
X Z. (SL. 134).
ad 1) N&Swnnﬂ.mlwklquSﬁnnuwBonnnBquC". 6
=93 4. ,o0__3 : 3 i
PERT TS 1Ty T T2 ) 1
pa je
2x g H 3 x
7
S = ‘u + 9 + dxdy = — dx d: _ d :
.:, Y .:. = »._. .‘. P Slika 134. Slika 135,
Q .
jerjeza z2=0 y= a —2x L 459, Odredi povriinu onog dijela plasta rEM:ow stofca x* + y* = =%, koji leZi iznad ravmine
2 : { X Y a odsjeca ga
=7 &QINRVHH_thnu_»I—A —=f %
2 T2 o — ! _VB«.E_S»M__NAMLI;
o . 4 ke
2) valjkovita ploha 2 =2py.
Izratunaj sada 2) i 3) prema (131 a), odn. (131 b). Rezultat mora biti isti! '
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464. Dijela plohe rotacionog paraboloida x* 4 y* =2z Enmn.:ow valjkom xt 4 y2 =1
_ 2
- [Erwe-a):

465. Dijela kugline plohe x* + y* + 2t = a* isjefenog valjkom x* + * = R* (R < a). SL 137.

&

z X, [

x z’ &‘l. z
Wn.‘..?\_+a.+w dedy = ._‘.‘.ll_\u.+u.+w.%&.n
: I r
- L.m&.'.ua:gnaT&Fu
n.‘n.-.-‘ w\h.l» ||. X — g Vaa=¢* A O..faul &

. .
u|%_§.|nm_uummc\|?|v %4 (s~ V&F—R).

0

S=4nala- Vo —R).

-Slika 138.

Slika 137.

466. Dijela kugline plohe x* 4+ y* + z = at isjelenog valjkom x! - y* = a x.
U Vivianijevom zadatku, koji je rijefen u §5 tatke 3
116 i 117, odredili-emo kasnije Uoﬁ.uﬁﬁ onog dijela % koji se nalazi u bﬁn..E kugle
(vidi str, 267), a sada se traZi uoﬁ.u:ﬁ kugline plohe u nutrini valjka.

224

. dijela III Repetitorija uz slike -

x . 0z
w ratunamo prema gore navedenim slikama:

Cun<wm=ocum~aw.olkl| ==
¥ ox z _&.

e[V E e [Jrmonaf [

R r
2 acosQ 2 '

.unOue

"a.‘.n‘. mavae ln.‘»me.‘»lvavl.“n ne_l—\au .l v._ .||

—\hnln- _\au.ln- c

e c

ki

N

T
z .
(1 — VT —cowg) dp =

ui.?i.\gmi&u.a.

0 0

Y

7
— .—c — sin ¢) dp — a.Aml.Hv.

0

%N»Q-A.m.l nv.

467. Izratunaj onsj dio povriine Zemlje, koju smatraj da je sferna s R = 6400 km, §to ga omeduju
meridijani A, = 30° i A, = 60° i paralele ¢, = 45°i ¢, = 60°.

Kako je jednadiba sfere x* 4+ y2 4+ z* = R* pa su .M|Ml I.MI i wl“ = — bz%» dok su
polumjeri paralela
/5
Ter = 1y = Rcos 45° = E 1 rge =ry = Rcos 60° -

2 2

dobijemo prema sl. 138:

E:L,g [t - -
afo

- lz(m.:\\ll lv\x. Iv = |x.._.ahuc\lnl<|uvw..u.$.. 10° km?. -

RVZ
3 -_R(E-Z -

ulb L

NHU'*——W

468. Osi dvaju jednakih valjaka polumjera baza R E_nw: se pod pravim kutom. Oaao& onu

povrdinu jednog valjka koja leZi u drugom valjku.

15 B. Apsen: Rijefeni zadact iz ViSe matematike 225
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Dobijemo:

u. u .
I.H... N .
m? =R Em .u»ﬁnﬂma paje ay=R; b =mR
Analogno:
‘ y? P
Btapg =L paje a=R; b=nR

Kako je prema

o

x4yt =Rt mul.w dok je —==0,

prema (131 a) n.oEmnBo“

R R e

R m N-‘u‘a - R

= dy d= Cdy
S W-“L—A_\Wu|u~n“ .‘—\Iﬁﬂ».ﬂ”ﬂ.‘aﬂw "”'—onuﬂ':v&.".NASI.av”u.
° v ®

R nYRF =y -

471. Kugla polumjera a presjetena je § dva kruzna valika koji i j i
p P A . jka kojim su promjeri baza jednaki polu-
mjeru kugle i koji se medusobno dodiruju uzdu? j 4; i
) : Fly i oy jednog promjera kugle (sl. 142). Odredi

b

x

Slika 142,

Uzevdi u obzir d j i T .
V. o i a je jednadzba kugline plohe z = J g% — 28 — 7, izrafunaimo volumen

ﬁ\nﬂa.‘-.‘._\a-Ianlu..ﬁk&."m.‘v.‘w\auln.n%aeﬂ
[ . o

228

x r
2 dcoss 2 . . ) acos @
.um“.%.‘,—\n.ln.n%nm._ ae_luun_:awlmuv“ =
] 0 0 . 0
r r
2 ) acos @ 2
um_. — V@ = +a*| = a | (~sin'e+ Ddg =
[} 0 0
kid
8 2 o F
1 8 T 2
= —q? — sin® —_ =g { ——~-=—1].
=34 +uw5e83+un8e+e_ uaAN wv
: 0
TraZeni volumen
4 4 16 16
V="Vige = Vi=3ra —3ra+ga = Fa.

Sada odredimo povriinu S, onog dijela kugline plohe, koji su isjekli valjci. Prema
x*+yt+ 2t =a®

imamo
B _E =2 pa je <_+»,+ T S—
ox z o z C Ve
T
2 acos ¢
,mum.‘. a dxdy =8a | dp | £90 _
Var—at —3 Vat = ¢
.4 1] 1]
. k.l
2 acozQ 2
Hma.“ ne_lv\a.ln._ Hmwp_,ﬁI«\a»IaunS»£+avaeH
o o 0
L2
2
Hma..‘.nLuF£+uvn£Hmn»A.Wluv.
[}

.wﬂ,wrun_n|.wuﬂhna.lhdn.+mﬁ-“mwu.

472. Izraunaj povrinu onog dijela valjka x* 4 y* = 2 @ x koji se nalazi izmedu ravnine XY i
) kruznog stolca x* 4 y* = 2%,
Zadani stoZac nastao u..o 38&05 pravca z = x oko wmm z (vidi sl 143), dok jednadZbu
valjka moZemo prikazati u obliku (¥ — @)* + y* = a* (5lika!).
Kako se pladt valjka projicira na ravninu X Y kao kruznica, koja kao jednodimenzionalni
lik ne moZe biti podrutjem integracije o, projicirat é&emo dio valjka koji se nalazi izmedu
ravnine X Y i sto¥ca na ravninu X Z.
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Zadaci

3». Odredi teZiste &_% woBowBo &.oa koji se nalazi u prvom oktantu (& = 1). _
Ratunamo prema (134 a) uzevdi u obzir da je jednad?ba sfere x® + y* + 2% — x. = 0:

% __y  x_ = ﬁ\ y, 6 2 R R
dy  x° 9z = pa je ~+U.+Mﬂﬂlwxwul.eul.u..,
&.& pcos @ - pdpde prdp
IN.‘».‘. d ﬂw-—.._. IN“'ooaeme =
, T T J7m—e
= (drugi integral rije¥i nainom parcijalne mnnon..d&ov =
L
= . ) .w R R ‘R
= i —Eym= = inll =27,
=R Sne__ 2 R* vu+NEdu5h_ 2
0
S=R ,-,“» __dyds IN-—.-‘. pdpde _ Rim
T VR—g 2
L%
R*wn-2 R.
X, = e = =

* AR'n 2

Na isti padin izratunaj prema (134b) i (134¢) y,isz,

31

Njx

g

. 7ot . .

Slika 144, Slika 145,
&q.u.. Odredi teZist~ dijela roﬂg paraboloida x* + y* = 2 z #to ga 253» unaﬁm.uw z=1.

.Iz jednadZbe paraboloida 1&50 da je ta ploha nastala 39&05 cko osi Z ueuro_n
x=}2Zz, odnosno z — l (vidi sl. 144), pa-os Z je os simetrije plohe.

232

B

= —aree.

-

it s i

Slijedi: x, =0,y =0 z, = ? Vidi takoder sl. 146.
Napisavii jednadZbu paraboloida u obliku z = rwncm + %), ratunamo prema (134 c)-
te je
1 -
g«o—. ".M..—..‘»A&u + ¥ v\w + x2 4 y*dx dy.
o

Upvritenje z = I u jednadibu paraboloida daje x* 4 y* = 2, pa je o krug polumjera v\‘NIv
Prelazimo na polarne koordinate:

M, = .W.‘.b,vu—\_ + p* + pdp dp = (uz supstituciju 1 4 p* = ¢,

Yz
a dalje uz —\ﬂ": dobijemo) = INHn <A~M-nd. v\Q.““.nuvu. "Nulmnﬁ v\m .
0
2z V7 .
u.:v\:rllﬂ&&u??r{.:nu?.w?_lﬂe\x i
(4]
0 0

=25 (y27 - 1).

z, = nli\ulq..vic.w =21 (s5s+9V3).

15-27-(V27—1) 13

U zadacima 476 do 478 uklj: izratunaj momente tromosti zadanth dijelova ploha, pri
¢emu je m masz svakog dijela.

476. Plasta valjka polumjera baze R { visine H s obzirom na os koja prolazi teZitem valjka, a
okomita je na njegovu os (sl, 145).

Ratunamo prema (138 b) uzevdi u obzir da je x* 4 y* = R? jednadZba plaita valjka:
dy x ‘ x . . o

=TTy T TYRom | e

pa je

plin
N

1, nux.‘..‘.«\ﬂ.ﬁu“,&%lwmhz«\lxﬁ.wal& &+.:x.lx.T,_o%_ -

2 7
= (prvi se integral lako rijedi nadinom parcijalrie integracije) =

- 233
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3

e—1 e—x—1 x+y+e e—1

In(z—x~-3)
181. .‘.Qk»‘.mv. ",Aalnvﬂa._-u‘luv

e—x—1 x4+y+te
_dx dy
alu a+.elu.‘._=?laluonul
o [\] .

= (uz supstituciju — x — y = % i parcijalnu integraciju) =

e—x—1

'—5

0

— e—x—1

m.a

+.e.|n
0

ce~=1 e—x—1

Bl
1]

0

* . x+y+e

bil_NETTsl+.TTss.e.|?s_ -

L]

T y 2= (—et+tx+N—(x+y—l=

T e—1

-9 = :&L.a._u.
.0
-1

Gsclals -y-

e —Dnle—x—3)— i.-? ns‘ —2e-x-Di—Dhe—9,

= Tﬁn&m u obzir

e—1

It

daje (¢e—x—D:(x—e¢) = -1+

=)=

dx = _NR.TNEAQIMVIa_BQ.'NV +x+

«—1
+eln(e— )
. [

=2e~35.

SliKa 147 a.

482. .‘.“..‘-a.«.na&. dz, gdje je V podrutje omedeno hiperbolnim paraboloidom z = xy i

ravninama .x +y=1 i z

238

Slika 147b.

=0 (z=0).

Prema slici 147a i formuli (109) imamo:

1 l—x =xy 1 1—x 1 1—-x
I= .—.nnak‘v.&.._.nnﬂ._,aax._,kav?xk." u—,xw&q yrdy
[ 0 0 0 0 0 [
1
1

MM._.Aa.luxf:a.lé&u

|u—-
[~

18

T
iravninama y =0, 2=0 i .«+Nulni.

Ra&unamo prema QSV 8 obzirom na sliku 147b.

T

lla 3
~H-_.Ax._.w&‘.‘.3unn+xvau "‘ u.N»
: :
NW.—.kAaFWIuEav "W.‘»Aalam_:avmk“w_ :
[} 0
1 [n2
-z(5-1)

.3
F

_wBAu+av_

L]

W.Tancmxl.m.:ua# =

Y]

1
Hh.‘.k. (Il —-xPdx =
3
0

ar._»‘.v.oa? + x) dx dy dz, gdje je V podrudje omedeno valjkovitom plohom y = _\Ium
| 4

U. Zamjena wnannn&mir u trostrukim integralima i raCunanje tib

integrala uz tu zamjenu

Formule

Cilindritke koordinate
X =pcosq
y=psing
.N =2 '

dV =dxdydz = pdpde dz

(114)

© (115)

_..“._‘233&%&% = .:._‘Zmna 9, psing, z)pdpdedz.
| 4 1 4

(116)
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487. V je opéi dio kugala x* 4-y* 4+ 2* S R* i 2*+ 3% + (2 — R)* S R, (SL 149).

Zadatak najjednostavnije rijeSimo prijelazom na cilindritke koordinate. Odredimo jed-
nad¥bu presjenice zadanih sfera, odnosno njene projekcije u ravninu X Y.

Iz
z=VR—S 5
s=R-JRB—@—3
slijedi 2 + 32 = W R, a to je kruZnica g_sma% sa srediftem S, na osi Z.
R—VRP=p%
7 \\\\////
o/ 4
| A
Slika 149.
Kako je prema (114) x* 4 y* = p% podruije V omedeno je odozdo sferom z= R —
— VR = ¢ a odozgo sferom z = Yy rm=—g U.uvnnsn.ﬁ:smum& imamo:
RYT
. 2 2 (N.lmu
I= ‘Te._wo n&.x%g ¢, p sin g, ) ds.
o 0 R-YR—o
S

488. Podrudje V je dio kugle x* + #* + 2% < R koji se nalazi u prvom oktantu, .

z
2 R

z
_H.‘,ab.¢n¢.“&e‘_.\€8ae&b?@&ne.&n?voﬁ&n:—vH_.
0 .0 0 .

U zadacima 489 do- 495 ukljulivo izratunaj zadane trostruke integral i
cilindrike, odnosno serne Kooiosie, m 4 integrale prelazeéi oa

242

489.

490.

2 <wa - a
._,& ._,&. ._.» Y3+ y3dz.
o o °

Iz granica integracije zadanog integrala slijedi da wn. podrudje V tog integrala uspravni
kruzni valjak, jer je kruZnica y = }2 x'— x%, odnosno (x — 1)* + y* = | projekcija tog
valjka na ravninu X Y, taj je valjak omeden ravninama z = 0i 2z = a.

Y

14
m_.~ \

\9%.

14 \

) 1 2 x

Slika 150.

Prelazimo na cilindritke koordinate (116) E,Noqwm u obzir da je prema slici 150 i formuli
(114) p = 2 cos 9, dok je Vx* + 3 = p.

b IQW w
) 2cos9 a 2 2cosq 7
at p* at
= s = — R = — o =
1 Te._.n %‘_.u& N‘_. _.u _ = | scortoue
o o [ 0 0
T
2
. . L. 4 11 . 2 . * 8
= prema tipu VIII (v. dio II Repetitorija) = 3 a* quwE @cos® ¢ + 3 sing| = Mn-.
0

R YR-x VR -3

.Ta._. dy ._.?-._J..v&.

-R _yB—x0

Iz granica integracije zadanog integrala .vidimo da je podrudje V gornja polukugla
polumjera R. Prelazimo na sferne koordinete.

Prema (117): .

x3 4 y% = p?cos® @ sin® & + p*sin® & sin® ¢ = p?sin® B,
pa prema (119) dobijemo:

x x
2= 2 R 2 R
. ' ]
I= .‘rge.“uwu@me.‘.v.amn:v&vll.na.“nm.n_.@a&.#nﬂ- =
o o 0 . 0 0
z .
2 1 2 2 4
—_— 8! . — gin? —_— =
uax uaEeoﬁ@ uoouw_ Gak..
[}

pics
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Prema tim slikama imamo:

+1 4oy

%%%r&& %&%&%&._1L_f|& -5 sQIA

=1_ -1 +2.

- -1

Z=4-y2

Slika 151 a.

N

X

. *.N

y=1

-1

y=-1

Slika, 151 b.

497. Paraboloidima z =2+ § s =2%+25" i ravninama y =5,y =2z i x=1.

246

- Napisavii jednadzbe ggo_nn:ov_ﬁua-+.<-ﬂm<uv. —.|+Hl|... vidimo da

2

je prva ploha kruZni paraboloid nastao _rotacijom parabole h IQ- oko osi Z, dok je

drugi paraboloid elipticki.

Z

—w Za*e’e

lﬁye

L)

0

Slika 152a.

Slika _unw n.nnmom&o bno_nwnao tih
podrudje integracije ¢ u ravnini X Y,

-
&

X=1

\QnN&
24—=-=

\Qlk
_Q .

Slika 152 b.

Ploha na ravninu Y Z, dok slika 152b prikazuie

I 2x  D+2 1 2x 1

0 x =yt 0 = 0

498, Na isti nadin iztalunaj cchB EnF anbgow anv.co_oagw,« =ax8 4y iz=2x+ 2%
valjkovitom plohom y = x? i ravninom y = x.

[55]

499, Paraboloidom (x —1)*+y*=2z iravninom 2x+ z = 2.

Da odredimo projekciju sjecidta tih ploha u nwﬁ.:n- X Y, odnosno podrudje integracije
o u toj ravnini, uklonimo z iz zadanih jednad2bi. Dobijemo:

Hu+9~u"~u.

a to je krug polumjera 1 sa srediftem u ishodiftu O, Prelazimo na cilindri¢ke koordinate pa
prema formuli (115) imamo:

o= [[[resee ?T,,?

=1+

2n 1 2 1

H.“w.wu_.onn R=2x—x* +2x—1—=3%) = ;‘Qe;-‘claulv&onvﬂ

2 1 2r
n.Te‘? — (p* cos? @ + p?sin® ¢)] p dp-= .‘.ne.‘.c —pHedp =
o o .. °
2 —p '
~aeg-gl-g

500. Paraboloidom = = x* 4 3® iravninom z= x 4 y.

Granice integracije u smjeru osi Z vide se iz slike 153 a, u WQS su bﬁgbo v_,c_nrﬁ__o
zadanih ploha na ravninu Y Z (x = 0). Da odredimo podrutje integracije o u ravnini X Y,
uklonimo z iz jednadZbi zadanih ploha, pa dobijemo

iparts B (o) (ool
LN V2
2

a to je krug sa srediftem u .m.A 7 polumjera —— (sl. 153 b).
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a odatle je
5 =2R i N.ﬂm? .
pa je . 3
n=n=2=R i y=r,=FR
Iz slike vidimo da trafeni volumen V kugle najjednostavnije dobijemo tako, 'da od
volumena kugle Pﬁ R* oduzmemo volumen ¥V, onih dvaju dijelova kugle 3to ih odsjeca

u -
stoZac. Uzevii u obzir da jednad?ba donje polovine sfere glasi

z=—VR—2—3»+2R, dokje s=2)FFF
jednadZba sto¥ca, dobijemo prema slici:
“t . 2n R YA =5

V,= ._,.‘.._.o dgdepdz H._.ne.‘-nav dz =
Vi [}

W» |<a.lu....w..+;

R
unn.‘.ﬁ_\ﬂ+<x.ln.|~5e.%l

3
=R
2 1 3 me—
—2n| 2o~ LYT= —Re| = prR
. : '3
.Wh
4 92

8 . )
= RV — S ARV =252 R,
-\lwﬂw qmaw .GHN

Ill"’ V4 X
- . 1 fm——= 3 Q'W
QA ——————
‘e Y Q.I.W».
Slika 156.
. x 2 . x
503a. Ravninama y = —, y=3% z=0 i uﬂlq._. 3.

Hmu vidiol. 156] -

250

504. mmﬂd..g xw.._. ¥+ 22=1, 2+ y* + 2* = 16, rotacionim paraboloidom x* + y* = 2* |
kootdinatnim ravninama x =0, y =0 i z2=0(x=0,y20,z2=0).

SL 157 predotuje projekcije zadanih ploha na ravninu Y Z uzetih u I oktantu. Trateni
volumen ¥ dobit ¢emo tako, da od volumena V, oktanta kuglina isjetka O .4 B oduzmemo
volumen V, oktanta kuglina isjetka O 4’ B’. Prelazom na sferne koordinate (117) i (118a)

- dobijemo prema V = ._».‘..‘.o. sin & d8 do dp:
4

© n - T T
4 2 T 1 2 0
. ‘. . ﬁb
et o - oo ] o [ -
0 0 [\] 0 0 0
64 =« V2 v 1 aA V2 v 21
= ) -3 3 ()2,
P4
4
A C]
.
‘a?
L. ’
o 1 ¢ y
Slika 157. ] . Slika 158.

505..-Osi 9@.: jednakih r&nk» polumjera baze R sijeku se pod pravim kutom. Odredi vdiumen’
‘- onog dijela valjka koji le2i u- drugom valjku,
U slici 158 prikazan je oktant tijela, 3to ga omeduju valjci x* + ' = R*'i x + 2t = R?

kojim su osi simetrije 0si Zi Y. Odredimo &etvrtinu traZenog volumena uz primjenu cilin-
dritkih koordinata (114) i (115 a): '

® R VR ==
v .
7= “‘.‘..‘.m dpdpds = .‘.ne.‘.v dp %nu =
% o 0 0

2cost g

] R .
_.._.s._{».li.sf.o% ~[w R preorto = s paje pdp - — |-
o "0

"

3 Jcoste
[

T

. R
vxnwvln-ng...evm—ﬂlm Aumuuﬁ 1 Vn—el
[}

3 cos*e  cost g -
0
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Na sli¢ni nadin kao u zadacima 509 i 510 dobijemo:

=atptcost, paje p=acostd

(NE]
(XL ]

noo-.e
& = ca _ a® | cos’H
llu..w.‘.os fsf_?uﬁa_l _ula.
) .

NE]

°°It:
o%
°"—"1

512. (*+ v+ 2 =3xy 2,

513.

b. ODREDIVAN]E MASE NEHOMOGENIH TJELESA

-,

Formule
dm = p(x,y, 2) dx dy d= (135)
m= .‘»n‘»‘—sﬁ?uu.v z) Q&&u‘ ds (136)
v

Zadaci
U zadacima 513—519 uklj. izratunaj masy tijela omedenih zadanim plohama,

Koncentri¢nim sferama polumjera R i'r (R > #), ako je gustoéa materijala obratno razmjerna
uéug?&u%&g»uggn*nggmgﬂgﬁaﬁgﬂ m

Onu»m%m_ 8 1 udalj enost elementa tijela
Crmatiy j zadanog tijela od .uro&mﬂ O, dobijemo premas slici

Nﬂuamﬂ—hnllh-nu ¢

N = S

gdje je ¢ faktor razmjernosti, a kakojeza I = 1 _..I.w_novman_otl.m...un pa je

- T i
oy

Prema (136):-

SI.«;:..‘, drdvds = uz prijelaz na sferne koordinate =
Vet +2 .

R L4 2n
n«%.ﬂ._,En«T%%«Eaaw%nenwaia|3.
. 1% ° r 0 0

514. Sferom polumjera R
a) ako je gustoéa razmjerka 8 kubom udaljenosti od srediita, a na udaljenosti jednakoj
jedinic iznosi v,

b) ako je gustota obratmo razmjerna s kvadratom udaljenosti od srediSta kugle (kje zadani
koeficijent razmjernosti).

Twiw.w 4mRE]-

Z,

Slika 159. Slika 160.

515. KruZnim stoScem visine 4 i kuta « izmedu osi i izvodnice, ako je gustoéa E::onu» s n-tom
potencijom =mn.__o=8n od n»ﬁ:ﬂny koja prolazi vrhom sto3ca paralelno s osnovicom stofca,
a u udaljenosti jedan iznosi y (5 > 0).
1z slike 160, koja predotuje projekciju zadanog stodca na ravninu X Z, slijedi:
p=c-2" aza z=1pu=vy, paje p=vy- 2"
Znamo jednadZbu plohe nastale rotacijom oko osi Z: .

2+ =[P
"Prema slici: -
x=2z-.tga, paje x*+3yt=12'tgla
jednadzba pladta stodca, a odatle je
y==x <u. tgta — x3,

255
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c. ODREDIVANJE STATICKIH MOMENATA TJELESA

Formule

M, .= ._..:.:?3 2) x dx dy.d=; Myor= _...:.t?w. 2)y dx dy dz;
v _ v :

(137)
gkow = .-.‘».‘.1?.»3 z) zdx dy dz.
\ 4

. Zadaci

U zadacima 520 — 522 uklj. izratunaj statitke momente zadanih homogenih tjelesa (p = 1).

© 50, Pravokutnog paralelepipeda bridova a, b i ¢ s obzirom na pobotke i osnovke. -
Prema slici 163 i formulama (137) nwm:unao
ava-
ohmq .‘,.‘».‘.Nn—am&n&l hau._,n.e-‘.mul
Na isti nakin dobijemo:
abre atbe.
Moo ara= 3 . Myceo = 2
4
il
C,
Qs
|
A . _ B’
' Bav
B
Z S
. A
- A (]
. x .
Slika 163. . Slika 164.

P

521. Uspravnog kruZnog stoica (R, H) s obzirom na ravninu koja prolazi bazom stodca.

Prema slici 164 jednad?ba izvodnice OB glasi s =ay, a kako je a=tga = m‘
z= W& odnosno y nmn Ursiesfe w 3*-+5* = [ 1 deje jédnadzbu pladts zadancg
mBmQ

a.+umﬂmn- ili .«HI *+ 5

Prema (137) uz prijelaz na cilindrike koordinate:

2
M, = .‘«‘..‘.No% dodz = .‘»ne~—.vnm _ M

R
H» H? H2| ot H* R
—N-AR-.THJ;_@Q@I.: n‘.n..nnnﬂ. ﬂl_hﬁﬂa .

R?

1
I.'Nn.NHi“
L]

l
522, Tijela omedenog elipsoidom M.. 4 = » + == 1 i ravninom X Y s obzirom na tu ravninu.

a*
R
Zn?nw&- jednadZbu elipsoida u obliku z = ¢ «\— -=- W.v. rafunamo prema (137):
S
L\Tm'ﬂ
c? x3 3
Euown._.‘_.%&..‘.n& uw.:.TIM|wﬂv&%u
ac 0 -4

= prelazimo na eliptitke koordinate = m“‘ .‘.Q —utcos*y —utsinfv)adbududy =

2n 1 1
lavn- do nu W _wabe
~ 2 &) &
- o o 0
d. ODREDIVAN]E TEZISTA A.umu..mm>
Formule
M 1 ,
—_xoz _ 1
s —m SA‘nc‘»u—v—hﬁkuQa s)xdxdydz
| 4
M .
¥y, = 2)ydxdydz (137)
z, = ll:—»l—llﬁ»ﬁnvu.v.».ﬁuh&ﬂ%ﬁh

gdje je

. SI‘.‘.._H‘.:?.SNVQ&,& (136)
) X
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an o

. 0 0
u%.n:.m+an8¢m~.+.a%¢zsf_,34‘» =
b4 a a

= dp $p gp ¢ IS o9 [((yf + ¢ £09 d) + & jurs g ;s + e.»afn?a%%% =
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[t

ulw.u.‘.ﬂjl;;;o. +I3RVR—pHpdp =
1] xv\wn

. . 2
|- SV ®=F - 2R ¢+ J R ~ VR =07 | = i R
o 4]

Myoy - .uhx.

100

Nu“ m

U zadacima 526 — 534 uklj. odredi teZi¥ta homogenih tjelesa (. = 1) omedenih zadanim
plohama. : .

4h
H+Q +Mﬂnm3§m§ x=0, y=01iz2=0

526. Troosnim elipsoidom atHEtTS

Prema (137):
**
&\Tﬂ.nw

M, o= .‘.-—.amamv..‘.nn =
c o

nn.:.a—\~|Mlm dx dy = prijelaz na eliptitke koordinate =

-4
H.nvn.—v._vau.oo.uev\— —uwcosty —utsinfoududo =
_ .

na.?“._:. j%.‘.we&la;ozﬂlm.v Vi—w+

T

1 2 .
+._~.=&u.. .| sino| = (prvi, integral je rijelen kao posebni shuaj b) tipa III, vidi

[ [ E

) n
II dio Repetitorija) = onuvan.a .
Na isti nadin izratunaj .
o v.la.eoh.a
Paje
R.HWQ. ' a takoder k.ﬂ.Wv i u.lm.«..

262

. 2 '
521. Valjkovitom plohom z = .vu.l iravninama x=0, y=0, 2=0 | 2x+3y—12=0.

P4

- ———

Slika 166.
Prema (137) i slici 166:
y 2
z ¢ TaEts 3
M, . = drdy|dz =1 | xax [yray = 2 y
roz = X Ly =71* V..«.H'N kA.IWu+avax.u
o 0 0 0 0

6
1(f 8,16 96
|Nb|ma.+wu.s:u.+$»v&uw.
6

Na isti nadin dobijemo:

Izradunaj takoder

o2

[}

I
-

]
W) oo
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i ’A.

LS

. 532. Paraboloidom gz = llnkn + %) i sferom x* 4 3% 4 22 = 3 g* ==0.

Slika 169.

533. Paraboloidom y* 4 2 2* = 4 x i ravninom x = 2.

Napisavii jednadZbu m»nvdo_o_nu 1 obliku .v.- IM- = x, vidimo da je vsﬂvono.u
wwnnmwn kojemu je os simetrije o8 X i da je njegova v—d-nxn._- dravninu ¥ .Z za x = 2 elipsa
|+In:uo_=8§:1_\| 2V7 i b= 2 (vidi sl. 169). Stijedi y, = 0, z, = 0;

- [fofoeet ol (2]

[
= prijelaz na eliptitke koordinate =

NI'i.

ul.“.:?. 2 oo ?.an.a:aﬁ..%%l»-\l.‘.‘? 44 ududo = :

um_\l.-.%.—.c|5a%| 2.

Na isti nadin:
m=V=4x)2,
4

N»nllwn.

e e e i St

534. Rotacijonim paraboloidom prikazanim u slici 170.

Napisavii jednadZbu parabole u obliku z = a x?, vidimo prema slici da je za x = R

R . . H . H R
z2=H paje H=aR? teje a=z3 | nlm.a. i x= T

u.nnubnwcn paraboloida prema x3 + y* = [f(2)]* glasi:

s H
Hu+u‘o“.m.& ili N"lhﬂ.nknnT.Vuu.
Rezultat:
1 3
a~0* M\Mﬂ&&i»«ﬁ N
k;“Om Q—ﬂcm z, = v = 1 “qm'

— xR =
Nahm

e. ODREDIVANJE MOMENATA TROMOSTI TJELESA

Formule

Momenti tromosti

Aksijalni;
I, = .—‘.:.Q. + ey Ddedydz =T, + I,
A .
N- = -‘..‘..‘.Aau.fud wxy,z)dedydz =1, +1,,,
. ‘.
a..ﬂ.‘y“-_.?..+v.dv?.?nvnaaenh Teoz * 1yos
v : 4
Centrifugalni:
-.~ = .—.-—..‘.k.v. dm; = .“.—..‘.au.&:w ~n. = .‘,.‘.x‘.v.ne?
| 4 | 4 Vv
Polarni:

w.nhu._..:ﬂom + '+ 20 p(xy, 5)dedy dz
1 4

1
&o"qﬁhu..rh +N»v

I=Ipoy+1Igos+ ﬁ‘on

(138)

(138)

(139)

(143)

(142)

267
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4 1 . 1
"qﬂava..w.@n.fn-ullu-i@a._.&.

Izratumaj na isti nadin N_. i L.

[$m@+ea Fm@+]-
P4
|
¥
1 dz __
o4 :
"N
& 1275~
)
g .
Slika 172.
537. Uspravnog valjka kojemu je baza elipsa s pohiosima a i b, dok je visina H:
a) s obzirom na veliku os d, = 2 g baze, |
b) s obzirom na veliku os d, = 2 g srednjeg presjeka.
< ad a) Prema slici 172:

I =1 = ._..:.Q....S&&.&.l
v

= uz prijelaz na eliptitko- cilindri*ke koordinate =

Cew

. m.‘,.‘.._.?u._.w.a+$u§%&&l
J .

Na.

H 1 .
F..nv.‘»nn..‘raaﬁ.‘»@-%-amn-e..'hdnel
[ . [}] )]

© 270

H 1
an.‘.nu-_,zaz T:»Ahl uENeV+ 2%y =
; 2 Y
0 0 1]
H 1 H 1
4
uaw._.n«._.e.:.n+nnu.v=%ua:.‘ %_.N+N.=. dz =
[ (1] 0 0
H
2 3
Na@a“,Awm+u.v&u§aA@|»m+vauaﬂmmew+a:¢u

[}
m . .
= ..leAuv + 4 H?).

ad b) Paralelnim pomakom uzduZ osi Z prenesi koordinatni sustav u srednji presjek

valjka,
m s
I‘uNG bt + md_ .

538. Uspravnog kruZnog valjka (R, H) s_obzirom na

a) dijametar baze,
b) dijametar srednjeg presjeka.

H. L] . H t £ 3
TN GR+4HY; DU +;L.

Slika 173.

539. Uspravnog kruZnog stodca polumjera baze R i visine H s obzirom na dijametar d baze.

Prema slici 173:
~a =I = ._”‘».‘.C.» + 2% dx dy dz = uz prijelaz na cilindri¢ke koordinate =
v

H.:..‘,An» sin? @ + 2%) p dp do d=.
vV
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542, Tijela omedenog stocem z* = x® + 32 i ravninom z = H s obzirom na koordinatne ravnine
(=0, H> 0).

Slika 174a.

' Ratunamo prema formuli (140) i slici 174a:

H .
Loy = |—.._‘.‘.Ns dx dy dz = uz prijelaz na cilindritke koordinate H..‘.N. &“.l‘.v dpde =
0 a
z H m
Nu
gt dz = —|dz=n | #dz==n = al:.
[ o 0 [} . 0

S ] oo A

- —VF==

[]

= A | —\N. = i —_ =
Nk.%.‘.a.&_e_ N.._‘&.W._\j&

= prema posebnom sluZaju b) tipa III (v. dio II Repetitorija) =

.—l.l&n

_ 1, 2 \, j—
HM.N.‘.Q_AI&.I.Gva—\N-Ian+ 8

274

543. Tijela omedenog parabolom z = x* + 3* i ravninom z = 4 s obzirom na ishodite koordi-
natnog sustava.

Slika 175.

Ratunamo prema formuli(139) 1 slici 175:

I,= .‘..‘..‘.om+.<.+5&&&n .“.‘.nx&.._.ﬁa»+%+u.vmu.

24y

u.:.&& ﬁ.+5u+w = .:.&& 2&+§+M|

»*+y' o
27 2
- cm+§._|Wom+u3;m.?e.‘.?v.+ %lﬁl.wlo.vn%n
[\] [\] :
. 2
2, ¢ ¢|_224n
= 14 Jert P ==,
2mle'+7e— Na_ 3

544. Kugle polumjera 1 s obzirom na srediste .
4T
[¥]
545. KruZnog stofca x2 + y2 =22 (0 £z <2) sobziromna a)os Nw. b)os Y.
16w

4m wﬁh.

546. P_.»nznnoinaoaonwﬁ_unaua+u.+ul_»ulouu\lo~ulomocuﬁo55»3<§==

X0v. _”Now
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- dxdy
1= [ =2,

-— 00 — 0O

Prema slici (176 a):

2r
pdpde
[[5%5 - [
[ ]

o

Ld
+ 69 _oﬂ wln(l + .

I=xnlim{n(l + r*)] =o0.

r—+00

Zadani nepravi integral divergira, odnosno ne postoji.

Slika 177.

dxdy
549. I= ._.._u Gy +at

Slika 178.

Kako je integrand pozitivan za sve x iy, a uzet je samo za z = 0, za kona¥no podrudje o
uzeti ¢emo samo prvi kvadrant kruga, pa prema slici 177 imamo;

_pdede _ [, pdp
T+ ar =P )@ oy

278

k.2
2 r-
IIP.‘,a _1 |__= 1 _v
T2 )R T e T E Ty @
. 0 ]
1 1\ _ =
«..._.la.lﬂvlala...

00 00

55, I = .‘N‘.o:. y) e E N4y dy.
00

Prema slici 178:
a

a
._..Ta +3)e ®HNdxdy = _.&Tﬁ +3) e EHNgy —
\° :
= [parcijalna integracija wx+y=1t-=
a
= \_‘&;l O e T

)
=|(x+a) e G+a +e ?+nv+ oGt X X nlx_nH
. [}

=2ae 20122 _ge %2 %—ge—26"942,

o (et
jer je =un.nr|n'58 wna = po L’Hospitalu (vidi I dio Repetitorija, § 15) = a.l_..'uwo.nun - m =
~im 7 -0
o oo
551, 1 = .:.afnu.nu.. dx dy.
o0

Prema slici 177 (vidi zadatak 549) uz prijelaz na polarne koordinate dobijemo:

ki
2 r
‘_>._.o ogeusenlo.n%ae||.‘,m=_~ene.‘-n e P dp =
o’ 0
r
1 N.» wu 1
= cos s _ =
= |-222% . 2 e~ lilﬁl_l_vA ||+_v|
7| =% _.. |- ¢ s T
1/ 1
--3(FrF)
1 r 1 1
1=-gjm (Frg) -5
jer je prema L'Hospitalu hmn 1~q =1 4 0.
r—oo ¢ r—oo0 ¢ 2r r—o ¢

279
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B. Nepravi trostruki integrali
) In v\ xt + 3% + 22 .. . i
559. Izralunaj dx dy dz, gdje je V kugla polumjera R sa srediStem u

xS
Zadaci 4
00, 0. 0).
558. Izratunaj I = .‘..‘,¢‘. dxdydz | Buduéi da je integrand prekinut u ishodistu Ou izrefemo iz zadane kugle kuglicu polu-
Vi+x+y+2 uvq ) mijera r (r <-R), kako se to vidi iz slike 181, pa uzmimo pravi integral po volumenu ¥, kuglina
000 sloja debljine R — r.
“. z . Nakon prijelaza na sferne koordinate dobijemo uzevdi u .obzir da wnemn— koordinatama
m . H4 =g
h_ - L . ’ 2 =w©
W _. .‘.._‘._. o*sin $d9 dpdp = .TeA_.us Y %._‘_a pdp =
m m “
; | :
|
| i o 13 ) R X .
I =2nj=cos®| - |[plnp—p| =4x(RInR—R—7Flnr +7)
/0 - a ‘ 0 r .
s/ i
i a 7 ’ I= ‘—Wno~_|aahz~=x R),
: x
: . 1
w Slika 180. jer je lim (r - In#) = lim 27 — 1 — —limr=0.
; r—0 r—0 ~ r—+0 _ I_l r—0
i Kao podrudje V pripadnog pravog integrala =N=E=o kocku brida a ?m& sliku 180). ; T a
vl e 7¢ag -
Vi+z+y+2 §+x+e+%

~ N% % 1 N% ﬁA 1 | .
=—= |defdy|—— |=—<]4 . ——
5 _§_+x+e+a, s1%) Varsso7a . :
o o 0 o 0
1 1 -1
S P S _ i
_\:+x+§v muo __\c+a+a+§ ._\c+a+§_°

a . ’ X,

_um“A 1 _ 1 _ 1 s 1 v&u
B)\YaF2atx® Vitatx® VUtatxr VOAT+°

° _ ”,
3 ; Slika 181.
uM_INA 1 a 1 _ 1 L1 B
15 Vit2a+x Vita+zx Vita+x Vitsx|
8 - , s 0 ‘ 560. Izratunaj .‘,,‘..‘..anu + 3% + z) dxdy da.
N — + -1)- ‘
;A_:Ia Vi+2a Vi+a v v

m&m je V kugla polumjera R sa srediftem u O (0, 0, 0).

ﬁWaw.A:.xIWv\_.

I=1limI, =

a—+oo

|Gl
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ua;Egixéy%oaxan‘ﬂ%&‘@vs
x

Smatrajuéi x parametrom rafunamo prema (145):

Fe=— .‘.%&lc,.&\ —e ®,

X

U zadacima 564 do 567 ukl]j. izratunaj zadane integrale pomoéu deriviranja po parametru
tj. pomoc¢u Leibnizove formule (144).

T
564. I Hn‘.ll&r gdje je o > — 1.
xé
0
Stavimo
—ax
~nm@u%~. e
xé
0
pa dobijemo:
F () _ xe” *F B e CR S P e~ @t __1
. & a+1 a+17
o (] 0
dF@) 1 e
de  a+1° &unnuln+_

._lnlhk-
mmu..N "A‘.I& @V.l—v.
Xxe€

ez

I=F()= .‘._Iuh

286

oo )

IEX. 2 .
mm_mav =& ¥ dx= | xe @tV gy = (uz supstituciju —ax?=1) =
da X&Nu
1] 0
_ nlaa+—va. B 1 .
- 2@+1) | 2@+1)
0
da
FO=7G+n
F(a) = NHWEQ +1).
8«1 axt P Bxt
u@m.NH\_>|a\nk (>0, >0.
)

Kako je I = F(a, ), ratunamo:

oo oo

—axt .
F @B _ |‘. —¢ - * dx = — -‘. xe * dx = (uz supstituciju — ax? =) =
do x » -
0 0
L et S
T 2« - 2a
)
Rijesimo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu:
F@p) 1 ‘
L3 T 2a N
" Integriranje daje: .
F(a,B) = — W_nﬂ +C®
gdje je C(B) bilo koja funkcija od B.
Da odredimo C'(), stavimo a =8. Tada je
I=F(@f) =0,
paje . .
0=— MFE +C®.
Odatle je .
C® =B
: ) 1 1 1 B
e RRE ALt v

287
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Zadaci

U zadacima mslm.m.» uklj, doka%i da su zadani linearni diferencijalni izrazi totalni dife-
tencijali nekih funkeija U { odtedi te funkeije.

569. 4 (x2 — y®) (xdx — y dy).
Prikazav3i taj izraz u obliku

4(x* — xyHdx — 4(x*y — ¥y dy
P Q

" ratunamo prema (147):

oP 9
ﬂnlm&z %ulmae.
Prema (148):
x y
Q?&na.‘.?..lae.vnala.“ﬁele.v@+o
Wo Ve
_a(X_2y £l
QLA.N ~ v+: +C
= (* — ¥ + C.

x+2y)dc+ydy
(x + ¥)*

Napisavii zadani izraz u obliku

570.

x+~e&“+ y

et T e ?
ratunamo prema (147):
P (x+yr-2—(x+2y)-2(x+y)_ _ 2y
9y G+ G+
0 —y-2=+y»_ 2y
ox (x4 o+

Prema (148):

¥
x+2y y
d A
x—.ﬁa+§&“+ .‘.?+Eu v +C
Yo

Prvi integral rije§i prema tipu I (v. II dio Repetitorija) rastavljanjem u parcijalne raz-
lomke, dok drugi integral otpada. Dobit. ée¥:

- __Y
a+.<+_=_k+.z_+0.

571. 2 xcosy — y?sin x) dx + (2 y cos x — x2siny) dy.

WIM||INam52|~2w_:xv WD!HINQmFRINmeQ
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e e~ —

x
u.._. (2 x cosy — y*sinx) dx + ‘.Qeosua..lx?ibu@+0

N Y
U=x*cosy + y*cos x + C.

Nxelmv A % v
oP 2xe o0 2xe?

oy a+ ox (14 =%

2xdx & C
IQIE%QT&. A Tat! v&l

v=-2=lis+c
=Tx=e"?
573. x*dx + y*dy
oP _ . 20 _
Fr
x ¥y
3
U .—m&+~_.n&,nmwu‘ +C
X Y
BGy—xds+(y—3xdy
574. CES
x=y
+n_
G+

575. &~ Y[ + x+ydx + (1 —x— 3y dyl.
Y (x+ +ClL

576. (Iny — 2 %) dx + A||Neva

[xIny — x* — y* =C].

7. yzdx 4 xzdy +xydz

57

1+ x2y%2?
Napidemo u obliku:
yz xz xy dz
1+ x2y% 22 et 14 x2y?2 A R
P Q R
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IX. EGZAKTNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE.
EULEROV MULTIPLIKATOR

Formule

Diferencijalna jednadZba toga tipa ima oblik
P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0.
Razlikujemo dva slu¢aja:

1. .ﬁno_nﬁlub

% 3%’ tada je

x

\‘.w?h& dx + .“ Q(xp)dy=U@» +C (148)
Xo Yo
pa se zadatak svodi na integriranje lijeve strane jednadibe, da se odredi U(x,y).
(Rijesi zadatke 569— 576 uklj.).

20
2. Ako je Mvﬂ # ox
@ = p(x,y), da njenu lijevu stranu pretvorimo u totalni diferencijal:

P(x,y)pdx +'Q(x,3) pdy = 0. .
Zadatak se svodi na odredivanje w (x,y), a to je, govoreéi ovmnEﬂov teZak problem.

>, mnoZimo diferencijalnu jednadZbu s Bulerovim multiplikatorom

Medutim, Eulerov se multiplikator moZe _nwo odrediti, ako je ¢ funkcija samo od x,

odnosno samo od y.

U tom slutaju i (x) ratunamo iz

dlnp_L(oP_20)
dx o\ ox
ap(y) iz (152)
dinpG) _ 1 (30 0P
dy lﬂAﬂ &,v

1z (152) slijedi:
w=u(), akoje
dok je , (152 2)

. 1/0 oP
w=up() akoje IAIDIQVHEQV
tj. ako su ti izrazi funkcije samo od x, odnosno samo od y.
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Zadaci

U zadacima 582—595 uklj. izratunaj opéa, odnosno partikularna rjefenja zadanih diferenci-
jalnih jednadZbi.

* dy |A Y |_v&.
umn.x.+.e.l g
Napisavsi tu jednadZbu u obliku
y _ xdy —0
AHMLTV_.& —v& &nnT.V.u
vidimo, da je
y Ry x
wnx.+u.ulr dok je Q= prgnp
pa prema (147) ratunamo:
P _+y—y-2y_ -3 i 0 B—y
Wy A @Y x @+
Kako je W@W = w@ , integriramo zadanu jednadZbu prema (148):
X
x y
Yy - % _dy=C
.:xflw _v& “x.,.i‘.e
Xy Y
dx
¥ & _ _y-c i L|—F5-*=C
e Y _+Hv
y
ili -
1 x
—.y-.arctg——x=C
y ¥ nma
ﬁoﬁWFRHO opée rjedenje.
583 u.\l_+x<w.+u.. .
Toa=VE My
dy
Prikazavdi ¥’ u obliku — i’ dobijemo

A+xVPrPd—~-VE+Mydy=0

oP xy . @0 Xy

CA Nz
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Prema (152):
%HIW. a odatle je *_.IW

Prema (a):

_|w@&|w&uo.

x y

[152e-[Go-c

xo Yo

_Ax+u\»..vHQ

iliuvzC=2C

x* 4 % = C opée rjelenje.

Uvritenje x =2 iy=1daje 4 + 4 =C pa je

x* + Nw = 8 partikularno- rjedenje.

-ﬂ
%o. A?G.+a€+ wu.vel @.+$&uo

oP o0
2 2. —
&. =2x+ x* +y°; — =2x

“.
ANQ+a~a+eﬂv:&+ﬁm+e“v:aeuo.

Prema (152 a)
1(oP _0Q 1 o
DA&, okv xu+u..anx+u +yt—2x)=1.
Prema (152)
ding . L,
4 =1 paje mp=x i u=¢"
»¥\ =
Anxv.+a.u.+wv« dx + (x* + ) " dy = 0.
* y
3
.‘.Anxe+a¢.+.¢%v«a&ﬂ+._.@u..+u&ma.&,uo
o Yo

3
2y(xe" — e +yx*e® —2xe" + 267 +2Wmu =C.

Nakon uredenja dobijemo:
n

xtye® + =Cl|-e*

2A§+W -v =Ce *® opte rjefenje.
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591. xdy + ydx +v.wmxa.elu‘&aﬂ

ili
—y)dx+(x+x3)dy =0

oP om
S _1-3y =1+
% y »
GIE:&+Q+3¢:&.Hc @
Prema (1522):
1 (0P 00 Crar 1 |A||
Dﬁﬂ&llm'xv a+xu.c 3P =1 = = Fle)
1(Q Py 1 _ P a ~-F,
s (m - )=+ 143 = )
dinp 4y | _a | ydy
& CI-p _ET;_:%
. 1
np=—2l1-y) i p=Fg—Fm"
Prema (a): Q+nv
y x(1'+y
~.l%&+ a -y dy =0
a..ﬁ._.e.hv
= A= =
_alu..lo ili xy=C—Cy|:C
2~..|—+Pa.<".o ili uz PMQ
o} C

y»2—1+ C. xy=0 opée rjedenje.

592. (x® + y* + 2x)dx + 2ydy = 0.
[e=¢" (@+39 e =Cl

593. W% +(* —Inx)dy =0.

i partikularno rjefenje za x = e iy = 1.

— 1 Inx Inx
y

be s =+ =G +

N,
I
| w
e

594, 2y + xy®dx + (x + x*y))dy = 0.
[w=x; 3xy+xy*=ClL
uom..ﬁxnom.e —ysiny)dy + (xsiny + y cos y) dx = 0.
[w=2¢6% (xsiny+ycosy —siny)e® = Cl
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Torzija

Zakrivljenost
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& dz
ds ds
d¥y d3z
d ds
d¥y dz
ds  ds o

Formule
WH &M.v+ .c.:\v+ z m'

-~ _dr. - 1t
vektor ente t = —; = -
tangente a’ 1, ;

. - dr _ dr

vektor binormale b = — X —

b de X dre2

- - -
vektor glavne normale n = b x ¢.

F. H&Bmobwu u kinematici (vidi § 2, 8)

Formule

vektor brzine v

vektor akceleracije a

tangentna komponenta a A

I.
normalna komponeita a,

ds - —
"W'N Iy=101,

& _yEryie

am

(164 b)

596.

597.

Zadaci

U zadacima 596 do 603 uklj. napili jednadZbe tangente i normalne ravnine za zadane pro-
storne krivulje u zadanim tatkama.

x=at; QHWa%h n"|w.h«. u tagki T, (6 a, ;&“ 72 a).

Da odredimo vrijednost parametra ¢, koja odgovara zadanoj talki T, uvrstimo koordi-
nate tatke T, u parametarsku jednadZbu zadane krivulje:

6a=at; t,==6.

Otito je da éemo dobiti istu vrijednost ¢, = 6 iz drugih koordinata talke, pa je x, = 6 a,
Yo=18a i z,=72a.

Ratunamo prema(156)i(157):x = a; ¥ = at;z=at’, dok je Xo=a; yo="6aiz,=36a

x—6a_ y—18a_ z—T2a xlan"kl_maﬂulqun.

t=—g— ~"%6s — 36a O 1 6 36
nr.=x—6a)a+(y—18a)6a+(z—72a)36a=0

ili .

x4+ 6y+36z—2706a=0.
= 6 y=asing 5=t
xX=acost; y=a H =7
u tacki -

aV2 aV2 &
ﬁ.A 2’ 27 Mv

i dokaZi da tangenta u svim tatkama cilindritke spirale zatvara isti kut s osi Z.

V2,

]
= acosty; COSly=-o-; fp=—"

2

al2
2

Ratunamo prema (156) i (157):

x = —asint; y = acost; ...«Ih @

= 3 y= 3 |IN.H 3,

wo_aV2 . _aVZ .k

0= 5 3 Yo = 5 3 =55
alin\N_pelAaNa NIW

k Nl L2 Io
Ha—\M. maa«\M .

nr.=—x-+y+

Prema (39)
¢

oS Y = e
Vearere

gdje je y kut 3to ga zatvara 8 osi Z pravac kojemu su a, b i ¢ koeficijenti smjera.
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605.

U zadacima 605—607 uklj. odredi jednadibe oskulacione ravnine, glavne normale i
binormale za zadane krivulje u zadanim tatkama.

P =x, =2z utaki T,(1,1,1).

Prostorna krivulja je zadana kao presjecnica valjkovitih ploha, kojim su osnovice parabole
u ravnini X Y, odnosno X Z. Uzmemo li da je x = ¢, dobijemo parametarsku jednadZbu
zadane krivulje:

x=1t; y= Vi 2=
Radunamo prema (¥63):

. 1

x=1; y=—7—3 z2=2t
H Nw\nu

. . 1

x=0; QHIA_\.Mv z2=2

weﬂ—m .u.\eﬂ

W.e"Ow We”ll. N”N

ili
o.r.=6x—8y—z+3=0.

Binormala je okomita na oskulacionoj ravnini, pa prema uvjetu okomitosti pravca i
ravnine (58)
b

B odnosno a=A4, b=B i ¢=C

2

c
.IOI.

ENEY

dobijemo:
.o_x—1 y—1 =z-—1
bin =—e—=""g = —7 -

Jednad?bu glavne normale mcgli bismo izralunati prema (173), ali mnogo jednostavnije

dolazimo do te jednadZbe, ako se sjetimo da je glavna normala okomita na tangenti i na

binormali.

Prema (156):

x—1 y—1_ =z-1
T 1 2

2
NapiSemo i jednadzbu glavne normale u obliku M 1_vy M 1_= ._l 1

-
Il

dobijemo prema
uvjetu okomitosti dvaju pravaca (43):
@ ay,+ b, by +cc,=0
gln L bin. 6a—8b—1=0"

gn 11 w+.w.v+~uo.

L

606.

Qdatle dobijemo:

pa je

gln. = 3= 2% =—%

x=¢é, y=¢" NH~<M u tagki N...QRLL\MV.
Iz x=¢=¢ slijedi £,=1. .

Prema (163):

xﬂmw uwﬂlal.v m"-\m
x=é; y=¢t =0
au T,(,=1: .
e=t =—eY z=V2
w..."«. .«H«L. . 2, =0

x—e y—et! Nl—\m

o.r. = e —e? V2 =

e e ! 0

a.ﬁmmlneln_\m._.nﬂo.

Binormala je okomita na oskulacionoj ravnini, pa prema (58)

x—e .<..Imt-HNI—\M

bin = =

-1 e V2

Prema (156):

~| xl«lelnllnl—\m
e _1 2

e

Napisavii jednadZbu glavne normale u obliku

x—e lelaﬂnl—\m

a b 1
dobijemo prema (43):

gln L binn. ~a-e’+b-e+ —\Mﬂo
ﬁ.t..._.n ae —be*+¥V2=0.

Iz simetri¢nosti tih jednadZbi slijedi da je a = b, pa je

ale—e )= — _\M

(@)
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Prema (156):

t=E—3 T T 12z T
i
fo 2l _y—1B =z,
=72 ~ 3 6
Prema (157):
nr.=(x+1D2+@—-13)3+62=0
il
nr.=2x+3y+6z—37=0.
Prema (163):
x+1 y—13 =2
o.r. = 8 12 24 |=0
| 10 6 21|
il

0.r.=6x +2y—32z—-20=0.

Prema uvjetu (58) okomitosti binormale

x+1 y—13 =
a b 1
i oskulacione ravnine:
a_b_ 1
6. 2 -3
slijedi
o, i o 2
a=— i = 3
a jé
P bi Ia+_lel_ul|un
S R
Glavna normala

*+1 _y—-1B_ =
a b 1
okomita je i na tangenti i na binormali pa je prema (43):
2a+3b+6=0 _
6a+2b—3=0.

Odatle dobijemo: a = |W| i b= —3, paje

Rektifikaciona ravnina okomita je na glavnoj normali, pa je prema (50) i (58):
Ax+1)+Bly—13)+Cz=0

rr.=3x+1)—-6(Hnp—13)+22=0
ili
r.r.=3x—6y+2z+ 81 =0,

Mnogo viSe vremena tra%i ratunanje jednad¥be rektifikacione ravnine prema formuli (174).

30

615.

x4+ 92422 =3, x® + y* =2 u tatki T,(1,1,1). (Prikazi graficki obje plohe i njihovo
sjeciste).

Zadana prostorna krivulia je kruZnica, u kojoj se sijeku sfera polumjera V3 i kruzni
valjak polumjera ._\M. Ta kruznica ima polumjer |/ 2, a leZi u ravnini z = 1 (rijesi zajedno
jednadbe zadanih ploha). U parametarskom obliku jednadzba kruZnice glasi:

x=V2cost, y=V2sint, z=1

au tatki T, (1, 1,1)

M

t, = sin¢, IFI_\M ».m“IH.
ncmolm_aal_\MI 2 s PaJe L =4
Rad¢unamo: _ . _ .
mHI_\na._._: en_\NSmE z=0
x=—}2cost; y=—V2sint; 2=0
w:”luw u.&”: N.oHc
Xg=—1; yo=—1; 2 =0
Prema (156): )
_x—1_ y—1 z—1 _. x+y—2=0
S W S N “ z=
Prema (157):
nr.=—(x-ND1+@G-1D-14E&—-1)-0=0

nr.=x—y=0.

Prema 163 nema smisla ratunati jednadZbu oskulacione ravnine:

o.r.=z=1

jer je zadana prostorna krivulja ravna, pa se oskulaciona ravnina podudara s ravninom z = 1
u kojoj lezi krivulja. )

Binormala je okomita nd oskulacionoj} ravnini z = 1, pa je paralelna s osi Z, a kako
prolazi tatkom T, (1, 1, 1), njena jednadzba glasi:

x=1

big. = .
i y=1

Glavna normala je okomita na tangenti, prolazi dakle srediStem krunice 0!9,0,1) i
tatkom T, (1, 1, 1), pa je
- . { x =
gln = M 2 .w\ .

Ista jednadiba x — y = 0 slijjedi iz jednad?be -normalne ravnine, jer u toj ravnini leZi
glavna normala.

Rektifikaciona ravnina sadrZi tangentu prostorne krivulje a kako je u nafem sludaju
ravnina kriviilie z = 1 paralelna s ravninom X Y, jednadZba rektifikacione ravnine podudara
se s jednadZbom tangente: :

rr.=x+y—2=0.

U graficki prikaz zadane prostorne krivulje umetni izratunate elemente.
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Prema (164 b):

Zakrivljenost NIWI#\|¢5.~u+*mE.N~+Wmsswxuo%unl
)
Iw.<~m5uuuﬂo_=.~n+oomnnel—\NmEN~
pa je
_ )2 !
e sin 2 ¢
Sada ratunamo torziju v prema (177):
1
Z»Nmﬁmwﬂhuu.wl.mm:unn
|
in? 2 : «\IN i !
— sin® ¢ cos? ¢ qmﬁmn '
brojnik = |, lemgunn Iwmmnuun —\Nm:.&“
. : . : _\N
—sin?2¢-cos2¢t —sin*2¢-cos2t cos4tsin2t

Nakon razvijanjs determinante i uredenja dobijemo:

A
Gnom:.anl—\mm_buun
vz, _
3 ——sin® 2¢ VI . ﬂ
T = 1 - “quNn. :
—sin®2¢

2 |
Isti izraz smo dobili i za - zakrivljenost N»&So krivulje, pa je ©= N u svim tatkama

krivulje, ¢
621. Izratunaj zakrivljenost i torziju u bilo kojoj ta&ki krivulje x =acht, y = asht, z=at
(hiperbolna spirala).
Ratunamo s obzirom na (164 b) i (177):
dx dz
Nﬂlﬁwmwnu Qw =acht; mu&
H prema(160a) = V' @shit + a bt + & = aVch2t+1=al2che,
jer je
1+cht=2 %Wv
odnosno
1+ ch2t=2ch?:. 622.
Slijedi .
e 1 , !
ds a —\M che
314

Sada ratunamo:

dx_dc dr __ashe _she
&ET& ST )z V2
Na isti natin dobijemo:
y_1; d_ 1
s V2 ds  Y2che
SR T - L1
ds*  de\ds/ds  JIchi: af2che 2a cht
dy
a0
d¢z __sht 1 _ 1 she
ds* V2ch't aV2che 2a ci?
dr_d(ne 3
%leA&. d )24 bt
dy
P .
¢z _ 1 chtr—3sh'r _ 1 1-—2she
& 2)2a ch®z 2)2a  ch't
Prema (164 b):
- _1_ 1 e 1
Zakrivljenost K Iﬂl id nra Q +mr t) Na e
Torziju t ratunamo prema (177):
the 1 _1
V2 V2 V2che
1 1 " 7771 she
brojnik = —- . =
rom la @t 0 2a Pt
3 she o1 1—2sht
- N—\Nau ch®t 2V 2at ch®z
_ 1 1 1-—2sh't 3 sh'r\_ 1+sh'r _ 1
I_\MA 4)2a cht 4)2a nr:vl. 8a®ch®t  8a’ch®:
Z»&Snwlﬁnlt—|
- " 4atch't
Al+li|_ =K.
~ " 2achit

PokaZi da su zakrivljenost i torzija cilindritke spirale x =rcost, y =7 sin t, z=ct

konstantne u svim talkama krivulje.

r ¢ _
rrérta
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V3

ny = — :m::+8m®.+AmENI8m®.~r cos Yy, =

_\N

626. Po cilindrickoj spirali

-

r=rcosti+rsintj+ctk
pomice se jednoliko tacka s brzinom v. Odredi njenu akceleraciju a.

Kako je brzina v konstantna, tangencijalna komponenta akceleracije a = 0, pa trebz

. 2
odrediti samo normalnu komponentu g = .W (vidi § 2, 8).

Ralunamo prema (164 b) polumjer zakrivljenosti p uzev$i u obzir da je

=rcost, y=rsint, 2=ct

lellxmin. @Iw s 25 dz _
T ’ ar T 8B a=“
Prema (160 a)
ds ’ . de 1 1
=1 3 b . S
F-v=lir+e paje o v Ve
Odatle je
dx _ de _ rsine dy rcost dar ¢
ds - dt ds v & v’ & v
d’x _ rcost d%y rsint d*z
- T P Z &WHQ;

Prema (164 b)

= r T
pa je
_ NW ro?
T Trxe
627. Zadana je jednadZba gibanja
r= Nn..+ mm..+ n.m..

Odredi u momente t,=0 i ¢, =1:

a) zakrivljenost trajektorije,

b) tangencijalnu i normalnu wo:.—nx.v:nan akceleracije gibanja.
ad a) Ratunamo prema (164 b) uzev$i u obzir da je

xH:.eHN.mNH%

dx . dy dz
de

hac A . = 2
@ 21t 3

318

. d 1
a2 Je _—=
P & Yirdetrosd
&. 2t dz | 32

Prema (160a):
T+r42 1+ 9
& =VT1+42 +9¢,
de_de de_ 1
& & YTiracron
dx _ 2(2:49¢) - d¥y _
ds? (142 +919 dse

Uvritenje u (164 b) daje

& Yitarron & Y1+ 449,

2(1 —18¢) ~d% 23t +61%)

TAF42F90 at (I +42F 902

1 2T ¥ B3 +54r + 11765+ 81 ¢

e A +40+ 902
Za t, = 0;
1 1
. K=—=2 =
0 pe = Po =3
Zat, =1;
1 1,/19 14
N»I.ﬂlﬂ @ =715
®
ad b)
do
Ra"n\ﬂﬂ”.v
Imali smo
eumn_\_.*.am.*.f.
pa je
oo Aet182
V1 +42+97
Zai,=0 N
(@), =0;
zat =1
. 22
?PHE.
\
L 1+4¢24+9¢
a = —=7 a = —— —— _ .
n @ n v
Zat, =0
1
@avcﬂ%"ww
2
zat =1
19 -
(@), =2 1

319
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a. RACUNANJE KRIVULJNIH INTEGRALA

Zadaci

U zadacima 628 —643 uklj, izradunaj krivuljne integrale.

mnm. .‘, &Q vw&o_.o\aoannunwﬂnw,«ﬁ.eﬂ Wx lnmsoanﬂwmww»meulmvmm?rov.
x —
k

Radunamo prema (183):

Gﬁ%oao.zﬂlwlalm u x —y daje:
x—y= IPxFNIPx+N
y=x—5x+2=5 ,
o1
> T
! 4 a
. 3 o 4
I= ! i+ Lar= 3 o[ & S o)
1 r 2 x+4 A
=x+2
o 2 0

=)/S5Wt8 -4 =})5n2

629. -—, x y ds, gdje je & kontura pravokutnika 4 BC D A&& sl. 183).
k
Prema slici:
AB=y=0; dy=0, ds=dx
BC =x=4; dx =0, ds
CD=y=2; dy=0, ds=dx
DA=x=0; dx=0, ds
Prema (183):
2 0 2 4

2 2
uno+%¢&.+%~x%+oua.k_+~ x

NHINW

0 4 0 0

2 |

630. ,“ ¥ ds, gdje je k luk parabole y? = 4 x odsjeten parabolom x2 = 4 y (sl. 184).
k
Odredimo sjeci$te parabola:

2
Cﬁwﬁ&.neﬂw u y*=4x daje:’

4
Hglalmfﬁncv aodatle x,=0 i x,=4.
! . . pasu y,=0 i y,=4.
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Izy=2 _\M slijedi y* = Flv pa prema (183):
R

4 4
- i 4 ——=* 4
~ﬂ~.“—\x.v\_+ﬂ&hﬂn.‘;—\_+xax.HM_—\C+xv._onlG—\.w.lc.
[ 0

Yy
P4
y 5,27 /|
D ¢ ) /
2 /ol
\r& |
A
s st _
1+ V4 |
S |
A - I
0 71 o 4 x 0 iy Y x
Slika 183. Slika 184.

3 2
631. %3&, gdie je k luk elipse W+Wu 1, koji se nalazi u I kvadrantu.

&
Prelazimo na parametarsku jednadzbu elipse:
x=acost, y=~bsint

i ra®funamo prema (182):

x= —asint, y=bcost.

ME]

I= .‘.avannoomn_\aumg:p_. b? cos? t dt = (uzevdi cos®t =1 — sin?t) =
0
T
2

u%._.ﬁigal\?,ltvan:+e.&.
0

Uz supstituciju sin® ¢ = u dobijemo 2 sin toost = du, pa integral dobije oblik
._.—\?. — 5% u + b2 du, koji lako rije$imo uz supstituciju (a* — b%) u + b* = z. Dobijemo:

NE]

_ ab
T 2(@* -

w_:e,i.u.au:i,_. = }

°
_ab@+ab+by
- 3@+ b

1 @ —b) =
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Ratunamo prema (182 b):

R R NI_\zn Q~+eal—\-.|~|~un||—\[

a\"Mnon:m QHQ&SS

. A . R .
aH.I..MMmEr eum.ncma z=0

[NE]

3
~H‘. zm_\ cos ¢t - mEn—\|mE: +| cos®tdt =
0

NE]

x-—\m cos2t x.—\w
-‘-m5~:= _I 2 _I 32

0 1]
639. .“Ax + y) ds, gdje je k luk kruZnice x* + y* + 2 = R%, y = x koji se nalazi u I kva-
k
drantu.

Odredimo projekciju kruZnice k, koja je zadana kuo sjeciSte sfere i ravnine y = x, na
ravninu X'Z (naridi sliku!). Uvritenje y = x u jednadZbu sfere daje:

2xt+22=R®
i ' 2

x z

E

2

. . . . R .
m.n&amaosvwounow%rgorvmwudo_:%g» —\lw iR

Prelazimo na parametarski oblik:

R . —_— R
= — t; = Rsint¢, =R —x}—2=——cost=x
x —\lNOOm 5 z sin?, y —\ . v\N
R - . R . -
=— —sint¢; = Rcos t; y=—-=sint=x
x ‘INEu t4 ) y d\lN
] x
M 2
2
I= gs—\wa_.~:+m.u5:+w.8m:% mh-—,ooﬁ&ﬂ
_7 V2
[
T
2 —
=R)2|sint| =RV2
[

326

-~

640. ,‘. 2z — _\xﬂ + % ds, gdje je k prvi zavoj stoZaste spirale x = rcos f, y == tsinz, z = ¢.

k
u

2Y2

ﬁ V2 I + 279 |i.

6a1. | —%  edie je k prvi zavoj cilindricke spiral = asi -5
. a»+b<+n.uwu_ prvi zavoj cilin espirale x—acost?, y=asint, y=>51z
k

—<&»+@n 27wb
. ab a

642, 4‘.@s + ¥ + 2%) ds, gdje je k prvi zavoj cilindri¢ke spirale

muh Va* + 2 (3a® + 4 n? %.L .

643. % V23 1+ 2 ds, gdje je k kruZnica x? + * + 2t = a, x = 9.

[2 7 a?].

b. PRIMJENA KRIVULJNIH INTEGRALA UZETIH PO DULJINI KRIVULJE

Zadaci
U zadacima 644 —647 uklj. izratunaj masu zadanih nehomogenih krivulja.
644. Qdreska logaritamske krivulje ¥ = In x izmedu taaka apscisa x, i x,, ako je gustoéa g u
svakoj tacki krivulje jednaka kvadratu apscise te tacke.

Rafunamo prema (183 b):

. / 2
@ = x% ds= VT4 y%dx = ~+P&HE&8
: x2 x
a»._\ * 3 3
x)1 : U e 1 2 2.
m = ﬁ&ui_\féu_ =0+ —a+°1
EN X3

645. Odreska lantanice y = a nrw izmedu tataka apscisa x, = 0 i x, = a, ako je gustoca krivulje
u svakoj njenoj tadki obratno razmjerna s ordinatom te tacke, dok je gustoéa u talki T, (0, 0)
jednaka 3.

=———, au T,(0,0) &=

, paje. c=ald.

ale

327
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U zadacima 650—655 uklj. izralunaj povrline valjkastih ploha, koje se nalaze izmedu 2
ravnine X Y i zadanih ploha. 2
) : =2 2 _ 4 x*dx = prema predtipu C (vidi dio II Repetitorija) =
650. x2 + y* = R?; NH-+W. } .‘_\b p p
R (i
. L
Ratunamo prema (183 a): 2
P ( ) 4| p? . 2x P P\ .| _ ®p
& "M- N.ﬂnﬁunbﬂlw M — X |IH
§= ._.\?5 ds. 0o —
k _
. muw..euﬂ.mﬁxl_v«w Nﬂ.nl—\x (y > 0).
Funkciju z= R + W integriramo po luku kruZnice %k = x® 4 y* = R®, Najjednostav-
nije moZemo taj zadatak rijeiti prikazavdi jedriadzbe kruZnice i plohe u parametarskom _ Prema (183 a): : s
obliku: _2,. 7 PR v
x=Rcost, y=Rsint \ u\luﬁx -, y=Vx—1
x= —Rsint, y=Rcost &=VT+x—1de=V7%dx
Granice ‘integracije dobivamo prema slici 186 polukubne parabole x =1 i iz z = 0:
ds =}/ R®sin®t + Ricos*tdt = Rdt - . : NI«\MHP paje x=4
" R? cos?t 4 4 4
z2=R+———=R(l + cos®?) — — 2 .= x* 11
R wu~_.©|_\x:\lx&u._,n<x|b&u 2.3V |M_nﬂ.
2x 2% i 1 ) T
i |
mux;.cfs:v&nx, “+W+§»~« = 3nRe
Y

0 0 \

651, Y2 =2px; z= <N»alax».

Ratunamo prema (183 a). Imamo integrirati po paraboli y = —\ 2px. Da odredimo
granice integracije, projiciramo zadanu plohu na ravninu X Y. Uz z = 0 dobijemo

2px —4x2=0, paje % =0 i knﬂlw..
Kako je
,_ _2p V2p {
y =0 0= —>
2V2px 2V%
dobijemo: i Stika 186.
_ Far 2512 . N
&= 5 +ytde = —\ 2x 653. Osi dvaju kruznih valjaka istog polumjera R sijeku se 3& pravim kutom. Izradunaj povriinu
‘ onog dijela plaita jednog valjka, §to ga isjeca drugi valjak.
Uzevsi u obzir da je parabola simetri¢na s obzirom na os X, ratunamo: ; Taj zadatak ve¢ smo jednom rijedili pomofu dvostrukog integrala. Vidi zadatak 468 i
- sliku 139. Rijedimo ga sada pomo¢u krivuljnog integrala. ‘
|Mn W Neka je-os jednog valjka os Z, a drugog os Y, tada su jednad¥be valjaka x* + y%* = R%,
_— 2x+p , B odnosno. x* + 2zt = R Iz prve jednadZbe slijedi y = _\x. — x%, pa je
° b yYy=—m— i d&==dx
0 - —\ R — * < R —

330 : 33
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658. Bernoullijevom lemniskatom (x2 + y®)2 = a2 (x® — y?)
(vidi § 7, 1, b) dio II Repetitorija)
Prelazimo na polarne koordinate x = r cos ¢, y = rsin ¢.

Dobijemo: . )
r'(cos* ¢ + sin® g)* = @* r* (cos® ¢ — sin’ @)

r® = atcos 2 .
Prema (81):

S a a®
.MHJM.‘.nomwen_ell
-0
S=a.

659. Kardioidom x =a(2cos? — cos21)
y=a(2sint —sin21).

[6 = a%].

660. Petliom krivulie (Vx + Vo = xy.

- . — 1
Tnﬁ.ﬂ prijelaz na parametarsku jednadzbu uzevsi y = x 1% paje ¢t = —\ﬁ n; §= ulﬁL

B. Krivuljni integrali po koordinatama
Fo n mula

1. Po ravnoj krivulji & =y = y (x), odnosno x = x(3)

b d
4‘,2&5 dx + Q(x, »)dy = “»Exc. (*)]dx + .“ Qlx(y), y] dy. 179
k . a
PP . x=x(@
Ako je krivulja 2 zadana parametarski Y=y ,: <t

13

.—.,w?.s dx + Q%) dy = .‘,Aw @,y W] % O+ Qx )y O]y O} de.  (180)

3 1

2. Po prostornoj krivulji k koja je zadana parametarski

0 e 8
(]
n
ee
~
IA
~
IA
o

334

e e

13
n‘. P(x,y,2)dx + Q(x, 5, 2)dy + R(x,3,2)dz = y‘. AN.V_“& @y, 2] x’ (&) +
k 4
+ Qlx@y @, z®]y () + Rx (@), (), 2(0] z* (&) } d. (184)-

Primjedba. U slufaju zatvorene krivulje % obilazit éemo krivulju u pozitivhom smislu,
tj. protiv wﬁ&_wn na satu (povriina EQB.V jer krivuljni integrali po koordi-
natama mijenjaju svoj predznak s promjenom smisla obilaZenja krivulje k.

Primjena.

Smatramo li da su funkcije P i Q, odnosno P, Qi R komponente zadane sile F,
tada daje krivuljni integral po _Gon&:»nwaw radnju sile F uzduZ krivulje %.

Radnja
4= ,‘ X(x,3)dx + Y(x,y) dy;
:

& (184 a).

= ,_.x?u: 2)dx+ Y (63,20 dy + Z(x,y, 2)dz,
k

gdje je k ravna, odn. prostorna krivulja.

a. RACUNANJE KRIVULJNIH INTEGRALA

Zadaci

U zadacima 661 Iau.n uklj. izratunaj zadane krivuljne integrale uzete po ravnim krivuljama.

661. “,x&: gdje je k kontura. trokuta $to ga Cine koordinatne osi i pravac p = |u~“|‘+ W =1
k
u pozitivhom smislu.
v Ratunamo prema (179) i slici 188:
I8 ~|% % ._. »mxHNA_lkv
3
04 -AB BO
p .
4‘.."9 jer je y=0, pa i dy ='0;
04
\Ar
. A :
/] 17 2 x .‘.Hcv jerje x=0.
Slika '188. BO

BO
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2 RV
667. A—, E » gdje je & polukruznica [S (0, 0), r = R).

x4y
k
x = Rcost; = — Rsinzdt
y=Rsint; dy=Rcostd:
T
nmm%ﬁlx.mmb:lxuoow:v&uIw.“@n:+8m.e&u
0 0
"== prema tipu VIII, v. dio II Repetitorija =
1 2 1 2 [
_ II-N _ L I- . 2 “ .
= w.— umS tcost 3 cost + 3 sin ¢ cos®*t + um::
0
2 2 4
IIWA.W+WvIIqx.
xtdy — y2dx x = Rcos®t + ,
668. —s 5 > gdje je k kvadrant astroide y=R wmb:oa tacke (R, 0) do tacke (0, R)
3 3
x +y
k
Ratunamo prema (180):
Za x =R dobijemo R =Rcos®t, paje cos*t=1 i ¢, =0
Zay=R dobijemo R =Rsin®sz, paje sint=1 i ;uw
dx = — 3Rcos?tsintd:
dy= 3 Rsin?tcostdr
. .
K
3 R cHs” tsint ¢ R® sin’ ¢ cos?
I= - umE + 3 RPsin’ ¢ cost ¢ dz = nakon uredenja =
xu (cos® t + sin®?) .
0
ki3 H
2
3 __
Hux—\w.“mﬁ:sw:& .“ sin?2tdt =
(i 0
r
2
3 =11 sin4 ¢ 3 -
1.12\ ‘MAT 2 v w:x_\x.
0
338

1,0
669. 4_.N.x.<nx + x*dy uzduz a) y=x; b)y=x% c)y=2x% d) y=
©,0

[1 za sva Cetiri slucajal.
670. % y2dx + x®dy, gdje je k gornja polovina elipse.

Tmni.

3_. %Q+$WMW|$&.. n&ln:ﬁaam+%ux».

k

+k
[—2x]

672. ,—‘ 2 xy dx — x*dy, gdje je k luk parabole x = 2 y? od tatke 0 (0, 0) do tatke A4 (2, 1).
k
3]
5 |-

U zadacima 673—678 uklj. izraunaj zadane krivuljne integrale uzete po prostornim
krivuljama.

673. 4‘,Qn&n+u—\zulu\n&~+ae dz, gdje je k luk cilindritke spirale x = R cos ¢,

k

y = Rsint, z od sjeciita krivulje s ravninom z = c do sjecista s ravninom z = a.

N._.n

Ratunamo prema (184):

Za z=0 Nl.aﬂou pa je t,=0
Za z=a mn& paje ty=2m

dx= — Rsintdr; dy = Recostde; &n%&.

2 - 2
n—A nx ﬂm.a:+|—\-u x.mm=.“w3mﬂ+nnw mSnoomnVanH
0
2x 2n
nxp 1 . a R 1 1 _
= .‘.Anoomn~+ WmSN nv&I 3 _Mwinn+ Aoown« AoSNn_ I.W
[} 0
339
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677. 4‘.Q — 2)dx + (2 — x) dy + (x — ») dz, gdje je k prvi zavoj cilindritke spirale x = acos ¢,
4 .

y=asint, z=">5t. )
[—2ra(a+ d)]

678. -_.Qna+ zdy + x dz, gdje je k kruZnica x = Rcosacost,y = Rcosasint; 2 = Rsina

k
(o je konstanta).
[— = R? costal.

b. PRIMJENA. ODREDIVANJE g%um SILE UZDUZ KRIVULJE K

Zadaci

679. U svakoj tacki ravnine djeluje na materijalnu talku konstantna sila F, koja ima smjer
osi + X, Odredi radnju $to je vrdi sila pri pomicanju tacke uzdu? luka kruZnice
x% 4+ y2 = R? koji lezi u I kvadrantu.

4 7
R

P T S

Slika 192. Slika 193.

Ratunamo prema (184a) uzevdi u obzir da na tatku djeluje sila F. Prema slici 192
imamo za projekcije zadane sile u smjer koordinatnih osi izraze:

X=F; Y=0, jer je okomita na F.

342

x=Rcost; x=— Rsinede

(]

°
.AH-“N&R+ u\a H!“.m.zm::&.l. wz_nows_ﬂmw.

k

SIE}

T
2

680, U svakoj tatki ravnine djeluje sila F, kojoj su projekcije u koordinatne osi X = xy i
Y = x + y. Izratunaj radnju sile F pri pomicanju tadke iz ishodita koordinatnog sustava
u tatku M (1, 1) i to:

a) po pravcu y = x;
b) po paraboli y = x?;
¢) po slomljenoj crti ONM i pocrti ORM.

\HH-‘.RQ‘&«+?+S&‘.
k

Prema slici 193 imamo:

ad @) Zay =13
‘ X=x, Y=2x dy=dx
1 1
}u.TaN+~xv&n_%+x,_ -5
0 [1]

ad b) Za y = x?;
X=x Y=x+x dy=2xdx
1 1
Ay = (x+ x)2x]dx = .H+N \m.*.mv =
O S L
0 1]

17
1

IS

adc)Za ON y=0, paje dy=0; X=0, Y=p.
ZaNM x=1, dx=0; X=y3, Y=1+y.

1 1
_ - ﬁnw.
\rl.‘,c+5&‘:_,e+n =3
0 . o
ZaOR x=0, ‘dx = 0; X=0, Y=y.
ZaRM y=1, dy=0; X=x, 'Y =0.
1 1 1
4,= | ya car= |24 2
= | ydy + #dx = zt3| =L
. 0 o 0
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Prema (184 a) imamo:
2 2

k Aa~+%+%v&||mﬁnw+t+@ de
|§ﬂuﬂ_ ct ' ct ct cfErerel)

A=

Hllwlv\nn+@n+as.gn.
c

o . . . e .. . Komita je na toj

.684. Sila je po velitini obratno razmjerna s udaljenoi¢u njena wﬁﬁ.wﬁ wa osi Z, ol : )

osi m_cmﬂmnaonw je prema njoj. Odredi radnju te sile pri pomicanju tatke pod &n_omuﬂ_\m%
sile po kruZnici x = cost, y =1, 2= sinz od tatke M (1, 1, 0) do tatke N(@©,1, 1. Vidi
sl. 197.

NO,1,1)

Slika 197.

Uvritenje koordinata taaka M i N u jednad?bu kruZnice daje ¢, =0 za tatku M i
) k

= = N, dok je sila F=————, gdje je k koeficijent razmjernosti.
=7 za tatku j Ve
Prema slici i (4): oznalivii s « kut izmedu F i osi X:
: k. k x ___kx __ koost
Nﬂﬁuul—\llxn+.en,.8m$ll—\xm+‘em VYVt + 52 x2 +y? cos?t + 1

Na isti natin dobijemo prema (184):

" ksint l., 0 iapd _ 0 0: = — si =0.
%Hﬁe"Ia.Nlmnlo._on_n§4I8m8 0; dx sinzde, dy
n r
IN- N
~cost-sint e - k| 2 =
= — — —dt= t+1=u)= ——|In(cos?z 4+ 1)
A=k| oot dt = (uzcos?z + ) 5 |1nC
: 0
0

-2 at-my-05k m2

-685. Odredi radnju sile tefe pri pomicanju tatke mase m iz poloZaja A (x,, y;, 2, u poloZaj
B (%3, Y9 23) (0s Z usmijerena je vertikalno prema gore).

346

Sila teze F = m g, gdje je g akceleracija sile teze.
X =F_=0, jer je F_okomita na os Z.
S istog je razloga

Y=F,=0. Z=F=—mg

2y
A=— Ew,‘».& = !‘Ew@» —z)=mg(z,—z,).

2

C. Krivuljni integrali izraza koji predoluju totalne diferencijale
nekih funkcija

Formule

. UzduZ ravnih krivulja

Predotuje li .integrand krivuljnog integrala totalni diferencijal neke funkcije U(x,y), t.
ako je ispunjen uvjet integrabilnosti

P 3Q
krivuljni se integral najjednostavnije ratuna tako da se odredi funkcija U (x, y) prema
x ¥
U= x_.w?sel Q(xp3)dy +C (48)

*o ' Y

u koju se uvrste granice integracije, jer vrijednost krivulinog integrala u slucaju. totalnog. .
diferencijala ne ovisi o putu ve¢ jedino o poetnoj i kona¢noj talki toga puta, ako put integri-
ranja leZi potpuno unutar nekog podruéja ¢, a funkcije -P i Q su neprekinute zajedno sa
svojim prvim parcijalnim derivacijama unutar tog podrudja o.

. UzduZ prostornih krivulja

Analogno se postupa, ako je integrand krivuljnog integrala totalni diferencijal funkcije
U (x,5; 2), tj. ako je ispunjen uvjet integrabilnosti

OP. 0Q P R 00 R

B Tu wmow wm (149
dok se finkcija U (x, y, 2) izratuna prema
x , y z
U= .‘,Wﬁavu:uvaa+ O(xp 3 2)dy + 4‘xxﬂxe.§.&nn+ﬂ (150)

£ e Z,

pa se uvrste w_.u.&.no :.ﬁwﬂ.&n..

wmowmﬁaoaonuwawnwoumvluw_:r_m.n»<auna.=<.~= vom_»é:‘oﬁ r.:mmmmmﬂbrui
diferencijali i njihovo integriranje. :
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: z
LL\&LLI&LI\
V2 + 32 + 2° V xZ + y2 4+ 22 V x3 + y3 + 22
Yo Yo ' 2

(3;4:9) _
QH:\.«N.*..V&+N»_ =5)2
(03 050)
2;1;3)
694. ._ xdx — y2dy + zdz.
(1;—1;2)
ﬁ.
31
(a3 b3c)
695. ."e»&+uxm%+anu.
(31 .
[abec —1].

1 1

A,xtaﬂmv

yzdx+2zxdy +xydz .
’ xyz

696.
(LD

(put integriranja nalazi se u I kvadrantu).

fol.
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dz+ C

RS

JEOS

XIL. PLOSNI INTEGRALI

A. Plo8ni integrali po povriini S plohe

Formule

I= ::ﬁ&& - ::i,iix drdy _
.m. ea

cosy

::S,N@Qv:\_i 2V Amv de dy (185)

gdje je o projekcija plohe S na ravninu X Y, dok je y kut, $to ga normala na dS zatvara s osi + Z.

1= [ [rennas= [ [ rx0.05n 2% -
S o,
oo BT (e s

gdje je o, projekcija Eo_..n S na ravninu YZ, dok je o kut normale nma dS s osi 4+ X.

I= .‘..‘.\QQ“ 2dS = .—..‘.?e? 2), 2] dx QM

Oy

u.“.?_x,ia,&,»_ _\_ + Awlwvﬂw Ammv“&& | (185 b)

Oy

gdje je o, projekcija plohe S na ravninu X Z, dok je B kut normale na dS s osi + Y.
Pri racunanju kosinusa smjera plo$ne normale treba uzeti u obzir predznak.

Ploha S se projicira na jednu bilo koju koordinatnu _.»<=::r ukoliko je ta projek--
cija omedeni dio te ravnine, a' ne krivulja ili pravac, pa se ratuna kosinus onog kuta, to ga

zatvara normala na zadanu plohu s onom koordinatnom ravninom na koju smo plohu projicirali.
Vrijednost plo3nog integrala.ne ovisi o izabranoj ravnini projekcije.
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700. .‘,u‘, ar Nh+ P gdje je S dio ravnine x + y + z = 1, koji se nalazi u I oktantu.

Radunamo prema slicl 199 i (185) uzev$i u obzir da jez =1 — x — y:

——1; L4 yTFIFI=V3.

=—-1; o5 Y

&I
¥

A+x+208=0U+x+1—x—3=2—y*

1-x

1 1—x 1
_y3 [ _ _d _y3 |_|_ —
T_\“% snbﬂﬁ.?%sr% #\;&TIQ
(1] (1]} 0

0

u_\m‘.fu.alwv&u_\m In{ + %)
0

Slika 199. Slika 200.

701. -‘g, V x® + y* dS, gdje je S pladt kruZnog stoSca
s

M hlm © < z<b).

Uzevsi u obzir da za 2z = b stozac se projicira na ravninu X Y kao krug x® + y* = a?
(prikaZi grafitki zadani stoZac), raunamo prema (185):

b2xt 0z by 1 l_\a..mw+~.¢an+v.‘<

= H _——=

atz dy a*z cosy atz

&Iy

354

Cﬁwsao
1 _Ve+b
cos Y a

"2t + b2 a® + b®
~n_\lﬂahl.‘,.‘§&&.u_\a+h,.?.%%u
o

,

-]

z* = @. + %) daje

2n . a
Vat+ o . 2wat ) ———
[\] 0

702. -‘,.‘;u‘ dS, gdje je S polusfera z = —\h; — x? — y%,

S
[0l

703. .‘..‘, (x® + ¥*) dS, gdje je S sfera-x® + y* + 23 = ad.

[5==]-
704. Odredi masu sfere polumjera R, ako je plo$na gustoca u svakoj tatki jednaka udaljenosti te
take od nekog &vrstog polumjera sfere.
Uzevéi za taj polumjer onaj, koji leZi na osi Z, dobijemo prema slici (200):
gustoéa p=d= + _\3 paje dm= <i|+un. ds.
Prema z = /R — x* — 32 i (185):

oz x 0z__y . 1 R
ox  z> oy z

<x~ +e .. ;
5 t. m,w m&&.”ﬁon_»Nuw.vo_wEnwoon&:»ﬁH
VR—v—»

n Q . °
=2R .‘..‘. —\ p de = pri ¢emu smo uzeli u obzir i projekciju donje polovine sfere za

R —pt
2% R
u&ﬁ
r&:ﬁnS«Aouuwgn_NAclwx de |,|.H
—\%mlv»
=2R-2x ||_\wnln + »Hnw_ W“H:uxu.

~ 355
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Kako je projekcija elipsoida na ravninu X Y elipsa s poluosima a i b, prelazimo na elip-
ti¢ke koordinate:

x=aucosv; y=businv; dxdy =abududv

NHNnnw.—.._. _\_ — w?costv — w*sin*vududy Hnnvn._».‘, —\_ — w*ududo =
o

o

_N: ] 1
pa— ||||u\ — 12)3 HM.
=2abc Qd_ i u_c u?) uanvn.
0 0
j
L .
Lo
|
|
A h 4
| Vd
S D
|
_. p
wtl ||||| .||...o:»\
/
7/ |
Py i
[ /
YL | &

Slika 203.

Slika 202.

707. -‘..‘.amenn + ydxdz + zdxdy, gdje je S vanjska strana kocke, §to je Cine ravnine
)
x=0, y=0, =0, x=1, y=1, z=1 (v.sl 202).

RjeSavajuéi taj integral prema (192) moramo sve plohe kocke projicirati redom 1) na
ravninu Y Z, 2) na ravninu X Z i 3) na ravninu X Y, pri ¢emu ée projekcije onih pobotaka
kocke, koje su okomite na ravninu projiciranja, biti jednake nuli.

= [rjeSavajuéi I ¢lan zadanog integrala projiciramo kocku na ravninu Y Z i to pobolku
A'D (x =0, cosa = cos 180° = — 1) i pobotku B'C (x=1, cosa =cos0=1)] =
1 1
=0+1 ._‘ A.._“_. dz + [za II &lan projiciramo na ravninu X Z i to pobotku OC(y=0,
1 1
1} 0
cos B=ocos180° = —1) i 4 B(y =1, cos B=cos0=1] + o+.‘la.x,‘, dz +
0 o
+ [za III &an projiciramo na ravninu X Y i to pobotku A4’ C’ (z = 0, cos y = cos 180° =
1 1

=—1)iAB(z=1, nOm.«HC_+o+¢—‘&“¢&.H-+—+_HW
1] 0

358

708. ,‘,.‘, xzdxdy + xydydz + y z dx dz, gdje je S vanjska strana piramide, koja se sastoji
S

odravnina x =0, y=0, 2=01i x +y + 2z =1 (v. sl. 203).

Rijefimo posebno svaki &lan zadanog anmnw_n oznalivdi ih redom s I, I, i I,

I, = .‘,.‘.anmxm.eﬂ ?
S

Projicirajuéi sve plohe piramide na ravninu X Y, vidimo prema slici, da su projekcije
ploha 40 C i BOC jednake nuli, da je projekcija A 4 BC trokut 4 O B, pri ¢emu je
cosy>0,az=1—x—y, dok je projekcija A A O B sam A A O B, pri {emu je z = 0,
dok je cos y < 0.

Dobijemo:
1 1—x
.au‘:.xcleavaa&u._.a&.‘.clals&.u
A0OB 0 0

1 1—x 1 1

—A ¥y? 1 1|22 2 1 1
= x dx — —_— = — — 8 == - = — = —
, _v. xy—3 N.‘.@ 2 %% + x%) dx 7|2 uxu+ha. %

0 0 0 0

I, = 4‘,.‘.xu.au.nnﬂw
N

.?o:n:mi& sve Eorn. piramide na ravninu Y Z dobijemo: projekciie AAOB i
A B O C jednake su nuli, za A 4 O C x = 0, dok je A A O C projekcija A A B C, pri temu
jex=1—y —2z,acosax > 0.

1 1—-y .
I, = ‘:i_ |e|3&&u._.e&.~? —y — 2)dz = vidi buw.
0 0

AOC
I, = ,_.%.eumk&.
%

Projiciranje u.Hovw piramide na ravninu X Z daje: projekcija A AOC i A B OC jednake
su nuli, dok je A BOC projekcija A ABC, pri ¢emu je y =1 — x — 2, dok je cos > 0.

1 1-2
Nuﬁx‘..‘,uclenvakanﬂn—.umn%clulxumaﬂ W
. 0

BOC 0

3
%anﬁ+:+ruﬁuw.
S : -
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= .-,.‘. p* (cos? @ sin? @ + sin® ¢) p dp dp = .‘,.‘, ebsin pdedp =

AOC AOC
™
1 2

_ |2 |2 _sin2¢|_ =

6 2 4 | 24
[\]

I, = “,.‘,xu.a‘en& =7?
S

Projekcije plohe COC’ (4) i baze (3) na ravninu Y Z jednake su nuli, za 4 0 4’ (5)
x = 0, pa je I, = 0. Za plast valjka (2) x = —\_ — »%, dok je cos o > ou a za plast parabo-
Toida (1) x = _\N — %, dok je cos < 0, pri *emujeza x=0 y=}z (v. sl. 205 b).

= %.‘,N_\_ !%%anl."._.n_\ulu.p@ann

0BA' A OBA O

1 z
= ,‘N dz .‘. —: — y*dy — .‘. NQN«‘, —\N I.ema..e = prema predtipu C (v. dio II Repeti-

0

1 [ Vz
1 . 1 ¥
> wnnm_ﬂwle—: —y — 1z

0

WN»RWSI.TQ —\Nl.en aw”
V=
[ -0
1 1

.a .a
"||| » "
m A%u&
o

~u”«‘y".xn.<&xnu.ﬂ
N

Projekcije plohe 4 O \_\m& i baze (3) na ravninut X Z jednake su nuli. Za OCC’ y=0,
pa je I; = 0. Za plast valika (2) y = —\H — x%, dok je cos B > 0, a za pla3t paraboloida
(1) » = V'z — #2, dok je cos B < 0.

R%m<_lma§ﬁ %%m<uim&g?l
oCcC’'B OC’'BO

1 «\n
1“ .‘.xn —\_ — x?dx — .‘. .‘,a» —\N — x?>dx = prema posebnom sludaju b) tipa II1

n

“torija) =

0

w|y,

|3
]

INE]
It

INE!

(v. dio II Repetitorija) = _ Wlm —: — x»+|w3 m.sx_
0
1 V= 1
K 2 T n| 2 4
I,‘._.AM.IMRV—\NIK+|N~8¢EE =T 16l 3|"%"
0 0
~ﬂb+r+bnm.

Rije§i isti zadatak ratunajuéi redom I, I, i I, za svaku pojedinu plohu zadanog tijela.

711. .—,.‘, x2dy dz + y*dx dz + 22 dx dy, gdje je S vanjska strana polusfere

x? 4 32 +Nu Rt (z =0).

mEG Nco

Ra¢unamo na isti na¢in prema slici 206:

= -_.,‘,xnau\au”w
S

I, = 0, jer je za desnu polovinu polusfere cos o, > 0, a za lijevu cos ¢y < 0, dok je x? =
= R? — y2 — 22 > (, pa se integral poniStava,

I, = ._H‘,.en&nn = 0 iz slinih razloga.

= x‘.-‘. ztdxdy + 0, jer normale na gornjoj polusferi zatvaraju s osi Z kutove v, koji
g .
su manji od 90, pa je cos y > 0 kao i 2%
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VEZA IZMEPU INTEGRALA RAZLICITIH TIPOVA

XIIIl. GREENOVA FORMULA

Formule

%w?$mx+mﬁéxel%% ||lmWY§% (193)

+k

gdje su funkcije P(x,y) i Q(x,¥) neprekinute u podru¢ju o, koje je omedeno krivuljom k,
pri emu se ta krivulja obilazi u pozitivnom smislu (povriina lijevo).
Ako je

00 oP

53y =0 (147)

%w?% dx + O (x,y)dy = 0.

+k
Ho znaCi: ako je P d%¥ + Q dy totalni diferencijal, ﬁ:.maao% krivuljnog integrala po
bilo kojoj zatvorenoj krivulji, koja leZi potpuno u podruéju o, jednaka je nuli, odnosno vri-

jednost krivuljnog integrala ne ovisi o putu integracije, ve¢ jedino o patetnoj i kona¢noj tacki
toga puta.

Zadaci

718. Zadani krivuljni integral uzet po zatvorenoj krivulji & pretvori u a<85.=c integral po vom-
rudju o, koje je omedeno tom krivuljom k.

(€Y + 2xcosy) dx + (&7 — x* sin y) dy.
P Q

+k
Prema (193):

% = .‘,.‘,HQMQ —2uxsiny) — (x*¥ —2xsiny)]dxdy = 1‘,.‘» &Y (y — x) dx dy.
+k o o

366

719. Izratunaj %Q — x?)ydx + x{1 +y9dy, gdje je k kruZnica x* + y* = Re.

+k

a) neposredno,

b) pomocu Greenove formule.
ad a) Prelazimo na parametarski oblik jednadZbe kruZnice:

x=Rcost, dx= — Rsintdt

y=Rsint, dy=Rcostdt

2n
_ % = .-.HI (1 — R*cos?z) R*sin? ¢ + R2cos®t (1 + Rzsin® )] dt =
+k 0
2n 2n
2 sin2¢ R? mﬁs: lnw....
= R? OOwNn+|quE»Nn dt = R? +e A 4|I\N|
2 T2 %4 ) -~
0 0
ad b) Prema (193):
90 _ 2; @lﬁlmlxn
MMIH.T.%V Jy

% - .‘. .“ (1+3*—1+x)dedy =uz prijelaz na polarne wooa.mnwﬁn =

+k L4

. 2n R
= ._.~‘.,Ao»8w»e+n;wa@n%%u_.ai.%% =
o 0 [

720. %o@ +x+3de+ (xy+x Zy)dy, gdie je krivulja

+ k

»
a) k elipsa |+ﬂ" 1,
b) % kruZnica x* +3y*=ax

i to 1. neposredno i 2. pomotu Greengve formule.

2 2
ada) h=2+ 3=

1. x=acost, dx= —asintds,

y =>bsint, dy=bcostds

367
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gdje je A m B odrezak pravca koji spaja tatke 4 (0, 0) i B(1,1), dok je An B luk parabole
y = x2 (v.sl. 209).

AmB=y=x, dy=dx
AnB =y =1x2% dy=2xdx

Greenova formula vrijedi za zatvorenu krivulju, pa uzmimo, da je podrudje

6,=ACBmA i o,=ACBnA.
Prema (193):

L—1,= “y.‘._INAxISINQ +)]dxdy — x“.‘,ﬁlw?l%lwﬁkzzg&‘n

ACBmA ACBnA
0 P
HIA.‘.._. xnxm.e+&._,._.xnx&‘lla,‘. ax.‘,&.+&.‘. aa.‘.&\H
ACBmA ACBnA 0 1 o
QO
"
4| -5+ 5[4 (3-4) -5

1

Za probu izratunaj oba integrala neposredno i odredi njihovu razliku.

>
e — —— ———— ——
n

-t - -

Slika 209. Slika 210.

722. Izralunaj %N (x% +yBdx + (x +3)%dy, gdie je ® AABC[A(1,1),-B(2,2), C(1,3)]
+k

1to

a) pomocu Greenove formule;
b) neposredno.

370

Iz slike (210) slijedi:
AB=y-=1x,

wom.v."lnkn_rhu

CA=x=1
ad a) Prema (193):
20 op_
=20+ s &.lak
—-x+4
% .‘..—ﬂx+3~ ab&&lw._.ﬁlbnx&,|~.‘, .Txlvo&.l
+k AABC AABC
2 —x+4 2 2
HN.—. I% &HN-_.AIqu.rwalmvn.«HN‘Imaa.*.&amlwx

1 x 1 1

ad b) %»%+§&+Q+sm%| T+ Iget+1gg-
+k
2 2 2
I_=[y=x, x=y]= .‘.a‘anﬁa+4‘.ae~mwl|_2ﬁ_
1

—=[y=—x+4 xHAIEHN.‘ (2x2—8x 4+ 16)dx +
. 2

3 , 1 3
. 2 4
+.‘.®|e+§&uN_w.zlffax +_m_e_ -—3
2 2

1 1

n



€LE

¢0 Jenzar of oige7
I+

. — 3 + g%
I=3I—)+ (I —%)=7% af 2fp3 «3%

JMmuLIoy 2A0UdID) nyowod (BUNZRIZ] ‘6TL
*(aftmoums so x f fofoy sfoqered yny of
p do ‘ovasid of prw-X 0 aftndums so of fofoy ‘sjoqered ynj of py ¥ O LIS eWRIY)
mou ‘pr oWy g0
‘Ouy g O ssond suazoarsz ez € [y} 1soupafsa mst [eiSajur TU(NALY] TUepez €z NIqOp

. A

(1D 0P (0°0) O Po TIT °Is n duezeyud paoind 2as ez §39 ep Izeyod * % = n~|M 3f oxedj
Vo

.%ux+€aa~% ‘8ZL

21T oS ‘11T eys
x 2 4 0 al,-
. m_ T
L
| (17
| d
r<Ee————————4y x 0 J
¢ -
A
9
8l
Y

. ﬁh - w
I
*3[MUIO0} 2A0uRIN) nyowod (q fouparsodau (e 0 1 djoqeied 9 g u |y
BADA T ° 50 3f (0f s0 ® (TG 1 (0 1) 7 eurexzen 1zejoxd efoy g  p ejoqeied y of 3(p3

¥+

P« —x)—xp(@+ xv% feungerzy L7/

2 = 2% + gX eouznIy ¥ f 3(p3
¥+

Hﬁua»‘+»ﬁamxl%

S[auLIoy 3A0uduD npowod (RUNeIZ] 97/

2

(423

'y WOlNALIY ouspawo 3f 3foy ‘o efynipod rurgiaod eYeupa! NRIIWNU
I+
Apgx + xp (£ — HRNV%

ee1Sajup soupafua of ep 1ZENOQ ‘STL

._H.ﬂURvAmH.T NRV,‘.-_-H—

1+
WP A+ DX+ xp A — _v%

] snpawo y efnaLy & [0y o
nfnipod od eiSaul TMNSOAp 1 1104321d ¥ mALY foudioalez od [e1So)uT TU(MALYY TUEPEZ “bTL

Y—=71-7—=1

- 0
_1+4z 1—x7 | _ e _va
0= "% ‘.l =P ‘,I:Tﬂla I—x=4]="7r
0 1
[} -
Nln%%+%%ln:|alu«;|».|nbn|o~
| e 1]
1 [}
= [(F-ult- [(Fee) m]
=[[%£-¢« L_ e < _
0 :_ i I Al i
[ 1—
¥ 0
_I1—fcqy _ 1+=xz | _ S P {
=% % p %l:lalx;f«lél I

11—

0
[1] 1
Nlu_lﬁin%%lé%uﬁlanx qJ4+x— ==
1 0

i+
f+x AL+x

h.v xp

.va, @ o ., av _

:ouparsodau NEUNQEI [BIBIUT TUMALIY (] OWEBIOW 99A ‘MMWIOY NAOU3LD Druafiwrd ow

-ftws ou 9 = 4 1 ( = ¥ 82 ISOURBUOYSIQ N 9Z9) Iof ‘BIEIPEAY SOUBPEZ WOINJUOY OUSIPIWO f

afoy ‘o efnaped (00) O PiREy R Anuryerd Tm g £ ¢_. % — g atoyung ns oxex
a1z s ww) M —0a 0r-)o (‘08 UNvliaogy
¥+
BIBIPEAY BITQUOY ¥ O 3(pd ° L x feunQeIz] "€7L
f -




XIV. STOKESOVA FORMULA

Formule

%w?? 2)dx + Q(x%y,2)dy + R(x, 5, 2)dz =
+k

H-‘.“‘ﬁAWIMI%v cos & + Ammlmvoomm +Awnmlw|wv3m«_am
S

gdje su funkcije P, Q i R neprekinute, dok su cosa, cos§ i cosy kosinusi smjera normale
na plohu S, koju omeduje zatvorena krivulja &.

(194)

Smisao linearnog (uzduZ k) i smisao plo$nog (po S) integiranja medusobno su vezani.
Ta se veza lako shvati prema preglednom pravilu koje glasi: ako se kreéemo po onoj strani
plohe S, po kojoj se vrii integriranje, a pomi¢emo se uzduZ mede & te plohe i to u smislu
krivuljnog integriranja, tada moramo plohu § imati na lijevo.
Kako je prema (130):

dS cosa = dy dz

dScos B = dxdz
dS cos y = dxdy

dobijemo drugi oblik Stokesove formule, &iju desnu stranu piSemo u obliku determinante

dydz dxdz dxdy

P(x,3,2)dx + Q (%9, 2) dy + R(x,, 2) dz = L o 9
J ox oy 0z

+h s ! p Q9 R

(194 a)

Ako je desna strana Stokesove formule jednaka nuli, tj. ako su ispunjeni uvjeti (149),

%w&+m&+z%uo
k

a to znadi, da je Pdx + Qdy + Rdz = dU, pa vrijednost w._.mﬁ_:nom integrala ne ovisi
o putu integriranja, a jednaka je nuli po zatvorenoj krivulji. -

374

Zadaci

U zadacima 730—732 uklj. izralunaj zadane krivuljne integrale a) pomocu Stokesove
formule i b) neposredno. !

730. %Q —2)dx + (2 — x)dy + (x — y) dz, gdje je k elipsa zadana kao sjeciite valjka
k

x* + y* = 1iravhine x + z = 1 (v. sl. 213).
ad a) Ratunamo prema (194 a):

P=y—2 Q=2z2z—x, R=x-—y
9R _0Q_ _,_ |__, 9P _OR__, 09 0P __
» 0z 1-1==-2 5%~ "%3 % ¥y 2

%H!N.“:‘nean+&xnu+ax&."
k S

a[[foe e fne]

S N

Slika 213.

1z slike .S.&Eo da nE.um» k omeduje plohu koja se sastoji od donjeg dijela pladta i
baze valjka pa su projekcije tih ploha:

na ravninu Y Z: kruZnica polumjera 1, &ju jednadsbu dobijemo iz x = 1 — 2
#+y*=1:(1—20°+y*=1, pri temu je cosa < 0,

na S.%sm:: XZ: projekcija jednaka je nuli, jer je za prednji dio cos B > 0, a za
straZnji cos B < 0, dok su projekcije obaju dijelova iste,

na ravninu XY: projekcija je baza valjka polumjera 1, pri &emu je cos vy < 0.
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t.

(¥ + 2)dx + (z + x) dy + (x + y) dz predotuje totalni Emnngn:& neke funkcije U (x, y, 23

378

pa vrijednost krivuljnog integrala po. bilo kojoj Nu:ann:o_ krivulji jednaka je nuli, PokaZimo
to npr. za kruZnicu k odredenu s x? + y? + 2% = 25 i z = 3. UvrStenje daje:

x® +y* =16,
pa je
x=4cost, dx= —4sinzdet
y=4sint, dy=4costdt
z2 =73, dz = 0.

Uvritenje u zadani krivuljni integral daje:

%I_m.‘.mlm54+3mnc&

PokaZi da je % = 0 i za zadanu kruZnicu k:

2n

._,nowwaaalm_m:uu“_ =0.
0

2+ y+22=25 x=y.

“J

=,

XV. FORMULA GREEN-GAUS-OSTROGRADSKOG

Formule

u“,‘.w?ss&% + Q(x,y,2)dxdz + R(x, 3, 2) dxdy =

.:.A‘, +|+mmv&&&.

(196)

Drugi oblik:

,‘..‘.QunOmn.TbnOma+xnoméa.w .“.‘.;‘. |+@|2+MMV&&~QN (196 &)

gdje su cos a, cos B i cos y kosinusi smjeru vanjske normale na plohu %

733.

Zadaci

U zadacima 733—736 uklj. zadane plo$ne integrale pretvori pomoéu Gaussove formule u
trostruke integrale po volumenu V tijela, koje j¢ omedeno. zadanom zatvorenom plohom -S.

-_.x—,aoomﬂ+28ma+noom<nh
YV + 3%+ 22

Ra¢unamo prema (196 a):

Kako je
x Yy . Sz
P=o—e——; QR=g=; R=g—r———,
Vatat+ 2t —\&u+u~n.,+hmw —\Ru+.en+N»
_dobijemo:
Vit + 28 —x 1
oP - N_\x-+u‘.+nu Xy 4zt -t

ox R @ty VE e

_ 9t + 28
@+t +e) ) x +yr + 2

3
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i

739. .‘.‘. (x? cos & + y? cos B + z*cos y) dS_ gdje je S vanjska strana potpune plohe rotacionog

N 2 2 gl
stoSca Ml;rkiﬂlc 0=z=bH.

Slika 215.

S obzirom na predadnji zadatak 738 i prema slici 215 dobijemo:

i . . . b i
v‘.,‘. HN.‘;»; (x 4+ y + 2) dxdydz = [uzevdi u obzir da je NH|a|«. 2+ 1=

IN.‘,-‘.aaaw.‘.ma+e4uvnn|N._..‘.&aw

v<a.+w v<a.+u..

b
1

2
RN+‘<N+N_ =

HN.‘.,_.E.@ T@ +v;+ww||a_\xn+%lle Yt + 52 — Naﬁ@n+e&

c
= prelazimo na polarne koordinate =

ab b
u~|~..:. nnoowef_]avmse +|||v 8$|v mEelMMv»vv%%n
h
G

IWl
T a
0

e abpet ¢ _e 2
Fsing+ 55 & — oo~ gsine—72

a|8me+a

2n

nuv.‘lﬂpamm5£l8mev+w2ae Mn;n.

382

740. .:. xdydz + ydxdz 4+ zdxdy, gdje je S vanjska strana ploha piramide odredene s.
S
x+y+z=a, x=0, y=01i z=0.
au_
51

741. n_,.‘. <a~ + y* + 2% (cos @ + cos B + cos y) dS, gdje je S sfera x* + y? + 2% = R:.

[0, vidi zadatak 734)].
U zadacima 742—745 izratunaj pomoéu Gaussove formule ploine integrale neposredno-
rijefene u zadacima 708 —710 ukl).
742. 4‘-.‘, xzdxdy + xydydz + yzdxdz, gdjeje S <».&m_S strana piramide x = 0, y = 0..

s
z=01i x+y+4+z=1
(Vidi sl. 203 kod zadatka 708).

Prema (196):
Kako je
P=xy, Q=yz i R=xz
dobijemo:
Q0 .
@M.TM%.:T =y+z+x

1-x 1—x—y

:. .:?i:s&&& .‘ .‘.QL.@+Q+&&|

1 1—x 1—x-y ’ 1—x

<
(=
o
(-]
o

[l _U-—x = x _ 1.

I%— |Ic|©lwcl%_&| 5
s —_

743. /_..‘,Qnﬂx@+xu&_mu+a!&n§ gdje je S vanjska strana plohe x% 4 y®= RZ,

S
x=0,y=0, 2=0,2z=H.

(Vidi sl. 204 kod zadatka 709).
Prema (196):

+|+||...“+x+e
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2) Za ravno polje
z=2(T) = 2(x ).

Gradijent
02—+ 0Oz
grad NHm «+®.~. (201)
Derivacija u smjeru s («, B)
oz _ Dz _ dz s
Js = @MM = grad z - §g. ANOwNv
Nivo-krivulje polja
’ z(x,y) =C.

A. Gradijent skalarnog polja

Zadaci
U zadacima 746 — 750 uklj. izratunaj gradijent an._wzom polja u zadanoj tacki polja.
746. U = x* 4+ y* + 2% u tatki T,(2; —2;1).
Prema (199):

grad U = qu_.'+ Nu\m..+ 22F
au T,:

(grad U), =47 — 45+ 2%
|(grad U), | = Y16 + 16 + 4 = 6

_4_2. . 2 1
8m9|0|qv nOmm||qu Qﬁ%"q.

747. Q.H x4+ .e.« + 28 —3xyzu T, (2; 1; 1). Odredi takoder, u kojim je tatkama polja gra-
dijent okomit na os Z, a u kojim je jednak nuli.

Prema (199):

mn»QQHGxNIw.zmv".l+0.<nluRNV.N.u'+GNNquS.m'

(grad U), =97 — 37 — 3%

lgrad Uy, | = V8T + 9+ 9 =3 )11

3
OOmﬂ"ﬁu. nOm@"nOm%".l

’ -

Vi

—

AKko je grad U okomit na os Z, cos y = 0, pa je
322 —-3xy=0
2 =uxy,

grad U | Z u tatkama plohe z = + / xy.
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748.

749.

750.

751.

grad U = 0, kad je .
3x*-3y2=0

3y*—3x2=0
322 —-3xy=0.

PomnoZimo li jednadZbe redom s

u tatkama polja, u kojim je x = y

i

w| N

, dobit ¢emo x*=73y* = 2*, paje grad U=0

I =,

z.

U=xyzutatki T; (1,2,3).
167+ 37+ 27.
z=3x"y —3xy*+y'u wdki T, (1,2).
- 127 -7
U=V#*+3 +2*utatki T(x,y,2) po volji,
Ratunamo prema (199):

oU x

0x w\kunT.!unTNu.

Uzmemo 1li u obzir, da je _\x.u + y? 4 2® apsolutna vrijednost ili modul :'_v odnosno r
U x

radijvektora m..hxm..+ .ew'+ NM noEWEo.w'&H”. Na isti nain:
oU y . U =
—_—_— =] e—=
)y r 0z r
pa je
AU=274+ 27+ 25 LTy 5=-1.
grRat =t T k= yJ T

) . - 16—
O&n&ﬁaﬁ_nw&&womn»&.mgﬂbo:mNH—: Ax + Wv _oabn_:l|u.

9
Radunamo prema (201):

d z = Y n.'l L M.'I _|o|'
gra T oxy+1 a.en+.w.‘l 9 7
“Slijedi:
Y 1 1 _1s
xy+1 ’ yay+1) 9
1z prve jednadzbe slijedi:
xy+1=y,

a uvritenje u drugu daje

1 6 o, _ 3
%." 9’ pa ‘n. Y2 = nwlbu.

—
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Prema (199) i (35):

—

dr (U- U+ U=\ jdx+ dy—, dey _
%.»QQ.MMHA“~+QN+|N»V.Amu+mg+mﬂ»vﬂv8§c8|

U & oU 4y, oU &
T ox de 9y de | 0z dtr

B. Usmijerena derivacija

Zadaci

U .Nnmwnwnu 761—775 uklj. izratunaj derivaciju zadanog polja u zadanoj tadki i zadanom
smjeru.

761. z=x*—3x*y + 3xy*+ 1 utalki T, (3, 1) u smjeru od T, prema taZki T} (6, 5).

Ratunamo prema (201a):

== QN
S o5 o BTA
Prema (8):
S=TT,=6—3)i+G6-1)j=3i+4]
- 3i+4] 3+ 4~
So=—r—= = t+ =
"~ Tsrie 5757
w_.»nuﬂauawlmx.e+uu~uvm'+Aluan+mx.$w
(grad 2), = 127 — 95
auT, 30D
“0z 3> 4 - -+ 36 36

" 762. 2 = arc tg x.y u tatki T, (1, 1) u smjeru raspolovnice prvog kvadranta.

Prema (201 ) i slici 216:

s=147j; S = —\I

2
_ Yy T x
gl s = Ty T Ty

390

2z w+wA_ - 1 ...v 1,1 V2
—_— =5t 5 =—t == 5
o5, 2 (272 )Ty Ty 2
Y. .
e — T y
N 5
| _ |
£ |
J ; “ 8 1 !
| g |
_
45° L_ o |
17 T 7 X o {cosor X
Slika 216. Slika 217.
763. z = In(¢® + &) u ishoditu O (0, 0) u smjeru e (sk. 217).
Mﬂoomn.mn*..&:n.m.
& - & - 1= 1=
dz= — T+ i (gradz), = o i+—57
g E+é e+’ 2 2

- - f47 sin
Mqunﬁooma.-.+m5n.b.n.M~H8maw. <.
0sg

764. z=x3yt—xy*—3y—1 u ﬁam... 1) u smjeru od te tatke prema O (0, 0).
[-V5
765. z = x* —xy —2y* u Ty(1,2) u smjeru, koji zatvara s osi + X kut o = 60°.

[-2v3].

766, 2 =x* —2x'y + xy* + 1 u T1(1;2) u smjeru od T, prema Ty (4, 6).

[1].

767. z=In V¥ +»* u T,(1, 1) u smjeru raspolovnice prvog koordinatnog kuta.

7]
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*776. Dokazi da

+ — : bilo kojoj So_c T (x,y,2) polja u smijeru

je derivacija polja U = ackd

od t¢ taCke prema ishodiStu _soa_:mScm ,.Esé jednaka —, gdje je 7=|7| =

= _\x- T+

U 2 =, =+ —- x—-, y=>, = 2 (x, ¥, 2\ 22U

r

QQHN_.NEQQ

1, = s e
;Hlﬂﬁxu 4+ yi+ zk).

~777. Dokazi da je derivacija polija U = U(x, , 2) u smjeru njegova gradijenta jednaka modulu
gradijenta. '
Prema (198 a): )
“oU _ ) _ grad U o _ (grad U)* _
3 QHQS&S:.WS&Q!EanANVIg.mnwnqla lgrad U] =
_ _|grad U |* _
= prema (15) = [ead U] | grad U |.
"Npr. za polje cnwu gdieje r=xi+yj+zk t.za _
v=1l____1
T Vetryr+a
«dobijemo: .
dgrad U o grad W r
JIzratunajmo | grad I
1 1
ad — = m.~.wﬂ|||\
BE r —\ B+t 2
Ibm.u - |||a||| , sline izraze dobijemo za — U, i E. pa je
x Yo +y+ A o .oz
mnwmhﬂ _ xi+yj+zk .
r —\ Ak- + y® + 2%
H . 2 2 2 H H
mnmahu—\x ry+e _ =
r Ve + 0+ 2 *+3y+22 1
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C. Nivo-plohe polja’

Zadaci

U zadacima 778 i 779 odredi nivo-plohe zadanih polja.

778. U = arc &b'&.l .
Vet st
Stavimo U = C (konstanta), dobijemo
arc sin z - C,
Vet ot
odatle
T - o3
SNC=——2— ili sinC=—0—
w\k- +..<u Rnf._: ‘Qu
.paje
1
2 2 __ 2
xt 4y i C 22,

Nivo-plohe &ine familiju kruZnih stoZaca, kojim je os simetrije os Z, dok j je S.r u ishodistu
koordinatnog sustava.

779. U=f@) gdie je r=|7| =V + 32+ 2*
Vet +a)=C

predotuje familiju sfera.

. 780. Odredi smjer normala na nivo-plohe polja

U'= x? +y 42t
Nivo-plohe zadanog polja x*+ y 4 2% = Q &ine muth: woaoounnmar sfera sa sres
didtem u ishodistu O(0,0,0). Kako grad U = 2x7. +2yj+ 22 E=27 stoji okomito
na nivo-plohi, koja umw_»u_ njegovom poletnom tatkom, normale na E<o-w_orn imaju smjer
i smisao radijvektora r u bilo kojoj tatki nivo-ploha.

D. Kut dviju ploha

Zadaci

U zadacima 781 i 782 odredi kut zadanih ploha w zadanim tatkama.

781. Valjka x® + y® = R® i sfere (x .1..%% + 94 22 = R u tadki T, A%v R 3 Mv ‘ov

Smatrajuéi zadane plohe kao nivo-plohe polja
,Q"Rn+,u.ul..m~n m "ARIN.V&.TV}[TN..I”».
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XVII. VEKTORSKO POLJE

Vektorsko polje odredeno je vektorskom funkcijom tatke T prostora, tj.
,M.H NAd = Mﬁﬂv gdje je ﬂH HM+ uﬂ. + NN
radijvektor te tacke T.
U koordinatnom obliku:
v = v, ey Dit o (%3,2)j+ 0, (6 95 2) &y

gdje su v, i, skalarne komponente vektora v, koji je dodijelien tacki ﬂm:,ommoﬂw.

A. Vektorske krivulje

Formule

‘To su prostorne krivulje, koje imaju za tangentu u svakoj tacki zadanog polja w.c:& vektor M
koji pripada doti¢noj tacki polija.

U polju sila vektorske su krivulje silnice tog polja sila.

Prema (221) diferencijalna jednadzba <nw8nm_ar krivulja za polje NH euw.._.. e:m.'+ eu,nm.

glasi:

dx dz
> M 22D

z

. ue'|‘§'

a to je sustav od dvije obitne diferencijalne jednadzbe:

M@\Hf
dx v’

x

&8

[
&l

za dvije trazene funkcije y =¥ (x) i z = z(x) (vidi § 14).
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|

Zadaci
U zadacima 786—789 uklj. odredi vektorske krivuljé zadanih polja.

786. v =ai+bj +ck (polje konstantna véktora).

Prema (221):

dr _dy _dz
a b ¢ @
Odatle je
dy b, dz_ ¢ . b .. . c
&= @ wog W degd i de=_de
b . c
y=— dx +y, i = dx + 2,
gdje su y, i z, konstante integracije.
Dobijemo:
b . c
eﬂﬂa.fu& 1 NHMR+N...
Odatle:
Y —Y x z2—2zy X
=— i =—.
b a c a
pa je
Y=Y _2 — 2
iui. . )
Prema (a)
&_a dz_c
dy b dy b
.Zm_.noz integracije i uredefja na gore navedeni natin dobijemo
x — X, z— z
Z_Te_ 2 %o, Anv

a c
Iz (b) i (c) slijedi:
X—%X Y= _2—2
a b c

Vektorske krivulje su pravci paralelni s vektorom o.

187.0=(z—3)T+@x—D]+0& — Dk

Prema (221): .
dx dy dz

Z—y x—z y—=x

Taj sustav diferencijalnih jednadbi rijefen je u primjeru 4 (vidi § 14), pa je dobiveno

x+y+2=C; A+yr+2=0C,

Vektorske su krivulje Eio.@ koje su nastale kao presjeZnice sfera sa srediftem u ishodistu
rocEE”.::om sustava i ravnina, koje sijeku na koordinatnim ravninama jednake odreske.
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Polje gradijenta, tj. potencijalno polje, je bezvrtloZnc.
-793. m.vu.. a..e,.uum'+ xy? Nu\v+ xy N.M. .
g,&< o= xy2; TOty = x (22 I.cJW+.<@. - u.vw+ z(yt — x»vN_.

794. Vektorsko ‘polje &ine sile m'w koje su obratno BNBFES s kvadratom udaljenosti njihovih
hvati$ta od ishodista koordinatnog sustava O i 5338:« su prema O. Odredi divergenciju
i rotor tog polja sila.

P4
I £
!
1 . L xY,2)
Ibald z
oJef—1 ___ 1 _ _
N \im\ Y
/ ~L X
/ ~<
X
Slika 219,
Prema slici 219:
=4 k - k - - - k g
ﬂm.m.eﬂIﬂ..‘oﬂlﬂﬁoomn...+oomm..N+oom<.3..l|IM.I”-H
I||I#| x = - y -
= —w (P ETRER) = R (574 57 i+5E)-

Tu je & koeficijent razmjernosti, dok je r = V/x® + 52 + 2%, Ratunamo prema (202) uzevii
u obzir da j _o u najem sluéaju

eaulawm. eeulwlww i euHIwW
or 2x
- 2, 2 — It
W||»m - »1 A T v
ox s - I =—k ”
Na isti nadin dobijemo: .
&y gt Wy _ a3
oy r oz r
.= 3rt—-3%
divF = — =0.
v k = P

Zadano polje sila je solenoidalno.

402

795.

796.

Prema (204):

3.2 .342. 2%
do, we|l+wn 3 wlv.e 3 _pdyz=3yz _,
Mll oz r r* B r* :
Na isti natin dobijemo:
By Wy T
0z ox 0x dy

pa je
3~W = 0.

Zadano polje je i potencijalno (konzervativno) .pa je harmonitko. U tatkama osi Z polje
m&»ﬁa_o odredeno, jerje za x=0 i y=0 F = co.

O&.n& divergenciju i rotor ravnog polja sila N ako su sile odredene na isti natin kao u
zadatku 794.

-
-

—mulwht divF =
r

rot F=0, tu je *u_\ﬂuﬂ._.

RAES

Polje sila &ine sile m. koje su obratno razmjerne s —Eaﬁgmn: :E_oﬁr hvati$ta od osi Z, oko-
mite su na toj osi i usmjerene prema njoj. Odredi div FirotF.

Prema slici 219 u zadatku 794, u kojoj je r oznalen sa r'.

WHW.N"IW.N"IWAHM.TWMVlI@A +M|wvv

jerjecos y = cos 90° =0, pa _o r= —\xu + y%. U tatkama na osi Z polje sila m«.n&n odrede-
no, jerjeza x=01i y=0 F = oo,

Prema (202):

or . x
wel wtla e 2r - .wxl \.«..INT«.I*-I awuluxn
ox r - e - "
Na isti natin:
oy, 2y
DI

divF = I_WS‘N ~ 20 + 3] = 0.

Zadano polje sila je solenoidalno.

Prema (204)":
- ov ov_\
=Y __=
BﬁmiAux @evw
ov, Q.Nq.m 2xy O, -
o|xl +* = =k . M.gm rotF = 0.

Polje sila je i potencijulno pa je harmonitko.
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801.

802.

pa je polje konzervativno.

Prema (205)":
Potencijal U = Iw‘—.xnx+.<&.+ zdz+C=
x )y z
= lw_wv‘.xnx +4‘A23~ +.‘,Nn~+0~ = |WQ.+.<~+N"V+O
X Yo 2,

pa je F = grad U.

U zadatku 794 pokazali smo da je polje sila
- kx> y=> 27
mu|ﬂAﬂ~+«J+ﬂL1|»Mv

-

gdje j je k koeficijent razmjernosti, a r _.u&: vektor, solenoidalno i potencijalno, jer je div m. 0
i rot F = 0. Odredi potencijal tog polja i pokaZi da je potencijal harmonitka ».E__S:P jer
zadovoljava Laplaceovu diferencijalnu jednadZbu

%Q U | U
Yo v
Prema (205)° odredimo potencijal U (x, y; 2): Kako je prema (15) (7)t =13, diferencirajuéi
tu jednadZbu dobijemo

AU=

2rdr=2rdr, paje rdr=rdr (@)
T(x,5,2) T T T
- 1
c.ulw%ﬂ&ucaas@ |L. QHI» Wu.;l =
r r
T (X0, Y05 20) T, T, T,
=k A ! - ! v pa je F= grad U
Vetr+z Va+n+tal ‘
Ratunamo:
QQI k x . W.WNII»A 1 o 3 x? v
ox Vo + 9% + 25 ox? Ve +2° Vot + 250
oU . U oU ., 2U . .
=&Y == 1
Sli¢ne izraze dobijemo za » i PR kao i za F i Fye Izratunaj ih!
Dobijemo

divgrad U =A U=
N#U U | oU

3 34y 42y v
=t — + =—k — = 0. -
R A_\Na. +y+2r Ve + )
Odredi potencijal ravnog konzervativnog polja sila w = —rs r (prostorno navedeno je u
zadatku 794 a ravno u 795) i pokaZi da ne zadovoljava H\%_uoncé .E.omnnganc jednadZbu

2
DQI@IW;WI@.L

803.

804.

805.

{

Odredi potencijal konzervativnog polja sila F=— WN =—k W navedenog u zadatku
796 i pokaZi da je harmonitka funkcija.
Prema (205)':
T T
=g dr
U= | Fdr= — rer
.‘, r r‘. p
T, T,

Kako je prema (15) (7)* = r*, dobijemo 27 dr = 2 r dr pa je

T T
d dr T
U=—k rhnla,‘.ﬂula:nlﬂulzcu@.+.<.v|_=@“+§_
T, T, )
W__, x o 2U_ aoy
F x2 +.€-» oxt (x* + .e-v-
W__ v Uy
v T HA+y B TG+
aU | U
o T 2

U je harmonitka funkcija.

ce o ae a2 k(x> y=+ z-\ ..
Dalije polje sila F = — s + =5+ ...lv za koje smo u zadatku 797 odredili di-
vergenciju, konzervativno?

Uzevsi u obzir da je

lelwu lew xulwr idaje r=Vxt++2
dobijemo prema (204):
(et
9R Q0 _ . L1 ¥ _, _T =—krZL %0
dy oz  r 23t 2:r

Polje sila nije konzervativno.

Da 1i je konzervativno polje sila, koje su razmjerne s kvadratom udaljenosti njihovih hvati$ta
od osi Z, a usmjerene su prema ishoditu O koordinatnog sustava,

Prema zadatku i slici 219 uz zadatak 794 dobijemo:

Fo—kerm=—k- :A +ww+wm.v.

‘.
Tu je
n=Vat =Vt +
= — & _ 1y, _ 1z
P=—k2= Q=-kT5 R=-k-F
Prema (204):
S A A 1, . 2%
m]wmllw* 2:2n " Nz 1|-Jv. wumc
y 0z 1 " )

Polje sila nije konzervativno.
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810. Izratunaj radnju ravnog polja sila F = Qa— uou...+ (v —a) .ﬂl uzduZ prvog luka cikloide
x=a(t—sint), y=a(l —cost), z=0.

[ma®].

811. Izratunaj radnju polja sila F = — (acosti+ bsintj) uzduZ luka a:bmo ] + =1,
z = 0 od tatke A (a, 0, 0) do tatke B (0, b, 0).

[===]-

D. Totalni tok i cirkulacija vektorskog me:»

Formule
Ravno vektorsko polje
= P&+ Q®NI.

Prema formuli Green-Gauss-Ostrogradskog:

Totalni tok T = .‘.,‘,&«.emxgl%‘. |+[ &“&‘N,“eaﬁr (203 a)
+ &

gdje je S dio ravnine omedene zatvorenom krivuljom k.

Cirkulacija C prema Stokesovoj (Greenovoj) formuli.

on%e& %w?s&+©@.s&.r.‘.‘ lloﬂmv&&. (205 8

+k

Prostorno vektorsko polje
v=Pxy,2)dx + Qx5 2)dy + R(x,y,2) dz.

Prema formuli Green-Gauss-Ostrogradskog:

Totalni tok T = .—“—..‘,aie&ﬁ&.a& .:..‘ +|+ﬂv&“&:ﬂuﬂ

203y
W.“.‘,eammﬂ.‘..‘%me&.*.baxmu;.%&&.
S S

410

Prema Stokesovoj formuli:

Cc= ?& %w&+m&+x& %%:&&:& 05y
+k +k
) j k (200
S O B OR _0Q OP 3R\ > .ﬁlﬁv;
Y= o ?:le?m =)t 55"
P Q R

a. RAVNO VEKTORSKO POLJE

Zadaci
U zadacima 812—814 odredi totalni tok T i cirkulaciju C zadanih vektorskih polja
812. v = ar, gdje je a konstantni skalar, dok je + radijvektor, uzduz bilo koje zatvorene krivulje
k, koja omeduje_dio S ravnine.
Kako je
Nﬂnxm'+a.§m. P=ax i Q=ay,
prema (203 a) dobijemo

= .‘..‘.@+svnu~meﬂmn,_.._.nxae"~n.m.
S

N

= .:ets&&uo.

-813. Nll. (x® — .5...'+ Qu+xvmw uzduZ kruZnice polumjera r sa sreditem u ishodi$tu koordi-
" natnog sustava. ’

Kako je

Prema (205 a)’:

dobijemo

RS

- bﬁax;ue.v.&&nu.‘.,?,n%e+ o* sin® ) p dp dp =
s . s

2n r

4
Hu.‘xae“,owanﬂu.uﬂ.nﬂlﬂ

[} 0

s,

| w

814. v = xi— u,m.. uzdu% bilo koje zatvorene krivulje &.
[T=0; C=0]

411



(244

"eiffea dzeq 3(qo zoxy (q
‘earisns Sowmeurpiooy wgipoyst 1zejord exlfea so oxe ‘(; ¥) ejlfea Souznay iserd zoiy (e

4 BIOMY2A(Tpel 01 (eungeizy

a4 A
ﬂu@%%h..:. £ =2pxpxp (1 +1+ a.:M_. =1

owafiqop ¥z + (£ + 1% = 4 €z (£07) PWAL]

‘woyord wol Jouapswo B3N 4 nuswr
-njoa woynnson Yeupa( nyojd nuaioazez nfoy OfIq .zoxy 4 BIOIYBAlIPEI [ Y01 3f ep 1Zeoq

1oepez

{104 OMSYO.LMTA ONYO.LSOUd 9

.-, 1 1
h« 99— ua?a.TléoatB%mu
s

0 0 0
s s

u?HS_;_T%QTée?é%u @0 + uZ\uh

z=

Thx9 =)+ tGA—X)g=a

RY X
€x9—=L=7 hg—wg="C=g

‘peis =a
a0 ne np 2
af ooy

X=0=p0
TTT PIIs ewalg
‘eAglsns SOWEUIPIOO] O WASIPOYSI s (I ‘1) Y
nype1 efeds 1oy ‘edaerd Yezorpo zon{ eusuraia PIUIPS( N 3R3j01d ElOY SUNYS) NUIPOY
‘<L mjoroxd feungerzy (X € — X = [) ISB[S SURMYS) BONSYY euiziq effod [efrousnog

*efean[s Qo N Qg = H1( = [ €40301d 2IMUOCY UBAZT OUO I] 1Z3] ¥ SINJUOY FULIINU N 1Z3] O A§IP

-0ysI pey ‘nfeanys Wol n oures 2 7 Isoupaluia afiqop J njojoxd vz as ep Ipafis Souapaseu zy

*3U [T O ASIPOYS! Ou([arISOZI 3f 1] BP 01 BU BIIZGO 239 ( = ) BDEMYID 3f Bp of 0IRQ

¥+ i+

UL =P~ ﬁau%..i.%u&

:owaIqop (8 £07) NNWIO) 1 1T WIS Bwalg

‘OTUZIIY M Z0ay .7 nyojoid owfeunyelz: 1 | exdfwnjod nowuznIy O 34RE1 0O
OWIT[STWIBZ ‘IOAZ] 1UIQE1 (O M 3( ep owazeqod e ‘ruenmuyap nsiu § 1 J ed ‘cc— = gup =
=0+ x > uf = /1 W0y N ‘O AFIPOYS! I[IABISOZT OWS I *RINU owss Miqop 1. nyjojoxd ez

‘618

818

‘L18

o

i03 IZBjod 0 = D BlEMHD ‘0 = a JoI *() ‘oupefiousiod eurziq fjod ouepez af oye

‘0 = ejojoad
L +e) G

mmﬁu.ﬂ +aX) _xe
& — uz. @Q

X — 5 de
I§ABUNQRIZ] OWSIGOP (8 £07) BwAL]

o _ A o X0
— === 1 =
\ﬂ d H x b@ nN

~

éé%&n@fﬁé?&nbvﬁmum

oupefwupiod eurziq afjod ouepez af oyedf

¢fofu eu au 1e ‘y 2IMUOY UEAZI 1Z3] O ISP
-oyst O¥e “Je3nzal Nrud(ruold 95 39 oYed] 'y IMIUOY 3] ZNPZN 3251 BUSWAIA DIUIPa| N Bloy
UMY NURNCY “f “DOP[NYIO | 19pONE} B ‘BARISNS SOUWBUIPIOOY (O 213Ipoyst. eyeAynqo
B0Y ‘Y SIMUOY JUJIOAIRZ ZI BUSWIAIA DIUIPS N 9afisI Bloy SUDNYI NUIRIOY (3 ‘nyjojord

(434

TPAIPO " + X | = 4 31 3(p3 4 U] = 1 f Yeupa SupNYel BONISA? BUIZIQ Bljod [E(UNO] ‘918

A2 LY

‘22T es
X 4 0
|
I
I
I
“ X 4 0
| 5
3
| 5
| ’
D
GHyF—————————— ¢
% z
A A

s
.kevun@\_?.iuw.ﬁu%ﬁisﬁ:uo
[C+mo+i160—=a

(0 “7) owWuZNIY AFIPaIS N BAEISNS SOUIBUIPIOOY NSIPOYST OWISIULJ

T=#+:—" @

s 1y
I.nekauH%SNHavRv._v-‘.SNHavxvﬂs+3v«‘-,‘.HO

:,(e §07) ewoig
W=+ X (8

rewreduznIy od fX ™ 4 1 £® — = & BIONPA NP [PAIPO “SI8

B -




Rezultat kontroliraj na temelju stavka navedenog u predainjem zadatku 818.

ad a) Prema slici 223 i formuli (203)’ dobijemo
T, = .‘,,‘,ﬁ.mmuﬁﬁ:“‘oomeuauw.ﬁ
S .

gdje je S plast valjka, pa je
T,=R.2Rn.H=2xnR'H.

ad b) Za sve tatke donje baze r,=0paiT =0, dok za gornju r, = H (vidi sliku),
pa je prema (203)’:
T, = ._,.T:m.u H-S=H=R
s
Tok kroz sve plohe valjka iznosi:

T=T,+T,=3nR*H.
Proba:
3V=3-nR*H=3nR*H.

Slika 223. Slika 224.

820. Odredi tok E&?owsnwﬂﬂ X1+ uC1+ 2k
a) kroz bazu stofca x2 + y? =22, 0 < z < A,
b) kroz plaft toga stoSca
ad a) Kako je P =x, Q = y i R = z, dobijemo prema (203)’ s obzirom na sliku 224:

T, = .‘..‘. xdydz + ydxdz + 2z dx dy = [prva su dva integrala jednaka nuli, jer
S

se baza na ravnine YZ i XZ projicira kao odresci pravaca duZine 2 A, dok je u

treéem integralu z = A) Hw.‘.,“mxaeﬂs.hﬂa.nwuﬂn\.u.
N
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ad b) Tok T, kroz u_n% sto§ca ‘odredimo najjednostavnije tako, da odredimo tok T~
kroz potpuno oplo3je stoica pa od T oduzmemo T;.

Prema (203)’:

wu,.ﬁ._._.%ﬂ&&&uu:%w.&%&uu V= u_.Win;uiw.e
| 4 | 4

T3=T-T,=0.

821. Izralunaj tok nw&?owﬂogﬂ kroz pla$t kruZnog sto¥ca (R = 2, H = 1), kojemu je baza wu.
ravnini X Y a os se podudara s osi Z,

[4 =].

822. Odredi tok vektora o= y i + Nm.'.*. xk kroz oplosje piramide koja je omedena ravninama.
x=0, y=0, 2=0, x+y+z=a (a@>0).

[0}.

823. Odredi tok vektorav = y 2 + %z + x y k kroz botne plohe piramide kojoj je vth S (0,0, 2),.
abazu &ini A OAB [0(0,0,0); A(3,0,0); B(0,1,0)]. (SL 225).

Slika 225.

Zadatak rije$imo tako, da prema (203)" odredimo tok vektora kroz sve plohe piramide, a od
rezultata T oduzmemo tok T, kroz bazu.

T= -—,.‘..‘,o.a&.@m&”o.
|4

T,=[2=0,dz2=0, 8m<Hnom_mcoHI:HIA‘,.‘.xu&k&,H
s
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Cirkulacija C = — 3 .‘.-‘. x1y*dx dy, gdje je S povriina kruga x* + y* — R Ug prijelaz

§
na polarne koordinate dobijemo:

R 2n
__ N . 3 .
u.‘,.‘,vnno- e.nnws.ev%neﬂIM,‘VQ%.‘,AWE,..GB%%&@H
s 0 0
2x 2xn
R¢ R i
= B s =X _sindo|  x
g | ' 2ede a_e 4 =gk
0 0
Vi
Yy W t
.
e
R
Ve ¥
\W. m\_%
z x 7
[/ X X
Slika 227. Slika 228

828 WNH a &u. ,nwguls oww E%.Wn_now 7 uzdu? jednog zavoja A} cilindritke spirale x = a cos ¢,
120 i 1=2m (5. 227, || B ke spirale kojim odgovaraju vrijednosti parametra

Da_dobijemo zatvorenu krivulju & $to omoguéuj imj
K t je prim S ’
spojimo tatke B i 4 pravcem, Koji ¢e biti okomit na Sw:::u nwmsmx. MMMW%M»W ﬂu ule 209,

Cirkulacija QH%G«&"%»UQRITQQQ.T%& H%xn& +ydy + zdz
+k

+h +k
za

ﬂHva+.e...~.v+ NM
Kako je dx = — agsinzde, dy =acoszdt i dz = bdr dobijemo:

2% Py

2

2 =272t

. OH.‘,Ala"m_.u~8mn+n:w:8m~+vns&umn
° 0

Kako je rot ¥ = 0 (vidi npr. zadatak 806), polie radii ] i

ako | t di npr. 3 polje radijvektora je potencijalno, pa vrii
w:éw_y_.:.ow integrala ovisi _wa.no o izboru podetne i kona&ne tatke puta; Eo_BBm u_.um %Mﬂﬂﬂ
C dobiti po pravcu 4 B istu vrijednost ali s protivnim predznakom. _

i 418

Kako za pravac AB x = a,y = 0, dok se 2z mijenja od 0 do 2w, moc,mn:.o

2nb
.‘.H — &.N&NH +
AB 0

Do istog rezultata dolazimo i bez ratuna, ako uzmemo u obzir, da je u polju koje potje¢e od
potencijala, vrijednost krivuljinog integrala po bilo kojoj zatvorendj krivulji jednaka nuli:

2ntb? — 2wt bt =0,

0

IMH = — 2 n?b?

2nb

829. Cursto tijelo rotira oko osi Z s konstantnom kutnom brzinom . Izratunaj:

a) cirkulaciju C polja obodnih brzina uzdu kruznice polumjera R, kojoj je sredifte na osi
rotacije, dok je ravnina okomita na toj osi, u smislu rotacije,

b) divergencije i rotor tog polja brzina.
ad a) Prema slici 228 i formuli (205 a):

v,=v=R-.a; v, = — Rwsing; e..\HNSOOmR
a kako je
. y x
mEQ”Mu a nOmRHMu
dobijemo:
v=—wyi+ wxj (@
pa je

Oﬂmme,&"%we&"wsh"%s.quﬂwnaww.
+k +k
Ili prema (194a), odn. (205 a)’

0 @
o.u.:A%lmv&&u %.TeLﬁeV&&nNs.wnueaxw.
S

s
ad b) Kako je prema (a) P~v_= —wy, a Q= v, = wx, dobijemo s obzirem
na (202) i (204):
-~ 0v ov,
. | x &"
&<u| ox + ay b
- OV ov
- _ ¥ ___ % _ =
noﬁelox T o+ o=2o0

To znati: rotacija polja_brzina &vrstog tijela u bilo kojoj taZki tog tijela jednaka je
dvostrukoj kutnoj brzini, odatle slijede izrazi »rotacijas ,,rotor<.

—

mr
. ré
koordinatnog sustava, kroz bilo koju zatvorenu plohu koja obuhvaéa ishodiste O. (Vidi u

830. Izralunaj divergenciju i tok sile privladenja Fo_ tatke mase m smjeStene u ishodistu

§13, 2. i 3. izvod sile F i potencijala U polja gravitacije).
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oty =

% Fle -y
& .
b“' %'Q‘ ZF&

, (rotv), = k(—2x—2) - k= —2(x + ),
pa je

C=— N.‘..‘,@ +3) dxdy=[za 2=0y =1 — x?] = prema slici 229 =
S

1 1 —xt 1 1—x

= INA—.&“.‘@+S&.H JN.‘,&“
0 (1]

0

2
£y + %

0

1
41

u|.‘©.a_|na«.+_|~&+$&u..&.
o _ —_—

ad b) Prema (205)":

C= %w&+m&+x?

+E

—~

Prema slici OH.‘, +.‘, +4“ , a kako je P = y%; Q = — x?; R = 2%, dobijemo:
AB Bt cC4

._. u_N.l._o.&no;u_liu._.ew%lm%u_%,ulfgn

o~

AB AB

1
u%ﬁ:éﬁ»é&n lmw.
o

1

._. u?uo.&uo.nnsn_'%%u%m&u%
Be

B¢ 0
1]

.‘uGuP%upqun.‘%%u,‘Nn%ulw_m..
ca a1
4 1 1 41
C=-%*t3-3~" "%

-

mwm.ﬂnx2w+ku.ﬂ+ zxk

x®+yt=1

k= xRty tr=1

[— =].

837.0=(2" — )i + @ — ]+t — Ak

»l au+%+n.n¢
= %t + 3t = 28,

[0l
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Zadaci

838, Izracunaj
a) grad F(F)= VEG) =

= F@? - Vrr=F (FF-2rVr

-
r
r

prema ANOS i(15)

= prema (208a) = 2F'(7)* - r — =2 F (F)*F.
by grad [(ar) (3P = VI(@r) (57)] = prema 208) = (a7) V(b7) + (57) V(a7r)
= ANHV v (b, x + ve.e +b,2) + Awﬂv V(a,x + a,y + a, 2)

= prema (18)

—prema @) =@ G, i+ 5,7 +5,B+Er)@,i+a,7+a, =G5+ ENa.

x y =z

¢) grad Aﬂﬂﬂv = QAaMﬂv = V(rab) = prema (31) i (31 a) = a, a, a =
b b b
z v z

prema (207)

=V HRAn§~uu|nuwev + A&uvu|&u~uuv + 2 A&hvﬁl h&@uvu =

prema (27) = a X

sy

— (b, —a,b) i + @b ~ab)i + @b, —a,b)k =

839. Izratunaj div (@ Mu gdje je a konstantan skalar.

&inﬂv = qﬁaﬂv = prema(210) = a Qﬂn prema(209) =a(l +1+1) =13a.

.840. Izratunaj
2 dive(ra) i
b) &<ﬂﬁﬂm‘v“ gdje su @ i b konstantni vektori.

dmvﬁxnn +.<ae + Na«v =
prema (207)

ad a) VB (ra) = prema (18) = prema (210 b)

=bV(xa,+ya +za) = =B(a,i+aj+ak) =ba

ad b) Qw?nvl Qsmkn +ya, +nnv|unﬁ=n@_8 An x+a,y+a, NVQﬂ...
+q<nn *x+ay+ta, 2) = URB»%E&Iu?‘o+¢.nv|&?l

841. Lzratunaj div (@ X 7, gdje je @ konstantan vektor
QQX&I@RB» (13 OInB«.&InS =0
prema (213 8) i 211).
842, Taratunaj dive 28 v=r(ar) —2a(r).
Vs = prema (210) = V[rar)] — 2V a(r)* = prema b) u zadatiu 839 i (15) =
—4@N —28@@M = (10 b) =4(ar) — 23 A1 = prema (208) = 4 (a7) —.

—22Qr V) =prema(208a) = 4(ar) — 4arr, =prema(l) = 4(ar) — 4(ar) =

-426

=~

843. Izratunaj rot (@ NVV gdjec je @ = @ (x,y, 2) skalarna funkcija.
V X Aele.v = prema (212) = ¢ rotv + grad ¢ x v,

mﬁ HNBmE.E rot ( ﬂnv. gdje je r udaljenost tatke polja od .mro&wnm koordinatnog sustava, dok
je a _833:85 vektor.

VvV X Q.Nv = prema (212) = :oﬁw.._. grad r X a= prema (208a) = 0 + H| Xxa=" vw a.
845. Izralunaj rot nm. x”uv gdje je 2 konstantan vektor.
- 3z > - -
v x? X JIEQE_ An_umvlaa_<~.laa_<n+« |..WI nlhﬂu —a=2a,
- 0ry “Va, —
jer je prema (211) i (213¢)
dva=0, 2_o0 i J2_2
or da,

846. Izralunaj divergenciju i rotor zadanoz polja o= f@® c
dive = V() ¢l = prema(210) = (r) V¢ + ¢ Vf(r) = prema (209) i (208) =

r 3 ane

—0+cf @ Vr= w\é.ﬂ.

roto = V x [f(r) c] = prema213b) = — ¢ x Vf(r) = prema(208) = — ¢ x f*(r) V'r =

-

= —xfM—= %S

= prema (208 a) (r x nv

847. DokaZi da ¢e prostorno centralno polje o= f@® - ﬂuomﬂwn. solenoidalno samo i tom slucaju,

kad je f(r) = a » gdje je B = const.

Izratunajmo div m.“
divo = Vo = Vf(r)r = prema(210) = f(r) div r + r grad f () = prema (2103) i (208) =

=3f()+7F @ Vr = prema(208a) = 3/() + 7S =3/ + 1S ().
Polje je solenoidalno, ako je E.< o= 0, pa stavimo

3O +rf (=0
Odatle
@ 3

I
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QOdatle

m\.w.naénl Cysint + Cycost — 6Cycos t — 6 C, sin o). ©

Uvritenje (f) i (¢) u (d) daje nakon uredenja
9 =e % [(C, + Cy) cos t + (C, — Cy) sin t].

850. dx _
- 3 (a)
1.dy £, -t
—=x4e +e -
de : ®)
Postupamo na isti na¢in kao u predasnjem zadatku.
dx _dy
ar T ar
Uvritenje u (b) daje:
2.
MIM —x=¢ +¢!

ili
x—x=¢+e"
Nehomogena linearna diferencijalna jednadZba s konstantnim koeficijentima [Vidi dio II
Repetitorija, § 10, 3. c) 4. II. shu¢aj]. Karakteristi¢na jednadzba:
—1=0; e = %1

% =C,é + Cpe’

bhh=1=mn by=—1=r.
té tet
Ko =Y) TEF-D
PH=b—1
P@®) =2b
PQ)=2 P(-DH=-2
t. ) : te !
=" M= — 5~

x=C,é +Cet+ WQ» — .

Prema (a): .
dx _ 1 - t -
Y=g =G -G S~ + 5+
851. , dx ¢ _
T =2y—Sx+e _ . (@
dy T
G o6yt . (b
Prema (a):

()

430

o e

1 dx 5 |

ENM%+MRLINI~.. (G)R
Cﬁwﬁbmo () i (d) u (c) daje nakon uredenja:
d2x dx .-
@t ug 28x =7 +2e7 %

ili
x+11x+28x=7¢ +262%

- Karakteristi¢na jednadZba:

P+ 11r+28=0
n=—4; ry=-1

-4t -7
% =Cre 4+ Ce ™t

bi=1l#rn+#r by=—2#r#r,
_ 7¢ 2672
PG Kl 08}
PB =8 +11b+ 28
PQ) =40 P(-2)=10
_1é 27
d_la N = 10

x=C, e 1 Ce"t APOQ &+ 8 %,

Odatle
dx - -
S =—4C 1 1Ce :+%Qm| 16 72,
Uvritenje izraza za x i Haﬁv daje,
EHWO «!:IQ«::+P ¢y 1262t
7~ 2 hona + e ")
dx
muN'NU\
dy
anl.elua. (@)

Rijedimo taj zadatak na nedto drugi nacin.

Nekasux = Ae'%, y = B¢ partikularni integrali zadano, i
] oY= a g sustava, dok su A4 i B konstante,
Ta partikularna rjedenja zadovoljavaju zadani sustav, pa je ’

Aret=A47  _ 2B/
Brdt=Be"—24."
fAr—A+2B =0
f*Br—B+24) =0
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dﬁwnos_.n (b) u (c) daje:
Ovamo uvrstimo (d):

ili
.Y+ 2y +2y=0.
Karakteristicna jednad?ba: r* + 2r +2 =0
fa=—1%i

y=C et tNT 4 g1 NE
i

y=¢ *(C, cos x + C, sin %),

Odatle:

m = ¢ *(— C,sinx + Cyco8x) — ¢ *(C, ooma+0.mm=xv.

Uvritenje u (d) daje nakon uredenja:

s u.wﬂuzo. —~2C) cos % — (G, + 2Cy sin x].

* P = @
dz
xnmﬂ+a.+.enﬂc. ®

TraZimo y (x) i z(x).
1z (a) slijedi:

y x
pa je
Iny=Inx+InC,
ili
y=GC = ©
Uvritenje y = C; x u (b) daje?
dz
Rum+x.+0.»x..hc.
a odatle je
zdz = (— x — C} x) dx,
pa je
22 x* C? Y e
MHI.NIIM-RM.TQM i 22=—-22-Cix*+C;

a kako je prema (c) C, = .eﬂ dobijemo:
wn+.v.u+u.H0..

Geometrijski predotuju dobivena &ownaw zadanog sustava diferencijalnih jednadZbi
familiju prostornih krivulja, kojc su zadane kao presjeénice ravnina kroz ishodifte okomitih
na ravninu XY i familije koncentri¢nih sfera sa sredi$tem u ishodi¥tu koordinatnog
sustava,

860.

86l1.

dy _
pi 3y—=
dz s
Q|kl.e

Trazimo y (x) i z(x).

Prema (a):
. dy 4y _dz
d* - Tdx dx
i
z= lmmluw.
Uvrstimo (b) i (d) u (¢):
dyy _,_b_
ili
¥ +45 +4y=0.
arakteristi¢na jednadZba:
K eristiéna jedna o tdram0
Tig=—2
y=Ce ¥ +xC Pabd
il s
QHAO».*..O-.@«! “,
Odatle

M.N = —2C ¥ 2xC e " + Gy e
X

Uvritenje u (d) daje nakon uredenja:
z=—(C +Cs +2Cp e >%,

Il
»

gle &€
I
|
@

[y = C, cos x + Cysin x; 2 = Cy cos x — C sin x].

m+~e+auﬂ%

m —y—3z=—x
Trazimo y (%) i z(%).
(a) deriviramo dvaput redom:
YW 2y 4z =¢

1z (a) i (b) uklonimo =,

(a)

®)

©

1C))

@

®)

©
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(c) derviramo po t: L . .
z2=x+y+ =z
Uvrdtenje (a) i (b) u z daje:

Karakteristi®na jednadZba:

P—r—2=0
n=2 r=-1
z= O.. &1 et @
Iz (a) i (¢) slijedi: . .
xX—2=—2x
pa kako je . ]
2 =2C, " -Gy,
dobijemo:

x+2x=2C e —Cye? ©

a to je linearna diferencijalna jednadZba I reda, koju rje$avamo prema formuli (106) IT dijela
Repetitorija: -

za ¥y +fWy=gkx y= e ﬁ._.L.\S& -g(x) + L .

Kako je u nafem sludaju f(x) = 2, a x je ¢, dobijemo

‘TE&H‘.N&uNy

x = &-::.%,09 &t~ Cebydr + o._

a odatle je

x = WQ.QS —Cye™t + G2 63}

1z (a) slijedi:

..<Hw+x|n.

Uvritenje () daje:
y=—x42C " ~Ce -z

a nakon uvrtenja (f) i.(d) i uredenja imamo:

1 - -
y= -uIQ—«: uv.Q-.m m|0un 2. (g)

Uvedimo potetne uviete, tj. uvrstimo x =1 i y=2=0za t =0 u (), () i (d):

~H|_N|O.IO-+O.
1
oHMO—IO»IO.
0"0_+0u.
Odatle slijedi:
1 1 . 1
O—H.Wu Onﬂlﬂ 1 OuHM.
Uvrdtenje u (f), (g) i (d) daje traZeno partikularno rjeSenje:
1 a1 ¢ 1 _a
.NIQQ +MQ +.M|m
,P 2¢ _. -t _. I».n
y O& +MQ IM&
I..P 2¢ 1 -
Z = wa |.m|« .

85 (x—z—y=0 x=—1
..,.\IN+xHo i partikularno rjefenje :u.uo.mago uvjete y =1 za t=0.
wlal.eﬂo. z2=0

[x=—¢* y=¢% z2=0).
866. (x —d4x— 36t =0 . =0
" v i partikularno rjedenje za ¥ pi t=0.
=0 u‘".ro

.@+~xl2+ 2¢

[x = 10 %% — 8%

4+ 6t—1; 3= —20e* + 86 + 3¢ +12¢ + 10

4
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