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PRVI DIO

(Brojevi formula odgovaraju brojevima u II dijelu Repetitorija vie matematike.)
1. DIFERENCIJALI

A. POJAM DIFERENCIJALA. RACUNANJE DIFERENCIJALA
Formule

= A
Iz definicije derivacije y'= lim g i limesa promjenljive slijedi da je:
ax»0ldx»
Ay
Ax

Ay=y'Ax+elx, gdie e—+0 kad Ax—+0;

=y'+el-Ax

anwn prirast funkcije rastavljen udva dijela, Glavni dio v::a: funkcije
koji je linearan s obzirom .na prirast nezavisne promjenlji-

ve, zove se diferencijal funkcije.
Diferencijal se oznatuje slovom d:
dy=y'Ax.
Diferencijal nezavisne promjenljive x jednak je prirastu x, tj. dx=Ax, pa je:

n.eﬂu\n»

2

U_mnnnun:n_ funkcije _omnnw je =Bnowr= derivacije te funk-

cije i diferencijala nezavisne promjenljive.
Isti oblik ima diferencijal uruwnun funkcije y=£(x), gdje je w=u(x)

du="f" (u)-du.

14

Bududi da formula (14) ima isti oblik kao. formula (2), kaZe se mn diferencijal ima

svojstvo invarijantnosti.

1z (2) slijedi

dy
y'= Tdx’

Derivaciju moZemo prikazati u obliku diferencijalnog kvocijenta.

(23)

[ §]
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<

xXp ——=Ap
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=gt X

I
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€

k4

‘o1
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Ay=f(x+Ax)—f(x)=dy=f"(x)-Ax, %)

pri ¢emu je ta jednakost to tatnija, §to je |Ax| manji.

Ta formula ima veliko praktitko znadenje, jer je mnogo jednostavnije izralunati dife-
rencijal funkcije nego njen prirast.

Smatramo li da je |Ax| apsolutna ﬁon-.&_,ﬁ u mjerenju x, tada Ay=dy daje apsolutnu
pogresku izratunate vrijednosti y=f(x).

Zadaci

.U zadacima 16 do 18 uklj. izralunaj razliku izmedu Ay i dy.
16. y=3ax?—x za x=1 i Ax=0,0l.
Ay=f(x+Ax)—f(x)=[3 (x+A x)2—(x+ Ax)] - (3 x®—x).
Uvritenje x=1 i A x=0,01 .daje: ;
Ay=3-1,012—1,01 —3-1=0,0503
dy=y’-Ax=(6x—1)-A x=5-0,01=0,0500.
Kako vidimo, razlika iamedu Ay i dy iznosi. samo 0,0003.
17. y=2x*—x* za x=1 i Ax=0,l. [0,052].

{A y=0,009001 ; .dy =0,609].
U zadacima 19 do 22 izratunaj pribliZne vrijednosti zadanih korijena pomoéu diferencijala.

18. y=5x+x* za x=2 i Ax=0,001.

.||<
19. Ji7.

4 - -
Uotimo da je J17 posebna  vrijednost  funkcije y=f@=x za x=17 i da je

17= _a+_lke+>a“ pa je =16, a8 Ax=1. U tom slu¥aju moZemo -\3 prikazati u obliku

Yo+Ay, gdie je:

Yo=f5)=1T6, 2 Ay=dy=F(x)Ax.

Radunamo uzevii u obzir da je f'(x)= ! :
4
4
d.ﬂ_bxxvi , ! ~+ 21 o,
S i . 48 3———
.::o.

u.nx@vn_.\mw u_uuul_uwﬁ?, pa je =32 a Ax=—1, dok #,
ATt + Ay =f+ dy=fz) + fx) A x.

14

Uzevsi u obzir da je f'(x)= - , dobivamo:
[ SO
sie
1
=2-0,0125=1,9875.
s 80
s)3z
-|
21, Jats. {5.991).
22. J376. [2.96).
U zadacima ‘28 do 29 uklj. izralunaj pomocu diferencijala priblizne vrijednosti zadanih
funkcija.
23. sin29°.
o ¥ 27 ©
- y=f(x)=sinx; x=arc30°— 20_ INIQ“NIPE.KM Xo—Ax
. _\ .
8in 29° = f(xg) —dy=1(xe)—f (%) A x=sin Z ot l.o.o:a 0,5—2--0,01745=

6
=0,5—0,5-1,73-0,01745=0,5 (1 —0,030)=0,485.

24, y=2-4x45x+3 22 x=1,03.,
x=1,03=1+40,03=x+Ax.
Kako je y'=3x3—8x+S5, dobivamo uzevdi x=1 i Ax=0,03:
y=S5)+dy=flx)+S(%)-Ax=(1—4+5+3)+(3—-8+5)-0,03=5.

25 y=el-** za x=1,05. ‘
) x=1+005=x,+Ax.
- Kako je y'=—2xe'~*, dobivamo za x,=1 i Ax=0,05:
YESE)+H(x)-Bx=—2.1-8-005=1—0,1=09.

26. arccos 0,4975. ‘ .
y=f(x)=arccosx, gdje je x=0,4975=0,5—0,0025=2—Ax; vn..wo“

arccos 0,4975 w:éur&w?vig.k =arcc0s0,5— ———(—0,0025)=
. : <| 0,25
= I+al _,iq~c+o.8~3 _.884!:3 60°10°.
27. y=x"—-3x"+41%-2 za x=1,002. [0,0140).
28. tg45°03°20". {1,0019]).

15
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37. y=sin?x; d*y=? _ dr
0—2_ —3r—2=0; [— =?
dy=2 sin x cos x dx=sin 2 x dx i w o4 resdy 2=0; Tevenu )
d? y=2cos 2 x dx?

dy=—4sin 2 x dx®.

& 2do+rdp+edr—3dr=0,

ili (@—3) dr+(® 241 dp=0|: dp
. : dr _
38, y=sinx-lnx; d*y=? :I.&nxh: x—p 8% Smx ael. (@—3) —=—(*241),
X x x2 de
Inx 2lnx—3 dr & 24r
39, y=—:; d2y=? . ai &_ .
y=—>;d'y @ = &s_ pa je 3 3 ) @
Ac\ y=4-%; g2y=>? [4-*.21n4 (2 x%In 4—1) dx?}. Uvritenje ¢=2 u zadanu implicitnu funkciju dajée: 142r—3r—2=0, pa je r=~—1.
: . d o1
M yrte sy [e* (A6 %16 d]. Iz (@) slijedi: th R )
v P/ o=2 - -
Tow 42, euhw d*y za x=1 i dx=0,1. 10,0384] dx
2—x ? ? : 46. xV=y*; nluw
y
U zadacima 43 do 52 uklj. izratunaj diferencijale, odnosno derivacije implicitno zadani . . .
o padac j. izr j jale, odnosno derivacije implicitno anih a Logaritmiranje po bazi ¢ daje: yln x= xIny,
. 1 . 1
Xyt diferencirajmo: y— dx+lnx-dy=x — dy+Iny-dx.
43. INJMM:%QHW x y
a Odatle:
2xdx 2ydy d: Bx
. g0 odutle Zm— @ __.,va axfme—2)ay § HZOFD
’ x y dy_.ykxIny—y)
ey By—xy ‘ .
It o . N d d&
s a . : _ 47. y=x+lny; &.Wn ? mlkﬂw
Uvritenje (a) daje ) byt
. d: i
.Wwﬂlvua;u e . . 1) m.enna+lv.u ili “dy Aulfvw&u
dx?® aty? : : V.W Y Y
. : dy v
nn.eﬂlv.&m . . pa je v @
aty® -
: dy O-Dy—yy ¥
44, x®+3y?=25; odredi " u Ty (3,4). ‘ dx® ,QI_V. (y—1)2
2xdx+2ydy=0. dty y y

- -1 (P

Odatle:

47 10247 48. a24yr=1; dy=2? dix=?

—

e 15.3 225 : )
autatki 7;(3,4): y, =———F=—— ﬁ da? &ﬁ.—

18 : 2 . 19
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Zadaci

L' zadacima 53 do 60 uklj. izralunaj derivacije funkcija zadanih parametarski.

xr~acostr] d T
53.. —ulTl,|y= |v.

y-asin®t) dx? 6
P an , Yy 3asin®zcost ot
rema : = = ctgt =—tgt=¢ (.
Y x —3acos®t-sint € € =9 ®
1
5 cos?1 1
Prema (17a): Q;H.WH — = - .
x —3acos®tsint 3asintcost
b3 . 1 32
Cﬁﬁ:u\.lv“ Y =— =—
6 1 n 2a
3asin— cost— —
6 6
x=etcost | d?
54. Nl =
y=etsinz J dx?
etcost+sint-et cos t+sint
Prema (17): = = (o).
an Y —etsinz+cost-et cost—sint °®
Prema (17a):
., 9 . (cos t—sin t) (— sin t+cos £) —(cos z+sin £) (—sin —cos 7)
y=—=: ¢= —t - - ==
x (cos t—sin )3
. 2
= -nakon uredenja =———
(cos t—sin 1)?
x=et (cos t—sin?)
.9 2
yErm————
x et (cost—sin1)?
-— 3
55. x=ltea mNHu
y=at+e—at | d
y a—aea .
= = —e—at_e—2at—q({
¥ x aeat ?®
p —ae~at{2ge2a
E\"H = a = —g—2at 42 ¢—3at
x aext
P 2qg%2at_6ge-3a
yr=2_ =2 e—3at—6 e—4as,
x aeat - T
1
56. [—1
y= |
t+1 mwﬂm
22

. W

ot

7

Ve
e
— 2

57. xin a\w‘”.fv [2¢(cos 21 —Rsin24]."

’ y=sin21 | dx®
X ==eu dz o 4o 1 )

58. — =2 T
Quﬁnminv&a €2a (1 —o?) _:an
x=1* d* 1]

59. Y u Ty, ). 1
y=+1] d< 2

— 1 12 B ~3 o ]

€0. X=C0s o+ sin & mml.eul..v mﬁn. .
y=sinx—a cos o J dx? «

U zadacima 61 i 62 konstruiraj grafove funkcija zadanih parametarski.

g x=r-21t
y=£+21.
Obje funkcije su neprekinate i definirane za sve .
Odredimo ekstremne vrijednosti.
y 2142 t+1
funkcija y: == =——=¢ (¢
a) funkcija y i P @
g t—1——-1 1 4
VeI e 2e-2 G-
'=0: 14+1=0, ;=—1, N
YTV T ugi 1zved YO
¥y Q—vﬂilx.l.|Nva"chm Ymin u& L,=—1 Ty C@a .\u.‘ IR 3_..3 In .
Imin=y (—D=1-2=—1itoza x=x(—~1)=1+2=3.
de x t—1
b) funkcija x: —=—=——=YF()
dy y t+1

&x ¥ 1141 2 7

dy? @+ @+13
dx
) — =0: t—1=0, t,=1*
dy
& 2 1

— () =-— —~=—>0; xpin 22 L,=1,
eI ) e

Tam=x(1)=1-2=1 72 y,=y (=1+2=3

d&x B 3’ =1
—_—=——=— () za = — -
d : 20—1 Tataka
y? m ¢ Av« : 4 infleksije
..\:Halm.sn —= F#0 za 1,1 nema.

¥ @+1p® 41 @+1)1

Nul-tacke:

iz y(@®)=1*+21=0 shijedi: =0 i ,=-2,

uvritenje u x=12—2¢ daje: x=0 i x,=4+4=8,

23
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6

®® ®

26

... x=t—sint . o .
Cikloida: u N._A n_Hlv i sve prikazi graficki.
=]—cost

A

il

~

|
FemunS
(S

|

N
S—
p

II
NI 4
——l

x=2et
yomemt u T, (1, =0). THI|+Nu y=2x—

l .. u
m_mvm»u RIN < un0w~: q._ A ?Hl.mwnmmmwmvlwﬁ.
y=2sint 6
x=acos®t k. \
Astroida: R aT, | ,=—1}.
y=asin®t 4
QOdredi tatke na krivulji x=r—1, y=13—121+1
u kojima je tangenta paralelna: a) s osi X.
b) s pravcem y=—9x—3.
y 3£2-12
y=tga="=———=3—12.
x 1
a) Za os X: tga=0, pa je 312—12=0.
Slijedi: =42
Tangenta je paralelna s osi X u tatkama:
T, (g=2—1=1; y,=8—24+1=~15)

Ty (xy=—2-1==3; »,=—8+424+1=17).

b) Za zadani pravac tgx—y’'=—9.
Slijedi: 32—12=—9, a odatle je ;4= +1.
Ty(xg=1-1=0; yy3=1-124+1=—10) -
Tia=—1-1==2; y=—1+12+14%12).

u—l

ﬁ.wa”.lk.._..n@u . lﬁ B

2G+y)y=a; y=x].

IIl. POLARNE KOORDINATE. JEDNADZBE TANGENATA I NORMALA

NA KRIVULJE ZADANE U POLARNIM KOORDINATAMA

Upute
Veza izmedu pravokutnih i polarnih koordinata talke.

|
i
Pol: \ x \ Potarna os X

Stika 3
Prema slici 3 imamo:
: X=rCos P
y=rsineg.
Obratni prijelaz od w3<odemm; koordinata na polarne’
) ¥y
go="=
x
x
r=+ |xt+yi= R
ocos¢ sing
dy ...+1~me
Odredimo y': =tga=—=——— 2
y y'=1gun & ilqﬁe. (20)
dje j L
3 r=—.
gdje j dp

U tatki T (x,=r,cosgy; y=rysing,) krivulje jednadZba tangente glasi:

T, +« tg
y—rysing,= Lang Hn& —73 COS Gy), 1)

..—I..u o,
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76.

71.

Iz r'=0 slijedi cos 3 =0, pa je: y bsint b
T T . go=—= =—1gt,
3g,=—; @ =—=arc 30 x acost a
2 6 | b
x 3n . pa je: @=arcig Alﬂmnv. ®)
wﬂ»"l +.Hw ﬁn“l"ﬂﬂh @OOM a ™
2 6 .
N r
- - S5 tg B ratunamo prema tg B= le (vidi zadatak 77).
ueuHM+Naw @Hm'ﬂu..n 150°. r

Uvrstenje tih vrijednosti @ u r=asin 3 ¢ daje
ri=asih 90°=a; 7r,=asin270°=—a i rg=asin450°=asin90°=a.
Rifemo graf ,rufe s tri latice uzevdi u obzir da za tatke krivulje koje leZe u polu O
vrijedi p=a, pa sve tangente u polu imaju jednadZbe:
2; 4w
n,=y=0; numu.ull._.nm L=Ey=—=x. Vidi sl. 5.
3 3
r=a(l—cos 0), a>0.

["maxs.=2a za 9=m; Tmin =0 za ¢=0. Kardioidu i njenu konstrukciju vidi na sl 50
u II dijelu Repetitorija.}

Krivulja je zadana u polarnim koordinatama parametarski:

r=agt3
p=br
Odredi kut §to ga-zatvara tangenta s radij-vektorom diraliSta.
. L. . @ r
Prema (17) dobivamo opéenito za r=r (1), p=9 (1): f \@VHI\IS, =
) 9
TR @
r = =0 a
Prema (23) tg =— dobivamo: roor
r —
?
: at?-2bt 2
Za na$ shucaj: tgl=—---—--=—0b1r
Jar® 3
. 2 - 2
pa je S=arctg 3 b2 | ili B=arc HWAWGV .
Zadana je elipsa xX=acost
y=bsint.

Prikazi 7 i ¢ kao funkcije parametra ¢ i izraunaj tangens kuta- B $to ga tangenta
zatvare s radij-vektorom dirali$ta:

x?=qg? cos®t + {
y2=>5b%sin® 1. |

r?=x®{y2=q? cos? t+b2sin® ¢, pa je:

r= <a|un9.n t4b%sin® ¢. (a)

L]
———m— .

. ab ab

a?cos?tb2sin?c r2

. (B*—a®sin2:
F=
2r

. 2ab
O o _msn2:

e e
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. x=acos%t : T
86, Astroida .q 8 Dilt=—].
y=asin% 6

3
mnlwawum«nou: wNIMﬁl&nmnwmn?fnnownn%mc
.3 . - .
v.HMam:.NE::W QHMnnwEN38~+Nnom~;_=c
T . 9 . 3} 3a
u T, :MN : xHIMa. H=—— -
u—\.wn . 15a
= 3 3 .v:"%.
Uvritenje u (30) daje nakon uredenja:
o 4 3. .
—= —3 =—a}l3.
pn 34)3 T Y V
x=12 T ' - 3
87. 1, =1). —.
R 20}10

x=gq(cost+tsing N
88. ( A ) u tacki parametra .
y=a(sint--tcos?)

H_n:
za a=10cm.}

5 Jat]. Vidi dalje sl. 8, koja predotuje zadanu krivulju, tj. evolventu kru¥nice

:
4

x=2acosl—acos2t A m i 3
89. . . u tacki parametra f, . N
y=2asint—asin2: . e}
8 g|sin —i
21
90. r=g® u T,(@=0; r=1).
Ratunamo prema (33):
r'=aklng, a u T,:r=na.
r"=ag¢ln?ag, a u. T, : ..Nﬂ_bun.
1 1+4+2Iln?a—In2g | <| -
T ea—1 =y 1+In%a .
o Ja+intap J1¥in%a g - = A
: . [ R+
91. r=ag® u T(g, 7). - .
) ag A.? ) , _Hhevlnﬂﬁal_r&nv«r

92. PokaZi da je polumjer zakrivljenosti lemniskate
rt=g®cos2¢

obratno razmjeran.s pripadnim r.
[Slika 46 u II dijelu Repetitorija predocuje lemniskatu.]

34

B. SREDISTE I KRUZNICA ZAKRIVLJENOSTI

Formule
a. Za krivulju y=y(x).
Koordinate sredita S(&, ) kruZnice zakrivljenosti u tatki krivulje T apscise x:.

. ¥y (1+y? 1+y”
mxmm s n=y(x)+ st (33)..

KruZnica zakrivljenosti u tacki T(E,):

k= (=DM G- =eh

gdje je prema (26): *
A+yy
e @7
) 1y"1
polumjer zakrivljenosti u tacki 7" krivatié.
. x=x(1) e e
b. Za krivalju u tacki krivulje T parametra ¢:
y=y@®)
(304 52 G5
NS i RNt 2 36)
£y—yx £y-9%
KruzZnica zakrivljenosti u tatki T(E, 7):
k== +0—nP=¢%
224 92y,
gdje je prema (30): mumwv@:“ . (€2))
lxy—yXx|
Zadaci

U zadacima 93 do 98 uklj. odredi srediite i kruZnicu zakrivljenosti za zadane krivulje u za-
danim tatkama tih krivulja.

y .
93. y=4x—x u vrhu. Vidi sk 6. ) x-2*y-51% %
Napisemo li zadanu jednadibu u obliku 35— ——— .I.mvw
y=—(x—2)*+4 vidjet ¢emo da je vrh parabole ﬁ |
u tadki V(2,4). ; -
. ) e
Ratunamo prema (35): " y=tx-x
{
¥=4-2x,au V:y;=0 "
,. |
y=—2auViy =-2 T !
. |
Prema (35): |
. s {
0 1 1 2 4\ x
E=2——=2; 3—4——=35. 9 . \
-2 2 Slika 6
3+ . 35
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Evoluta zadane parabole (evolvente) jest polukubna parabola. Vidi sliku 7.

So x=ga (cos t+2sin )
y=a(sint—tcos ).
Ratunamo prema (36):

Y 1
Evolventa

x=a(—sint+412cos t+sinf)=qatcos?
y=a(cost+tsint—cost)=atsinz
x=a(—tsint+4cost)
y=a(tcost+sint)
22+ y2=a? 13

xy—yx=adet

atsint-q 2

= t i - =
0| ¢ E=a (cos t-+1 sin) Py acost
X
Evoluta A atcost-ar2 R
. 2 n=a(sinz—tcost)+ —————=asint
f the 70t at
E=acost

Slika 8

mu+dn"huu ili

ﬁln sint.

Kako i&n.a.. za evolutu smo dobili kruZnicu polumjera g 'sa sreditem u ishodistu o,
pa zadana jednadZba predouje evolventu kruZnice, tj. razvijenu kruZnicu. Vidi sl. 8.

101. Parabola y=x%
% Parabola .32 —2 x=0 uz grafiki prikaz.
@?3?5 hiperbola x2—y®=g? Graf,
- \,

N \,
. : =3¢
104, Parabola * > .

y=8—6

38

1 E Y
[=5+()']
[8 £2—27 72=0].
[El—n"h=(2 o).

4 3 16/ 3y
—— 3 =31 E=— = )
T 3 a=3e=os §T+N:

DRUGI DIO — INTEGRALNI RACUN

V. NEODREDENI INTEGRALI

A. POJAM NEODREDENOG INTEGRALA 1 NJEGOVA SVOJSTVA.
OSNOVNI INTEGRALI

Upute

Ako je zadan diferencijal funkcije F(x), . dF()=f(x) dx, ili derivacija funkdije
F(x), tj. F'(x)=f(x), a traZimo samu funkciju F(x), tada vrdimo operaciju, koja je in-
verzna (obratna) od diferencirdnja, a zove se muﬂnmnmnuumo.»:mow se traéna funkcija
F(x) zove primitivna funkcija s obzirom na zadanu funkdiju f(x).
Svaka neprekinuta funkcija f(x) ima bezbroj primitivnih funkcija, koje se medusobno
razlikuju samo za aditivou konstantu C, a to znali: ako je ﬁ\@vu.‘.o«v. u...s_S je *A.u.o
primitivna funkcija s obzirom na f(x), tada je i F(x)+C takoder primitivna funkcija
od f(x), jer je D; F@+O=FO=F®- N
Izraz F(x)+C koji obuhvaéa sve primitivne funkcije od f(x) zove se neodredeni inte-
gral funkcije f(x) i ounum—mo se znakom \ :
[f(®) dx=F(#®)+C, jex je dF@)+O)=f(x)dx ili
jer je D (F(x)+C)=f(x). : . -
Npr. [cos xdx=sinx+C, jer je d(sinx-+C) = cosx dx ili jer je D, (sinx+GC)= cosx.
1z navedenog slijedi: i i i . .
1) Rezultat integriranja moZemo kontrolirati tako da ga diferenciramo ili deriviranid, jer
je integriranje inverzna operacija od diferenciranja, odnospo deriviranja.
2) S istog je razloga
[F(xdx=Fx)+C il JdF(x)=Fx)+C
d [F(x)dx=F(xdx

D, [F(x)dx=F(x)
: \.& A=x. - . @38

Brojevi formula uzeti su iz II dijela Repetitorija vife mate-
matike.

3) Svakoj formuli diferenciranja, odnosno deriviranja odgovara formula integriranja, pa
mozemo uz svaki diferencijal funkcije napisati pripadni integral. Tako se dobije tablica
osnovnih integrala, koje treba znati napamet, jer se integral bilo koje funkcije
rjelava na taj nadin da se podintegralna funkcija ili integrand trans-
formira tako dugo dok se ne raspadne u niz osnovnih integrala, $to dakako ne mora
uvijek biti moguce. .

1

39
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- U-zadacima 105 do 115 {ikljiizratunaj zadane integrale.

Tﬁaxu & Lc 61y

blna o
._.a“uxa =In|xta|+C @ ..,
‘— dx uw_a:_awa_.g €y i
bx+a b ¢
x { /ﬂ :

~ ez %2 +e )
M+ .,v +C (s )
o ,

Tablica Eﬂomun_n popunjena je integralima koji nisu osnovni, jer su iz njih izvedeni, ali .
njihovo znanje zhatno ubrzava ralunanje integrala. Preporu¢a se poletmiku da prepide &
tu tablicu &mnnono:m_» i Enom-.w_»u da se njome sluzi, dok ne naud integrale napamet. i
Od velike je vaZnost znanje napamet i trigonometrijskih formula! Vidi npr. od istog

‘autora Repetitorij elementarne matematike.

Zadaci

dx 2 x4 1 1

o lx-tdx= prema @) =—=—— . —

= 4_‘3 'dx= p 7 —2 2 .«.+G
Prob mﬁ V1. 4,4, 9 '
roba i) Ty BT

O o

107.

108.°

109,

110.

|N+W
dx Mﬂ 3 ¥ 3 -5 3 3
.|||._ dx = E.an @n = - HIM.« s _ _ - +C.
—. . .
s -3 4]/ 4x)%
Izvrdi probu! b
2 3
dx 1 1 x5 §
= 7 Sdx= W Proba!
1] |
_\.:m f. V735 3V7
dx _ S . ﬁ 2 : : \
Vaw syvEte]
7 :
- simzx o M,
—\ncm —xdx= prema (60) =———=—sin— x+C. e

5 7 7 5

5

-

s0d N Mﬁafo

_:._ feos(—5sn)dz. s +C|-
cos 8¢

112. |sin(— mevaeli sin8¢d¢ = prema (59)= +|||+0

3 4 3

:w... (_.mEMeaﬂ. ﬁlw.nomMe+Q~.
10=  10*

_3 ._.Qa 5¥)dx= .TN 5)x dx= | 10rdx="prema (50) IE!SH%HZ—QG?OV

- M

gdje je modul M = loge=0,43429...

115. T?E&.

B. PRAVILA ZA RACUNANJE NEODREDENIH AZ.HNQE
a. Konstanta koja mno¥i podintegralnu funkciju stavi sc uvijek
ispred znaka integrala: . . I
JH @ dx=k[f(x)dx. €2)
Zadaci’

U zadacima 116 do 124 uklj. izraunaj zadane integrale i kontroliraj rezultat diferenciranjem.

tavimo 7 ! nxl.»k BB»QFVI_ arcsin—=+C,
-...ﬁ»ﬁ..:o ISII 5 e p =3 <I

16 ﬁlar
) s

jer iz B*=T slijedi da je k=)7.

2dx ——
2|y = 53a)=21n 11+ C=
07 i = (w2 11=F)— fffm prema (538)=2In (x+ 1T+ +
uEiSiEﬁo.
118. w%ﬂ.@ﬂ» (542) uz 2=15) =he+lE-19 +C.
. _. i _. : .&& s L1 Jetx| 1 5_<w+x_+o
- -= [prema =5l=—.—In|—"| == .
J4(5—x%) prema (O3 uz 1=3 2% |k—x; 8)5 u_\lmw&_
7dx . . 7 Cx
Wie—= . : = Z+cl.
120. .A—.N.A—\_%.Ia.n | ‘ - , FNE.QSA + \—



9%

JorEmpeionger £-xae €] )
: o+%ﬁ+m Y +.&m *p@+x)@+x)xf el
.Ho+a+§%.m *p(1+x =2 (t+x ))f Ter

€ I

.T+M\T|

6 131 LI
D+ fF—tx foxr— —x fx—=
0 L?av LTx e 1\_mv

mlv
|
I

6 €l
=), et |=a>l| (4 =

I«
‘w
R
®

=x h‘—tﬂf .—N af x?actu 3.— avx\_x&la @
S

.—O.Ixmfa% lm?w.

u .xum@iTm&\cMQ
AN

E_v_ 9 |
e xuuéQT,HNV.T%XTEV@Q )
9 S

%3

imﬁn g
T p o1 “he Tg

]

. v S S S

O+ fl_a_sm||+x>v+n|x>l+x\_21 so=
I 91 99 g it 13
y_ (A
w —_—

= v+_w_=_nlg_.i\l~lu+- |+¥|n11w’n

v * =% g¥ 9%  ¢¥ e¥

s T ¢ 1 ¢

e ————

.

=xp, a,‘IM.—n.wS.«l;la? R,TJ.L:: _,téa x._.nla?a,_.n
%P T = J i z

FERN

: ml\dv. X, X W\ﬁ —'% , |>n { -

midd +—+ & )| Lex
/

—

s 1 [4 I S 4

[wofuenapap (exponuoy reanzoy] NS

.3.e_L:.+wa|n£+.§|qu+m|,a2<.

14
+xgI— aa|+ L lora—Sar b e o () wwsra =
"O+xT a« Wty . P

Zxpfzr—xpxf +§:x\ s—xpef g+xpex [ L=xp @I—x+xS—e*8+gxL)f “STI

‘efuenzdaur eqaeid Josnip 1
8oa1d Souspaaeu 3108 nyowod sperfarur duepez feungelz: ‘(PN P Op SZI PWDBPEZ [)

12epeZ

‘uep od
uel uesiSaul ed efpNuny 019z PisIeqaSie BuU nsIas ‘apnJour 01 of oyyjoyn “aiwersdo A
aAs egqan ‘efyuny dfpusod 1 wIUADOAY ‘epnpord ofuelSdur €Z EMULIO] BWAT ONeX

sindp)

@9 *pCIFS[ Frp @[ =xp [ F @YIf

sefoyuny gn epexdaur nfoaqz
woysyeqaffe of yeupaf efroyuny efoxqz Soysieqafie readanul °q

4 - v
1o+, 2—— xPpg 2—| PTL
- € x- &

v 2 Nl +2S
RO | £ ] L
D+ == =([9)ewaad =xp —= €I
I+ y 21 Tl xp
N.uv
L L .
.o+ﬁ»|u|Nn:e«_saux?m& (€A}
T x?
x 6—2%)
._Mo+ xte _2_ E‘_. ‘171
—€l 1 xp .



~)

_ - o u
s, [V g, _ (143l atae]m 4322 -+ 3xta? 142 {5 dx—racionslizrauno nszivaik — {2V *FD 4,
. X = dx= e dx = . = <||~ - x—1

s_ 3 ,~, x

ﬁ\.x —\& . x3 - 1 - 2 -

_ H~?\Mn8+ ’ Q&HN&—\R +x+C.
-1 1 2 7 3 2 6 L 9 m ’
N-_.a umx+u_.kamx+u\*.xu &?T.—'aa dx=_x3 43 —x64 x5 4 .
J 2 7 5 ! U zadacima 143 do 151 uklj. svedi podintegralnu funkciju na algebarski zbroj dviju ili

vife funkcija pomoéu poznath trigonometrijskih formula (vidi Repetitorij element. mate-
matike. Poglavlje III (1) do (38) uklj.)

7 5 13 cos2x cos?x —sin2x dx dx
dx= — ~=C—ctgx—tgx.

143. dx=
cos2x

J costx-sin®x cos®x-sin?x sin? x

136. b.cl%gx. —E +c : .
“ ) A% 1Y a 6—&.&:? prema - ,_\|.+anxvu_ _|§§?uﬂ dx |Txn

cos? cos?x 1 cos?x
=tgx —x+C.
e E
. *—¥x 6 5. 48 — —
137 %||%n. ﬁll\xt*«xﬁo ) 145, f[agizdx. [C —ctgx — ]
\ V= 7 ElE ‘ : .
‘ . ’ 2 1 2 4
‘ 146. .*.n -+ cos Maxu.’. _+3m~w.|| mxl-—.|+|8m R dx=
K . y 14 cos2x 1+ cos?x — sin®x 1+ cos?x — (1 — cos®x)
_ (Vrser ﬁ 2 1+ cos?x 1{( dx 1
JF 138 b ———— dx. C—--.——ex+In “_ =}—""4d MI.A — vnl -C.
¥ * x a 3x)x I ) i u—.wnsux =2 U costx + NQmR+.é._
v
Eixm 24 3 02 3 2 2 - 147. TE.,M._».
- —x—Z)x—6x+C]|. v . 2
: 13 7 . ‘
(Uputa: primijeni formulu za sin m Rezultat: x — sin x4 C].
140. f(arc sin x + arc cos x) dx = prema formuli (70) &z I dijela Repetitorija, — . : . dsx
) . .\ 148 h,|.. 3. HANXITQH.
cos2x -+ sin®x

a9, [
7 )Jsintx-costx .
[Uputa: 1 u brojniku izrazi sa sin®x 4 cos®x. Rezultat: tgx — ctgx +C)

. 3.26—2.3x . . .
k‘ 141. ._\~|uﬂ ._.ﬁ N v H_nkl _.axl .ﬁ v dx = prema (38) i (50) = . : .

] 1 : ‘.ha
2 = = cth®x — = =
v 150. A“&u xdx A@BE» ey cth®x _.v _.H_+uruavmx x +.u—.ux

T b4
=|—=dx=—x+C.
‘4_.N x Nx+

) | o Y
= ., = 46)) = x —cthx +C.
=3x—2 2 nualwc.&u+0. _, [prema (46)] =x x+
,_BW Inl,5 [ 8
2 ) /\\_u_. .\.Euxnx. fx— §a+0u

46 : _ _ _ . ) _ _ . 47
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A 158. Na isti nacin izvedi : i6s _dx _.G\wav mnaﬂAuluxHuwlumxﬂhﬁ mkHIWanHIM._»H 2=

N(_v-

) 1 2 1
mENNV K e Wulﬂ|||.+0.

. 159 .—‘nomuw dx= AIHS axHNQNvHN.Tom:&I prema (60a) =2 Al.f -

3 15 )E 15)G 3¢

2 T4

5
T2

x 1
=—+—sinx+C.
2 2 +

166. Zu\m.l,u.&wma.

.,.8,‘ 160. nﬂ-mmﬂn WRQR..\ : . H v
! . 3 ~dx
d de T 2
161, %. ¥ —(xta=t; dx=di)= |~ prema (48) =In|¢{=In|x+a|+C. (62) 167 _.?lxn“ T 2% o_
o xta t - V4
V' Prema tome je npr.: i .
dx 1 dx 1 _ 3 .. . . dx I ¢ dx 7
=—— =——In{x——|+C= ako traZimo rezultat u drugom obliku = 168. | == = o - =|prema (53a) wz —=#|= Ax+ +H¢
357x 7 3 707 VAR AL E= N E! fi. R 3
Ja—= A O
7 /3
1 7x—3 1
Hld\l_s — +0!||:: |7x— u_l_ad+0..lll_=_qx w_ +.| In74+C=
R d 10 d 2 1 1
1 . 1 o . 169. [~ Sr— e [ — =" —[prema (ssa) wz T=F i —=—— |-
=—3 In|7x—3{+C;, gdje je Onu..ﬂ In7+C (konstanta po volii, jer konstanta ostaje . 2-3x* 31 2 3 k _\ 2
. —— -
A\ 3 3
po volji, ako joj pribrojimo neku konstantnu veliinu). i
Opéenito Y
dx 1 f. 11 _\Wi_ V3 |V2+<)3) o V6, [V2+=V3
._‘@ =—In|bx+a|+C. (62)’ - W |=— +C=—=— + C.
xta b . 3,12 _ 3 _ 62 _\lif T V=3
X v i3 _ /37
162 % dx TE. 2lic it Lmiss—3i+c
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5 : JV9e—7 3 9

. 51

50




.

€S . [4Y
basoo )| .~HU+ Ixur f9— € xu|*
. - = = = . 19— (IxtuD | = xp-— | .
D+(@usor)fi=n+d8= op ) bpbseo ‘_.!QEWE« k Ixlur]9— ,I\—N xp e—xu 8L1
N .
: 5 % G-DA ([ ,. T
= 2 = b = —[=g1— ( ‘durs =1) =—- | C8I: x| uj 1 . x
=6 © ©pbso=1p A Yop g0 =0m —I=g—1 BN =" ) L ol _p u?,nu%l
o i . I I I I
_
z Az , . x Coxgu X X Ufx
- X S00 — = == S —=7 af ed 7=xu oumAelS XU PO.e(PeAMID — f oyey |=xp— — ] = LLT
rij—-o=2/c 1 e * . I I I xp :
(4 |
of ed 4p — —=xpxus \—
! . £ T—o*
1 1p=xpxuisg— of 3pepo 7=xs00g+[ efpmpsdns efjoq ofoum nfexnys 3f WO [} ﬁ0+m~llym>+ navn_ﬂ S1=g% ”SnaDM— ﬂ oL
-x500Z+1 | ’
) =I V81
xpxus y oo
.~;U+um6+uﬂv>uml“— N l«l.\w 4‘. SL1
. =4 . —
anoo\#.a‘nwao | . ¥px
v
‘[u(ueataudp ferjonuocy 1elnzay] xp ||||amuﬁ % €81 k
: ) u u
“O+a€ mﬁ.ﬁhﬂ&ﬁ&w e _ (z8) ewoxd Hﬁ.—i.—..mmHN
I I p I
. x£m+m>
[o+xus ="\ . .
G+..'.?.wm>ﬁ *prso m 81 jfep 7 n
t . €y,
b SMUBISIAN g =ys€ 3 Jop © Lx Pa€ f 9PEPO B IPp=XP £ Uxf 3 epEI ‘I=1¢ OWIARIG
X502 , X500 : p . .
[or=2] LBl .
' TR 1 . .am+_.—.|~ vy
) . XPxt !
/ aonmm\— - .
L]
.U+R§Ew>mlxzﬁm\wu+kcﬁw r_- LI : — z
- s § ST s ST I S € € I 9 'ul\ﬁ 9
- 1T 1 o1 p )
e , b T
O ¥z LS s . . :
=pl| ——wi| —+p | ——— =—=1p Q.ﬁli Q‘T+G u.—ml:v u.—n . )
L e zd ¥ i- - . A :3(ep [ m Sfuagian
) 9
v/ XqUls xpums)| P Mﬂka I 1p=xpx9
_ siu? U «_yl -q * ...%N
=P J—lE+IE—1 ,_- 1P~ 1)J  xpxsoo xus—p)J xpxrsod-xs0d - 1 ! . . OweAIqop I
: 1=T—g¢

WOSNWS BS OWNZLIZI MYII(OIG N X 500

feisodrd & 2p=xpxsod> af ed 7=xuIs OWIAB)S ‘XUIS PO B[DBALIGP X¥S00-9f ep KNpng oumABIS % PO elioeA

a:Eﬁ ' “H3p xZ of oyey ed ‘x of nyrufolq m e ‘BwWOU X S BUER JOp ;X S U 1Ze[h NIUAIZBU ()
s
wp—— | =1 o8r =l
* 509 — | =I el
Lo xpx .
*[0+xupu) ‘ : .
. - xp x “6L1 "B[UBTIALIDP Smnuwoj 1owedeu geuz oye ‘urpodod $39 oye] nfomnisdns
. N 1 X uf S00 nuganog “3foninsdns wopolow JfeIINul Suepez (BUNeIZ| ‘[P 961 Op §2] eWdEpEZ ()

Ed

S S — —




V(arcgx)? . dx L =
—-———"—dx=|kako je darctgx=-——--, supstitucija arctgx=¢ pada u odi, a odatle

1422 142

S dx N T S
\ j =dt H_..w» di==) 5= }(arctgx)y’+C.
o e =)= [ a2V =2 Vi
arcsinx+x . dx 3 i 2
187. |——— dx=|arcsinx=t, ——— =dzg, thEHv = |(+sint)dt=— —cost=
o .—\ 1—x? .-\ 1—x% 2
X . 2 ”.H. . 2
HE |noim—,nm5xvﬂg - J1=¢+c.
2 2
(Vidi sl. 70 u I dijelu Repetitorija!)
188. .— eresing® i Tl&nlas 2a o_.
e V1i=¢ 3 .
i &‘il :
N ﬂgnnrxvs 55
189. | 5 —7 dx. I_\?%@ﬁo_.
\:\\0\ <k~l_ ’
190 —.Nx-_.uh .Nxaa+u dx it . a5 drusi i \
. -dx= | = (za prvi inte; a 2 §=
, 1==s ._ P 75 (za prvi integral stavimo x t, a drugi je (56a)
7 a V3| T3
o t 1 -3 3 ix—{5:
uzk=]3)=| = +3.— !_u_x Sl=mie-sit—om T e,
t 25  lx+}s 215 x4V
191 qaxml_uau+§»&|§x+u d . da i brojmiku derivacii ivnik
. =(0 0 a a Q.
) | Yy pesw—"r x=(opaZam je u brojni erivacija nazivnika, pa

i

C

/193,
)

~

54

) dz

stavimo nazivnik=:f)= _.ﬂﬂF_N_HF_xalw X+8x2—T7x*+x—5|+C.
[ sinx . de
_ﬂwxnaﬂ —-dx=(cosx=¢t; —sinxdx=df)=—|—=—In|t|=~—Injcosx|=

.- oS X - t

H .

=In——+4C.

Jcos x|
\nﬁmx&x.

[In|sinx|+ C].

- —

P Y——

m/\<\ <_+a»

Az

dx” 1 1(d: 1 _
194, | 22X (1422=1; 2xdx=ds; u&xul&vul o aYi=Viie+C.
2 2}y 2 =

3xdx

195. ‘_‘l _H N.3|s+o“_.
A Ja== V==

—xd
196.- .—l\almnau A?lmua tada je x*=a—2, a _\a|au? %Enanaulaﬂvu
: ' a—x?
aL\\\ . . “A“
8 & PEe-5
u%m.a.?lm&ul ?|&.u&u|aw+ﬂulﬂ|abu

(@—*P(Ba—3x*— 3
_Va éuam 3x*—5a) _“.? Va=s+cC.

U zadacima 197 do 202 uklj. izratunaj zadane integrale metodom supstitucije, a rezultate
kontroliraj diferenciranjem.

197 |2 dx Supstitucija 34-46¥=1)
i _— jJa =1),
(197 3ra (Supsttuciy:

x . xtdx
198. -‘. .

(Supstitucija 7—a°=¢).

T—x°

ind
199. _. ST d4x. (Supstitucia cosx—i).
©0s® x . /
W
es*dx .
200. j—. Supstitucija e¥*=1),
0 powryn (Supstitucija ¢ ).

\\\l:/v
v erresing
\ Noy ._» - dx.

Ti—e

(Supstitucija esestn¥=y),

Vi .
202. ._.E&. (Supstitacija 1-+lnx=2). -
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Inx 1 1 2Inx+1

- —_Cc- T

2x* 2 2x* 4x2

210. I=[excosnxdx=(u=cx,du=exdx; dv=cosnxdx,

sinnx sinnx 1 sinnx 1 cosnx
Pz=——— =X ——— — — | sinnx-exdx=ex -——] —ex. +
n n ] n n n
1 sinnx 1 1
+— Jcosnx - exdx |=ex — +—excosnx—— I.
n Con n? n?
N
I
1 nsinnx-+-cosnx .
IH—I=ex ————,
n® n?
L . ex (nsin =»+ncm§0
a odate je : I=- o .
_lrax
2 im0y N . cosnx
211. | Bsinnxdx=|u=x2, du=2xdx;dv=sinnxdx, v=———|}=
n
cosnx 2 x%cosnx 2 sinnx  1.(
= —x2. +— | xcosnxdx= +—}=- ——|sin nxdx |=
n n | n n n n
x2cosnx .*..Nammnax._.. 2 cosnx +C
. n n? n® .
A B sinnx \ -
Pri raunanju | xcos nxdx bilo je uzeto u=x, du=dx; dv=cos nxdx, v= .

Tx (sin nx—ncosnxj ]

212. [exsinnxdx.
: : 1+n2

(vidi formule (64) i (65)).

x  x2—1
ﬁ +|>~.5%+Q

" 213, [xArthxdx.
m)\

. .

—_ x® ]

_HN Vxmn Sy +C

Cesto se nafinom parcijalne integracije riefavaju i integrali oblika [7Gdx. U tom
slu¢aju nema izlaza: uvijek je u=f(x), a dv=dx, pa je m:l\: (x) dx, dok je v==x. Vidi
Nm&&nn koji slijede.

dx . '
) arctgxdx=| u= arctg x,du== I.xNv dz=dx, eHva
R xdx 1
L =xarctgx— | —-- AI x?=t,2xdx== &.aax”lﬁvn
_x_.x.. 2

58

lx»nnnwu«||4—-| = xarc £a|| In(1+x®)=

=xarctgx—In [/1+x2+C.

[xInx—x+C]-
» g \E.nocm xdx. [xarccos xl.—>_luu+0_.
d d )
218. x aﬂﬁxuxuaxﬂaam do=— x 5 eﬂlﬁwavﬂ
sin? x sin® x ~
=-—xctg a+\n~mwna"lxnﬁx+~=_&53_+0 . .

(vidi zadatak 193).

In|x| P
219. |xhn?xdx=|ln?®x=u, du=2 ; do=xdx, GHM =
x
1n
' =In?|x] - — I.Tu el nall_uu_x_l.“kmn_a_mx|
. 4 22«2
HAaHF_aT ma"lnw do=xdx, e"lvﬂlr.u_a_l
, x 2 2
2 (a2 d x2 «2 x2
|?E.w.| m.lavul_a_aTls_a? Zic
x

2 sin x cOsx

. ‘
dx=— | xsin2xdx=
2 2

220. ._‘a sin x cos amxﬂ‘—.a

2 2

ﬁ\ . . cos2x 1 x . .
HA:Hxv du=dx; dv=sin2xdx, v=— v"| ——c082x+

2

1 1

&
A—‘annﬂauﬂAgﬂauu du=2xdx; dov=e*dx, .e"qv"

2 .
“W un\ulM_. S xdx= ﬁ x=u, dx=du; dv=e*dx’

euﬂvnw a\.«alm ? annl M.Ta&vnw a,mf
33 3(3 3 3

N
Ilau« mﬁll«ﬁ xull 0
oa + A ua+ov+

Otito je.da bismo morali n puta parcijalno integrirati, ako bi podintegralna funkcija
glasila x"¢*. Isto vrijedi i za fx"sinxdx i sl Izraunaj npr. [xicosxdx.
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Zadaci
U zadacima 230 do 237 uklj. izra¢unaj integrale predtipa A.

dx _
4x3+4x+5
1. korak: Izlu¢imo koeficijent od x*:

H ,‘, dx
=% —=
x24x+—
4
2. korak: Prva dva &lana kvadratne funkcije nadopunimo na potpuni kvadrat prema poz-

natoj formuli
. Y [PV
ftpx+g=f{xt+— ]| —| = .
rapria Ax L ALi

- m.ﬂmw.ﬂut_ (+3fw v )

230.

2

1
3. korak: Supstitucija x4+ —=t¢, dx=dzs;

2
_‘&
TalEn

4. korak: Integriramo prema (52).

_ arctg ¢ _ arc +_ _.wnn ~x+_+0
=— = — arc X+—{=— .
At A Y B

s - RENEIR

‘1 dx 7 209
==} ———={x——=¢, dx=dt; ——=£#,
5 A qv» 209 10 100

100

x——

10
V209
»l-ﬂﬂ Pazi! k2 mora biti pozitivan, da ne dobijemo za % imaginarnu vrijednost, jer

trazimo samo realne vrijednosti Eﬂnmn»_»vn

1 de 11 |kt
=— =prema (56a)=—-—1In

Pk 5 2k |k+e|
J209 7 :
—x4— —
1 10 10 of_ 1 V209—10x+7 s
10 309 | }209 7 <~S }209+10x—7
—=——tx—T1
10 10}
. ,w_‘ dx _A_. dr 1 dx _
27142420 2) #—Tx+10 2 7 49
x——| ——+10
2) 4
1 d 7 9 3
- X [uAaulu_, dx=dt; =k, aulvn
2 A Ju 9 2 4 2
A ,
2] 4
b7 3
1( de k| 2 |FT277
== — prema (568) = | R L 22 20
L.mt? VNN» Tk 43 731
{X——+—
22y
1 T«lu__
=—Inl-——i+C
6 |x-2]

¢ dx 1 dx 1 dx 11
24 |— e a— =4, dx=dss
J Hx—5x2 5 11 5 A ——v» 121 . 10

10/ 100 .

1
121 1 1] de 110 |10 10 _
— =k, aulvuil_ lllll In |- =
100 o) sle= 1011 1n 1
x——+—
|” 10 10}

P 1ox—22 F“ 5x +c
= —--—1n _IIII'_‘I .
noex | . Sx—11
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243.

. 244.

7 245.

66

I

———— =(x+2=1t, dx=dt; 4=k, k=2)=
Ve+27—4

dr
V%W\!i =prema Gauv —=Q+._\~n k%)= FAR+N+_\x~+A$+Q
2—k?

1 — ;
p—— _H||| —Bﬁk+w.+ x4 W HV;“.Q
Y23z 12 4 2
&R . _Hu nh@m—bwku_vul_uow
V2=6x=9x2 3 V3 .
d 1 2 1 WI -
|1|M|“. ﬁl Fﬁk._.l._.._\ au+allv+6 .
Jaerax—3 2 "2 4 ]

Predtp C°
Ovamo spadaju integrali oblika ‘

\.Fn xu+ek+nmuﬂ.:\w<m&»3» ?:rnmw dx.

Upute

Na natin prikazan kod predtipova A i B najprije m<o&Bo integrale predtipa C na je-
dan od oblika

JVe=RBae; [YE=2a: ui [VErRa.
Daljnji postupak prikazan je u zadatku 245 i sl.

A= f)FE 10 %5 9dx=

- Zadaci

1Xokrak kao kod predtipova .m.m

m:vm:En:. a:

@

G [arcsin (x —2)4-C].4

V3 VeTEd
Da ne vucemo kroz daljnje ratunanje mnoZitelj ~\ 3, stavimo
JVEre-1,
pa je .
1=)31, ®)

2. korak: Kako osnovni integrali imaju korijen iz kvadratne funkcije uvijek u na-
zivniku, mnoZimo i dijelimo podintegralnu funkciju s _:u+r» pa dobivamo

~|—.m+m &l% Bde +i. e ’
Sl Yere T JVerE o JYere

—_— ——

’ 1, I

L=5L+#1;. ©

3. korak: Integral I; nalazi se u nafem popisu neodredenih integrala, pa ratunamo naj-
prije teZi integral I, i to naginom parcijalne integracije. U tu svrhu piSemo ga u obliku:

tde i .:.:
~.H'~ u=t, du=dt; dv=-——-

p——

) Vere Ve
tde 1 1{ds
v= | — —-—=l k=2, 2di=dz, tdt=—dzj=—")—==
~.§u+\~u . 2 ) 2 z
Vs riii?ﬂm —JVETRd:.
—_—
Nﬂ
Uvritenje u (c) daje:
L=1fEiP—L+RL,
pa je
||||| k2

.l.ql ._\N»+T'r|~uu
a prema (b)

-t &

I=] uAﬂ _:ntm...*.lbv @
4. korak: Prema (53a) imamo
" de .
I |_ e - =In @+ AR

Vet r

a uvritenje u (d) daje
—[t - »...
I1=]3 T. fe i+ 5! A~+ VEF 3:
> 67
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247, 1=[)5E2x"1dx=

K 1ok = [V 2dx=(m 1=t

dx=dt; 2=k, k=)=

! %L (a)
= JVE"rar
2. korak:
m de
= Ve—r
———
I,
(b)
3. korak:
tde
I,= Nln.m.u =|u=-t, du=dt; dv=———"—>
! VeETE Vee—ee
1
o (1Y _(e—pe=z, 20di=dz i ::ulauvn
| 2
_1 malmu |u<mlinémr%| mﬁrma =
2 z
I
=tJE=E-1, paje L=t Vo= — 1
Uvritenje u (b) daje:
LyEmm-t ©
I= m?lmlm I,.
4. korak: Prema (54a)
de
= -———— 1 2__p2 .
I w = =In@+|E2—F)
Uvrstenje u (c) daje
S -] .
HH _\mltll In Q.L\snlmdv
2 2
a s obzirom na (a) dobivamo
=2 YRTE i 1+ VTR C
2
248. [}11+12%x—8x2dx. oy e
l|!v<:+_wxxfh|! - arcsin ——+C|.
2 8 gY2 - I3
. L ]

70

o -

29, [YiE2xtidx

-

-

250\ [VETxiida

2x+l oo T 1 —
S VE R u+m+<m+x+~ L“..o_.

2 @&
¢

13511 [)5—=ax

ﬁw arc sin »|+M <wﬂwu+0— .

2. <»m 2

Primjedba

Integrale predtipa C moZemo racunati i na drugi nacin. (Vidi dalje: Posebni obiici inte-
grala tipa III, siucaj b).

b. Tipovi neodredenih integrala

U tom poglaviiu navest ¢emo deset tipova integrala i pokazat ¢emo kako se ti intcgrali
ratunaju. Treba dobro pamtiti, koji integrali spadaju u svaki pojedini tip i kako se svaki
pojedini tip integrala ratuna. Iz toga nikako ne slijedi, da treba svaki integral, koji spa-
da u jedan od tih tipova, ba§ tako ratunati kako je za doti¢ni tip naznaleno. Ne, naj-
prije ku$aj rijefi svaki integral $to jednostavnije bez obzira na tip u koji spada, npr.
pomocu zgodne supstitucije, i tek kad to ne ide, potrazi tip u koji spada, pa ga rijesi
kako je tamo prikazano.

TIP I

1. Integrali razlomljenih racionalnih funkcija

Upute

Ovamo spadaju integrali kvocijenta dvaju polinoma, tj. integrali oblika

..&v ..ARV
I= .._m_,.cx.ﬂ

Karakteristika toga tipa — x nigdje nije pod korijenom. U taj tip spa-

daju zapravo i integrali koje smo naveli u predtipu A: %xl ..._Ia|IJ izdvojiti smo ih
ax?+bx+c

s razloga, 5to se mnogo jednostavnije ratunaju, kako je tamo prikazano, a u nekim shu-

¢ajevima i ne mogu druk&ije rijeSiti. Pri ralunanju integrala tipa I treba se stroge drzati

pojedinih koraka ratunanja.

Promotrimo posebno pojedine slu€ajeve tog vaznog tipa.

7
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255.

256.
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f o1 1 7 9
._laau|a.a.f ‘,Mx.*;ia_lﬂmg_NNI:I_|0H=_NR+.__+Q-
2 1 1 3 1
(255 NS S
15216 &J ai\N 23 |=+V3
aalwmimlwmiaa. M+Fx©|~é@|c@+_w«. +0,
X¥—S5x3+4x 2 x+2
B—2x24+4
=X,
x5 (x—2)%

1. korak: Ispunjen.
2. korak: Isto.
3. korak: Rastavljanje u parcijalne razlomke.
B(x—2)*=0, pa je =0 i (x—2)2=0.
£1,2,3=0 trostruka realna nultatka

%, 5=2 dvostruka realna nultatka.
Svaka realna nultatka nazivnika viSestrukosti # daje n parcijalnih razlomaka oblika

A B H I

E—ay  (x—ay-1’ "

uAuI&»u x—a
Za bm.w sluéaj dobivamo:

—2x244 m+w+0+ D . E
aueﬁ Nv=| m @NVNN.

@

Proba: broj konstanata A, B, C, .., odnosno broj parcijalnih razlomaka uvijek je jed-
nak stepenu polinoma u nazivniku

3+2=5.
MnoZimo (a) s nazivnikom lijeve strane:
—2x*+4=A(x—22+Bx(x—2)*+ Cx*(x—2)*+D x*+Ex*(x—2) .

Buduéi da su nultatke nazivnika viSestruke, konstante A4, B, C,...odredimo tako da po-
redavsi pojedine ¢lanove desne strane identiteta po- padaju¢im. potencijama promjenljive
x izjedna¢imo koeficijente ¢lanova istih potencija x desne i lijeve strane identiteta.

N

B —2x*+4=Ax"—4 Ax+4 A+ Bx* —4 Bx*+4 Bx -+ Cx'—4Cx3+4 Cx*+ Dx*+ Ex* — 2 Ex®,

¥—2x24+4=(C+E)x*+ (B—4C+D—-2E)x*+ (A—4B+4C)x*+ (—4 A+4B)x+4 A.

. Slijedi:
C+E=0 E=-
N T a
A Ay
- 1
B—-4C+D—2E=1 »D=-
1
A—4B+4C=—2 .VQAM.
—44+4B=0 ~B=1. \\,
4A4=4 —A=1.
Uvritenje u (a) daje:
B—2x24+4 1 1 11 1 1
—- =—t— +l.|+|.[||l. .
Fx—-2? © x* 4 x 2 (x—2F 4 x-2
Integriramo:
11 1 1 1 1
) (S —In ||.]ll_= 2|+C=
R Sl e, l==21+
LYWL _T+_v L
T4 | x-2 2x) 2(x—2)
\\\ ’
e x+2 *dx
Nmm
\ x—1 x
4x+44
o[t
x(x—1)*
1. korak: Ispunjen.
2. korak: Isto.
3. korak:
x(x—1)*=0
=0 ; x5=1.
4x+4 A B c T
x2+4x+ H||+ +| (=1

x(x—1)? (x—1)2

x*+4x+4=A(x—12*+Bx+ Cx(x—1). ./

A
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Parovi konjugirano kompleksnih nultataka mogu biti i viSestruki, npr. r-struki. U tom
slu¢aju postupamo sli¢no kao kod viSestrukih reainih nultacaka.

r-struki par konjugirano kompleksnih nultadaka (x®*+px+¢)" daje r parcijalnih raz-
lomaka oblika

Kx+L Mx+N Rx+S8

Epx+a)y (Etpx+ay-1 T Rtpxtq’
Kako vidimo, broj koeficijenata A4, B, C, ....; K, L, M; N, ... koje treba odrediti

uvijek je jednak stepenu polinoma u nazivoiku integrala.

S+4xt—2x+1 _A B  Kx+L
R — - 1)(3—x+1
x(x+ D@2—x+1) x x+1 x*—x+1 *E+DEE—x+1)

Proba: 4=141+42.
P 44x2-2x4+1=ACP+D)+Bx(x2—x+ 1)+ (Kx+L)x (x+1)
ili nakon uredenja:

B +4x2 2%+ 1=(A+B+K)P+(—B+K+L)x*+(B+L)x+ A4

Slijedi: A+B+K=1 B=-2
—B+K+L=4 K=2
B+L=-2 L=0
A=1

Uvritenje u integral daje:

I ..;&x N‘. dx +2 xdx . x| 421
=] — - =In
1% 7 i C—xtl  etlp Ot @
L
L={-4

Taj integral ne moZemo rijeSiti rastavljajuéi integrand u parcijalne razlomke, jer je
integrand veé parcijalni razlomak. Moramo ga izralunati na nadin’ koji
slijedi.

Stavimo: x*—x+1=¢t; (2x—1)dx=dz

Da dobijemo u brojniku (2x—1)dx, pifemo x u obliku

pa uvritenje u I, daje:

Va

\

(x—1)dx 17

N”l—. e
Y2l x4 Lmi_

v

i
|I—|+ rlls_:+ ?

1 1
L= In@—x+ D+ b ®)

dx . dx 1
I,= g" prema predtipu A H._,!A%H RI.MHN. dx=dzr;
x——) +=
2 4
3 B dr (522) 1 t 2 arc tg 2x—1
—=k|= = ma =— arc = .
4 v XTI e k %7 I3 3

:Uvrdtenje u (b) a zatim u (a) daje:

I E_m D are g 2!
=-— —X -———— arc —
v B UE

- -1
NH—E_a_o“M x+C+ ~I arc 1g 2x +C

(x+1)? V3 V3

T B+3
265.) I= P 4.
@+c@.+c~

1. i 2. korak su ispunjeni.
3. korak: nultalke su nazivnika: x;=-—1, Rvu.a.aﬂH<V|~HHm.

x*+3 A Bx+C  Dx+E

= B .
D @TE - 2l @i T e | ETDEHD

Proba: 5=1+2.2=5
B3z AP HBx+C)(x+1) + D x+E) x+ D (x2+1). @

Koeficijente A4, B, C, ... odredimo uvritavajud u identitet nultatke nazivnika x,= —1
i %, 4=i i izjednativajudi koeficijente uz x* i x% tj. &lanova bez x.

x=—1:2244, A=
X3,4=i: —i+3=—B+Ci+Bi{+C=i(C+B)+(C—B)
1z jednakosti kompleksnih brojeva slijedi

C+B=—1 | odatle:
C—B= 3| C=1, B=-2.
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L= dar 1 3+mvl.umul_ _. d: 1 edr
Tl@Erar T4 @ver 0 4 lerd 1) (erar
S——
I
! arc ! _~ f
=" arc R
3 g 2 3k (3}
I tde 6 dumd tde . a
== —=lu=t, =d¢; =] — = s = —
fA QfLG» u v u—.Qu+£~ An + 4=z, tdt= NV
1 (d=z 11 1 1 1
= | ——=——— = =—t.—
2. )2 2z 2 HN+BL 2 NN+A £4+4 = prema () =
t 1 + 1 t
=——:—4— arc —.
7 Fra a3 ®
(g) uvrstimo u (f):
I, ! arc tg + 1 ! a; d ! ~w,+ d ! h
=-— —4— —— arc —=— arc — 4 — .
‘T8 8 £+4 16 ® 2 % ® 3t nia ®
Uvrstenje (h) i (e) u (d) daje:
I——15 1 +_u»nn~.n._u ~+u ¢
T e T B Ty ety ml
_unluuc+ 53 t
— ar —.
8@ +4) c® 5
Kona¢no uvrstimo t=x—3:
I— 13x—159 uw w.
8(x2—6x+13) ’
dx x
267. |\ ——- ——
.T@ﬁc ﬁ @y ! L.
268 .“waax -
X xul,_.
Twu...cg rastavi u faktore! ~I|_=hF+F arc tg N&.I +O~.
i - Verze1 |3 V3
269. E _ < -
B—x24x—1 . Gt
2 —
Ténwnwﬁ je! Nazivnik rastavi u faktore! I= Ax+5|. +In ,~x| : —arctgx+C ~
2 JxEk
82 '

¥

270 ﬁ (- Pdx Rijesi bikvadratnu jednadzbu!
<10 _— . A !
Datioetas e At Jednadzou
1t e 4 B3 S _
T —— —_— NH. —_— =
2 1062+ 10)5 f

271 _. (4 Ddx Nazivnik je kb binoma! I=1In [x—1]— 2> % +¢
B s . e oma! I=In|x—1|— .
J B—3x243x—1 | ! " (x—1) a
(x+1)*dx — 5x*+15x*+18x+8 3 i
272, =i . -z == — arc n+C
(x242x+28 8(x2+2x+2) M) 8 B+t
..\..xr,,.
‘ (1-= _ e . e
273. l_i.‘_,.‘wh;.an To&mn_zw_ brojnik s nazivnikom prikazi posljednji

kao prodokt (x2+x} 2+1)(E—x)/2+1)! I=—x+

1 . 242341 1 2 o_

+—in—
22 e—xf2+1 V2 1

II1 slutaj. Rastavljanje razlomljene racionalne funkcije u parcijalne
razlomke otpada

1) kad je integrand veé parcijalni razlomak, tj. kad integral
ima oblik

.—._Fﬂuﬁ funkcija ili konstanta d
x5

(kvadratna funkcija)*
pri Zemu su nultalke kvadratne funkcije konjugirano kompleksne,

2) kad postoji moguénost rijeSiti integral jednostavnije
ne rastavljajuéi integrand u parcijalne razlomke ili
ako ne moZemo egzaktno odrediti nultalke nazivnika.

ad 1) U zadacima 274 do 291 uklj. izratunaj zadane integrale, kojima su integrandi veé parci-
jalni razlomci.

{ dx 1 [ @+x9—x 1 dx Bdx
274. ~u._ - aaﬂl— |¢_.|T
(2+a?  a?) (P+a? atl ) 22 +a® (3+a%?
PR N—
. X
11 x ’ . :
Nlnﬁl arctg —— N@. @)
a a a
I xtdx ﬁ deedus d xdx xdx
=|—=| x=u, — 3 o= 5 V= =
ey T T T ey % ey
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2 { dx .
283. _..AM mw Ax... 42=1, 3xtdx=dt, xuaxHW&vH ’ 287. H.Nqul..ﬂu Tomnﬁw kao u zadatku 286, zatim rastavljanje
1 (d: 11 1 ) 1 i
= —_=_——_——=—_—— 8 jal, -azlomk ~||||.+|
B R AT u parcijalne razlomke. S T oe
1. (et 1 2x—1
, In— - 27 4c
fax | M B R i R
284. —. = ﬁruwo je D.x*=3x% a-x*=x.x2, stavimo x’=1, 3x?dx=d1, »bmuﬂ!,ew = 4
J5x3+8 3
[xtdx 1§ ede 1 tdr ATT v! 8 1 B ) 2x—3
Vi - Tlm | ﬁ RN ;a , T lnjx*—3x—5+C].
h ~
8 1 8 5t4 N i g §
~|| HIW_—._I. HIH«IIF _T_‘\w_vﬂ i 289, |- Hdx . H|+0 5
5 51) 07 5 _ A=y 00—2F
1 8 15x°48] 1 8 ) v o ) ]
um?lw_=+V+nuwT|w_a_mm+w_v+0. L 290. _,a.l_ dx. TE&LIQ.
L MM: = . i 291 dx Postupak vidi u zadatku 285, = ! A L +o-
¢ ; ) e P s - .

= (kako je 4—3=1, stavimo x?=i¢, pa je 3x2dx=dt, a dx=

I&v _._. de _A. de __. de - 2. Integrali iracionalnih funkcija

T3x2) 3 e 3} (@REGEE+D) . 3180+
. - ) Te integrale -svodimo pomoéu podesnih supstitucija na integrale racionalnih funkcija, tj.
= nakon rastavljanja u parcijalne raziomke = na tip I
M_A . & v 1/ 1 el 4 lafe1] ki
i TIP II

1 1 t+1 1 1 341 '
u|A|I+_= + vu|m||u+_u i _v+o. ,

3\ ¢ t 3\ «x | ‘ Integrali iracionalnih funkcija oblika

n
b
dx R(x, eha.*. bdx; <aa+ dx,
286. | ———= cx+d
2 (x241)
G =52 dx T dx 1 dx gdje je sa R oznadena razlomljena racionalna fankcija.
dx= _ e —— = — =
x4 (x21) ® x4 (x2+1) wau x2(x2+1)
1 (x2+1) —x2 d I (dx dx dx Upute
= | =T " x= e = .
38 x2(x2+1) 3x® 2 x2+1
. Karakteristika toga tipa: Pod korijenom je linearna funkcija ili kvocijent linearnih
1 ) funkcija.
= T + arctgx +C.
uxh Postupak.
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R [ e
a=--4.:0 — imamo slu¢aj 2, pa rastavljamo radikand u faktore:
. ﬁ 5 1 LAY
5+8x—4xt=—4 ,.elm.v HJ_.M =4 MI»VA.«,ﬂMv.
wucija:  V3iE%—4 -i_\nal..w.l,-,_l_._ RS
Supstitucija: 5+8x—4x MIH x;.-«ml = MI& ‘
o3 N (5 .}
MI.« .«+M ==l Mlx
AL
4 k+m =1 M[R .
Qdatle P
1 5¢2—4 2dedr
xmw————, a dx=-— -
2 214 (GRS
* — 5 524 12¢
Prema (2): _m -8x—4x2=¢|— v ] — =—
: 2 2 2+ | £t4
— . 3524 12¢ 3 5r24-81—4
.«._;mlrm.e 4x%=— - 4 =— —-
2 244 44 2 P44
UvrStenje (b) i (c) u integral daje nakon uredenja:
I _m.ﬁ tde 16 tde
= S84 5 2 T
Gt A ANI IVAI‘SQPIV
5
Qdatle nakon rastavljanja integranda u parcijalne razlomke, dobivamo:
I ! 5In|5¢ 13Inie+2] _um_ t*4-4)--12arct Nd_m\,
n[5¢—2{ - 13Inlt4+2]—--- - In(*4-4)-*-12arctg — |1 C,
39| 7 @) €35
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./,.. dx /
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Uputa
Iz navedenilr primjera vidimo da primjena Eulerovih supstitucija traZi mnogo sloZenih
ratuna i &esto vodi do onEB.EE.—- integrala racionalnih funkcija, koje ne moZemo
egzaktno izralunati. Stoga se preporu¥a, ukoliko je to moguée, da se uvedu neke druge
podesnije supstitucije &esto trigonometrijske.

Zadaci

U zadacima 315 do 317 uklj. zamijeni Eulerove supstituciie drugim podesnijim supstitucijama.

dx
315. %-||.—\|.

r

Supstitucija: x=3sinz; dx=3 costds, pa je <w xt= m<_|w5u«1wo8“

P 3coszde I% . dt _ N de _
") 9sin?1416)-3cost ) 9sin*s4-16(sin*s +-cos*s)  } ISsints+16cosTr

_ dz IA u .. dz —d v dz
|m oS 1 AT ot O Iwuuu.ta
‘ )

_ b dz 15 51 .Hu
2 4y

24 1=
AL

Da se vratimo na prvobitnu promjenljivu x, uo&imo da je

gtz i sint \E.nan 3sint, sint= ol a , paje
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1 5x . \u
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2d R - dx
320. M|x,|,w.ﬂ =42+ 49 2ax—% + 4, Mll )
#\Nnxla» _\Nnul
W ’ a—x o A, o
¥ —(UxtA)————— + 4,V 2ax—2+ — | . V2ax—+
<Nnu|x» <Nax|&n <Nha|xu
x*=Ajax+Aga—Ayx2—Agx+24,ax— A, x*+ 4,
ili
x3z= ~2A4,524 BAa—A))x+ (Aga+A4,)
1
— =1A,=——
24,=1—+A4, 3
3
u\rﬁl\_eﬂolvkeﬂlw a
3
AyartAy=0+ Ay=—a*
x 37, I } dx
I=|————a Nsxlk»+|a-%|;|ﬂ
A 2 2 v v 2 2ax—xt
Hlx.._.ua ...wh&lufww a®arcsin xa +C.
2 2 a
d
?n w —&F  rijesi prema GEV.
. V2ax—=
NG 2tmas
321, ,% T dx. [c+2)VE—2z—3In|x—14+)E—2x |+ C).
x2—2x
x2dx | D — x+1
322. m| p— —l. 3—x) [ T=2x—2+2arcsin —— +o_.
- ) Y= 2 ¢ oV 1z
s (2X03x [x V@=2x+5—5In]x—1+ V2245 +Cl.
<xnlmk+
324 3L [¢—5x+20) V@2 +4x+5—15In |x+24+ V2 +4x 45|+ C. .

Posebni slu&aj b)

[P Vaxt+bxtcdx.

" Mnozedi i dijeledi integrand s _\na»+vuﬁ.ﬂ svodimo posebni slu¢aj b) na slulaj a).
Primjedba: Na taj natin moZemo rjefavati i integrale predtipa C, tj. integrale oblika

\. <m.u.» +bx+cdx i to jednostavnije!
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Zadaci

U zadacima 325 do 328.uklj. izratunaj zadane integrale, koji spadaju u posebni sluéaj b).

(2x—5) 2+3x—2) M —284 11— 11x—10
dx= d

325, mnx&v V253x—dx— m —— S x=
V2¥3x— l2+3x—2
e d
= imamo sluéaj a) mﬁm.afi.a.Tmevﬁuxlan+mu%1|||M“|‘
, V2435
Derivirarje daje:
—2x3+11x2—11x—10 3-2x
— =4, 2+ Ay x+ ) ———+
V23— 2)2 43—+
S As
+)2 32 Qdx+ )+ —2——.
eN+wklxu

Nakon mnoZenja s 2]/2+3x—x® i uredivanja dobivamo:
442202225~ 20= —6 A, 53+ (15 A, —4 A) X+ (8 Ay +9 Ay =2 Ag) x+ (4 Ay +2Ag).
Odatle slijedi:

1\yyoo
&"ﬁm x2— wk+|v<~+wk|&»l&%$"
3 6 Vi3
2x—-3

Vii

+C.

(2 1 S
qu a.r?+Mv V2F3x—2*—4arcsin

326. Rijedimo na taj natin integral rijeSen u zadatku 245.
[V3EFi0x+9dx=
_{ 32+10x+9

B M._\um_*.‘smﬂo.

- d
dx=(A,x+A4) )35+ 10259 T& S
V3¥510x49

Deriviramo:
3x*+10x+9 3x+S5 -
TP — %rmﬁl_»ldmev |*+|I||.+« 32+10x49-4,+
V3xe¥i10x+9 V3410239

+10x-+

3521 10x+9=6A4, x*+ (3 g+ 15A4) x4 (5 Ay £ 9 A+ As).

Slijedi: A4,=
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33s. M|§|. T~\w+-;+&
Axl_vflhws ' x—1 ’
(x—1dx : Py
336. M\H . _r<m& uputu kod zadatka 334; I= E+| +0~ .
A 22— 2x+1 x

Posebni sluaj d)
Ako integral ima oblik

M Py(x)dx
anxi\ ax®+bx+c

Pp(x)
Olx)

§to zadani integral svesti na vile integrala posebnog slucaja c).

rastavljaju¢i razlomljenu racionalnu funkciju u parcijalne razlomke moZemo kad-

Zadaci

U zadacima 337 do 339 uklj. izratunaj zadane integrale prethodno rastavivii u parcijalne
razlomke razlomljenu racionalnu funkciju integranda.’

. M Bx—5)dx
37 \————-
. x—1p) 3 +4

G=1F = a1 T |

3x—5 4 B _.o.T~vN

3x—5=A+Bx—B, paje B=3 i A=-2

3x-5 2 s 3
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dx dx
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/@—x2p
343. A{&MTLA?&%&
3
=—6. ¢=2, r=—, s=2
q T N k)
P+l —6+1 5 . .
. - 3 IIM# cio broj
pl S 13 1= cio broj - stutj 2
tr=——d=—=—1= .
7 2 t3 cio broj — shulaj 2)
4—x3=g2x%, odatle 1= _.Ta“. P L L
x XS VE&Fe
1 1 1 Ja—%F
I=—\ —pdt=—— o fo)
T 2 0 =+ T

Izratunaj isti integral pomodu supstitucije x=2sinz.

1
4. [x)THatdx=fx(1+x%)2dx.
1

=1. g=4, r=—, s=2.
? q r 2 s
+1 1
s|||+ cio broj
q
p+1
%.T* I|+l!_| cio broj = slutaj 2).

Uzmimo drugu m:_ummﬁﬂ.? toga slu¢aja. Kako je a=b=1 imamo:

1

1 -5
14x—4=1, x=0—1) *, &ulﬂcl.c 4de; 1+=1+4+0@—1)"1

(2 1-{ Vz
4 fe-D —1) de
Supstitucija: <IHN. paje r=2? i dt=2zd=.
- I HM 22%dz
B @17 "
.. 2zdz 1
Parcijalno integriramo: u=z,- du=dz; dv=— , U= .
@1 T e
- 1 z dz 1 =z 1 1 z—1
I=+4 — - = = .= =
AH».L %ml_.v prema (62) = ST 7 2" N.I_ ,
1 Jx + 1 Vit | 1 Jiga= e Vitx=41 |
) —1 8 V-1 4 x4 8 - V1¥x—-1 _|
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Kako je r=4 cio broj, a mi smo za oba shiaja 1) i 2) pretpostavili da je r razlomak
ne mozemo zadani integral izratunati po tipu IV!

|im<a.+_+ In +C.

Buduéi da je r=4 prirodan broj, razvijemo Au —x3 H po binomnoj formuli.
: 3
Numaum? 4. 5a»+u| 9x—4- 3.3 ﬁa.v&u
— 1,
ua%x w&?:&a ena+gwawnuls%amna+%um._«u

33 _
) i PR P s LEae

346. TL :,.I&w&.

1+
Vit dx. rijesimo ga jednostavnije na taj nadin

Prikazavsi zadani integral u obliku M

da brojnik ‘i nazivnik pomnoZimo s <_+uu. a zatim polinom u brojniku vo&m&n..o s po-
finomom u nazivniku

Nu.’. _\ww Su‘—.mﬁ\mmm. aau.’.ﬁhtv <Ha. a«_\w +.’. <H|m

" =Ltn|x+ Y13 O]
dx . . . 5 1
I, H@.\H = posebni sludaj ¢) tipa III, pa stavimo x=—, dx=
<) T+3 . 4
& . Vit
- Ji+e= —

o~

I¢’.‘ tdr Hl<m+|$n1<m.+_
Vi+e x

Uvritenje u (a) daje:

- _u_a+<_|+%_+o
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r\7'

Iz nnHHN dobivamo pomoéu poznatih trigonometrijskih formula

2

.2

m5&|~+nn

1—2

o8 x=

1422
s dx= 2de .

. 1422

Zadaci

(®)

U zadacima 356 do 365 wuklj. rijeli zadane integrale racionalnih funkcija od sinx i cosx.

356.

357.

358.

359.

110

dx . 2dt -+ (de x
= =\ =\ —=hit]= =1 —|+C.
M%: prema (b) wct&n. .w“ Injt|=prema (a) =Injtg |+
d d:
(2= _ ud \a+HHa ma"&v" ———= prema (67) =
,.._ cosx ._ . A av U2 sint
sin| x4+—
: 2
t x = a4
"— — "F —— Q.
nitg 2 _ _GHN.* av + .
.—‘ . dx { 2d:s Nu‘v de
8—4sinx+7cosx 2t 1—-22 B—-8t+15
J c+37L$|~.t$IL
, | dz dz
= predtip AMNM%HQIAIN. nulauvl.NM . prema (56b) =
z—1 _ulhlu ® 2
=In =In =In +C.
z+1 |e—4+1 x
tg——3
2
% dx
5+4cosax
ax . 1—2% .
Supstituiramo 1i ﬁﬂ =z, tada prema (b) dobivamo cosax= 7 dok iz
% _ arctgz slijedi dx——s —
—=arc =— ——
2 ® ) * a 142

67)

(68)

360.

Upvritenje u integral daje:

I N\—‘ de .N-—. dz (529) 2 z
=— =— = prema =_—arctg —=
a 1-22 a| 2249 3a 3

1- 5+4——
Ti.T IL
2 arc A_ ax iy
3a ¥ uenv ‘
2 — s
M.- uE‘x&?
2+ cosx

Uz BWH:BRB-AS dobivamo

2 2t
- I+e 2d _ f A—it1
| 1-#  1+8 | Q+MEF)
v 24—
1+
Integrand rastavljamo u parcijalne razlomke.
f—t+1 _ At+B

_ + Ct+D
E+DE+3) Bf+1 0 £#43
Na poznati nam nalin (vidi tip I) dobivamo

1 1
xnlmvoum.“wno:uurﬁw
2edr (2044 . d
. . =—In(® =
I %...+_+M A3 ¥=REHD @) 4|
(B43) 4 t 2 )4 ;
n_nﬁlv+|| arc tg— I_.A._+|.v+|a3 ==
a+1)7 Y3 V3 2+1 3 V3
2 4 1
—inf1+ +o—arc g ——tg = |=ln (14200 ) +
wiy) 13 J3 2 :
2
Lt aﬁA. aav ET+§ w+ 4 aA_ aav+0
* —tg — | = x|+——arc BTy
.—\u ﬁ 2 . .—\u \'}3 2
sin ; :
.&r.w ~_dx - ~|a+aa+ _ +L.
“ ) 1—sinx ;L
dx : ¢
362. %ll - ﬁ e g
5—4sinx+ 3c0sx NI-mM
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cos®x - COsx (1—sin?x)cosxdx ((1—#%)de
~H nxﬂ . H
M a&nuxl~ AmEual_ fnl_

1pe-t o der 3 1 N o8 30 drp
llM._.N\% = aA_,A a,_v BEEEG

8 o—— s —
4 4 4
=t |
3 2 1 3 2sinx—1
i ———sinxt+ —In| X" | C.
T B T Y _+
= -
2
o dx 1 atgx ]
. _—, — arx +C|
370 Mnn_mmbux+vnoom.a r_w ot b _

d o .
371\ — _* farc tg (g x—2) + C.
, Euual&m_bxooma+u3mnx

. - 2.8 ~ IM l_
n ME LI B B L Y )
cos2x, 2 22 | VZeosx+1-

: qu,“,ﬁ Aoom.ux.*.oo% x)dx.
H sin?x+sin’x

_Hm..ba.li.lmll,a ﬁnﬁ@:xv.*. Og.
sinx .

b) Integrali funkcija koje su racionalne u shx i chx.

Upute
Integrali -oblika
JR(Ghx, chx)dx

rafunaju se pomoéu supstitucijé

x
th—=t. a)
3 (¢
‘Odatle pomocu formula (63) i (65) za hiperbolne funkcije (vidi I dio Repetitorija) do-
bivamo:
2t 1+ 2de
shx= — 5 chx= ~I~Nw dx== —a ®)

114

/
i

§

Primijetimo da u mnogim slu¢ajevima dolazimo brze cilju, ako hiperbolne funkcije izra-
Zimo sa eXi e~* uz supstituciju ex=t.

Zadaci

U zadacima 374 do 379 uklj. izratunaj 7a .ane integrale.

M dx
374 \ —=
shx
()i @ M 24t -5 m& In|th = |+C.
= prema (b) 1 (a) =\ ~————=\—= —_ 8
prem (1—-)-2¢ t 2
dx
375. \——-=
chx
L. .. . dx
= preigzimo na eksponencijalne funkcije = —_——— =
ext-e~x
{\
1 de dz dr
=lex=t; e~x=—; etdx=dt, dx=— = — | = 4‘,|‘1..IH
t ex t ﬁ 1 v
tle+—
t

mh
H Nmmﬂuuuwnﬁmﬁumﬂnmmmxlvﬁ.

d: dx dx
376, % S - a.— - T,.np 2exdx=dr,
shx-chx ex—eg " X gxfe—x ex—e%x

2 2
d 1 dz dz fe—1] ex—1
Q:%"lnlum>nk“| =4 = ”—b_hl =In _"
2t : ﬂ J f—1 it R _
2t —— |
t
lex —e—x|
= brojnik i nazivnik pomnoZimo s e=x=1In |———:=1n |thx|4C.
ex 4 e—x |
A
7 37 / dx @ i b)=2 (- ) d
_  —prema (a = - = =
\\ | 2shx+3chx ! A—D@r+3+39 3244143
’ x
3th—+2
. 2 3r4+2 2 2
= prema predtipu 4 =—— arctg——=——arc tg——— +C.
s ¥s s I's
mx,n_x .
378. . : . x .
m chx+shx b+C)
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390 x kax —_.q +_.m +_.u +.R+O
.\ cosx-cos— -cos — dx. —sin — x+—sin — x+— sin — x+sin — .
2 4 7 4 5 4 3 4 4
TIP VI

N:H\mmsaxmxu N:H\.nom:aax

gdje je n cio pozitivni broj.

Upute

Integrand rastavljamo u dva faktora tako da je drugi faktor sin xdx, odnosno cos xdx,
iza toga parcijalno integriramo, pri ¢emu radunajuéi prvi integral uzimamo cos?x=1—sin®x,
a za drugi integral sin®x=1—cos?x. Pri ratunanju tih integrala zgodno je dati [ indeks,
koji je jednak eksponentu sinx, odnosno cos x. Postupajuci na taj nalin svodimo I, na
I,_,, tj. vi$§imo rekurziju Postoje i rekurzione formule (69), vidi ih dalje.

Primjedba: Ako je eksponent od sinx, odnosno cosx neparan rafunanje mo-

Zemo znatno pojednostaviti pomoéu supstitucije cos x=z, odnosno sin x=z. Vidi zadatke

394 i 400.
Zadaci
U zadacima 391 do 400 uklj. izratunaj zadane integrale tipa VIII.

391 L= fsin®xdx=

= [sinx-sin xdx=(u=sinx; du=cosxdx; dov=sinxdx,

=

2= —Cos xvﬂlmm=&ncwx+.\.nomnxax

I,= Im5x8m3+\mxl.\.mw_uxmu

[
. Nu

X sinxcosx x

2 L= —sinxcos x+x; I,=——— +—=

2 2
x sin2x .
L=75- 7 ¢ (59a)
7392 L= fcostxdx. : _HHNSTE&. na isti nadin: |M.+MEANR+QH_. (602)

393 L=/ Sinfxdx= .
¢

...n\.mmnux.&nxmxuﬁ_.naa":u du=3sin?x cos xdx; dv=sinxdx, v=-—cosx)=

i

= —sin® x cos x+3 f cos® x-sin? xd x= —sin® x cos x+3 J(1—sin? x) sin® xd x

118

-3 i gﬁ .

I;=—sin®x cos x+3 [sin® x dx—3 [sin* xdx

———— ——

I, I,
1 . 3 . .
bHIMmSuanomk +M I, — rekurzija! Sveli smo I na I,.
I LI +wx mmbnx,v _.uoo +w u.N+O
= —f—— = sx +—x——sin2x+C.
= AmB.xocma ne 2 AmEa 516

394. Iy= [sin®xdx—=
3

-

395.

7 396.

" 397

398.

399.

= [sin® x sin x dx= [(1—cosx)* sin xdx=(cos x=2, —sin xdx=dr)=

2 1
u|.>_|&.&H|\&+~T§T\m&n|N+M mlw =

2 1
HI§x+w| ncmukIM cos® x+C.

o —

x sinl0x ]

.\.oamuuxna. L HM+ 20 +C|.
T1 . 2 ]

.\.Sm.kmx. s _HMmSagmsa+MmEa+Q .
. 1 2 T
;\.qu-un_a. ﬁlﬂ mﬁuanomaIM§M+O .
| 3 3, g

\ncm-kn_k. M.mEa.oS«h+Ma+_|omENk+Q .

Formule rekurzije

1 -1
I,= Tﬂaamxnlmmual.x.oo:+ n Tb..luﬁ&‘ -
n n o
’ (69)
) 1 A n—1 p
I,= %gak&nﬂl cos®Llx-sinx+ ~ %oﬁaunaan.
n
.\.umn.aax. .
[Rezultat kontroliraj prema prvoj formuli (69).] .
.\. cos® xdx.
[Izratunaj integral na dva nafina. Rezultat kontroliraj prema drugoj formuli (69).]
119
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1 1 i
410. \.quxn.«. ﬁll ctgéx+ 7 ctgtx— > ctg?x—In |sinx] +0_.

6
TIP X
dx dx
b= m&bxl ’ N:Hm cosx
gdje je n cio pozitivan broj.
Upura
. . . dx dx
Integrand rastavi u dva faktora tako, da je drugi faktor ——, odnosno , iza toga
. sin?x . cos? x
parcijalno integriraj, pri &emu racunajuéi prvi I, uzmi ctgx=—— i cos?x=1—sin®x,
e sin x

sin x

a za drugi I, tgx=
cos x
visimo rekurziju. Postoje i rekurzione formule (70), vidi ih dalje.

Primjedba. Ako je eksponent od sinx, odnosno cosx paran, moZemo integrale

toga tipa mnogo brie izratunmati, ako izvrSimo prijelaz na ?:—8:: Woﬁumnnm»u odnosno

tangensa.

Zadaci

U zadacima 411 do 418 uklj. izratunaj integrale tipa X.

dx
A L= mmaukun
1 dx 1 cos x dx
=\——=lu=——, du=———dx; dv=——, v=—ctgx|=
sinx sin®x sin x sin?x sin%x
1 cos X " cosx cos?x .
= ———— g x— \ g x-——dx=——— - dx=
sin x sin®x sin®x sin® x
cosx 1-sin®x cos x dx dx
=\ dx=— S peal ) P
- sin®x sind x sin?x sin®x sinx
. ~ ~
I I,
cos x
2I;=—-—---I; — rekurzija od Jg na I!
sindx
I .Smxr_ = 6 1 nomaT__ . .«“+O
j= — ——— b — rema = +--1In |tg—: .
T e 2 P 2sintx 2 |2
-

122

i sin®x=1—cos®*x. Na taj nalin svodimo I, na I, _,, a....

dx 1 sinx 1 x
412. I,= . Na isti nadi f — — —+—
3 %nomu» — a isti nafin uz (68) NnOmuH+~_= nmAN+Av+0~
dx
413. [ I,= - =
sint
1 dx 1 2 cos x dx dx
= - -— =|u=— 5, du=— - ;5 dv= >
sin?x sin%x sin®x sin® x sin®x
Ccgx x-COs cos 1—sin?
Hlnﬂmuvﬂ .w 3 Ew. x _ : xlu .mE x dxe
sin®*x sin® x sin3x sin x
_ Sm.«lN n_k ‘2 (& .
sin® sin® x sin®x
e ——
1, 1,
cosx
3I;=———+21,~>rekurzija I, na L!
sin®
L= ~§a+~ I 1 cosx NQ +C
‘ 3si®x 3 ° 3 simdx 3 gxThs

Izratunajmo isti integral prelaze¢i na ctgx.

O

sint x sin?x
= M&TTN Mﬁme.naa+ Mnﬁnaﬂ vidi zadatke 401 i 409=x—2ctgx—2x—

1 1
IN ctgd xtctgxt+x= Inﬂmklw ctg® x+C.

dx

414 pnw. . _loosx 3 omx 3, m LA
sin®x 4 sin*x 8 sin®x 8 i N
dx

415 ?H%IJL
cos®x

1 . 3{s sinxdx sinx 3 1—cos®x dx

= x— x- : - — J— ==
cos3x € £ cos*x  cosix M cos® x

sin x 3 dx ‘3 " dx sin x 3l I

cos* cosbx | cos*x costx s+3 1

-~ AN
T; I,
iwumhaw..__:h
cos? x
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428.

429,

430.

431.

432.

433.

434.
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1 cosx 2 ctgx 4 ct 1 ctgx gy 1 . 1 . ﬁ 1 .
=———— x+Cotgx=—— ——+4 — Ctgx =——cCtgx -1|=

3 simx 3 BFTCE 3 sinfx 3 E 3“8 Sintx

1 1 —sin®x 1 tghx + C
=——Cclgx- =— —ctg’x .

3 g sin?x 3 .
cost x " 1 cosx 3 x| |

- dx. ——————In|tg ——cosx+C|.

sin®x 2 sin?fx 2 2

4) Oba eksponenta m i n su jednaka, pozitivna i neparna.

[sin®x-cos®xdx= [sin®x-costx-cosxdr= [sin®x(1—sin®x)*cosxdx = (sinx =1,

1 1 1
cosxdx=df)= \ (1 —)*dt=—1— — 8 + — M=
x . ) m -3 5 "o
Hmnwmnaklhm.._..mx.'“. “mmbuax+0..
6 4 10

1 1 i
ﬁlmman.«‘l —sin®x +C |.

\mmpux -cos®x dx.
4 6

5) Oba eksponenta m i # su jednaka, pozitivna i parna.

I

1 1
\&:»xoomp.an_xn !Mmm:uuxmxHAqur =— &v HI%&:..;% =

4 2 8
1/t sin2¢ x sindx
=prema (5%92) = —| — ——— | =— — +C.
. 8\2 4 8 32
x . 1 1
wm=u|.8muwn_x. |x||mm=x+0_.
4 4 3 3

[sintx-cos*xdx.

1 1
—.CN—.E u obzir zadatak 393; 2 hl 7 sin®2x cos 2x+

3 3
+Mx| Te miaxv -+ A)ﬁ

6) Oba eksponenta m i » su jednaka, negativna, parna ili neparna.

dx
sin?x - cost x

dx (- dx 1 de
=16\ ——-— =16\ ————— = 2x=1, =—dt]=:8 =
16 sin? x cos?x (sin2x)* 2 sin? ¢

= prema zadatku 413 HAII _z anlw cos2x 16
ag 3sin®2x 3 cg2x 4+ C=

8
= —8ctg 21— — c1g*2x+C.

435. M d=
] sin®x - cos3x

TN.»QS& na jsti nain uzevdi u obzir zadatak 411 H

4 1 cos2x 1
T2 smax T2 :«Nu_v;ﬁo_. :

7) Oba eksponenta m i n su razlitita, pozitivna i parna.

436. b\.mmunx -oostxdx=

= [ (sinx - cos x)? costx dx = (prema sin2x=2sinxcosx i 1+ €05 2x=200s%x) =

1 .
——\si 1
= mm in®2x(1+ nomuxv&«ﬂﬁuxﬂﬁ &HMQS sin2x=z, Nnommx&..ﬂmuvﬂ

1 : .
HIT..%EI. PMN»PHF 1 _sin2: .TPM X  sindx  sin®2x
16 16 1612 4 376 —

431. «WBQE& isti integral uzevsi sin? x — —— CS2% i costx— (1+ cos 2432

2 4 ’
Ma , Sin2x sindx sin6x
— — -
16 64 64 132 +o~.
5. foints cos e [£-f2x ks sines
. 16 64 7R +L.
8) Oba eksponenta m i n su razlitita, negativna i parna.
439. .m.w-.lphlu
'sin®x - cos?x
, 1 _ g+ 1
=|prema =l+ctg2x=— §
Aﬁ. sin®x 1+ agx 1g2x ! oﬂﬂl—+ﬁuxvﬂ
_ W.*y.nm}um 15 e dx (412 dx 1 - dx
oo (14 gty =\ ——t2+ e =
1g2x . cos2x tg2x cos?x x bl costx
. dx dz :
=ltgx2t; —==de)=\-— : ! ! .
A povry ~v % 2 +~m%+%manulﬁ|x +N~mx+m.amux+0.
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: 7 —
450. M [/ sin® x - cos®x dx. H 1 ~\m.=_ux - ﬁ\m_:uak + O_
N L 5%
451 .‘.\Iiul —‘% cos?x Ancmnx — mv + O_ .
} cos3x 12
N dx
as2. _ =
Vsin®x cos 3 x
3 5 . . . .
= A_Sro je zbroj eksponenata — Y IMHI 2 =cio negativan paran broj, svodimo na
& P
dx cos®x dr f
gx=1t, paje—; .H&v".—. H.“. .ha<~ma+0.
COos*x [ IP— 4.
.<nwux «\n«
k dx
[a53. | o—rx—==
: : <§4a sinx
h L7 1 N - .
= Aounn je ||~.|MHI& cio negativan paran broj pa integrand svodimo na tgx =1,
dx dx
& de v cos®x _ ._, cos?x B
costx) ) Veostuigw R
1+1gt2
de 1+ —
- | &=2 I_:u 2)tex + <ﬁx+o
Ve Ve
142
?a;mm,u 2Viex+Cl.
vq &"
sinx - cosx :

cos - x|tgx gx
N'»|. ~.w mxH’. <wa]n.«ﬂ
sinx - cos?x

o Y

130

456. QH
) VeEx+awgx+1

I
AN

#

o

Auq

9*

sec?xdx

~+<Qwa

" sinx

dx.

Y,

[n|gx+2+|tg®x +degx+1 |]-

20—
ﬁl ctgx — W<o~mex + OH_.
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Postupamo dakle prema slici 11 kako
q slijedi:

< & -
,wu.?oo&l\\co&nmﬂ;»

c

ili

S=[fxdet+ [f@®)dx=S,+S,
a &

Slika 11

Navedimo primjere.

Prema’ slici 12: 1 =Isinx|

y=sinx y
\\J..//\

%8, 37N

2r
[ sinxdx=8,—8,=0, jerje S§,=1S,/, 9
0

Slika 12

dok se zbroj u._umo_uBm. vrijednosti povriina ratuna ovako:
R .
§=2sinxdx=4 kvadratne jedinice.
0
Vidi dalje zadatak 458.

Takoder prema slici 13:

2r
[ sin® xdx=5,—8,=0, jer je S;=1S,I,
0

Slika 13
T
. . 8
dok je S=8,+8,=2 mEuxaxHM kv. jedinica. -
0
Vidi zadatak 459.
B 2
Al .\. sin? xdx+0, jer je sin®x>0.
0
2r 2r
Opcenito: .\. sin®+!xdx=0, dok je .\. sin®x dx £ 0.
0 0

Sliéne formule imamo za cos x. Napii ih.
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C. RACUNANJE ODREDENIH INTEGRALA
a. Opéi sluajevi

Odredeni integral ratuna se tako da se¢ izrafuna pripadni neodredeni integral u koji se
uvrsti najprije gornja granica, zatim se napiSe minus pa se uvrsti donja granica

) b
Jf@dx=|F )| =F@)—F (a). 3

To je Newton-Leibnizova formula.

Zadaci
U zadacima 458 do 467 izratunaj zadane odredene integrale.
2r n =

k3 B
458. [ |sinx|dx=2 [ sinxdx=2|—cos x| =—2cos x| =
0 0 0 0

=-2(cos1—cos O)=—2(—1-1)=4

2z T
459. [ |sin®x{dx=2 f sin® xdx— prema zadatku 390—
0 0

= ! gine 2 =2 c+~ o+N _S
= IM.mS HOO@.R&»MQMR = 3 3 lu
b Ed
3 3 3
460. (sxaxes (wax=|n um. ( u._'ma_ 16) = 65=—2 _g; 1
w - T4 T4 =g Gimlo=gpe=7=%7"
-2 -2 -2 N —
. 4 x 4 4 x x4
461. : _+n; dx=fdx+ [ et dx= [x+4et | —4+4e—4=4e
0- 0 0 0 -
2 @ 2
462. momlo.uﬁwal&&n .Mlua.fmaua =4—16+4—6—
-1 P_
-+~+_+uvl 14 mu Ne_
r - 4 T4
-1 —1 -1
dx dx ! T
463. m im =larctg(x+2)| =arctgl—arctg0=—.
x®+4x+5 (x+2)*+1 4

-2 -2 -2
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. 2dr d
I= .‘,! 2t 12 .HN‘_-N 20
:+3ﬁ_+l-:+ v +a

1
In(+1) _ Hﬁ
0

) 1+ 142 0
In3
dx

ex—e— %
In2

_— . . dr  de
Supstitucijay ex=t, pa je exdx=dr i &HMM]. Za x=In2, t=e"?=2, a za x=

P -
=In3 t=eln3=3. 3
3 3 3

P sy ar
M ajiia
i
x=2sint, dx=2costds
1 sinz L a je ¢ ad
za x=1 sint=—, e I=—
2 pa j 6
= . 3 . 3
za x"<u msuld\q > paje NNM
X n .3
3. : 3 3
(8sin®z+1)2costdt 1 dr
I\ e =2 mm.:%..lm hind.
Am_su;alhm:w: 4 sin? ¢
n T qn-
6 6 6
X x
3 3 - —
1 1 V3 1/)3
=—2|cost| —— jagt| =-2{——"—|——{"—V3|=
4| 8 v T. NV 413 I v
x ™
6 K3
_7)3 o
6 2)3
In5 O
&Y i ] o
&+3 ’ [Stavi t=)&=1; 4—=].
0 .

——— e

Vad

V7
Bdx e
478. M _ {Supstitucija: v_a...;u. =r;3).
uw‘l. -
I Vee+iy
1 —
479. m?!m&. T+_\|_.
3 3.
(V]
n _
. Tﬁ_u_
480, \ —— . 5
8 m 24cos x 9
(]
1
xdx
481. @i [0].
-1
e ~H— N
482. mulner [379).
x i
; .
T
4 3 ¢ dox 3 3
483, M oostxdx Tﬁu tipu XI b — an_e_.
U,.III
_x Jsinx
2

c. Primjena formule parcijalne integracije
pri ralunanjg odredenih integrala

Uputa

TraZi li ratunanje pripadnog neodredenog integrala primjenu formule parcijalne integra-
cije, tu formulu upotrebljavamo u obliku

b b b b
[udo=|uv | — [vdu=u(®)-vt)—ula)-v(@— fvdu (63)

Zadaci
U zadacima 484 do 492 uklj. izrafunaj zadane integrale nafinom parcijalne integracije.
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Zadaci

U zadacima 493 do 498 uklj. fzratunaj srednje vrijednosti zadanih funkcija u zadanim

intervalima.

493. f(x)=x* u intervalu 0<<x<1.

! 1 ‘ x*
Prema (72a): o= m x2dx = %

1
494. y=}x+ —— u intervalu [1, 4].

V=

4
_ 1
\QYI&'I_AM
1

T
\u_:..u&oux sin2x 1 =~ 1
)= — \ si =——— _———==—,
e T * n)2 4 T 2 2
0 0 -
496. f(x) 2 intervalu [0, 2]
. f(x)= u in u [0, 2].
W A
4
—y_n . H—
1+
497. y==g+bsinx za —wL<x<m. fal.
1 .
498. f(x)== u intervalu {1;1,5].
x2+x

T. a cu&._
:]W. .
5 .
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¢ E. PRIMJENA ODREDENIH INTEGRALA
a. Racunanje povrSina ravnih likova
1. JednadZbe krivulja su zadane u pravokutnim koordinatama

a) U eksplicitnom obliku y=/(x), odnosno x=e(y).

Upute

Ako je zadani lik omeden krivaljom y=f(x), osi X i pravcima x=a i x=>b, tada ga dije-
1limo u elemente, tj. u krivocrtne trapeze kojima su osnovice paralelne s osi_ Y. Vidi sl. 14.
Smatrajuéi da je svaki element pravokutnik visine y i baze dx, dobivamo prema slici da
je njegova povrsina

dS=y-dx.

Kako tih elemenata ima beskonatno mnogo, a povriina svakog elementa teZi nuli, dobi-
vamo prema (71):

b ]
Povidina ~ S=[ydx= [f(x)dx.

Ako je lik omeden lukom krivulie x=o(y), osi Y i pravcima y=c i y=d, tada ww.&m?
limo u elemente, tj. krivocrtne trapeze kojim su osnovice paralelne s osi X. Vidi sl. 15.
Prema toj slici povi3ina d S svakog elementa iznosi

dS=x-dy.
Integrirajuci sad uzduZ osi Y dobivamo

d d
S= .\R@EH .\.eoon.e.

7
&
r, .
Slika 14 | fRlrx Slika 15
o
Zadaci
U zadacima 499 do 515 uklj. izratunaj povisine zadanih ravnih likova.
A ( 1
i 499. Lik je omeden parabolom y=2x-- 7 x? I pravcem y-= M.ul, Ml . Vidi sl. 16.

Da grafitki prikazemo zadani lik, odredimo vrh V, nuitatke parabole i sjeciSta A i B
pravca i parabole.

7
Dobivamo: V{4;4); x,=0, x,=8; ;A: Mv i B(6;3).
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dobivamo za diralifte 4(0; —3):3°(0)=4, pa je {;,=y=4x—3,
a za diralite B(3; 0) y’'(3)=—2, pa je ,=y=—2x+6,

3
t, sijeCe os X u tadki UHM . ovu a t,—uB(3, 0).

3
t, i ¢, sijekuse u OAM , uv. Vidi sliku.

TraZenu povriinu S zadanog lika dobivamo kao- alge-
barski zbroj povriina:

S=DFC+FBC—EBV-+OEA—ODA

pri ¢emu uzimamo u obzir da povriine ispod osi X
ulaze u rezultat integriranja s predznakom minus.

Raunamo:
Slika 19
(\, 3 3 3 0
= Mﬁaluvaa+%ﬁlux+®ax - Mnl&u+aalwv&+ wAI&~+AxI$&“ +
3 3 ! / !

3 3 3 - 3
+% Q.Rluvnxﬂ—waulwk +—|ku+mk I~ Iq.._rwanlux +
[1] m .w. 1
- ) 3
+_I|+.N«ulua +Txuluk_ N.W.

3 , , &

uou Odredi povriine S, i S, likova omedenih kruZnicom x®-+3%+6x—2y+8=0 i parabolom
y=a%4+6x410. Vidi sl 20.

 [Jy=x246x+10 .

Slika 20

146 ]

LS

Napisavii zadane jednadzbe u obliku

Q+8~Qdum_.eO“+wvn+—_oann&<w_E.roﬁﬁnﬁmﬁmﬁN.Nv _wﬁ A.Nv»nwms-
namo povriine S, i S, prethodno’ narisavsi sliku 20. .

1z te slike vidimo da je lik CDAB _2»&.2 stranice 2 i da su Cetiri segmenta kruga uz hv
taj kvadrat sukladpi. 4 -
(PR 3 g~
I i .
§,=CDAB-CDAVB+ MCH!OD\NE v
o 1 | x? P n e
S,=4— m Aas+mx+_8nk+M. Q=—4)=4— _q +3x2+-10x +MI_H 2
) . e | L. T

56 \ ® 3ni2
=3[ 6|4+ 2= .
3 T v+~ 6

X s v&:M y=€"

42 9n—2
S,=r*n—8;=2n— wﬂ;?ﬁh e,

=
6 6 3 x
! =
) Tt 3,
@ Lik je omeden krivuljama y=e* i y=¢=* i prav- ! /M
" cem x=1. R eSS -~
> : S ArJA,J..\ S
Prema slici 21: -1 o f x
Siika 21
1 1 1 .
5= T&l Td&n M@Fﬁavﬁ _mtuu_ L+|1~| o
[{]
0 1] 0 k W

_ a—2e+1 l?lmvu
- e e

. d
RijeSimo isti zadatak integrirajuéi uzduz osi Y, j. prema S= [xdy. U tom slu&iju,
€
kako se to vidi iz slike 21, trajena se povriina raspada u dva dijela: domji S,=ABC

gornji S;=ABD, gdje je C(1, e=?) i D(1, &), dok jednadZbe krivulja sad glase: x=—Iny,
odnosno x=Iny.

1 e
Prema slici: .., S=S;+S,= [(@+lny)dy+ [(1—Iny)dy.
et 1 ° Q
Kako parcijalno integriranje daje [Inydy =yIny—y, bit ¢e A
A i . e

. 1.
.wnTi_Eu.lu_ +T|h§€+e_ =g te—2=

el |

(e—1)
—

<

10+ . 147
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\)/ [ - i
=x(t {517/ Lik je omeden astroidom
b) U parametarskrm obliku * xMNW “ RS ,/\\\ * Emm «
b_ Hh\a. v K
| x=a cos%t o< )
Formula ’ u&w&&:ﬁ SI<2w
» b
Kako je dx==x"(z)dz, uvritenje u h“\v&x daje 4
a
L
S= [3@)-x@de, an
3%
.. — j— i 1=t =b.
gdjc je t=hom o x=a 1 r=h 22 X Prema slici i formuli (30) dobivamo uzevii u
Ako je krivulja zatvorena pa se traZi poviSina S zatvorenog lika, sluimo se krivuljnim .obzir da je dx=—3acos*tsinzde
integralom . t
S=¢ydx 80)
{ %.Q § A , 1] [
pri ¢emu krivulju obilazimo u negativnom smislu, tj. u smislu kretanja kazaljke na satu - —_\ a3y, 2/ 4 Crtcostrdr— .
(povrdina na desno). Krivuljni integral rjeSavamo prijelazom na “parametarske jednadibe ‘ s asiz’s- 34008 fsincde 3a* | sinttcos*zds )
medasnje krivulje. 2 : 2n 2
Zadaci : . = prema tipu XI shuéaj 7, vidi zadatak 436 —
U zadacima 516 do 521 uklj. izratunaj povriine likova zadanih parametarski. 0
i : | ¢+ sin4r  sin32¢ 3n
=-3a} —— ——— ——| =—ga*
. 1167 "o 48 . 8
. . x=acost . . x=¢Cost 3 -
. \u)~) Lik je omeden elipsom . 0<t<2m i KkruZnicom i 0<t<2m, . -
\ Y, . y=bsint y=c¢sint i -
- !
J a>b, ¢<b. v
~ \\\A/H . . X . x=6c0s?
~ {518, Lik je omeden evolutom elipse . 0<t<2m
a N2 y=3sint
. Znamo parametarsku jednadZbu elipsine evolute
Uzevsi u obzir da je za o:_um: dx= —asintdz,
a za kruZnicu dx= —c¢sintd¢, ratunamo prema.
slici i (80): LA
x=— co0s3t
a
: 0<t<2m, gdje je e limearni ekscentri-
- ) e N citet elipse.
Slika 24 : y=--snt
N N
g ; & & S (vidi stz 52 u dijelu II Repetitorija)
1. u a).
S§=§,—Sp=— M absin®*tdr— ﬁ! M%mim_m;".fnv M sin®zd: I%M sin?zdr= ’ ’
2n T 2n 0 0 : . .
. Kako je u nafem slutaju a=6 i b=3, e2=a2>—*=27, pa je
2n 27
. [ in2¢
= (ab—c?) M sin?zde =(ab—c?) | — — Bl _ =7 (ab—c?). é 9 e
: 2 4 | - —=_, a —=9,i
0 0 a 2 b
. T ’ .
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‘522, Lik je omeden kardioidom

p=a(l—ocosq).
Vidi sl. 28. T
2n 2n 2
1 a® a?
Prema (81): %HM p2de =3 (1—cosgp)?de =5 (1 —2cosp+cos?q)de =
0 0 )
. . 2r 3
a . ¢ sin2g
= — —2sin — = 2
) 9 sing+ 2 + 2 3 Ta

<

823, Lik je omeden prvim i drugim zavojem Arhimedove spirale p=a¢q. Vidi sl. 29.

) 4n ) 2n & . 4n N 2n
P b
S=— 202 do — — 2odp=—of [—| —|— =
N%aeg N%ae p NAu 3 v
Ana. 1] 2r 0
a?
=~ (67— 8n)=8ar"

p=a(l-cosg

Slika 28 - Slika 29

T~

QNW Lik je ameden kruZnicama

nLN._\.wa cose i p=2asing.

~ Obje krufnice prolaze kroz pol O, pri &mu je polumjer prvé kruinice ry= e\ 3a, a
druge 7,=a, dok srediStu C, prve kruinice odgovara ¢=0, a srediftu C, druge —
T
o= > jer su za te vrijednosti ¢ radijvektori ¢ kruZnica jednaki njihovim promjerima.
Vidi sl. 30. .

Da odredimo vrijednost ¢, koja odgovara sjeciftu A4 obiju kruZnica, rije§imo zajedno
njihove jednadzbe. Dobivamo:

154

|

N<Mn cosp=2asing

N4
ge=V3
kig
= 3
T
3
[
Ratunamo prema slici i (81): Siika 30
L x
2 | 3
w“m~+mnﬂw w _Na»ooanene+.m. w 4a*sintq do=
n [}
3
x x W
2 ¢ ¢ sin2e
HN%Au mnomnene+ M uw-nemevnnasﬁu |N|+ y +
T 0 =
3 3
x
? mmBNeu ua w<lu+.a <uvl
+_m| 4 i vnwmﬂ 2778 "6 8
()
S5t .
“anAlmll.ﬁv WG.W@&».
/525, Lik predotuje ,uzu sa tri latice, kojoj je jednadzba
p=acos3q.
©r 2x 3w .
Uzimajuéi za ¢ redom vrijednosti P.N. e rifemo slika 31.
Kako su sve tri latice iste povrdine, izratunat éemo trostruku poviSinu npr. prve

latice:

e=2{Facosy

kg

>

: at
MHu%—qu M cos?3pdy.
n
6

1

Stavimo li 3p=t, dobivamo dp==—dr, pa pripadni neodredeni integral glasi:

3
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532. Lik je omeden krivuljom
(x*+y%*=18xy.

b. Odredivanje duljine luka krivulje (rektifikacija krivulje)

1. Jednad¥be krivulja zadane su u pravokutnim koordinatama

a) u eksplicitnom obliku y=y(x), odnosno x=x ()

9
dl—___ B y=fix
i
4
1 “ “
1 i ]
{ 1 ]
] H {
{ H {
cl—4a oy [y
i by !
A
i {dx 1L
0l a X . b x
Slika 34
Foermule
Prema slici 34: o
dst=dx®+dyt.
Odatle:
- &s=)TH" @ dx =V1++"0) dy
i

d
o= [ VTF=Giay.

Zadaci

U zadacima 533 do 542 uklj. izralunaj duljine lukova zadanih krivulja.

433. Polukubne parabole y=|/%* od x=0 do x=5.
* Vidi sliku 35.

158

{Vidi zadatak 527]. /\

1

(86)

(86a)

(86b)

534.

535.

Prema (86a):

y
y=/x3 3,—
w.\w ||||| v um_\a,
5 _ 5 5
= (V12 xae 2 yaroman - L | Vaiows
= t—xdx=—\ | 4- X =— b
4 2 = =
0 0 [}]
1 {y— —\ 335 \
ul?%&l#\%vnlln:m \
27 27 J
g
Slika 35
S 1 1
Kirivulje .«HM%u!ﬂ_:u\ od y-=1 do y=e.
Vidi sliku 36.
2_1 0 w
Prema (86b): x'=>— . ¥
2y Slika 36

4 ———— e S I3
NGO R E as . 1y,
Tw ST &lm 2y n_..m:iww&l

1 i 1
LY EAN ) et
T7z P =@t

Odredi opseg lika koji je omeden krivuljama y°=3x% i y=}2—x% Vidi sl. 37.

Rjesavaju¢i zajedno zadane jednadibe semi-
kubne Eo i kruZnice, dobivamo sjecista
tih krivalja (1,1) i (- 1,1).

Ratunamo prema slici i (86b):

s=2s5 +5,

Slika 37
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T n

2 2
=4. wmm Vcoste-sin®z + sinrcos’s dt = 12a M V/sin?z cos?1 (cos® £ -+ sin?z) dt =
0 9
n T
k) 2
sin®t
-=12a\ sint-costdt =12a |M| =6a.

0 0

x = r(cost + £sin?)

544. Evolvente kruZnice “oa t,=0 do t,=m.

y =r(sint — tcos?)
Prema (87): % =r(—sinz +tcost 4 sinf) =rrcost
y=r(cosz 4 tsint — cost) = resint

k.3 b3

_ 1
= m.—\ﬂu%nom.: + r2e2sin?rdt =71 M t &H|N|5s.
o 0

x = (1*—2)sinz + 2tcost

odt, =0 do t,=m.
== GINuvno:._..muﬂav ! :

545. Krivulje

= (12 — 2)cost + 2 cost=i*cost

= (2 —2)sint + 2sint=1*sint

ms.amfmm_m dt = T\l dr= _w
1
0

x=r (t—sin ¢ e
546. Prvog luka cikloide ( ) 0<t=2x. Vidi sliku 39.

y=r(l—cosz)
x=r(t-sint)
y=ri1-cost) .
% =r(l—cos?)
y=rsint
2nr x
Slika 39 .
27 2n 2n

| _( S
s= m J(T=cos)* +-sin dt = L\Nm Slnom:rul\.mm _\lmm:._.M&H
6 g

=4

2n

| t
H?..N_ — €Os —
2

0

=4r(1+1D=38r.

162

1

x=—13—1

547. 3 od 7,=0 do t,=3.
y=2242
12].
=8sint+6cosz
sag, TSI V od =0 do fy=—— .
y=6sinz—8cost 2
[57).
=cos®¢ .
s49. ©© v od 5,=0 do t,=— . 5(, mG@-13)
y= mE t . 2 3 - #\

2. JednadZbe krivulja zadane su u polarnim koordinatama p=p(9p).

Formula

P
T o2 (@ + ¢ (p) do. (88)

Zadaci

U zadacima 550.do 559 uklj. izralunaj duljine lukova zadanih krivulja.

550. m.:E dva zavoja Arhimedove spirale p=aq. (Vidi sliku 29 uz zadatak 523).

Ratunamo prema slici i (88). Kako je g'=a, dobivamo:

4% 4x
hum ﬁ\ﬁmi&en& Ve +1dp = prema predtipu C=
0 . 0 .
4n
—a| 27 +ws?+ﬁﬂvw &Té_iﬂ_ﬁi&i Eﬂﬂz
0 -

551. Logaritamske spirale p=¢®® od ¢,=0 do gs=g,. Vidi sliku 40.

Kako je p’=ae?®, dobivamo:

g.. n Go eo
MM <%ne+a~mn§ue u% _\ﬁv.sc..fauvaeu _?.I.uw aueaﬁu
[ 0 0

HET;LV.

a

e 163
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¢. Odredivanje obujma (voluinena) tijela kome. je zadana povrsina
S popreénog presjeka kao funkcija od x, tj. w obliku S=S(x).

Formula

S(x)

—_—

1
J R
I
i
1
|
LN
T
ot
.

——

Slika 43

Prema slici 43:
dv=S(x)dx

Element volumena

89

Zadaci

U zadacima 560 do 568 uklj. izratunaj volumene Zadanih tjelesa prethodno prikazavsi
povrsine popretnih presjeka tih tjelesa kao funkcije od x.

NW@ Kugle polumjera R. Vidi sliku 44.
Kako je svaki presjek kugle krug, povrsi-
na poprenog presieka okomitog na os
x i udaljenog za x od ishodista O iznosi

prema slici

dok je

Fnﬂxalxw pa je MO&.HHQ%W&&.

Slika 44

Racunamo prema (89) i slici:

e (o s)ormalioe- 2] (o)) S

-~R —-R

166

S PP B
. —

S L T e

561.

562.

Tijela omedenog eliptickim paraboloidom

x2 2

Z 42 »
4 2

i ravninom z=1. Vidi sl. 45.

Uvritenje z=1 u jednadsbu paraboloida daje

Slika 45

U toj elipsi sijede ravnina z—1 zadani parabojoid.
O]
Podijelimo 1i jednadZbu paraboloida
2 od ravnine xy. oloida sa z, dobit éemo jednadbu presieka u udal;
udaljenosti

+ =1.

wl
wl%

To je opet.elipsa s poluosima 2 «\ln ; vm

Kako je S=abw povrsina elipse .
. : S poluosima « i p .

., dobivamo

S@=2)% _.*\Niu .
pa je prema (89) i slici:

. 1
ﬁ\,ﬂwd\mﬂ.\.ngﬂ_\wﬂ
- ° !-

Od kruZnog .uspravno, i .

A e g valjka polum

dio prema slici 46. Odredi <o_m._5n= ﬁ—.m gN.n.rM 10cm i visine H=6 odsicten i
0g odsjecka. =6cm odsjeten je
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DE h—x
R
) ath—x) 2 a
pa je DE=—— 1 S=3 k=
Prema (89):
. h 5
2
V= Ih. (h— x)2dx = —a%h.
3K 9
3 —

565. ...H,moF omedenog sa dva uspravna kruZna valika x% +3*=R® i x* + 22=Re. Vidi sl. 49.
Slika 49 predofuje osmi dio tijela omedenog zadanim valjcima i to onaj dio w.om se na-
lazi u prvom oktantu, pri &emu prvi valjak ima za os simetrije os Z, a drugi os Y pa
se te osi sijeku pod pravim kutom. Iz toga slijedi da je svaki presjek tog tijela s rav-
ninom koja je paralelna s ravninom YZ kvadrat.

U slici 49. prikazan je kvadrat stranica AB =AC, udaljen za OA=x od ravnine YZ.
Prema toj slici:

AB HQHN"<%»I&M

pa je %Aﬂv“NAﬁ|uﬂn
v ( 2
4 <= wcﬁixﬂvmauw R®
0
16
ﬂ\"l\zu.
3

Siika 48 Stika 49

566. Tijela omedenog troosnim elipsoidom

[Vidi sl. 61 u dijelu 111. Repetitorija; 32}

170

567. Tijela omedenog jednokrilnim hiperboloidom i ravninama z=—11i z=2.
[Vidi sl 63 u dijelu III Repetitorija; 36 =].

568. . Odsjecka uspravnog valjka komu je baza elipsa prema slici 50.

m&mu 1334 EL.

Slika 52

d. Rotacione plohe i tjelesa

1. JednadZbe rotacionih ploha

Formule

JednadZbe ploha nastalih rotacijom krivulja

y=f(x) oko osi X: f@P=»*+2° : (0
x=g(y) oko osi ¥ O =+ +2* . (90a)
Zadaci ‘
y

U zadacima 569 do 573 uklj. odredi jednadsbe ploha
nastalih rotacijom zadanih krivalja, odnosno pra-
vaca, oko koordinatnih osi uz graficki prikaz tih A |

ploha. ﬂTv
|

569. Parabola y=x* rotira oko osi X, a zatim oko |- s
S AN G
Rotacija oko osi X: f(x) = 2° v

)
1

i

|

1

osi Y. . __
m

]

1

]

i

!

I

Prema slici 51 i (90): M=y 2%

Rotacija oko osi Y: ¢(3)=)7.

Prema slici 51 i (90a): y=x2+ =2. Slika 51
—_— 1Ka
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Odatle slijedi prema (89):

Volumen rotacionog tijela

o

Ver E@é = ?NS& on

Nastaje li tijelo rotacijom r:ﬁ_.:n xleCo oko osi M\ tada je

d - d i
V=r[lpOPdy== [ 2O)dy. - ©Ola)

Ako je krivulja, koja rotira oko osi X, zadana u parametarskom obliku

=x(z
w=x( vv (<<,
y=y@

tada je prema (91)

(CP)
jer je dx=x'({)dt = xdr.
Zadana 1i je krivulja 0 polarnim koordinatama
p=¢(®
a rotira oko polarne osi tada je
vels \ ¢* () sin ¢ do. (92a)
3 4
£
g N
y=Fflx)
7 c ;

|

Slika 55

Zadaci

‘U zadacima 574 do 587 uklj. izralunaj volumene tjelesa nastalih rotacijom likova koji su

omedeni. zadanim krivuljama, odnosno pravcima.
574. Lik, koji je omeden parabolom y2=4x i pravcem x=1, rotira oko osi X.

174 ]

i
1
{

Prema slici 56 i (91):
1
V=n w 4xdx=4n
0

1
x2
7 Hm kubnih jedinica.
"0

575. Lik omeden lukovima parabola y = x® i x=? rotira oko osi X.

*

=

Slika 56 Shika 57
Najprije odredimo apscise &o&wB zadanih parabola:

Iz

ye <| slijedi x*= _\x_
H-x=0

x(—1)=0

x3=0; x=1.

Iz slike i&mac. da je trafeni volumen V jednak razlici volumena nastalih 85&03.
lukova parabola .w.“ﬁ i y=x® od x=0 do x=1, pa prema (91) dobivamo:

1 1 1
x2
«\H#%k&lﬂ%»\ﬂk"ﬂllm HW:
2 5 10
[ 0 0
x% 3
576. Lik omeden lukom parabole QH:NI. i pravcem y=—x+ 3 rotira oko osi X.

Odredivsi apscisé sjeciita parabole i pravca x,=—3'i xs=1, rafunamo prema slici -58:
1 1

Ol (e R L (R

4
—3 . -3 -3
2 3 9 o 1
3117 2
=] —-—Z 23 x| =g —— =18 —.
372 4720 To+ sv 15

-3 —

175
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582.

=
583:

584.

585.

586.

587.

178

il

Iz te slike vidimo da trateni volumen opisuje’ gornja polovina zadanog lika i to za
0<p<r pa integrirajui prema (92a) dobivamo:

n
2
V= 3 .p.nmmﬁ — cos 9)*sin@ dp = (uz supstitucija 1 —cosg =z,
0

1 8
pa je sinpdp=dz)= 3 nad-16 Hwnna.

. 'Lik omeden parabolom y=x% osi X i pravcima y=0 i y=1 rotira oko osi X. Narisi

taj lik!

5]

4
Lik omeden hiperbolom y=—, osi X i praveem x=4 rotira oko osi X. Narisi taj lik!
x
[12=
=2 ¥
Lik omeden hiperbolom' nl»leﬂl_ osi X i pravcima y=b i y=—b rotira oko osi Y.

Graficki prikaz!

o]
3]

Lik omeden kubnom parabolom y=x® i pravcima y=—8 i y=8 rotira oko osi Y.

Lik omeden parabolom y®+x--4=0 i osi Y rotira oko te osi.

[38, 4 7).
wm_ﬂ omeden jednim lukom cikloide
7 x=r(t—sin )
y=r(1—cos 1)
i osi X rotira oko osi X, a zatim oko osi Y.
[5n2r3; 67317

Lik omeden lemniskatom g?=g® cos 2¢ rotira oko polarne osi.
- [ma® [yy= - 2
—2In(Q+y2)—=¢ |-
5 frzmas+yn-2]
3. Odredivanje povr¥ina rotacionth ploha

Formule

Ako krivulja y=f(x) rotira oko osi X od x=a do x=b, ona opisuje plohu, kojoj je
povriina

b
s=2x [ {0 VT+IF @ d= ©3)

Vidi sliku 60-

2

a .b)
Siika 60

Rotira li krivulja x=¢ () oko osi ¥ od y=c do y= &»Bm»_nvoiswﬂwonﬁﬁ_ono.
tacione plohe

d
s=2x [ o (0 T+ & (939)
e
Ako je jednadzba krivulje koja rotira zadana u parametdrskom obliku

x=x(0)
4 <<,
y=y(@)

tada je prema (87)

&=z OF+ [y (OPd.
i prema (93)

- §=2= ? OViZOF+1y OFd.
Ako je jednadzba krivulje u&»nu u w&ﬁ:ﬁ koordinatama p=g(gp), tada je prema va

ds=Ve*¥p? dg, dok je y=psing, a x=pcos ¢, pa prema (93) i (93a) dobivamo za
povriinu koje nastaje rotacijom luka krivulje oko polarne osi (osi X), odnosno osiY

S=2r [ psing Voo de. 09
L 4%
GN PR
8§=2x fpcosg I/ i dg. (94a)
L2
120 : 179
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3a , 3a
== M_a a—y))r2otady = M?é (@+y)dy=
3a 3a
0

3a 3a

mm @+2ay~-y')dy= 3a*y+ay*—
0

l.nl;1

3a

592. Parabolickog zrcala kojemu su dimenzije prikazane na slici 64.

g X
unQN
Y
2 =
y2=16ar a
ﬁlﬂ
\
\
* “
| C X
N i
0l a Ux |
4a
|1
Slika 64 Slika 8

Najprije E.va::o jednadzbu parabole ‘prema slici. Tatka A (a,44) leZi na paraboli
y*=2px, paije

16 a®=2pa, dakle 2p=16a i
=16 ax—jednadzba parabole.

2 |
Odatle 2yy'=16a 1 ¥’ —2 E\N

ﬁnx x
Prema (93) i slici 64:

a a
munnwi\m. _+|& =8z }a waia&n
(1] . 0 ) B
a
||2,E\| 8).
(]

=8=x)a- m Va+aap

. X - . .
593. Luk lancanice y=ach -— rotira oke osi X od x=0 do x=a (a>0). (Trazi se povriina
a
katenoida).
Prema (93), slici 65 i formulama za hiperbolne funkcije:

182

a

a
x T ox x
S=2ma\ ch—-|f 14+sh?”. dx=2na\ch®—dx=
a a a
[

]
- awll_..mlwl 2 ¢ ex _2x
HNﬁnMA 5 vmaﬂﬂamAmn+N+m ..bmxﬂ
) )
na | a »..Iu+N a Imama :.auﬁf.a )
=——ce x——e€ =— (e244—e").
2 |2 2 4

0

T
Luk sinusoide y=sin2x rotira oko osi X od x=0 do x= —. Nari$i graf rotacionog

2
tijela.
Kako je y'=2 cos 2x, dobivamo prema (93):
il
2
S=2n Tsi.ﬁ%ﬂ&
0
. 1
Stavimo 2 cos 2 x=t, tada je IA&..NamnH&u»mmbNx&nﬂlM de, pri demu uzmimo u
obzir da je za x=0 =2, a za xHW t=—2. Dobivamo prema predtipu C, primjer 3
na str. 94:
—2 2 B
— 1 T — Tt
S§=2 112 | ——ar|l=—\Vit2d=—1 = J1+#
nff (~ga)-3 \yrrea=g |3 v
2 D2
. 2
- T — —
+ME~+.S+& _ = mAnfiuc\x&.
RS
- Astroida x=acos’t

it _ rotira oko osi X.
y=asl i

Vidi sliku 25 uz zadatak 517.
Rafunamo prema .GAY
x=—3acos®tsint
y=3asin*rcosz
pa je y (O)- Y72+ 5°=3 o® sin ¢ [ cos ¢ sint £+ sinr* 2 cos 1=
=3asinz-sint cos =3 ¢*sin*zcos 2.

Prema slici:

S§=2.2xn-3a tooszdt =(uz supstituciju

O&_g—ﬂhﬂg

183
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603.

186

. I~ - .
Lemniskata g=a |/ cos 2 ¢ rotira oko osi Y.

[2 a® V2.
y
Y y=rfix
==
&=
X ] a X X
slika 67 Siika 6§
e. Rafunanje stati¢kih momenata i koordinata teZista
1. Ravni likovi
Formule
a) U pravokutnim koordinatama
Staticki momenti ravna lika prema slici 67:
s obzirom na os X : M,=S.y,
’ ()
s obzirom na os Y : M,=S-x,.
Tu su x, i y, koordinate teziSta T lika, a S njegova povrSina.
Iz (a) slijedi:
M, M, .
X, == — N =
=g b W=y (b)

Ako povriina lika i koordinate teZifta nisu poznate, raCunaju se statitki momenti za ele-
ment dS povriine lika, a zatim se integrira po &itavoj povriini lika.

Fn?a?_‘:&u?&. as
§ s \

Tu su x i y koordinate elementa dS lika.
Ako je zadani lik omeden krivuljom kojoj je poznata jednadZba vy=f(x), tada je prema
slici 68

dS=y-dx

dok su koordinate teZiSta clementa povriine d.S

y
Xg=X35 Y= 52
pa statiCki momenti lika prema (82) glase
| b b
.\S«ﬂ,M Mum&.w .\Seh.mxu. dx (82a)
a a

sty

Y QT

— N

o

b
Podijelimo 1i formule (82a) s poviSinom S= [ ydx lika, dobijemo prema (b) koordinate
a

teziSta lika:

b
xydx
m 17
HNHMIIV
[yax
‘ (83)
b
yrdx
w1
Y=g =
[y
a

Awnmn&nmc»“ Teziste lika, koji je simetriCan s obzirom na neku os, leZi na toj osi.

b) U polarnim koordinatama

Uzmimo li u obzir, da je premia slici 69 element povrsine

1
n.wH.M ptde ) 78
i da je te¥iSte elementa dS povrSine, koji ima oblik krivocrtnog trokuta, udaljeno od
vrtha za W ¢, dobivamo za pravokutne koordinate teziSta tog trokuta
2 2.
=_pcos @, =_—psing.
x=_pCOsQ y=yesine
4

0Pl x  Polamaos  x

Slika 69

Unvritenje tih izraza za x i y u formule (82a) i (83) daje s obzirom na sliku 69 i (78):
Staticki momenti
0. 6;;

_
m mumm:ﬂax..u_.,.n 3 M muocwﬁn_ﬂf QKV

° @

M=

W -
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1
za lik OBAC: M, = Mxmuxﬂl .
@

2 10
1 1 3
M= = —
4 10 20
1 1
;- 2., x 1
S= x—)dx= |V -=| ==
s 217 - =5
0 0
Prema (83) )
3
20 2 0,45
X, =y, = —=—=U,40
= 1 20
3

Pravokutnik sa stranicama @ i b presjeten je parabolom (vidi sliku 73) na dva dijela
S, i S5 Odredi koordinate teZilta svakog dijela.

Parabola y2=2px prolazi tatkom A(a; b). paje

b2
b*=2pa, dok je 2p=—, i
a

@m
¥*=— x — jednad¥ba zadane parabole.
a

a

a
b 2
My= MR..I|< RQHPWQ»&.
1]

a
b - 2
Povriina h-“'% <amx.ﬂ!n?

.mmamwn momente za dio S, dobit éemo kao razliku statickih momenata pravokutnika
i dijela S,.

Za pravokutnik imamo prema slici:

b ab® a a*b
M, =S SHQQ.MH - My=S-x;=ab 2=
ab® ab? ab® a*b 2 a*b
. - — . M= ~Zath=
ZaSi M= == T s 10
s b 2 b ab
$i ,—ab— —ab=—
Povriina S,=a 3 3
My @ 3 3 M ot 3 3,
Za Sy w=-m = T 00 ST T4 ab 4
608. Lik je omeden poluelipsom
2 .
Z 42 =1 iosi X(y=0)
a»+vn (

Qdredi koordinate teZista.

~a 0
Slika 74
Prema slici 74:
K«"O. ;
Radi jednostavnijeg integriranja prelazimo na parametarske jednadZbe elipse:
x=acost 0<i<n.
y=bsint
Racunamo prema (82a) i (83):
¢ . - [}
2% (s ipu VIII IIH@W_IH m»bﬁnom“lm cost H.Nla%.
>~xHI|~I. sinftd¢= (prema tipu ) = 7173 S -
x . x
0
C C ¢t sin2t! abx
S= %en.«n —ba wmm:ua?hl&w 5 |.ﬁ.\_,ﬂ >
" n P

609. Lik je omeden prvim lukom cikloide.
x=r(—sinz) !

0<t2=%
u.HA_\nomuv_

i osi . Odredi koordinate teZiSta.
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Staticki momenti

M= yds= .\‘L\_.Tu.s dx

5

M, ?&Ts x [T+ y2dx,

Koordinate teZiSta: xX,=

. . x=x(1)
Za krivulju zadanu parametarski. LIS,

y=x()
5= s 55554

I3 ~
N_?H\QS_ %24 ¥2de

5%

M,= \ RS_ g

b) U polarnim koordinatama
Za krivuliu  g=¢(p)

2 P
§= w Vertetan
A
P2 el
M, = M _ummnﬁ—\._mn.m.m\waﬁ
[N
'S
M,= % pcoso) g2 dp
R4t
Xp= MWM&N 5 = |?.Mm..
Zadaci

U zadacima o.n@ do 625 uklj. odredi s obzirom na koordinatne osi staticke momente

dinate tcZi¥ta zadanih ravnih krivulja. odnosno pravaca.

618. Koordinate teZiSta za odrezak pravca

— =1

xu\
a b

194 .

(86a)

(86b)

(CD)]

(87a)

(87b)

(88)

(88a)

(88b)

i koor-

izmedu koordinatnih osi. y

S/

Ra¢unamo prema slici 75 i (86a).

M'Q f= _'\)_|E‘

S

ika 73

a
b b B2l b
A== MAJI.«%@V._\ +|u&H_|._..I~|. Tbx) =
c a a a : a

1A [P
Lﬁﬁ-wéu%ﬁ
a 2 2
« _\ .—\I @ _n .—Il.&nﬂ
RN gt 2t allaiy
E%..m —de= *W_- —
0 e
M, alate 1 a
H === ——— . —— = ——
s 2 Ve 2
M, b
=
s 2

619. Koordinate tezista za prvi luk cikloide
x=r(t—sinz)

y=r(l—cos?).

Prema slici 39 u zadatku 546:

X=T%.

Prema (87) i (87a):

- — 3 e e e e
(i —cosn), _\xu+.< =1} 1 —2cosz costz+sintt =

y=rsinz
—1 S y= . .
H; NT!S&HL 2. f 2sin —==2rsin —.
2 2
2n 2r
¢ oLt
M, = N.A_Incmo.mﬁmmnm&ﬂaﬁ mEuM%H
0 0

) Lt
U.A_unm:..w tipu VIII uz supstituciju =2, pa je Qﬁwmnv
2n
PR | 7 r 2 [ 32
= 8t - - ,ﬂ:v o COS e omC0s ) = —r
[ 3 2 2 3 2 3
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623. Tezidte luka kardioide
p=r(l4+cosqg) od p=0 do g=m.
Prema (88):

T
M= M 7 (14-cos ) -sin g} 721 +cos @) +72sin?qp dp=
(4]

1
r2 M (l+cos g)sing- 2y 1icosp dp=
[

P @ ? I ?
2 ' . L .cos - 2 cos —dp=
2cos’ 3 NmEN nOmN Q\ 2)% cos Nme

r2

Oma

n
=82 no%m sin .
; 2
s=8r (vidi zadatak 554 u kojem je r=3)
M, 2
y= - = 5 r.
s .. . p . . . 2
IzraCunaj na isti nain prema (88b) y,. Dobit ¢ée§ istu vrijednost Mﬁ

624. Koordinate teZiSta lanéanice

\

x
y=ach— za —a<x<a. Vidi sliku 65 uz zadatak 593.
a

Iz te'slike slijedi da je x=0. Odredimo y, prema formulama (86). Kako je Q‘Hmrh. imamo:
a

a a

a x
%PH Ma nrm_.\._ +wr» 3 &Hmn m or... W.&nh Au_.naw nrxH
) —a . 0

ca
71/ 14+ch2x . x
=1l ——, paje NnrmxH_._.nrmvanmAI.oervaxH
a

2
0

a -

x a . a*
— HnAnJTM mrwvnwﬁu+mruv.

| a
=alx+—sh2
i ? a

1]

a

[ ———

/ x
s=2 M v 14-sh®—dx=2
a

0

x
ash—!| =2qgshl.
a

a
|
_
t
0

M, a@+sh2)
Y T T T

=1,18au.

198

625. Izradunaj koordinate teziSta polukruznice x2- v*=r® ne prelaze¢i na polarne koordinate
2r
0. — .
f. Ratunanje momenata tromosti (inercije)

1. Ravni likovi (homogeni gustoée y=1, pa je masa w identitna s povrsinom S lika)

Formule
Momente tromosti
aksijalni a I,= [ydS
K
(85a)
I, [«*dS
s
polarni s obzirom na ishodifte O(0;0):
I~ [£2dS-
s
Zadaci

U zadacima 626 do 633 uklj. izratunaj momente tromosti zadanih ravnih likova s obzirom na
zadane osi. odnosno polove.
'

626. Trokut -baze @ cm i visine 7 cm. Momenti tromosti s obzirom na
1) bazu,
2) pravac, koji je paralelan s bazom a, a prolazi vrhom 1/ trokuta,

3) pravac, koji je paralelan s bazom, a prolazi teziltem T trokuta. Vidi sliku 77.
Yy

h

Slika 77

ad 1) Prema slici 77 1 (85a):
di,=y2-dS =2 2dy.

Treba z izraziti s v:

199



10T : 00T

L
14
—=dg o opepoe ‘pdg=
a 2 U 9t T :owealqod
. MY
af ed (g ¢v)y woyRel 1ze[oxd xd 7=, e[oqelef
14
10 2uleuIpIooy 2(qo eu womnzqo s PI[s ewaid pjudwdas SoxyRIoqered nsowon JUUWOW 679 . A_m Wv . _mhu +r= MN
2
1
. € 14 1
.EM $9 uqoq T feumperzy uen nst BN (¢ Y =P Pes of TP I12q0 1 133 .Mwuc npowod I NIPaIpo  OWIZOW °f
0 | 0 0 5t
R 4 14 [4 v - CUI—— =T - :3( apepO
p—= |[———1 —=1paT S =1p-— -T=" R 1 :
s " P Tbu I P ITU %&a P 14509 15IS b %&em =71 ‘ P ’
z z z :
k'3 u u - Nﬁ
| () L
Y/ H? 4P
.a =*1 af yop .MHN‘ nlepnys of - wdgeu )
5 Y
v 3 1 X 150 yropesed 1sousffepn suqosnpaw p f Ap3
PS+HI1="1 .
BYAEIS BAOISUIAS
noowrod ounpaIpo eI [ 91§IZ31 Z0Ty Iy so zU WoONZGO § I Msowon JUSLOW (€ pe
{
X [4
. $UBD LANEY A Sy A
1P 25500118 (DT =SPz="TP P .na I g
1P 15800 qD T =1p15029-15000T=APXT=SP ’
2 —gy|p=" I
16L 1US 1 (es8) wwaIg a.vﬁna . —ofe+aye u&vu P m
cuggso| LS ‘
¥=1=0 15000 =x% ) “p Awlﬁvkaliu.ne& ewoid) =&p z-5(A—4)="]P (T pe
asdio aqzpeupaf mxw.ﬁoﬂﬂwn BU OWIZRRI ] .
. U«
. (@) x so eu wonzqo § (I .,Euﬂmn T
‘IS0 u_nm BU WOIZQO s ¢ T v punsonjod s 3sdP msowron JUSWOW ‘879 . ’
0 0 0
8L BNUS
. vy 1€l Y w *
' LA B =Ap A\ ——ApL\ p= I
£\ < _ p=A4pg M » P2 I
7 Y 1
—_0 0 :
4 14
q&“” i& H”mﬁn@%.ﬂ“.ﬁ a..ﬁﬁ.ﬁ“]dv«%“a&ﬂ JIpaflS
4 ¥ 1 ) 14
*0pgdu=0dpdu-d—gp-,d=Crp ® DS PR, S— aof vd
v (C—y)o
:(eg8) T 8L WIS BWAL]
y: (A—y)y=0:2

(050) 0 3stpoyst eu woxnzqo s 4 exfwmjod eSnninjod 1sOWONO JUSWORY *L79 1pofi[s exjon NSOURAS ZI



630.

631.

632.

633.

b2 b ..
i y*=—ux, odnosno y== - .<x -» jednadzba zadane parabole.

a ‘a

Prema (85a) i slici 80:

b
al,=t-ds=t2 =) d
/
a
a
26 (= 26
NE” Ry m .—\Rm&k.” e
<no Va
. 4
Odredi na isti nacin I,. Dobit ¢e§ — ab® ,
= Slika 60

Momenti tromosti pravokutnika stranica a i b s obzirom na obje osi simetrije pra-

vokutnika.
ab® . a*b
Li=—; ILi=—0-|
12 12

Moment tromosti polukruga polumjera r s obzirom na dijametar.

.Tucnwm prelaz na parametarske jednadzbe kruznice;

Polarni moment tromosti kruZnog prstena s polumjerima r; i 7.

n
_an =D

Moment tromosti s obzirom na os X.

a
1) parabolitkog segmenta omedenog parabolom, kojoj su nultatke -+ Ik avrh V(0,4 i
osi X.

2) parabolickog segmenta omedenog parabolom y=4—x? i pravcem y=3.
1628
105 |

2. Ravne krivulje (homogene gustoée y=1, pa je masa m i identi¢na s duljinom s krivuljc).

Formule

N»." .\..!u&h _

Aksijalni momenti:

(85b)

polarni moment

202 -

[

Zadaci

U zadacima 634 do 637 uklj. izratunaj momente tromosti zadanih krivulia s obzirom na zada-
ne osi, odnosno polove.

634. Momenti tromosti polukruZnice polumjera r s obzirom na njen dijametar i sredite O.

Pararaetarske jednadibe zadane polukruznice

x=rcost|
I 95S. 2
y=rsint
Prema (87), (85b) i slici 81: I
ds=) % F y2de=)recostt t ¥ sintede=rds ds
n . N n ﬂuw A\_
t ty 7 2
~x”%ﬂumm=»~4n_nﬂﬂa e Hﬂ.?”” dt S A
2 4 _ 2 2 yar
o 0 4 “
e AV /
HSM. jer je mr=s=m. 0 x r X
— Slika 81
n
Ne".\.du.s&".naﬂﬂu:ﬂuﬂiwu.
F —
635. Momenti tromosti jednog luka cikloide .
x=r(t—sin) |
y=r(l—cos¢
s obzirom na objé koordinatne osi.
(Vidi sliku 39 uz zadatak 546).
Prema slici i (87) i (85b):
o t
ds=)rE(1 —cost)t + r2sin®tdi=r|/ NS|8£&M.~25ME.
2n 2n
t t
I.= Mau: locmcm.n..&:M&HNqum A&%M&H.
0 0
P n
- HHM =u;dt=2du;zat=2n :Hav =167 % sin®udu=prema tipu VIII =
K1} . -
1 4 8y |
= _mx_ - Amm=u=+ —sinu+ — jcosx Hmmiu.
5 3 3 15
0
Izratunaj na sliéni nacin I,. Dobit ¢e3 164° a\ﬂv.
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Prema (96):
4 64
S=8r2n —r=— nr
3 3
642. Astroida
x=acosd ¢
y=asin®t

rotira oko osi X. Odredi volumen rotacionog tijela. U zadatku 517 ve¢ smo izraCunali:

L S 3 datlw 615 256a
="—a% paje —=-—ma’, au zada Doyp=e——
g P 570 R VT
Prema (95):
3 5 32
Hlﬂ%.ma 2 mnﬂlnnu
16 315= 105
s 2
U zadatku 543 dobili smo: s=6a, pa.je MHuP a u zadatku 620: .u:HM a.
Prema (96):
2 12
S=3a2rn—a=—mna%
5 s

Istu vrijednost za S dobili smo veé¢ prije. Vidi zadatak 595.
643. Elipsa s poluosima a i b rotira oko osi Z koja je paralelna s osi 2a a udaljena od nje

za 3b. Odredi volumen rotacionog tijela.
{6 x2at?]

644. Odredi pomoéu Guldinova pravila koordinate teZista polukruznice polumjera 7.
: Nw:
0; — ||
B T .

645. Odredi oplo$je i volumen torusa nastalog rotacijom kruZnice, odnosno kruga
=—alP+(y—by<r®

oko koordinatnih osi X i Y (a>r; b>1).
oko osi X: S=4n2br; V=2n%br2
oko osi Y: S=4=Zqr; V=2n%ar|

h. TeZiSte i moment tromosti homogenih rotacionih
. tielesa gustoée y=1 pa je m=V.

Formule

TeZiste
Koordinate teZiSta tijela nastalog rotacijom krivulje

206

e R

- &
[xaV [x(fFdx

a) y= ok i X: x,= ———
y=f(x) oko osi x, % . . on
SUf@Edx
d
[ydv  [yleG)rdy
b) x= ko osi ¥: y,=2 .= ¢
@ (y) oko osi A 7 2 . (97a)
Jlerdy
[4
Teiste rotacionog tjela lezi uvijek na osi rotacije!
. M @
Momenti tromosti rnm wf [f(OPdx. (100)
a
1 d
L=— = [le(dy. (100a)
Zadaci
U zadacima 646 do 650 ukij. izratunaj koordinate teZiSta zadanih rotacionih tjelesa.
646. U kojoj :mw__.o:.omn o.n geometrijskog srediita le¥i teziste polukugle polumjera R?
Polukugla nastaje rotacijom oko osi Y &etvrtine kruga polumjera R. Vidi sl. 85.
X
Slika 85
Uzevii u obzir da je
e(=|R—»
Lo 2
i da je volumen polukugle QHM = R® dobivamo prema (97a):
. .
T [ y(R*—y*) dy R
V= A..\. ylw’ m %uu\u E 3 R
-t 2 2R 2 ) _ 8
TR o ——
3
207
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. . L. U .. ) X v
652. Moment tromosti rotacionog elipsoida koji je nastao rotacijom elipse — 4 -—=1

nl .
oko osi X.

. o
Radunamo prema (100): u_m.i.ﬁﬁ_l v

8
Na isti nalin izratunaj I,. Dobit ce§ _‘man;.
653. Motnent tromosti rotacionog hiperboloida- koji je nastao rotacijom oko osi ¥ hiperbole
x2 y? .
Mlqisﬂ_ od y=—b do y==b. Vidi sl. 90.
2
Kako je xuﬂnnﬁ_+@|av , dobivamo prema (1002)
b . b
1 22 2 1)
=TT - 4 . ) o= 7T —_ 2 — =
N,,.i 5 T NM& A_+ vuv dy :QDMA_.T » 4 m u\nvm&!
0 )
2 «v 28
1
=nat O T Pah ey '
TV Yt Y T
0

slika 90

654. Moment tromosti tijela nastalog rotaciiom oko osi X lika omedenog s y=e*, y=0,
=—1 1 x=1.

Prema (100):
1

1
i 1 ax
NRHW = %mﬁa.«.\.Md ‘q ‘H..WA«»I Wv
< i
It -1

Prikazi graficki!

655. Odredi momente tromosti uz graficki prikaz:

1) Rotacionog paraboloida polumjera r baze i visine k s obzirom na os rotacije

- ‘
_r:. :xgb—‘
6

210

- R
2) Kugle polumjera R s obzirom na dijametar. lenk; .

1 .
3) Uspravnog valjka polumjera baze r i visine & s obzirom na os valjka. —.Nl nw:N—.
i. Zadaci iz fizike

1. Put prevaljen tackom

Formule

Ako se tatka giblje po nekoj krivulji pri Cemu je brzina v gibanja zadana kao funkcija

- ds
vremena ¢, tj. u obliku v=f(2), tada iz a“HH\S slijedi

ds=f(@dr. @)
Taj izraz predofuje element puta s §to ga je tatka prevalila u vremenu dz, a
[N .
s=[f@)a : ®
4

daje put tatke u razmaku vremena od #; do t,-

Zadaci

656. Brzina tacke ﬁn»un je formulom, .
v=|T+rm/sek.

QOdredi put, 5to ga je tacka prevalila za prvih 10 sekundi poslije pocetka gibanja, i sred-
nju brzinu za to vrijeme.

Prema (b):
10 10
hum _+?&n.w‘§,|+w. uwe:ﬂluwmqa.
0 ., 0
s
E.Hawwaa\mnn.

657. Brzina Sm.wn. mijenja se po zakonu
v=2(6—1) mfsek.
Qdredi najveéu udaljenost tatke od pocetka gibanja.

14* : 211



1T

98—

WONULIOY BUIPIPO BYeIZ J0d10 LIewouez
as oxroyn % wouziq womagod § SIA N OUEYNIIA EUIE] BN BWZIQ 3 Bp OWEUZ 199

. L0 = 2 =
c|3th (0] El@ﬂ:&c@ , 0091 _ 0=0
1 1 U
1583 efuepedser uoyez IoozZel],
OOy ored y0091—=zu— i
T -
4
Qoow_lhﬂ.ﬁ
. o) 4 o
fgy—=—u] n —=0 I (009]=2 OWNSIAN ‘y OWIP3IPO B
(0] K]
0
-2'0=0 of ed ‘y—=—10 11
0
y—="0 -0 of =d
ON . .OO

. w
%Mﬁllﬂﬂm
o

\ 4

:p=w 7 JuoWowW N € G=wu =2 8z 3( vp myawsodidid zn ofep s(uLIIFNU]
efyumy epnfeped (7) w of 13( ‘euaneddu of u:og:o_u ® .awo:uu_ENE (Y20 ¥ of a(pd

mw a
‘py—=— wYy—=—
Py p mowy up
of ed 7 muswouwr woyeu n oueisdns efuepedser eu
-121q ® 29 1q ‘(F)u=m (1 7 BUSWIA BOYUNJ dURISdNS SUADNEOIPEI w4 BSBUX ol oxey
wp

‘nuiaojod eu ej{uews 39S gSEW BUIPO3 (9] =] UOYeU € “souesdns
eure1d °% o[iq 0="% juswow rnagod n 3f Bp 1 Souelsdns IseW WOUINOY S PUINWZEL
efuepedser eurziq of ep oyeuzod o_ oye ueysdns suanyeorpel efuepedser WONEZ IPAIPO 099

0

E ) - Y9—o
Tw\cn_qz 7)— f_ﬁuhs muti d E.NVMM
v 1V HY 4 14

1
oy 19-v (" q
IA i Me _ e Ean MH (efuea8ayur Soupelred uoxeu) H%l:_w .W\H:\

<
3

.:Z 14 1
17 3 ]

| o
ul.u
3 aslu _AS &5_ Q MUS;
v vV

.

ifegnys seu ez

(414

0
® p@n [ =
H
P
euziq 3( ed ‘7p-(Dn=0p * alﬁ”: 3l oye

*T3 myuswowr: n woyer e[dnsod of nfoy
Ty nuUISIA JoPOYEl B ‘7 MUSWOW Wof0Y OfIq T 158X @ NURZIq IPAIpo ‘0<19—? df afp2

. ﬁ “Auku
| 4

nuoyez od 91sex (oUTZa] Sud(U BlUS(UBWM PI(Isn) Jloye:
sfueziqn s foysuodod (ougers Ld ep nyarisodiord zn) 'SIA N OUEYNISA ZIP 3s eIy ‘659

:s +h hnlv urs— T+f WV E%\txn
£24 xg
2

H%T.TNWYSM L +Ix=3
xT 3 1 434

UGS
o

0 0
a
= Aaf stw c. o+ |v m L =
N x4 L «\hN o et
2 1
:(q) eward ed
A&.I |h|v $00 L y=e
xz xg
OWBAIqOp .mna BUIZIq 3 oy

“Tx=x nfezojod
n 7 muswow N epzejeu vYel 95 ep ‘oreuzod of oNe 7 JUSTOUI N ML} ezojod 1PRIPO

‘[efomaday nplp I 1 (¢5) PIA] ezey emsged © of
Yop ‘(efuenn porsad) efenn Soupsf SWfIA [ ‘Su(NA 7 ‘efenn epadwe pr S( 3(p3

.ﬂxl.u m.viw N\NR
xz

X Is0 znpzn ayRel efueni. YRIUouIIey eqzpeupa( 3( ejeuzod ‘859

0 0
-_— Iz
WIE=|——19 = (—9\r=
5" 9
:(q) ewoaxd of ed 9s 9=7 oWeAIqOpP IPEPO
P
.oHATSNumna

of pey ‘(1 ‘raeisnez exQel s pey Niq REI
1S0Ud([epn BYoaleu 3 ed ‘ouazodsn oygel uE.mn:w 3( ep afnzey nuiziq ez ZBIZI [UBPR7



gdje je ¢ vrijeme a g akceleracija sile teze. U kojoj ée se udalienosti nalaziti tijelo od
pocetnog poloZaja nakon ¢ sekundi od momenta bacanja?

u .

$
= -2
_y& Vot — 121

662. Tacka se giblje po osi X pocevii od M (1;0) tako da je brzina jednaka apscisi x. Gdje
¢e biti tatka nakon 10 sekundi od poletka gibanja?

fe).

2. Radnja promjenljive sile
formule

Ako je sila P, koja vr$i radnju a djeluje u smijeru osi X, promijenljiva te je funkcija od
x, §). P=F (x), tada izraz

dA=F (x) dx

daje element izvrigne radnje, dok je

A= N. (x)dx ©

*t

radnja §to je izvrSila sila F(x) na odresku puta [x;, x,]-

Zadaci

663. Koju radnju treba izvrSiti da tijelo mase m dignemo s povr§ine Zemlje, kojoj je polu-
mijer R, na visinu A? Odredi i radnju potrebnu da bi.se tijelo udaljilo u beskona¢nost.
Prema Newtonovu zakonu gravitacije

m-M
Fek
d.n
je sila s kojom masa M Zemlje djeluje na masu m tijela udaljenog od sredifta Zemlje
za r.
Uzevsi u obzir da u naSem slu¢aju tijelo treba podignuti na visinu (R--#) ratunajudi
od sredi§ta Zemlje, dobivamo prema (c):

R+H R+k
kmM _ 1 1. 1
A= \——dr=kmM | ——|=kmM|=—--—].
o [ r R R+h
R R
- . - S o . kmM
Na povrSini Zemlje (r=R) sila F=mg, gdje je g akceleracija sile teZe, pa iz ~uﬂ|n
r

slijedi:
mgR:=kmAM, paije ERM=gR?.

Uvrstenje u A daje:

_+Vﬁ
R

1 1 mgh
R xiv

A=mgR? A’ —_

214

Kad & —+cc
h
Aco=lim A-=mghm - i po L'Hospitalovu pravilu (vidi dio I Repetitorija)=mg R.
h-»o0 H-ro0 1
P4+ —

R

664. Odredi radnju utro$enu na crpljenje vode iz spremiSta oblika poluvaljka duljine a i polu-
mjera r.
Prema slici 91 obujam elementarnog sloja
a r vode debljine dx na dubini x, duljine a
-7 Y i Sirine m iznosi

dve=2)r "5 qdx,

m —
jer je M = <..- — x>

Stika 91

Element radnje d4 potreban za dizanje tog elementarnog sloja vode na visinu x iznosi

dA=2a _\Mumw.«.aak s
gdje je y specifitna tezina vode.
TraZena radnja )

r

. 2
\AHN&«mHT-IauP«HJa« Mﬁ\?ula...vm fe=
J !

yard.

w| N

0

665. Koju radnju treba utroditi da se iscrpi ulje iz vertikalnog <&H.woiﬂow spremista visine
H=6 m i polumjera baze R=2 m, ako je y=0,9 specifitna teZina ulja.

Prema slici 92 volumen elementarnog sloja ulja debljine dx iznosi
dV=rRdy
njegova teZina dG==R?dy-v, I

a radnja da se taj elementarni sloj ulja podigne na visinu y:

dA=nR3*dy-y-y-

H=6m

Slijedi:

H

nyREH?*=
[} Slika 92

ST
N o

: '
A=nRey Mu:@"a«zu _
0

7 70,9-10°-4-36=64,8- 10°- x kpm = 640800-9,81 ==635688 7 dzZ,

1
jer je u CGS sustavu jedinica radnje 1 dZaul= —— kpm=0,102 kpm, dok je 1 kpm=

9,81
=9,81 dz.

215
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678.

679.

680.

Vertikalna brana ima oblik trapeza kome je gornja baza a==70 m i leZi na povrsini vode,
dok je donja baza =50 m, a visina brane 4=20 m.

[111-10°N].

Ploca oblika polovice elipse kojoj su osi' 2a i 2 b uronjena je vertikalno u vodu tako, da
mala os 26 lezi na povrsini vode, dok je velika poluos @ u vodi. Odredi tlak vode na
svaku stranu ploce (a i b izraZeni su u dm).
2 2bk
—a .
390

Pravokutna plo¢a stranica a i b (a>b) uronjena je u tekuéinu specifitne teZine y pod
kutom x prema povr§ini tekuéine. Duza stranica ploce lezi u dubini k. Odrédi tlak vode
na svaku stranu plo¢e (e i b su izraZzeni u m).

.v b
Tw« ?.TM sin Rv. 9,81- :%ZE .

681. Odredi tlak vode na povriinu kugle promjera d=4m, ako se sredifte kugle nalazi na
dubini 3 m od povriine vode.
Prema slici 97 i Pascalovom zakonu tlak vode
——— na element dS=2nyds povriine kugle na du-
BRSNS et R bini+k iznosi
By Y +y?=4
3= - dP=y-2myds-h, @)
[ = —— \ -
1= - z gdje je ds diferencijal luka kruZnice x2-+3%2=4.
-2 2 g
= = Kako je prema (86) ds=)T1+y? dv, a iz
== Gz
== == x
el el = 2yy’=—2x slijedi y'=——, dobivamo
- o= o= y
_ s
Slika 97 ds = _+x|n &H,_‘mnu_lm :I.W dx.
»* y ¥
Dalje prema slici imamo %2=3--x.
Uvritenje u (a) daje:
dP=4y (3+x)dx
2 2
. | x2 10® k;
i wu?«%?&&uaﬂ 3x+— nTnii.m.EBu kp=
2 m3
-2 -2

= 48000 79,81 N=0,471 xMN (mega njutna).

Da odredimo tlak vode na gornju polovinu kugle, integriramo od -~ 2 do 0. Natini to!
Dobit ¢es 0,157 n M N.
Na isti nadin odredi i tlak vode na donju .polovinu kugle.

1
H
|

682. Slika 98 predoluje presjek stjenke spremiSta napunjenog vodom. Odredi tlak vode na
luk AB kruZnice polumjera r, kojoj sredifte O leZi na povriini vode, a sredidnji kut
BOA je «

Slika 98

Ratunamo prema Pascalovu zakonu tlak vode na n_nEnam ds Iuka stjenke uzevsi u obzir
da je taj tak jednak umnosku ds i dubine x elementa puta y: dP=y-x-ds.

Prema slici xﬂ.wmmne ;5 ds=rdep, pa je
dP=yrsingpdyp.
Sad odredimo projekcije dP u smjeru koordinatnih osi prema slici.

U smjeru osi X: dP,=dP-cos GQI@H.«L&%@@.

U smjeru osi Y: P,=dpP-cos en«ﬂam..beoomeaeﬂwqummuueme.
Odatle: ’
a
P, 2\ sin2o d ..An |&u~nv |4.~n 2 in 2 o)
,=Y72\ sin’ =yri—— —I= x—sin2e
Y ede=Y 2 4 4
0
10 ” »
Py== 72\ sin2¢dp=—"" (cos 2a—1)-= sin?a.
2 4 2
0

TraZeni tlak P na luk BA=s dobit ¢emo kao rezultantu tlakova P, i P;:

e sin2a )t -~
wn<~m+&ni\?nlﬁnv 4 sinfe kp.

683. Odredi tlak vode na uspravni kruZni stozac polumjera r baze i visine % koji je uronjen
u vodu tako, da mu se baza podudara s povriinom vode.
4. Masa tijela

Formule

-Homogeno tijelo gustoée pw=const. i volumena V:

. Masa : m=yu-V.

221
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2
2 12.2 . 10°-1414
b _ M b V2= 210703 sek=3 sata.
D&N_\Nw

= 3.4.43

0

688. Za koje ¢ée vrijeme iste¢i voda iz posude oblika polukugle polumjera r==40 cm kroz otvor
u dnu kome je povriina 2 cm?(c=0.8)?

Slika 102

Ratunamo:
prema slici 102: dV=nx*dy=n(r"—»*dy

prema Toricellijevu zakonu: dV=c-S- e\ 2g(r—y)dt, gdje je S povr$ina otvora.

Slijedi: o
n(2—y)dy=cS)2g(r—mds,
2
pa je P e
cSV2gr—3
r r
== -E
i = — - = vﬂ
sV JVr=—> JV—>

r

ﬂ A I||»:.N..|!!,. _ .a A A \l N .\lv
|||' q|u+| !m!l ——r2 1|qw, |
n,i\nw_ 3 Ve 5 Ve _e cSY2g \3 & 5 i

T2 ) e 40
147 r_ 14.%-1600 A 8 sek

15¢S ¥ 2¢ 15-082 | 1962, ——

' 689. Za koje ¢e vrijeme isteéi voda iz valjkovite vertikalne posude kojoj je povriina baze
S~=420 cm? a visina k=40 cm kroz otvor na dnu povriine s=2 cm?®?

[100 sekundi].

690. Na dnu posude oblika uspravnog kruZznog valjka, kojemu je uoS.w.E» baze 100cm?® a
visina 30 cm, postoji otvor. Odredi povriinu tog otvora, ako voda koja zaprema posudu

istece u toku od 2 minute (¢=0.6).
} [=0.35 cm?].

224

VII. NEPRAVI INTEGRALI

Formule

I slu¢aj: Gornja ili donja, odnosho obje su granice integracije beskonalne.
Definiramo:

x

1\ fo)de= lim M f)dx.
b

2.

b
% fx)dx= lim m fx)dx.

X——00 x—>+00

3 T@&u tim T@ei fim T@&u

gdje je —oco<eccto

ako ti limesi postoje i konatni su.

II sluéaj: wo&gmw.m»_nw funkcija f(x) neprekinuta je za sve vrijednosti x- u muﬂﬂ.wﬁ_ﬁ
{a; ] osim tatke ¢ u kojoj f(x) ima tafku diskontinuiteta II vrste. Tzda je

b c—e b .
w f(x)dx=1lim m f(x) dx+ Lim M f(x)dx
>0 50
a a c+3
ako ti limesi postoje i konatni su.
Zadaci

U zadacima 691 do 705 E&,. izraunaj limese zadanih nepravih integrala slulaja I, on_bam.na
pokaZi da su divergentni.

A+ x
691. M e~*dx=prema slici 103= lim % e~*dx=— lim (e—*—1)=1.
X400 x>+ -
0 0
15 B. Apsen: RijeSeni zadaci iz viSe matematike I 225
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8
mwu. % mlnunom@xvmaﬂ:—: w «lnuoowekuaxﬂvnoau?mv"
00
0 0

e~ ¥
=1i — i =
?vnﬂ e A acos (bx) + FEE@&V

<

H:BA i AlmnOw@nv+@uE@nvvl. ! mlav“vﬂ a

o0 | a2 +52

+ o0 d )

700. M = L
. a?+-bx? 2ab |
+o0 P

0. [ eosinGrdc  (@>0). —

‘o.\. @ @>0) at+-bt
+eoo 17

702 [ *Pe*'dx. T .

o 2]
+o0 — .

703. M km& Tip II neodredenog integrala; .—l+.H. .
; A +x)* 2 4]
+00

2xdx
704 . ivergiral.
.m 211 {Divergira}.
¢ dx

705. \ ————. o : 1—

M x2(x+1) [TipI; 1—In2j.

U zadacima 706 do 722 uklj. izratunaj limese zadanih nepravih integrala slucaja II; odnosno

pokaZi da su divergentni,

1

. ,
1
706. Mllaxn?a 20, - ¢8vn fim MFIQH
F4 w\k <8 . n|v+on .—\8

N_\m

= lim
e—>+0

lim N< e=
e—>+0

Integral konvergira!

228

2
1 dx
707. M i = A—SQ x—2, Ivoovﬂ lim M = lim
2—x 2—x &0
0 0
= :a:anlmi,TE_ux _5 (ne)4In2=-=1oo,
0
jer je lim (Ine)=In0=— .
£>0

Integral divergira.

2 —

708. :Wn?a 2, _\N_H o) lim M

0 .0
2—¢
=—21lim __\N x ||~A=a <Nt~+m|_\mvu~<m.
>0 >0 -
Integral konvergira.
1
dx 1 ‘3
709. mlﬂhg x— 40, y=—->-+o00, vidisk 105}=
x x
0
1 1
- dr
= lim \ —= lim [lnx|=0- lim (ng)=+c.
e—+0) X e—>+0 g—>-1+0
€ €
Integral divergira.
Yy

2

x 1 f1+g x
Slika 105 Slika 106
2
710. .‘, = (kad x— 1, podintegralna funkcija— 00 vidi sl 106)=
|—v&
1-¢ 2 dx 1—-¢ 2
dx S E
=Hlm ‘_. ————— + lim .—.\\:iiu_:: .—\x 1 7 43 lim <xl_
>0 3 R € >0 e ¢+0 €,—0 |
V=12 V=) -1 14e,

14z
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VIII. ODREPIVANJE PRIBLIZNE VRIJEDNOSTI ODREPENOG
]

INTEGRALA [f®dx (NUMERICKA KVADRATURA)

Postupak i metode

b—a
Interval integracije [a; b] dijelimo u # jednakih &_&ocw duljine A=——, u svim diobe-
n

nim tatkama konstruiramo ordinate podintegralne funkcije f(x), tj.
f@, f@+h), f@+2R),......fG—B); f®)

pa povidinu omedenu lukom funkcije f(x), osi X i ordinatama f(a) i f(b). tj. vrijednost
odredenog integrala, moZemo aproksimirati na viSe nadina.

a) Metoda ~B.ﬂ<or==ﬂwn uzima za pribliZznu vrijednost odredenog integrala
zbroj povriina Uaco_ﬂnE._S i to putarnjih, ako se za visinu ‘pravokutnika u svakom
dijeli¢u intervala [a; 5] uzima manja, odnosno veéa ordinata krivulje doti¢nog dijeli¢a
intervala za vanjske pravokutnike.

b
S= [f)dx=h[f(@+fla+h)+fla+2h)+..... +fb—h)] (o1
. .
S=h{f(a+B)+fla+2h)+..... +f(@—h) +f®)] (101a)
b) Metoda trapeza aproksimira vrijednost odredenog Bnmmn&» zbrojem povriina
. b
trapeza, koji nastaju tako da se u svakomi dijeliéu intervala duljine r"l& povuku
n

tetive krivalje y=f(x). Uzevsi u obzir da je poviSina trapeza jednaka umnos-
ku visine 4 trapeza i poluzbroja osnovica, dobivamo '

b
b
u?@& Ak@+B+%+s Flat 2By ... iel&.

a

9] Zo:w&u tangenata aproksimira povr§inu u svakom dijelicu intervala duljine
a
h=

trapezom, kome je kosi bo¢ni krak tangenta povulena na krivulju f(x) u

mo_oﬁﬂ drugog bolnog kraka, tj. u tatkama apscisa

Lrb u~ 5 h
. a,lu. &.TM? &+M~$:?.L~IM.

h 3
Kako je povrSina trapeza jednaka umnosku srednjica .An+wvv \An.?W mv. ceedl Vi

sina A, dobivame

L]

= dx=h h 3 h
|T€ - Eimv +Aim, v+

b h 102
(B

d) Simpsonova ».ou..u:.._» aproksimira krivulju f(x) u svakom dijeli¢u intervala

b—a
duljine A=

_nroSEm parabola, koji su odredeni tatkama zadane krivulje f(x) na

n
potetku, u sredini i na kraju svakog dijeli¢a intervala, pa se povriina ispod tih para-
bola aproksimira pomocu Cavalieri-Gregorijeve formule, koja kazuje, da je povrSina

omedena parabolom i osi X jednaka

nje + krajnja ordinata), pa je
&

duljini intefvala

- (poetna ordinata + 4 sred-

h )
- [roa=g ?.v+§+~:@+,s+ fat2m+

h
oot OB+ Eimvim

e om

U zadacima 723 do 726 uklj. izrafunaj metodama numerike kvadrature priblizne vrijednosti

zadanih odredenih integrala.

2
dx

723. Izratunaj %lﬂ_su podijelivii interval [1; 2] u 4 jednaka dijela i izratunav$i vrijed-
x : .

i
1

nosti podintegralne funkcije y= |=&o_uoEBSquB» A, B,C.DiE intervala na ¢

x

decimala tatno. Odredi takoder apso-
lutnu i procentualnu pogresku svakog
rezultata uzevsi da je In2=0,69315 na 5
decimala tatno.

x x
dx
Kako je %'H Inx mHF%I_EHFx.
x )
i 1
povriina ispod luka istostrane hiperbole

1
y=—o0d x=1 do x=2 numericki je jed-
x

naka vrijednosti In2, pa slika 107 pred-
oluje In2 u obliku Srafirane povrsine.

Slika 107
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IX. DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

A. OPCENITO O DIFERENCIALNIM JEDNADZBAMA-

Diferencijalnom jednad?bom zovemo jednadzbu koja sadrZi derivacije ili diferencijale ne-
poznate funkcije.

Ako nepoznata funcija zavisi samo- od jednog argumenta, diferencijalna mamm-umw.@» zove
se obi&na, a ako zavisi od nekoliko argumenata pa sadrZi parcijalne derivaciie te ne-
poznate funkcije,.tada se jednadiba zove parcijalna diferencijaina _o&m»nmg. Red
diferencijalne jednadsbe je red majvile derivacije koju sadrzi diferencijalna jednadZba.
Zadaci koji slijede sadrat ¢e samo obitne diferencijalne jednadzbe, npr. diferencijalne
jednadZbe prvog reda, koje imaju opcenito oblik )

F Aunu Y E\vncu

gdje je x argument, a y traZena funkcija.
Cesto -se diferencijalna jednadiba prvog reda dade rijeSiti po y’:

y'=f (%)
a kadito se svode i na ovaj oblik
P(x,y) dx+Q (x, y) dy=0.

U tom slufaju mozemo za nepoznatu ?Bn&w: uzeti kako x, tako-i y.
Funkcija, koja zadovoljava diferencijalnu jednaZbu, zove se rjeenje ili integral diferenci-
jalne jednadZbe. .
Rjedenje ili integral diferencijalne jednadibe zove se op¢im, ako sadrzi toliko neza-
visnih konstanata po volji, kolik je red diferencijalne jednadzbe, dok funkcije koje se do-
bivaju iz opéeg integrala uz razlidite brojéane vrijednosti konstanata po volji jesu par-
tikularna rjeSenja te diferencijalne jednadZbe. 1z navedenog slijedi da opce rjeSenje di-
ferencijalne jednad?be n-tog reda sadrZi uvijek n nezavisnih konstanata C,,Cy,C;, .-+ ., Cy.
Geonietrijski odgovara svakom partikularnom integralu diferencijalne jednadZbe njegova
graficka predodiba, tj. graf. u obliku ravninske krivulje, koja se zove integralna kri-
vulja te jednadibe, a opéem integralu odgovara familija svih integralnih krivulja.
[z toga slijedi: ako je zadana jednadZba familije krivulja koja ovisi 0 # parametara
GpCy.Cy. . .. Cy pa ako tu jednadzbu n puta redom deriviramo pa iz zadane i tako do-
bivenih 7 jednadibi, uklonimo sve parametre, dobit ¢emo diferencijalnu jednadzbu n-tog
reda, kojoj je zadana:jednadiba familije opce rjeSenje.
Uw se iz bezbroja rjeiénja, koja sadrZi integral diferencijalne jednadzbe izlu¢i jedno naro-
&ito rjeenje, koje odgovara uvjetima konkretnog zadatka, koji- se rjeSava pomocu diferen-
cijalne jednadZbe, ili, geometrijski shvaceno, da se dobije jedna narodita krivulja familije,

»

treba uvesti u-opée rjefenje podetne uvj i i ij
1 C jete, a ti su npr. za dife jed-
MWMMWM ﬂ.éow oﬂa»ﬂ—wﬂow&bnﬁo jedne tatke x=x, y=y, womoaﬁﬁw Eﬁomhn w—“@.ﬂ—“—@ﬂm
a .. - - A - . . .. -
by prode. o se dobije ve¢ spomenuto partikularno rjeienje diferencijalni-

Rjefenje diferencijalne jednadzbe, koje se ne moze dobiti i ¢ j ja ni
€ ednadzbe, koj ti iz opleg rjefenja ni za kakvu
Wéonn@ma roumnﬁwwﬁ C E.m::m&:n_ I too, zove se singularno (osobito) rjelenje.
la kraju H.,_.nwu jod UcacE.u golemo znaenje prakticko i teoretsko diferencijainih jednads-
bi, jer pomocu njih dolazimo do analititkih izraza funkcijske zavisnosti izmedu promjen-

ljivih parametara mnogih tehnickih i fizi¢kih procesa. ‘

Zadaci

U zadacima 727 do 735 uklj. pokaZi da su zadane m:nwawo tjeSenja zadanih diferencijalnih

jednadzbi.

727. y=Vx 29y =1.

1

2}

Uvritenje u diferencijalnu jednadzbu daje:

Deriviramo: - y'=

2 ! 1
1"
~<x
ili
2.) % A_fur
. N_\N
pa je : 1=1.

Zadana funkcija y=)% pretvarz u identitet zadanu diferenciialnu jednadibu, pa je=—$%
y=V* partikularno sjelenje te jednadzbe. -

fl».. P — .
. y=e - mku&x+<_lan&\ﬂo.
. _ Ji—a
Diferenciramo: dy——el 2. 2¥ g, _¥€ ..
2)1== Jyi==

Uvritenje u zadanu diferencijalnu jednadzbu daje:

- =
u.%\ .m&ln.«5 aumxm 0..
Vi . N . :
y=e je partikulamo rjelenje zadane diferencijalne jednadzbe.

. Inx-Iny=C; ylnyde+xInxdy=0.

Diferenciramo zadanu implicitnu funkciju:

1

1
Inx-—.dy+Iny-— dx=0.
y x
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738.

739.

740.

2 2
A (—1,0) daje C=+2, pa je 4x2+3*=4 ili H_+Wn_.

2 2
B(0;—3) daje C=13, pa je 4x24y*=9 ili w+w£.

4

. JERN
C(2; 0) daje C=14, paje 4x°+3%=16 ili 7 WU_.

Vidi sl. 109.

y=x>4+C; A@©;0), B(—14), C(-3,—-1.
1
[y=+ y=x"1+3; y=2"—4]

¥+y:=C*; A3, —4), B(—6,8).
[*+y%=25; x*+3*=100].

x*43y*=2Cx; A(—1;1), B(3; 0)

T~+.<~Hl~.ﬁ +y?=3 L .

U zadacima 741 do 745 uklj. odredi diferencijalne jednadZbe zadanih familija krivulja.

741.

742.

743.

240

v=Cx+C>

Da dobijemo diferencijalnu jednadibu zadane familije krivulja, moramo iz zadanog op-
éeg rjedenja traZene diferencijalne jednadZbe ukloniti konstantu po volji. odnosno para-
metar C. U tu svrhu deriviramo zadanu jednadZbu po nezavisnoj promjenljivoj pa iz
tako dobivene jednadzbe i zadane jednadZbe familije uklonimo parametar C.

Ratunamo: ¥'=C,
pa uvritenje u y=Cx+C? daje traZenu jednadibu

y=y'x+ 0GP
Hn 2
=y + w =1. ANV
1 1 2x oy
|an.ux+M.Nb§ =0 ili r
4
Odatle: C2?*=— |k\ .
yy
Uvritenje u (a) a&o.
—xyy’ +y:=4.
x2+y2=C2
2x4+2yy’ =0,

pa je x+yy =0

744.

745.

traZena diferencijali-a jednadzba zadane familije Koncentri¢nih kruZnica polumjera C po
volji. Vidi sliku 110.

Yy
Napisemo 1i w jednadibu u obliku lj

) x Molxiy)
R . 3
y LD =
1
vidjet éemo na slici 110, da je ﬁ.\ x / X

x
ga=—tga'=——=y'=k
y

Slika 110

a to je _n@nmomo:m smjera tangente na bilo koju kruznicu familije u ‘bilo kojoj tatki
% %ﬂ. ) te kruZnice. U drugu ruku vidimo iz slike da je koeficijent smjera radijvektora

pa je tangenta z okomita na OD.
Iz toga slijedi opée svojstvo krivulja zadane familije: tangente na kruZmice familije oko-
mite su na polumjerima povulenim u diraliSta tangenata.

y*=2Cx. [y=2xy).

y=Cx" Izvedi takoder opce svojstvo wl&&» te familje prikazavsi 5 graficki.

T\unw ; k=2 L.
x

2 U. ’
Fw IFERENCIJALNE JEDNADZBE PRVOG.REDA

_

a. Opéenito

Opéi oblik jednadzbe
¥y'=f{x,y) ili implicitno F (x,y,5)=0.
Opce rjeSenie
y=y(x, C) ili implicitno ¢ (x,y, C)=0.
Pocetni uvjeti
koordinate jedne tacke x=x,

v pocetni poloZaj.
Y=Yo

16 B. Apsen: RijeSeni zadaci iz vije matematike II 241
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749. (Vxy+) %)y —y=0.
o&% _\‘MSE%‘TQ% m_w

81

2Yy+mmy—2¥=x=cC.

750. 2%+¥43%"2yy'=0.

d
Nx.Ne.*.ux‘uluu.m.e =0 _ .2-Y.3—*dx

N K
Hﬂv &+N¢.A3¢.&uo

NH

Aﬂv dx+18-¥dy=0
N X

(2 et [wrmc

2\
va 18-y

751. sinacos B da=cos asin 8 dp.

Da separiramo promjenljive o i B, podijelimo obje strane jednadZbe s cos B cos «:

tgada=tgp dp.
Integriramo: —In cosa+1n cos =In C.
co:
Slijedi: 22t e
. ©os o
i . . cos B=Ccos &
752 2 Q2yy'—1)=1.
- . dy
Dijelimo s x® uzevii y'=—:
dx
244 .

1
Integriramo: 2 +C=——14x
x

x(¥*+C)=x>—1.

753. 3é*siny dx=(e*—1)secy dy.
Da separiramo x i y, dijelimo obje strane jednadibe sa siny-(e*—1):

3¢* dy
QK".‘.'
e&—1 sin y cos y
ad dy
I\ ——dx=2\— +InC.
e&—1 sin2y

. de
Uz ¢*=¢ dobivamo &* dx=dt, pa je %HMJ dok iz 2y= u slijedi n\"
. x

dr du
m.,. % +In C.

=

sinu
Prema (67): 3ln(@—1)=lntg m +InC
ili In (e*—1)*=In (C-tgy)
slijedi: ) (e—1P=Ctgy.
754. «JT+&vl~
. e
Odatle Muan;. de
de e—1
& pajer= (- 4mc
es—1 P pae = es—1 )
Uz es=u i es ds=du, dobivamo &HWHWu
e u
je t= du +1n C.
Lk - u(u—1) )
i

u parcijalne razlomke, dobivamo

du du
NHI%|+M +inC

u—1

Nakon rastavljanja

u(u—1)

t=—Inutln@—D+inC

du
2

245



Lve

- xs00')=£ ‘ousompo ‘xs00)F=A

L

|xso0|0=|4]
of opepo &
‘Clxsoo} -0 Jup=|4 |0 : m
Dup=|£luf+ |xsooju— :ourerSanu]

£ . .
= PR
K

afep |uu| s unmﬁuno. studzod

a

I-= AMV £ fo=4px3p+xpdk

Sfuesls ousemied — 0=s0] —13HT o ed

‘0=0-3Mep =5 T u=7 MudgIA)

O+s nn_ —=18
.
sfusgafr spdo oureaiqop mué I n=s1] nwuawwaum z0)
.U+.€||n|m L w : ourerSauy
sq P
s 25500,
sp-sql P
) 148008 . P
s 1 7 9]qefuea oweriredas P s nqzpeupaf 1sarzomwod 1 mlv =5 13A9Z()

I=()s €SU[-25800 S§=S

‘1=(2) £ woplan wrmeged ouIPaIPo Afuagafs owremynred ouszen dfep

HTHT=e n
A+i) - == .
stuoglx 3pdo n SfudsgAN
.N>H > =9 ) oureunyex dEpo ©
tlo=t

afep 7=x vz [=4 Eepfan Sowxgod dfudigiaf)
afusgalx spdo — A+ ; n=x af ed

4
Fo) @R | =" m

9L

19L

:owrertI3auy

@ﬂ+ [)* & ngzas m n 3f 18a1piped

on_nvﬁﬁ& on«vﬁ Jfuagefr 3pdo oE_vou—uo €>=_=u_ﬁo.ﬁ sfperedss wouren aftadeN

.ﬁu«:vu_ n:.—m:u:o._&-v Eqw_unN efuagafzr eureomred 1pazpo

[tmero-| ol

ki

o= e

To=x (1 +42)]

[o=af+2(1—%)]

‘so=n 3f OBy © (;_7—[) D u]=2 ousoupo .A-|Ov u[=2 It

T=@) & <4p Cx=xp (£41)

«Euv:n n:Euuon wruepez ewaxd

[4 <
- —ufs=

f—x C4x

uis+,4

0= au«+;a+ua+£«

< -Z

0= (A+D+1

=%+ 40
6+b 20=4 m
I
=9
.vﬂu 2—d1 0_ ed
é fo)
= — | u
I D—a 1 B
6
;mllU uj— | p—a| up soweradanay
D—u ap dp
= m———=—
ap v—u 0
:afep dp-up s AP
0=5p @ —2)+4p ;®
G_a—1)D=p
1pals eunueso] Hiomysp od apEPO
(-2=D O =1 29 q

n

I—n

9T

‘09L

“(pm 292 op 09z eumoEpEz )

6SL

8SL

LSL

rd

‘95L

SSL




-

T ™
Uvritenje xHM i y=—1 daje: —1=C; 8mM.
j C= ! 2
pa je = -=-2.
cos —
3
Slijedi: y=—2C08X — partikularno rjesenje.
»h»\ ) B b4 1 Csin?x—1 2 sin? —a
L y'= ctgx; — = = - H =2sin®*x—— |-
163, y'=Qy+1ctgx; y )73 y ) 5y 2

Y _ - Y arcig Izg
64. (xy =x; 1)=0. o .
7 (xy'—y)arctg (=1 _n< 3 o~ x

[2e7=e+1].

—_ o .!Aigwwi
@y Eix

— 3 7
1+x2+1n =
T\ tE+Inlyi+ = L

765. N.Q;T«d.&iﬂ«xm »(0)=0.

q\m. (1+x)y%dx — (*—Dx®dy=0; y(1)=I1.

767. xy dx+ (143D 1+22dy=0; y(J/8) =1.

c. Primjena diferencijalnih jednadZbi prvog reda za odredivanje analiti¢-
kog izraza funkcijske zavismosti izmedu promjenljivih velifina

o, o3

(parametara) nekih fizi€kih, ﬂo_mummﬁr i geometrijskig problema

Zadaci

U zadacima 768 do 783 uklj. izrazi pomocu diferencijalne jednadZbe, a zatim pomocu opéeg:
odhosno partikularnog rjeSenja te jednadZbe funkcijsku zavisnost izmedu zadanih pro-
mjenljivih parametara. . -

768. Hm_.o_o.mn kre¢e pravocrtno s brzinom o, koja je razmjerna s kvadratom vremena ¢ Odre-
di zavisnost 1zmedu prevaljenog puta s i vremena ¢, ako je poznato da je u pocetni mo--
ment ¢=0Q prevaljeni put iznosio s=s,.

Znamo kinematitko znalenje prve derivacije s po 1:
ds

V=—.

de

248

- b

U naSem je shudaju
ds

Mﬂw.m_,.&N
gdje je k koeficijent razmjernosti.
ds=ke2dz
.k
s=k w m&nw #+C. @
Uvritenje poletnog uvjeta: s=s,.za t=0 daje
5s=0+C, pa je C=so.

Uvrstenje u (a) daje traZenu Nsim_.noﬁ sodt?

k
MQVHWI\+M.. .

769. Taka mase m pomiCe se pravocrtno pod djelovanjem sile F, _n.omn _.m upravno n.wNB_.ﬁ.d»
s vremenom Z i obratno razmjerna s brzinom gibanja v. Odredi zavisnost izmedu brzine
v i vremena ¢, ako je za =0 i v=0.
Prema drugom Newtonovu zakonu
do

F=m R

dr

d . .
gdje je ‘a|u akceleracija gibanja, imamo prema uvjetu zadatka
¢
de v
modv=~ktdr.

Odatle .
m %e&e"w.\.&m'_.ﬁ
v© 2
|"W' Q. b
my =kt

Unvritenje poletnog uvjeta v=0 za r=0 daje C=0, pa je
. . .
eﬂ_\ —t.
m

770. Okrugla plodica rotira u tekuéini. Djelovanje trenja na E&mﬂ_ usporava_ rotaciju i
to razmjerno s kutnom brzinom « okretanja. Izrazi kutnu brzinu kao funkciju vremena
t, ako je poznato.da se za 25 sckundi od pofetka gibanja kutna brzina smanjila od

100 na sp 2R -
na =,
sekunda
do .. .
Oznadimo li s o () broj okretaja plotice u sekundi u moment 2, tada &e r biti broj

okretaja plotice u jednoj sekundi u moment ¢, tj. kutna brzina u taj moment ¢

Prema uvjetu zadatka:

— = —ka, @
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773.

774.

252

b2
H 2
Prema slici: za x=0 y=0, pa je C=0 i

?
2H

y= x2,

UZe ima oblik parabole!

Odredi jednadzbu familije krivulja kojima diralifta raspolovljuju odreske tangenata izme-
du koordinatnih osi. Napisi takoder jednad?bu one integralne krivulije koja prolazi taé-
kom T;(2;1).
Prema slici 112;

MD

MA=MD-ctge'=—MDctga=— ——.
tgo

Kako je MA=0M=x, DM=y i 1ga=y’, dobivamo:

y ydx )
x=—— ii x=-— , paje
y dy
dy dx
y  x
Integriramo: Iny=—Ilnx+InC
i
C
Iny=In—,
x
C
y=—
x

Slika 112

a to je familija istostranih hiperbola.
Uvritenje koordinata tatke T;(2; 1) daje C=2, slijedi

2

y=—
x

jednadzba integralne krivulje koja prolazi tatkom 7.

Odredi .&uw&g familije _S...E_» kojima je koeficijent smjera tangente u bilo kojoj tadki
dvaput manji od koeficijenta smjera radijvektora diraliita. Napisi takoder _on_n»mncc one
krivulje familije koja prolazi tatkom T (4; 3).

Prema slici 113:

¥'=—=tga= koeficijent smjera tangente z.

tgp=2. = koeficijent smjera radijvektora r.
X

Prema uvjetu zadatka

Q .
b s : f\:s«
dx x| ¥ -
a Yy _ds ZDix;y) “_
y oz Ty
. e ! !
Odatle: 0 Y P p
dy (dx
M% o4 % +InC
y
2Iny=Inx+InC
Iny=l@C) \ %
Slika 113

y?*=Cx — familija parabola

kojima je os simetrije os X.
Upvritenje koordinata tatke T73(4; 3) daje ‘integralnu krivulju, koja prolazi tom tackom:
9

9=4C, paje C=— i
paj) 4 1

=" x.
4

775. Krivulja prolazi tatkom A(0; a), dok je MN neka ordinata te krivulje. Odredi familije
krivulja uz uvjet da je povriina 04 M N=S=as, gdje je s duljina luka 4 M.

Prema slici 114: dS=y-dx, a kako je prema zadatkn S—gs, imamo u drugu ruku

dS=ads, pa je

ydx=ads ili ds

. = =a—,

™
pa je prema (86): y=a)/T4+32
ili »P=a*(14y"),
. > ’
a odatle je = =z 1.
y=%| =1 @

Stavimo 1i y=achu, tada je y'=ashu-u’, ®)

Slika 114
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779.

780.

781.

782.

783.

Brzina razmnoZavanja nekih bakterija razmjerna je s koli¢inom bakterija u momentu
promatranja . Koli¢ina bakterija utrostrucila se u toku od 5 sati. Odredi zavisnost ko-,
lidine x bakterija od vremena t.

[x (g)=x,e™B r1n 3= x 22 0],

Odredi uz graficki prikaz familiju krivulja, kojima je koeficijent smjera tangente u bilo
kojoj tacki -dvaput vedi od koeficijenta smjera radijvektora diralifta, mapose jednadibu
one krivulje familije koja prolazi tatkom T, (2;4).

[y=Cx*; y=x%.

Qdredi i konstruiraj krivulju koja prolazi tatkom A (—1; +1), ako ie koeficijent smjera
tangente u bilo kojoj talki krivulje jednak kvadratu ordinate dirali§ta.
1
= F .

Qdredi i konstruiraj krivulju koja prolazi tatkom A4 (—1; —1) i za koju je odrezak OT,
§to ga odsjeca na osi x tangenta povuena u bilo kojoj tacki T, jednak kvadratu apscise
diralita. .

-]

Krivulja prolazi tatkom A4 (0; a), a M N je po volji uzeta ordinata te krivulje. Odredi i
konstruiraj krivulju uz uvjet da je povi§ina S=OAMN=a(MN —a).

Tuiﬂ.

T
N
TIP II W

#

Homogené &g&mmr-n jednadZbe

Upute

Diferencijalna jednadiba y' =f(x,y) zove s¢ homogena, ako f(x.y) moZemo prika-

zati kao funkciju omjera promjenljivih x i y, tj. kao ¢ HWV , pa jednad’ba prima oblik
B x

~(2)

Iz toga slijedi da zbroj eksponenata od x i y u svakom &anu homogene diferencijalne
jednadzbe oblika P (x, y) dx + Q (x,y) dy =0 mora biti isti.

.E&»ﬁ?& homogenu diferencijalnu jednadZbu svodimo je na tip I i to pomotu sup-

stitucije
y

Z =z a odatle je y=xz i y'=x2z'+z.
x

Zadaci

U zadacima 784 do 800 uklj. nmnw.m zadane homogene diferencijalne jednadzbe.

784.

256

x
Cy—xy'=yln—.
y

785.

Da se uvjerimo da je zadana jednadiba homogena, rijeSimo je po y’

%uﬁ_éwv,
x ¥y

=Y (1em2) o2
v=2(1+m3)=s(2) ®

y .
MHN. paje y=x2+}z

ili
Stavimo

Uvritenje u (a) daje

x2'+z=2z (1+In 2).
Separiramo promjenljive x i =:

Integriramo:

Uz supstituciju In 2=¢ je

In “F.N_H_Ei+~=0
In {ln z{=ln |C x|
Inz=Cx

Y _cx

=_=¢

x

>

pa je y=x¢%* trazeno opce rjesenje.

O&n&ﬂ.o_.cwvwaw&mﬂ.o.&nb.onu.,9.." y=e %, Uvritenj ée rjeSenj
i :_ pocetni uvjet y (1)=¢ - Uvritenje u opée rjesenje

1

e~1=1-¢C, pa je OHIM

_x
y=xe ? —traieni partikularni integral
252 dy=(x*+y?) dx.

Jednadiba jc homogena, jer su eksponenti od x i y jednaki 2.
Dijeljenje s 2 x2-dx daje:

22 (IE)

17 B. Apscn: Rijeseni zadaci iz vie matematike II : 257
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_<
792. ‘{\WEMHO [y=xeCaxt1],

793. ,.xdy—ydx=ydy i partikularni integral za podetni uvjet y=1 za x=—1.

/

b=y (C—Iniyl); x=-y(+InlyD]-

quw\. >+ x?y’'=xyy’ i partikularni integral za poletni uvjet y=4 za x=3.

ey
—Qﬂhm 3x ~
\x

795. Zadana je diferencijalna jednadiba familije krivulja \
5 . .

(xy'—y)arctg NHR.

Odredi onu krivulju familije, koja prolazi tatkom T, (15 0).
Dijeljenje s x daje: .

Stavi . dy dz
avimo —=z 1 —=24+Xx_—:
dc ' dx

ili — =arctg zdz.
Integriranje daie: In |x|=2zarctgz—In <—+Nu+ C (vidi zadatak 208)
ili
In ._\xn+v~uﬂw nwnnmN. +C.
x x
Uvrstimo sad poletni uvjet, tj. y=0 i x=1. Dobivamo

AN 4
X AICtg

Vetyi=c

796.. Zrcalo reflektira sve zrake, koje izlaze iz jedne Snrn O (izvora svijetla) parafelno
sa zadanim smjerom ON. Ofiredi oblik tog zrcala.

Promatramo ravni presjek zrcala E.gn u slici 116. Neka je M jedna taCka tog zrcala.
Ishodiste woonn_:—uaom sustava XY uE_BﬂBo u zadanoj talki O,,a os' Y uzmimo u
smjeru ON. Tada je OM upadna, a MS, koja je paralelna s ON, reflcktirana zraka. MN
je normala, a P je tangenta na presjek zrcala.

Kako je kut upadne zrake jednak kutu reflektirane
%X OMN=%NMS, paje OM=ON, (@)
dok je OM=Vx2+32, a ON=OK+KN.

260

Prema slici: OK=y, a KN=x 1gf=x tg (90—a)=x ctg QHPUW

tga ¥y
x
+—, a iz (a) slijedi
y
x
Vertst =y+ =,
y
dok je odatle
o
dy B x
#\.!w . —
— | +1-1
« J6)
ili *_TN
dy x
y Stika 116
x dx d=z
Za —=z =y—-+z pa je odatle
¥ dy ~dy
zd=z QQ
Virz—a+ ¥
dr dy
Uz supstituciju 1--2%2==12 i 2 dz=r d¢ dobivamo ﬁl«lll inakon integriranje i uredenja
¥y
J@+#=C o2
_e-C
y=—3 "

Opce rjeSenje predofuje familiju parabola, kojima je os Y os simetrije, a tatka O
zajednidki fokus. Zrcalo mora imati oblik rotacionog paraboloida. Parabolitna zrcala pre-
tvaraju snop zraka u paralelne zrake, a upotrebljavaju se za reflektore.

. Odredi familiju krivulja kojima je suptangenta u bilo kojoj tacki jednaka aritmetitkoj

sredini iz koordinata diralifta, a napose onu krivulju familije, koja prolazi tatkom M (4; 3).
Prema slici .117 i formuli (134a) (vidi dio I Repetitorija)

Suptangenta

|

|

|
A x 7 x
Slika 117

261
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Stavimo u 4 2xu=0 (a)
preostaje v =2x% ¥, (b)
Rijesi du 2x
: —=—2xu
jesimo (a) &

Uvrstenje u (b) daje

v=— x3-+C.

ili dv=2x%dx i 3

y=u-v, paje

2
yeee(2evc).

ydx—(x+1+Iny)dy=0

1
i partikularni integral uz pocetni uvjet y=1 za x=— 3
Zadana diferencijalna jednadzba nije linearna, jer funkcija y (x) ulazi kao argument lo-
garitamske funkcije (Iny). Ku§ajmo izraziti x kao funkciju od y.
Podijelimo 1i jednadzbu s y dy, dobivamo .

dx 3x 14-lny

> , @

dy vy .y

a to je linearna diferencijalna jednadzba s obzirom na x(y) i x'(y).

Stavimo x=u(y)-v(¥),

X dx me.*. du
a je —u— .
P & dy dy

Uvritenje u (a) daje:
ﬁn_.e wew du 1+Iny
Ul —— — |+rv—=——— .
dy v Qu. y

Qdatle slijede dvije jednadZbe: zd odredivanje « i z:

dv 3v . du 14Iny b
—_—— =0 i 9— ===l /
dy y dy y
Iz prve jednadZbe dobivamo »:
do _dy B
—=3=, pajc lne=3Iny i e=3>. (b)
v y
1z druge jednadzbe slijedi:’
. du 1 tln 1+1ny
3 — = od ili du= o dy
dy ¥ ¥
N *

803.

1
u= M!L&.\f %kl_gv&l, C=—_—_+I4C.

3?
Uzevsi y;=Iny i dey=y~*dy i parcijalno integriraju¢i dobivamo I HIEIP s
3y 9°
pa je u= 1 Iy 1 C, ‘
T R ©
a kako je x=u-v dobivamo prema (b) i (c):
4 1
x=Cy*————1Iny.
5 53y
s . L . 1
Upvritenje potetnog uvjeta x= IM i y=1 daje Oﬂﬂu paje
»¥—4 1 . . . A
aH%IMFV. traZeni partikularni integral.
dy=(x*+2x—2y) dx.
Odatle V' +2y=x242x.

RijeSimo tu linearnu diferencijalnu jednadibu neposredno po formuli (106):
. y=e D & I (D5 () 32 4. ]

koja daje opce rjeSenje jednzdZbe y’-+f(x)y=g(x),
kako je za na$ shudaj f(x)=2, a g(x)=2%+2x to je [f(x)dx= f2dx=2x,

pa je y=e"%*[ | & (x242x)dx+C]. @

. ‘Ractunamo:

804.

J & (42 x) dx= | x%¥dx+2 [ xe**dx=nakon parcijalnog integriranja —

1
=L @2 1),

Uvritenje u (a) daje

1
QHOQIQ+MAN3»+N8IC.

Iz Emuw primjera i (106) vidimo, da se linearna diferencijalna, jednadzba najjednostav-
nije rjeSava tako, da se izratuna f f(x)dx, a zatim integral u uglatim zagradama, koji se
pomnozi s e~/ 16)dx,

d
ax.% +2 xye*=x sin x.

Dijeljenje s. ¢¥* daje

dy | xsinx
o PR T
pa je prema (106): f(x)=2x a %vnm,ww%.

Raunamo : Jf(x)dx=2 f xdx=x2
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Uvritenje pocetnog uvjeta 1 to i=0 za :=0 daje OHIM. pa traZena zavisnost izmedu
jakosti struje ¢ i vremena ¢t glasi:

.k N+wh lmé 1

=—t4+—| e —-1].

RTRe

\m.: e Su

u\l_uk x“. _V}.h_, - 3 [ ﬁ&. +R

¥y —y ctg x=sin x. St [(x+4C) sin x].

1
R
’ +a+u.H

[x=2y—3y*~24Ce?].

(1—x) (¥’ +y)=e-* i partikularno rjeSenje uz poletni uvjet: za x=2 y=0.
[y=—e*In [1—x]].

cos y dx=(x+2cosy)sinydy. [2xcosy=C —cos2y].

yi—2xy —x*

== b=

,

y i partikularni integral uz y (1)=—1.

ydy+(x—2y) dx=0. [x=(—x)InC(y—x))

y=xy'+3y-Iny. [x=Cy—1—Iny].

Drugi nadin rjeSavanja: pomoc¢u metode varijacije konstanata.

Upute

Lagrangeov nalin varijacije konstanata sastoji se u tome, da se rijeSi prikradena ili ho-
mogena linearna diferencijalna jednadZba, koja se dobije iz zadane potpune tako, da se
stavi g (x)=0, pa ima oblik

¥+ f(x)y=0.

Da rjeSenje te prikracene jednadibe bude i opée rjeSenje zadane potpune linearne dife-
rencijalne jednadibe, uzima se da konstanta integracije C, koja ulazi"u opée rjeSenje pri-
kra¢ene jednadzbe, nije konstanta veé funkcija od x, tj. C(x). Zadatak “se prema tome
svodi na odredivanje te funkcije C(x). Primijetimo da je taj drugi nadin rjeSavanja
linearnih diferencijalnih jednadZbi u bitnosti isti kao i prvi nadin. :

Zadaci

U zadacima 816 do 818 uklj. rije3i zadane lin i salne i o .
cije konstante C. earne diferencijalne jednadibe nadinom varija-

816. y' —y=e¢*. @)
RjeSavamo pripadnu prikraéenu jednadzbu, tj.
¥ —y=0
dy , dy ¥
—=¥; —=dx, paje In==x il
dx y C
y=Ce~ ®)

817.

To je opce rjeSenje prikradene diferencijalne jednadzbe.

Neka je y=C (x)-¢*— opée rjeSenj j. j 3

Tovati 00} o PCe rjesenje potpune, tj. zadane jednadibe, pa ono mora zadovo-
Stoga ratunamo:

Uvritenje (b) i (c) i (2) daje:

Y'=C(x)-e*+¢*-C’ (x). ©

ili Ce* e C'—CeF=e*
o .
=& b paje C)=x+4.
Uvritenje u (b) daje

y=(x+4)e".

4 je konstanta po volji!

@@+ 1)y’ +4xy=3.

Odatle
o 4« 3
Y e T e
Pripadna prikratena diferencijalna jednadzba:
y 4x o
y y=0u.
x241
RijeSimo je: *
m_.el 4x dx
y x2+1
2xdx -
hy=—2\——+In
y % 1 +InC

y
In==—
c 2In(x2+1)

c ..
y H[@» FiE opéi integral prikraene jednadibe.
_ C) . .
y [FENR — opéi integral zadane jednadZbe,
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820. X%y +xyd=1.
Dijeljenje s x%y? daje
Ly _ 1
Y+I= @
x X

2’

1 1 .
=—, dok je
x

a to je Bernoullijeva diferencijalna jednadiba, u kojoj je f(x)=—, g(x)=

n=—2.
Prelazimo na linearnu jednadZbu pomnoZivii zadanu jednadZbu s y
3y 1

Yy —=—r.
x k%

Supstitucija y*=z, pa je 3y*-y'=z", a odatle je y'=

Uvritenje u (a) daje:
oy 1

~ a uvritenje y*=2z daje linearnu diferencijalnu jednadZbu koju znamo rijediti. Dobivamo
1 /3x2
ﬂ| +C
3 C —
, a kako je QHW\N. bit ce

a
Tntw

ople rjeSenje
|<|+|

5 —
- e —4 Vy arc tg x=0.
14x2 _\u._.au )

821.
RijeSimo tu Bernoullijevu diferencijalnu jednadZbu na II nalin, tj. pomoéu supstitucije

y=u-v, odnosno y'=uv'tvu

Uvritenje u zadanu jednadzbu daje
2x E.nnmx
uvtu|v - v.
+ A 142 v <_+Rn Vigw 14
2x arctgx
Stavimo v'— v=0, preostaje 4’ v=4—5——— [uv.
1+ preosta) Vit Vo
o dv 2xdx .
Slijedi: —= , pa je v=1+4x% dok je
L B

du : arctgx ,—
—_— 2 "A —
& A=t i, Vut+.

Separirajuéi promjenljive » i x dobivamo .nakon integriranja
u=(arctg?x+C)%

pa uvritenje u y==u-v daje traZeno opcle rjeenje:
y=(1+x) (arc tg® x4 O,

822, y'+L=xtyt.
x
Tu Bernoullijevu diferencijalnu jednadZbu rije§imo na ITI nalin, tj. metodom varijacije

konstante C.
Najprije rije§imo pripadnu prikracenu jednadZbu

Q‘+Wﬂc.
x
. Dobivamo .
C
y=—.
x
Odredimo C=C (x) tako da je
C(x
y=20 @
x
rjefenje zadane diferencijalne jednadZbe.
Ratunamo:
, CH®» Cw
Y= oL - ()

pa (2) i (b) uvritavamo u zadanu jednadibu.

Dobivamo:
C'(x) C'(%)
x
Integriranje
dC@) dx
=— daj
Ctm = ¢
C(x)= 1 gdje je A konstanta po volji pa je prema (a)
A
3mZ
- x
1
Q“
x| 3m4
x

823. (x%*lny—x)y'=y; poletni uvjet: x=2 za y=1
dy
Dijeljenje s y'=— daje:
dx
273

18 B. Apsen: RijeSeni zadacl iz viSe matematike II
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Rijesimo li jednadZbu po y, dobit ¢emo

1
y=xy'+ M\ , @

a to je Clairautova diferencijalna jednadzba.

Uvrsitenje y'=C daje opce rjeSenje

1
y=Cx+—.

9

Slika 118

Da odredimo singularno rjefenje, derivi-
ramo (a) po x.
Dobivamo:

”

P oY
¥ =y +xy—=
y

. 1
Yy al.<|.. =0.

Odatle slijedi:
¥7=0, pa je y'=C
a to smo ve¢ imali,
i x— .HI-He ili Q‘HPI.
¥ V=
Uvritenje u (a) daje
u<|am+ V= ai y=2V%

ili
2=4x.

To je singularno rjeSenje, koje predofuje grafitki ovojnicu familije integralnih pravaca.

Vidi sk 118.

831. y=xy'+y +y2.
Uvritenje y'=C daje opée rjeSenje:
y=C(x4+1)+C2
Deriviranje po x daje:
¥ (x+142y)=0.

Slijedi:
i ¥"=0, pa je y'=C

i
. x+1
x+142y'=0, pajey =— 2 "
Uvritenje u diferencijalnu jednadzbu daje
nakon uredenja singularno rjeenje

1
QHIMQTT_V».

Vidi sl 119.

276

y
'=—1 C=t
!
h,h|w 1
: 117
N0
~1 ~ 1 X
=1 2
=g lx+ 1)
Slika 119

832 y—x'+{ 4+
Opée %mman_
A y=Cx+}4+9C%

Odredimo singularno rjeSenje. Deriviranje daje

.eaﬂ x+ Fv =0.

Va2
QOdatle je
¥"=0, pa je y'=C
i
2,
Varoy®
pa je
aHllo.e|. ()
4+9
Uvritenje u diferencijalnu jednadZbu daje
4
y=— (b)
449y
Stavimo li y'=p u (a) i (b), dobit ¢emo y
singularno rjeSenje u parametarskom obliku N
9
T e——
Va9 =0
4
Y= o =1
4-+9p° .
1 3 X
Uklonimo li p iz tih jednadZbi, dobit ce-
mo singulamo rjelenje u obliku =0
PLIY 2
=1 X%, 9y
9 4 J 9 4
Slika 120

a to je elipsa s poluosima 3 i 2. Vidi sl. 120.

833. y=xy'+y'—y>

1
834. y=xy'+ Mu\mlwu\.*.u.

835. yuuxy —e¥.

Tumfi :

x? 43 ua
=— —+43x——1|.
YTTR TR

[y=x(nx—1)]-

2717
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Pretpostavimo da je
2—9(@=0 ©
za neku vrijednost p=p,.
Jasno je da p=p, zadovoljava jednadibu (b).
Uvrstenje p=p, u zadana diferencijalnu jednadZbu (a) daje linearnu funkciju u x i y.
y=o(p)x+f(p0) @

koja je singularno rjeSenje Lagrangeove jednadibe. Geometrijski predotuje ta jednadiba
familiju integralnih pravaca, koji tangiraju integralne krivulje odredene opéim integralom
diferencijalne jednadzbe.

Zadaci

U zadacima 839 do 843 uklj. rijesi zadane Lagrangeove .diferencijalne jednad’be i odredi

839.

840.

280

singularna rje¥enja ukoliko postoje.

y=2xy"+y*.
Uvrstivsi y'=p
y=2xp-+2"
deriviramo po x tu jednadZbu
dp dp
=2x—+2p+2p—
? .uk+ p+2p a
dx 2
& dx _ 2Ax+p)
dp ?
it dx + 2 N
— 4 —x==2.
. d
- . . L . C 2
Integriranje te linearne diferencijalne jednadzbe u x i p daje prema (106) x= =3
4
Uvritenje te vrijednosti za x u y=2xp-p? daje
lNo. p*
EER
pa je opce rjeSenje, p=y’ je parametar.
: c 2p
r=——
»® 3

Iz usporedenja zadane jednadZbe s op&im oblikom Lagrangeove jednadibe vidimo da je

2 )=0¢ (P)=2y"=2p.

Uz pretpostavku da je p—o (p)=p—2p=0 dobivamo p=3y'=0, pa uvrtenje p=0 u
zadanu jednadibu y=2 xy’+4 y’? daje singularno rjedenje

y=0.

.H”X.vﬂ»-T.%\u-
Uvrstenje y'=p daje y=x p2+ p%

841,

Deriviranje po x daje nakon uredenja

dx 2

-— AT[ X =— ’N’u

dp p—1 p—1
a to je linearna’ diferencijalna jednadzba u x i ?-
Integrirajuéi je prema (106) dobivamo

C

xX= —_—
(p—1y?

t]
~ TraZeni opéi integral u parametarskom .obliku.
|

=

G%&:@mugomgoﬁgﬁhmuuﬁoan a tako dobiti inte .
ti integral iku
¥=f(x C). U tu svrhu uvrstimo C? mjesto C u Eﬂw Mn.x n.omn-.w.m:_n&““ C e

Dobivamo
C=(x+1) (p— 17
a odatle je
l0+ex+~
_\&+~ ’
Uvritenje u izraz za y daje opée rjeSenje u eksplicitnom obliku
y=(C+ Y=+1)°.
Usporedimo li zadanu diferencijalnu jednadsbu y—x p24 52 & i
ove jednadibe opazit éemo da je u nafem m__.—m&.w: 24P s opéim oblikom Lagrange-
9 (p)=p?
pa uz pretpostavku da je p—q (p)=0 dobivame p—p*—=0, odn —p)=
Odatle slijedi: e oo 2A=P=0.
1) p=0 pa je y=0 singularno rje3enje;

?

2) p=1 pa je y=x+-1. To nije singulamo  rjefenije, j i i
o rjeSenje, jer dobivamo
rjeSenja uzevii C=0. & " onee

1

y=2xy 4 —-
y
Uz .w\”QN U?x.uNR.Nv.T H.
H s @
Deriviramo po x pa nakon :3%:?..&%?»:5 linearnu diferencijalnu jednadsbu u x i p:
&R+ 2 2
—F—x=—
o p
Rijesimo 1i tu jednadzb 7S i j 2 2
U jednadzbu prema {106) uzevii u obzir da je f(p)=_. ,ag (p)=—, dobit
¢emo ? 4
c 2
x=——_,
LAl

281
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849.

850.

851.

x=2(ny —y"). [x=2(np—p); y=2p—p*+C].

y= agmm.. [x=ptgp—Incos p+C; y=p*tgp].

1 K
x=eV (29" ~2y"+1). Tu@% @pE—2p+1); y=e*® T%n §+&va + L.
d. Primjedbe o rjefavanju diferencijalnih jednadibi prvog reda

Ukoliko zadana diferencijalna jednadiba ne spada ni u jedan od navedenih tipova,
treba je uz podesnu transformaciju, odnosno supstituciju svesti na jednadZbu kojoj je
nalin rjeSavanja prikazan u gore navedenim tipovima diferencijalnih jednadZbi.

Zadaci

U zadacima 852 do 857 uklj. rije§i zadane diferencijalne jednadibe.

852.

284

2x+y+1) dc+ (—x—2y+1)dy=0.

P Q
Kufajmo rijediti zadanu jednadZbu po tipu VII:
oP )
—=-+1 ; ID =—1.
dy ox
.. . oP 8Q . - . Lo .. ..
Kako je 3 ox =20, lijeva strana jednadzbe nije totalni diferencijal neke funkcije
y x
z(x, 3).

Odredivanje Eulerova multiplikatora prema formulama (152) (vidi dio III Repetitorija)
daje
p=un(x3),

tj. & nije funkcija samo od x ili samo od y (pokaZi to!).
Svedimo zadanu diferencijalnu jednadzbu na homogenu, ¢j. na tip II. U w svrhu napi-
Semo zadanu jednadibu u obliku

s HETY i =
Y x-+2y—1 ®

Brojnik i.nazivnik desne strane jednadzbe izjednaleni s- nulom predotuju geometrijski
dva pravca, koji se sijeku. Odredimo njihovo sjeciite S rijeSivii sustav jednadzbi

2+ y+1=0
x4+2y—1=0! .
Dobivamo S (-1, 1) i u tu taiku ﬁao:mmwzo ishodiSte koordinatnog sustava, tj, stavimo
. x=u--1, pa je dx==
y=v+1, pa je dy-=dv.
Uvritenje u diferencijalnu moam,mmmc: daje nakon uredenja
Qu +v)du + (u-} 20)dv =0, : (b)

a to je homogena diferencijalna jednadiba.

53.

v

Uzevsi — =¢, bit e v=ut i a@qlr&.*a:u dobivamo nakon uvritenja u (b) i separiranja
u

varijabla u i ¢ opée rjeSenje u obliku

dfEriri=c,

v . L.
a nakon uvritenja t=— i kvadriranja
u

wtduv+vi=C2,
a uvrstenje u=x+1 i v=y— 1 daje
traZeno opée rjeSenje zadane jednadibe u obliku
4y +xy+x—y=Cy

gdje je C;=C*—1.
Primijetimo da jednadzbu (b)
(Ru-+v)du+(u+-2v)dv=0
P 0
mozemo rijeSiti jednostavnije, jer je
(Jd

@.
P P . S
v ou

te lijeva strana jednadbe predotuje totalni diferencijal funkcije 2(x, ). Odredimo je.

u v
.\mwn+evm=+ .\?.._rneumeﬂh.».
U o
Slijedi
wtuvtet=Co.

UvrStenje #=x--1 i v=y—1-dajé gore navedeno opée rjeienje.

(x+y+2)dx+(2x+2y—Ddy=0.
Opet je Wﬂl.%”%ﬁiu”ﬂ.%c pa lijeva strana jednadZbe nije totalni diferencijal.
Opazamo da jednadzbe
xty+2=0.

2¥42y—1=0
predoluju geometrijski dva paralelna pravca kojima je koeficijent smjera tga=—1, pa
mozemo odmah staviti

X-A-y=t, paje y=t—x i dy==dr---dx.
Uvritenje u diferencijalnu jednadzbu daje
2t—1

de,
i-3

dx=

285
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i . Stika 123

860. Familija parabola y*=4(x—a).
Deriviranje po. x daje 2yy’=4.

Integriramo:

.\.e&\ﬂ.\.&nx+0~

yi—xt=C

— familija istostranih hi-
perbola, gdje je C=2C,

Vidi sl. 123.

y2=4(x-a)

1
Kako parametra a ve¢ nema, uvrstimo ——- mjesto 3 :
U—
. 1
—2y.—-=4
y
ili -
dy 1
o AP —dx.
¥ 2
Integriramo:
x
In|y rnlq,:DQ 4
X
y=Ce 2 - familija eksponencijalnih 2
krivulja. B/
Vidi sl. 124.

861. Familija elipsa konstantne velike osi 2a

Deriviramo po x: — i ——-=0.

288

X

Slika 124

863. Familija hiperbola x2—2y®=q%.

864. Familija kruZnica x®+y®=2ax.

e
Iz zadane jednadZbe slijedi 5°= Inhanv dok uvrstenje u (a) daje nakon uredenja
ac—
xy+y" (@—x%)=0.

1
Uvritenje —— mjesto y’ daje

’

y
1
¥

xy~—~(a*—x»=0
ili

dx
ydy=a*— —xdx.
- x

Integriramo: m+$ﬂeﬁia_+ InCy
i

x24+y*=2aIn|Cx{,
gdje je C=2a2C,.

62. Familija parabola gy=ax2. [x24+-2y*=CH%].

b-<]

[y=CG&+y9)

865. Odredi familiju izogonalnih trajektorija koje sijeku pod kutom 2=60° familiju krivulja

*=2a(y—x}3),
gdje je a parametar.

Da uklonimo a, deriviramo po x:
2x=2a(y—}3),

2x
, y-V3
a uvritenje u jednadZbu zadane familije daje nakon uredenja

2a=

u..ﬂwwl.lw\l. @

Ako su koeficijenti smjera zadanih krivulja iznosili tg ="y, koeficijenti smjera izogo-
nalnih trajektorija bit ée:

r—

..«..+«. 3
1 I.ax—.‘.u. ’

tgh+ 68....

n=tg@+0)=tg(E+60)= e
7= g (3+n) —tg( e b

19 B. Apsen: RijeSeni zadaci iz viSe matematike I 289
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Da odredimo partikularno rjeSenje uvrstimo u v=Cx \.+ C, iy= ,N\Q_x le zadane po-
Cetne uvjete y(1)=4 1 y'(H=3:

3f2 .

4=C,1 "+C,, pa je C,=4—C,
3 ~\n .
MH“Q”._ ., paje C=

a odatle je C,=2
i EHN&.W.+N

partikulano rjeienje¢ odredeno zadanim pocletnim uvjetima.

/" b. Rédukcija diferencijalnih jednadibi drugog reda
{ /" na diferencijalne jednad’be prvog reda

.~
Ako u diferencijalnu jednadZbu drugog reda, kojoj je opéi oblik
y'=f(xyy)
ne ulazi eksplicitno jedna ili viSe od tih promjenljivih x,y i y’, diferencijaina jednadzba

je nepotpuna, pa je moZemo reducirati, tj. svesti na diferencijalnu jednadzbu
prvog reda.

Promotrimo pojedine sludajeve redukcije.
Prvi sluéaj redukcije
¥ =f(x),

tji. diferencijalna jednadZba ne sadrZi traZenu funkciju-i njenu
prvu derivaciju.

L puta
Opée rjeienje dobivamo uzastopnim integriranjem zadane diferencijalne jednadibe.

Zadaci

U zadacima 868 do 877 uklj. odredi opéa rjefenja zadanih diferencijalnih jednadsbi,
odnosno partikularna rjefenja ukoliko su zadani pocetni uvjeti.

' 868. y"=xe—* uz poletne uvjete y(0)=1 i ¥(0)=0.

dzy dy’ .
3"=-— moZemo napisati u obliku , pa imamo
dx? dx
dy’
—=x-e~%| -dx
dx _
dy’'=x-e"*dx.

Integriramo:
‘v\" \..%NIN&»TTO—" I&mlxlalkn_uO—

dy
i —xe~*—e~*+4C; | -dx i integriramo parcijalno:

y= \Alx«ixln)x+0~va&+ﬁuu.
=xe~*+e~*+e~*+ Cx+Cy=(x42)e*4C;x+C,.
Uvritenje pocetnih uvjeta daje:
. O)=1-+1=2+G,

¥'(0)=0-+0=—14+C,.

Odatle: C,=-—11i C;=1.

Uvritenje u y daje traZeno partikularno rjesenje.
y=(x+2e*+x—1.

Do -mnom rezultata dolazimo i na taj nafin da odmah iza prvog integriranja :cnmnuc»-:o
jedan pocetni uvjet, a drugi iza drugog integriranja. PokaZimo to:

y'=—xe~*—e *4C,.
¥(0)=0 daje 0=—14C;, pa je C;=1

Imali smo
Uvrstenje

i y=—xe"*—e *+1.

Odatle je y=xe"*4+2e*+x+C,,

a uvritenje . y(0)=1 daje 1=2+C,, pa je C,=—
y=(x+2)e~*+x—1.

Iz toga slijedi:

Pri odredivanju partikularnib rjeSenja diferencijalne jed-
nadibe drugog, a i vidih redova nije potrebno da se najprije
odredi opée rjelenje, 2 tek zatim odreduju vrijednosti konstanata
integracije. Mnogo je jednostavnije odredivati vrijednost po-
jedine konstante, &im se ona pojavi u toku rjeSavanja dife-

rencijalne jednadZbe.

869. y“=2sin x cosx — sin3x.

y'=2 [ sinxcos’x dx— [ sin*x dx+C,=

=(uz supstituciju cos x=¢, odnosno prema tipu VIII neodredenih integrala) =

2 1 2
Hllwnoomakl_rq sin®x cos R+M cos x+C,,
2 1, 2
y= -3 cos¥x+ 3 sin® cosx+ 3 cos a+0~v&“+0~H
2 sin x. ¢os 4 sin x-+ ! sin®x -+ 2 C,x+C.
= x X — —— x+— +— =
g 9 9 x 3 sin x4 Cyx+C,

1
3

sin®x+Cyx-+ G, .
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877. Izvedi zakon slobodnog pada tijela mase s uz pretpostavku da je tijelo u ?.omnﬁ:m mo-

ment =0 vec prevalilo put s=s, i imalo brzinu v=v, Otpor zraka zanemari.

de 2

d?s 1
m— =mg; v=gt+vp; s=—gt2+vyt+s|-

Primjedba. Diferencijalne jednadzbe oblika y™= f(x).
Na isti na¢in rjefavaju se i diferencijalne jednadibe vidih redova toga tipa.

U zadacima 878 do 883 uklj. odredi op&a rjefenja zadanih diferencijalnih jednadibi,

njihova partikularna rjelenja, ako su zadani poletni uvijeti.

878 _S5
. y =%

%2

MA klu Q—v&+0u'|+0~ﬂ+0..
3
y= MAﬂn_ O_R.Tﬁ.nvnul Qulw~b_x_+0~ +Cyx+Cs.

i

879. y'V=cos®x uz poletne Eanna.ioull 3 ¥ (0)=0; ¥ (O)== iy (0)=0.
. x sin2x
Prvo integriranje daje y M+|Ml +Cp -
a za y’” (0)=0 dobivamo C;=0, pa je
e X " sin2x
YT

Drugo integriranje daje

L, X1
' HMINn&mxfﬁ&
1 1
a uz u\novﬂﬂ dobivamo QnHM. pa je
X1 cos 2x + !
= Ccos2x + —.
VT4 4
Integriramo treéi put:
y= ~m_=uk._ ! +C.
Y 1 16 rabhs
Uvritenje 3'=0 za x=0 daje C;=0, pu je
) 2 _m ” +_
= sinZxt_
T
i etvrti put:
x* 1 x2
%Hmlw+wmn8~a+ 3 +GCy,
296 . .

1

2 za yo 1 _ . L - x .
y= 5 i x=0 dobivamo C;i=0. pa je trazeno partikularno rjesenje

y= &+u~+_
w'3 uwoswa.

880. 3" =(y"7.
Stavimo y*=z, tada je y"'=z' pa je

.. dz
=221 Mﬂn"hﬁ. a odatle je
dz
==
Integriramo: — > —x 1 i se__ 1 . .
= 1 = a+Q~.»NNWc_nNHQ.§
. 1
Y x+C,
Integriramo: ‘= —In (x+Cp)+Cy.

Treée integriranje daje:
"|AR+Q_,VHHAN+Q_.V+3+Q~+QMR+AN
ili y=—(x+Cpln #F+C)+x(C+ 1)+ C+-C,
Uzevsi B& jednostavnosti
" K=C,

K,=Cy+1,

Ks=G+C;,
dobit éemo opée rjelenje u obliku

¥=—G+K)In(x+K;) + Kx + K.

881 yw— 2 M 1 G
: @ty arE Gt &
882. y""=xe=%; y(0) =0, y’'(0)=2, y (0)=2. Mu. =—(x+3) mn»+wxh+“;
. )
883. y’=xsinx; y(0)=0, ¥ ©0)=0, y* (0)=2. [y==x cos x—3 sin x+x2+ 2x].

297
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888.
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890.
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d;
fli malwvm.o +p=0}:dp 1 reciprotno:
dx dp
x—3 ?

Dobili smo diferencijalnu jednad?bu prvog reda sa separiranim promjenljivim x i p, tj.
tip 1. Integriramo:
Inix—3|+In|p|=InC,
1p(x—3)I=C,
?»(x—3)=4GC,=C.
Za x=4 2=y'=1: C=1
dx

y=In|x-3[+C,.

Za x=4i y=2 Cy=2, pa je
y=In|x—3{+42.
ry ot 1
Py" 5% Hp_.\ TH4+O~FR+9H_.
x
einauew.\\ [y=Cix(nx—1)+C,].
¥ i , 1
Y=k =D 5 y@=1, ¥ Q) = 1. Ma&n%&%ﬁﬁi&.

Tijelo mase m pada vertikalno s neke visine pofetnom brzinom 0. Odredi zakon gibanja
tijela, ako je otpor zraka razmjeran s kvadratom brzine tijela.

. . . . . ds . dv d%s
Znamo: ako je s-prevaljen put tijela, tada je brzina v= s ubrzanje §Hn["ﬂ» i da
2

prema zadatku na tijelo djeluju sile:

u smjeru pada: tefina tijela G=mg, gdje je g=9,817/, 2
e

ar

ds

Prema amnmma Newtonovu zakonu sila je 5.%. pa diferencijalna jednad¥ba pada zada-

2
u suprotnom smjeru: otpor zraka m”gnHmA v , gdje je k koeficijent razmjernosti.

nog tijela glasi:
d2s A ds v“
m—=mg—k] —
de £ de
ili .
ms=mg—ks - (a)
U diferencijalnu jednadZbu ne ulazi trafena funkcija s, imamo dakle drugi slhudaj re-
dukcije, pri &emu su
potetni uvjeti: s=0 za t=0,

v=5=0 za t=0.

. ds . dis  de
Podijelivii jednadzbu (a) sm i uzevsi u obzir da je s= a =v is Hﬂ Hm'. dobivamo
I3 L i

— — Fvr=— ®)

. ogm .om_a 5 . .
Oznadimo ﬂ”u-‘ tada je > pa jednadzba (b) prima oblik:
4

dv @@= k i dv k
—=(a®—v)-— ili
dz m

Integriramo pa prema (55a) za v<a dobivamo
1 atv &k
—In =—t+C,.
2¢ a—-v m G

Uvritenje poletnog uvjeta v=0 za =0 daje C,=0, pa je

ili

=g M
a—v
a odatle je
2ak ak
== —-=
e M- e ™
=qg— — -
nlawuu In—v
e™ 41| e ™
ak hﬁ

a prema formuli (59) iz dijela I Repetitorija
ak

o=gth—1¢. ©
m
at k ak
Imali smo »_ , a odatle je a= ﬁ_.|n&o —_—= m (@)
kg e i m m F p

Upvritenje u (c) daje .

ds

v=—=qg th _\ ke »

QN m

a odatle je ds=ath _\m tde, pa je
m
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daje
1
——=x+C
ci-1
ili (x+C) (y—1)=Cy,
. . _
gdje je C=——,.
&1
893. y"+2y (¥)*=0.
dp
Stavimo y’'=p, a prema (a) y'=—p:
dy
d,
wAlu‘Tuu%svHo.
dy

894.

304

Slijedi: 1) p=y’=0, pa je y=C i y"=0. Te vrijednosti zadovoljavaju diferencijalnu jed-
nadzbu, pa je y=C partikularno rjefenje zadane jednadZbe.
dp | dy
=L yoyp2=0!.
dy Faop P2
dp
2p3

1 , dx p
Integriramo: —=y*--2C; ili — =y*+C,, gdje je Co=—2C;.

=—ydy.

P dy

Drugo integriranje daj $*+Cyy+Co=3x,

- Jje je - C;=3Ce a C3=3Cs.
° AN
1

- (v)3=3® uz politne uvjete QASHIM i ¥ (0)=0.

d
Uvritenje y'=p i .e.ﬂa'» 7 daje nakon uredenja
ly

a to je Bernoullijeva diferencijalna jednadba u p i y. Prema tipu IV uzimamo:

e dp do " du
=y-v, —_=ye— - —
p=u paj) & & &’

d du 2
a odatle je :|e+eﬂ|lw HNI.
dy dy y u
du . d 2
Stavimo: —_— NHP ostaje u ¥y .
dy » dy wo

Iz prve jednadibe slijedi:
du dy i
—=—, paje lnu=lny ili u=y.
oy

Uvritenje u drugu jednadibu daje

- e“
vdu=dy, pa je 3 =y+C;

ili v=1)2G+Cp.
. dy S
pa je p= ==y o=£32(+C). @
Uvedimo prvi pogetni uvjet y'=0 za QHIWU
1
ouﬂ_\ ~A|M+9v.
. 1
pa je Ci==.
2

Uvritenje u (a) daje

dy fm—— d:
2 =+ V2571, a odatie je S S
. yh2y+1
. % dy
Integriramo: Fx+Co=\ ———.
yi2y+1
dy _ . - |
I=\—==—==[2=)2y+1, 22=2y9+1, y=— i 22dz= =
.mu‘.—.\NuT_-n A y+1, y+1, ¥ 2 i2z NA&V
zdz — 2y+1—
u~w|,|u€§=» G6by=mn | *= |1 V2y+1 1,
=Dz =+l V2y+i+1
. V2y+1-
pa je +x+Co=In _'.e+_|: . -
: V2y+i+1
— . . 1
Uvrstenje drugog podetnog uvjeta EHIM za x=0 daje
TraZeno partikularno rjeSenje glasi:
v 2y+1—
aun_”_al,_. ‘W+ __.
Y2y +1+1

895. ¥ t1gy=2(F. [ctg y=C;+Cy x, gdje je C;=—C}. a C;=—C,CY].
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Deriviranje daje

Ei”m.‘.N QNAN\nTNuv“
pa diferencijalna jednadzba prima oblik

3212290

wN._.Nna%o. paje 32242z2'=0

ili 2% 3| % inregi
i — =—3x2|- —— i integriramo:
dx 222 &

dz 3
= ax
z2 2
1 3

= x40y
2 Na+ 1

Rac¢unamo prema (a):

2
=5 @+ +InC=1n[C, (++ G,

pa je
y= A IC; (r+C P

2
y=C, (x+C))3.

904. (¥ P+yy'=my"

Kako je (vy")=yy"+(y')*= lijeva strana zadane jednadibe, moZemo jednadZbu rijesiti
jednostavnije, jer jednadZba prima oblik

40 _
. & Yy
pa je d
Goug —d.
yy
Slijedi:- In(3)=x+InC,,
a odatle je Fkl =x i yy'=C,e,
G
pa je ydy=C,e*dx
- H o
i WQIUOHQN.*.ON.

308

905. 2yv" -3 (¥ )Y =4y% [y cos?(x+CP=C,)].

906. Rijesi zadatak 885 uzevsi u obzir da je zadana diferencijalna jednad’ba homogena
stepena dva.

’ 3y

: D. PIFERENCIJALNE JEDNADZBE VISIH REDOVA

a. Linearne diferencijalne jednadibe s konstantnim koeficijentima

Opéi oblik:
YO+ an YDty oyt L ayy Ly +ayy=f(%).

Diferencijalna jednadzba zove se linearna, kad je linearna, tj. u prvom stupnju, s
obzirom na funkciju y i sve njene derivacije.
Onm se zove homogena, kad je njena desna strana f(x)=0, inale je nehomogena.

n_y» Gn—gs Gp_3---. 0y @5, Gy Su zadani realni wonmomounm.
1. Homogene linearne diferencijalne jednadibe s konstantnim koeficijentima
a) Drugog reda
Opéi oblik: y"+a; " +ay=0.
Upute

.26 su y,(x) i yy(x) dva partikularna rjeSenja te jednadzbe, pri ¢emu su ta n&o&»

. i)

linearno nezavisna, tj. # const, tada je

¥=Cy3,()+Ca(x)
opée rjeSenje diferencijalne jednadibe.
Da se odrede ta dva partikularna integrala, treba rijesiti karakteristiénu jednadzbu, koja
se ‘'dobiva iz zadane diferencijalne jednadibe tako da

mjesto y* piSemo 72

mjesto y’ piSemo r

a mjesto y piSemo 1.
Dobivamo:
r*-+a; r+ae=0.

To je kvadratna jednadzba pa pri rjefavanju te jednadzbe mogu biti tri siutaja:
1) Korijeni r; i r, su realni i razliciti:
Opée rieSenje diferencijalne jednadibe glasi:
=G+ Ce™. (1082)
2) r, i 7, su jednaki, tj. ry=r,=r.
Opée rjesenje glasi
y=Cye* £ xCye™. (108b)
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920.

921.

312

TraZena krivulja prolazi tatkom T,(052) pa je

2=C;+C, (a)
i u toj tadki ima tangentu y=x-+2, pa je y'=11i
1=3GC,+C,. (b)
Iz (@) i (b) slijedi Owhlw i ONHW. pa je
5 1
Q".Mxnk|.M&¢x

" traZena integralna krivulja.

Odredi partikularno rjeSenje diferencijalne jednadZfbe x—2x=0 koje zadovoljava uvjetima
na krajevima intervala: za t=0x=0, a za t=1n2 x=3.

r2—2r=0;r,=0ir,=2
x=Cr+ Gumm«.
Uvritenje poetnih uvjeta daje
0=C,+C,
3=C,+Csc?122 ili 3=C,+4C,.
Ci=—11i Cy=1, pa je

x=ex—1.

QOdatle:

Materijalna tatka mase m giba se po osi X pod djelovanjem w_uwd.mbo. sile F; %&» je
usmjerena prema ishodiStu O koordinatnog sustava, a proporcionalna je s ﬂﬁﬁ_nuomo.:
tatke od O; sredina u kojoj se giba tatka vili otpor, koji je razmjeran s brzinom gi-
banja tatke. Odredi zakon gibanja tatke. B

.Ako je x(¢) put 5to ga je talka prevalila u moment 7, tada je u taj moment ¢ EN.E»
tatke x(z), ubrzanje x(z), dok je elastitna sila F;=—c®(), a sila otpora F,=—2kx{2),
gdje su w? i 2k koeficijénti razmjernosti.
Prema drugom Newtonovu zakonu imamo
mx="— wix—2kx
iti za m=1: % +2ki+0t=0,
a to je linearna homogena diferencijalna jednadiba drugog reda.
Karakteristitna jednadzba:
B4 2k w?=0,
a odatle je
L ,=—ktlB—ct. . (@)
Promotrimo tri slutaja:
1) Diskriminanta k*—w?>0 pa su korijeni realni i razli¢iti, oznatimo ih s L=-r, i
L= —r,.
Tada je .
‘ x=Cye " 4 Coe—Te,

Opée rjeSenje kazuje da je gibanje tatke aperiodi&no.

922.

923.

2) Diskriminanta *—w?=0, pa je prema (a) lLi=l,=—%.
x=(C,+C,0)e~kt. .
Gibanje tatke opet je aperiodiéno.

Opce rjesenje

3) Diskriminanta k*—®<0, pa su korijeni konjugirano kompleksni.
Oznadimo 1i B—w?=—F;, dobit éemo prema (a) .
he=—k+ ik,
dok je opce rjeSenje prema (108c)’:
x=Ce—k-sin (k,z+ D),

gdje su C i D konstante po volji: )
Talka vifi prigulena titranja, jer amplituda tih titraja nije konstantna veé je funk-
cija vremena 7 i to eksponencijalna funkcija Ce—, koja tezi nuli kad 71— oc.

« [Vidi Titranja, § 10, 3. f)].

Odredi integralnu krivulju diferencijalne jednadzbe ¥"4-2y"4-2y=0 koja prolazi tatkom
T,(0 5 1) i dira u toj tatki pravac y=x+41. :

._..\eﬂalunp nomul‘n..m sinx) ; y=e—*(cos x+2 sin x)].

Rijesi zadatak 921 zanemarivii silu otpora F,——2kx.
2r
[x=C'sin (wi +D) - harmoni&no gibanje perioda — ,
(0]
koji ovisi samo o koeficijentu elasti¢nosti w}.
b) Vikih redova

Upute
Op¢i oblik jednadzbe:
a, YW+ a, y"-Via, yO-Dp ... +agy"+a,y +a,3=0.
Njoj odgovara karakteristitna jednadzba:
i L T e T Y s T )
Opce rjelenje:
y=Cn+Ce3:+Coys+ . .. +Cy1¥p1+Cy¥n»
gdie su y;, ¥s, ..., ¥,-1, ¥, partikularna rje¥enja diferencijalne jednadibe i to line-
amo nezavisna. Spomenimo, da je dovoljni uvjet linearne nezavisnosti » funkcija nepre-

kinutih zajedno sa svojim derivacijama jest da je determinanta Wronskoga |, vronskijana®
razlitita od nule u intervalu {a, 5], 4.

TR AR In
»nooy oy,
w,=! W LI
L T T T
i 3
m ............... _
P DD (" Y|

- U rablici koja slijedi prikazana je veza izmedu korijena karakteristicne jednadzbe i parti-
kularnih rjefenja diferencijalne jednadibe.
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932.

933.

934.

935.
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Prema recima 1 i 3 tablice

L 3 3
s=e"t; sy=e® cos _\N t; sg=e? mE._\|.,
t
- 3 3
s=Cje~t+e? A0»8m<'~+0um5<| v -
¥4 64y=0.
194+64=0; 1y, =) 34i; ry—=+24; roe=—) 3ki.
(vidi Dio I Repetitorija § 1, 2).
Prema retku 3 tablice:
.e..HAOu %\.wa + Cs «|<Muv nom.&+AOu«<.wx.+ Qaalﬁuv sinx+C3cos 2x+Cysin2 x.
4y —39"—y=0.
4r—3r2_1=0.
Pomoc¢u r?=u dobivamo:
. 1.
=341 i *u.."u_uw-
x L ox
QH0~&+0um|x+OuoomM+O. mEM . (@

Kako je chx+shx=e*, a chx—shx=e=* [vidi Dio I Repetitorija, formula (60)]
dobivamo

C,(chx+shx)+C,(chx—shx)=

=chx(C+ G +shx(G=C= Cychx+Csshx.
——

7

C 0»

Uvritenje u (a) daje

—Cjchx+Cjshxt Cycos m+9anm .

YO+ 2y® 4 3’ =0.
F42543=0 ili AE+2r+1)=0 ili r3(2+1)2=0.
Shijedi: 1y,55=03 rys=ci; re7=oi
y=C,+C; x+C323+ (Cy+ Cyx) cos x+ (Cs+ C; %) sinx.

¥ +3y"+3y +y=0 i partikularno rjelenje za potetne uvjete y(0)=1; ¥°(0)=2; y"(0)=3.

P43r243r4+1=0 ili (r+1P=0, paje rgs——1.
Opce rjedenje y=C,e~*+C,xe *+Cyx2e *=e~*(C;+Cpx+Cyx?).
Odatle y'=e*[—C;+C,+ (2C;—Cp) x—Cyx7,
a ¥ =e*[C;—2Cy+2C3+(C,—4Cp x+Cyx?).

936.

937.

938.

939.

940.

941.

943.

944.

- ¥74y'=0; 3(0)=2 y'(0)=0 i y'(O=-1.

Uvritenje poletnih uvjeta daje
—1=C,;
2=GCy+1. paje C,=1
3=(—1-2+2Cy), paje C3=3

partikularno rjeSenje y=e*(—1+x+3x-

d?p
de?

d
% +a%p=0 i partikularno rjesenje za p(0)=a i p'(0)=0.
P
4 2ar+a?=0; na=-—a.
p=Cie®+Cype™ ™
ili p =¢ ®(C,+C,qp). Opie rjcienje.
p'=e"®[C;—a(C;+C,))
Uvritenje poCetnih uvjeta daje:
a=C;; 0=C;—a®, paje C,=a"
Partikularno rjeSenje: p=ae ®(1+a9)-
X —3x+4x=0.
—3r244=0 ili P+°—4r244=0, paje
RE+D—4G*—1)=0 ili (r+1)(F—4r+4)=0
r=-1 -.u.u"N

x=Ce~1+e%(Cy+Cyt).

[y=C;+e~%*(C,cos 4 x+Cysind x)].

T455=0. [s=C,+C,t+Cse—51].

¥E®+9y'=0. [y=C,+Cyx+C3a%+Cy cos 3x+ Cssin 3x).
yIV+18y"+81y=0. [y=C;cos3x+ C,sin3x+x(C;c0s 3x+C;sin3x)).

[y=1+cosx].

v % 5 5
YO—2y"+y'=0. Tﬂﬁﬁ.wcnma.wm 2 AQ%S P\lk+9 2=|<|va_

[y=e*--cosx—7].

.<4.|.<‘.N°m za x=0 y=0, b.\”—m «C:HQ. U\?"H i .v\:\“N.
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L

P4r2=0, r0=0 i ry=ci
y0=C; 4 Cyx+Cy cos x+Cy sin x.
r+n=2+2=4, paje
N=ax*+a3+ax*+ax+ag
7' =4a,x® +3asx® +2a,x+a,
7" =12a.x*+6asx+2a;
n'=24a;x+64as
nM=24a,
Uvritenje u Nmnw:.c diferencijalnu jednadzbu daje

12a; 3+ 6a3x+(24a,+2a)=x+-x.

1 1
Slijedi: Sﬂm. nuHN.. a=—1.
. ® X
pa je y=C,+Cyx+Cs nomx+O.mEx+|~M+.ﬂlxn.
2 .

J

. y"'—y'=3(2—#?) i partikularno rjelenje uz potetne uvjete za x=0, y=I, y’=11iy"=1
-

Peor=0; 1,=0 i rea=x1.
y=C,+Cse¥+Cse*.
Kako je w+=H_‘.+NHu to je
n=a3x+ax%+ay x+ag
n'=3a3x*+2ax+ay
7'=6asx+2a
n'=6a;
Upvrétenje u diferencijalnu jednadibu daje .
6a3—3a3x®—2a;x—a; = —3x*+6
—3a;—=—3, paje ay=l1
—2a3=0, pa je a;=0
6—a,=6, pa je a=0
=x"+a
y=C1+Csc*+ Cye~*+5,

gdje je C;=C,+a,
Rac¢unamo: . 3’ =Cse*—Cge~*+3 x*

¥y =C,e*-|-Cye~*+6x.

Uvritenje poletnih uvjeta daje
C=1, C;=0 i Ci=0,
pa je
y=e+5*

traZeno partikularno rjesenje.

949. 2y"—y'=1; y0)=0 i y'©O)=I.
2% —r=0; r,=0, JHW
2
x
¥o=C;+C,e2.

r+n=1-10=1, jer je konstanta polinom nultog stupnja, pa je

n=ax+a, d."h—. i 9"=0.
Slijedi: - a=-1,

dok koeficijent a, moze biti koji god realan broj; i ] i
cijent ) bi d 0j; kako mama odgovara bilo ko, arti-
kularno rjefenje to je najjednostavnije uzeti n.cﬂuo. Partikularni integral je Qm»_nowmr»“

1=—x

X
y=Cy+C,e2 —x.

1=
y'=— Cye? —1
¥ 2 2€

¥ (0)=C,+C,=0 \

1 s=4; C——
Y= C-1=1 _ =% G=a

x
y=4e2 —x—4.

950. y'—4y=8x> [y=C,e*+Cie~—-223—3x].

951. y"—2y =x2—x. , —.QH0~+Qnmux.l Mﬁ
i 6

952. X+i=3s2 [x=C;<Cscost+Cysint—13+61].

x

953. ¥y _ 2y 4 yr=2y . 5 /5
3 ..e +y'=2x THQ+9&+«. 2 Hﬁughwua.wp &:wlmlxv +x...+.:_.
954. ¥ 46y +5y=25x2—2; Q=1 i ¥(0)—=1.
’ 1
—v." -3 (3% L2l e™X) +uk»|_ux+_wu_.

21 B. Apsen: RijeSeni zadaci iz vi¢e matematike IT
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ako eksponent b nije korijen karakteristicne jednadzbe, tj. ako je -
xe—
bakry, bEr, . ... , d“m!ﬁluv .
kxet* i
K7 ®) PO®)=5+8
—2x
ako je b jednostruki korijen karakteristicne jednadZbe, tj. ako je P'®)=30* ; P(—2)=12. pa je n= .a” .
b=ry, bFr,, bFrg,.... 2
x — —
_ Bx2ebx c y= AO~+|v«|»u+ﬁ0u8mQ\wav+Oﬂm_.=2\uavvna.
=7 © 12
®
ako je b dvostruki korijen karakteristitne jednadibe, tj. ako je %l1. YO 8ly=27¢-3x
b=t b=ty bitry bty _ A—81=0 ; (*+N(E—9N=0 ; =43 ; r—=+3i
i itd.
. 1 _ ¥o=C;¢¥+Cye—%1-C; c0s 3x+ C, 8in 3x
P(®) je lijeva strana karakteristitne jednadzbe, u koju je uvriteno r=b, a P'(b), P"(b) _ A .
itd. 'su derivacije tog polinoma. ; =2 b=—3=n¥n¥r, > sltaj B)
27xe~ >
a"
Zadaci P(-3)
adaci
N Pe)=b—81 ; P@H)=4° ; P'(—3)=-—108
U zadacima 959 do 973 uklj. ‘rijeSi zadane diferencijalne jednadZbe odredivii opéa rjelenja, 1
odnosno partikularna, ako su zadani poetni uvijeti. . q.HIMKluu
o ae x
959. x+4x+ax=e2. y=Cye™+ ?WMV €+ C, cos¥ 4 Cg sin¥x.
Y=yo+n, Yo=2? rEH+4r+4=0 ; 1 ,=-2
Yo=Cye=2+Cyte=%. 962. ¥ =3y 43y —y=¢*
=2 b=—2=r, - shi&j (C). e )
1-12e—2 =34 3r—1=(—1P=0 ; r2s=1.
e L Y9=Cy¢*+Cyxe™+ Cyx¥e*.
P®)=b+4b+4 | . 1=? b=1=r,; »> slu&aj (D).
PO)=2b+4 | p=_ w oex
K v
P )=2 P (b)
2 N o
x=Cye~ 2+ Cote— 2+ ~|«|N P)=8—3b*+3b—1
2 PB)=3—6+3 | s
ili W\\@v"@.la _ d"llm
«u . 2 N )
x= AQ~+QN~+ Wv 2. P”(b)=6 _
x*
y= ?_+n%+n.m+ﬂv e
960. Y+ 8y=e2x, ﬁ
3 = . N 2 _ L= H == — 3 o a=1-1- .’. K
r*4+8=0 ; (+2)(*—2r1+4) o 51y 2 5 1 1+)3 963. 3" —8y'+16y=c'x. Potetni uvicti: za x=0 y=0 i y'=1 PR
0=Cie+ (C; cos (| 3x)+Cysin (J 3:5))ev v 81605 7.4
- =0; 7:=4. Pl A
7=? b=—2=r%r, > sl (B). oGy Gy .
=4 2] ot -
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n=2? N=?
*—3%42x=4ex *—3x%42x=—3e}
b=2=r,#r, #r;—>slutaj (B) . b=3r, £r,#r—>sluaj (A)
J_H.M..\M“w n= —Jei
P3)
PB)=b3—3b2+2b
P'(®)=3b2—6b+2 _ P@3)=6
P(2)=2
4te2t —3e3t
K 2 N2= p3

1
y=Ci+ Gyt 20eti+ — 2C,—Dedt.

3 7
972. y"+2y'+y=3e"*4 7%, _Hu.u (Ci+Cox)e*+ —xPe* 4+ —e* H .

2 9

1
973. y*'—33'+2y=2e%—e"%, _HQHO_ wx-_.OM«uxlnxmxl.mmlunH_ .

Treci sluéaj

Desna strana linearne diferencijalne jednadzbe ima oblik

ksin(nx) ili % cos (mx).

Upute
U tom sludaju partikularno rjeSenje v $to ulazi u opcée rjeSenje y=y,+7n ima oblik
=24 cos(nx)+ B sin (mx),

gdje su 4 i B konstante koje treba odrediti iz pretpostavke da je 9 partikularno rjeSenje
zadane diferencijalne jednadzbe paje mora zadcvoljavati, dok je = kao i &, konstanta koja
ulazi u zadanu diferencijalnu jednadzbu. P
Ako desna strana diferencijalne jednad?be ima oblik

ky sin (mx) -k, cos (mx)4- ..., )

gdje su &, k..., m zadane konstante, tada se¢ partikularno rjefenje u odredi za svaku
trigonometrijsku funkciju posebno, a opée rjefenje glasi

y=Np AN ANt
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Zadaci
U zadacima 974 do '1000 uklj. rijedi zadane diferencijalne jednadibe odredivii opéa rjelenja,
odnosno partikularna, ako su zadani podetni uvjeti.
974. y"+y=5sin2x.

y=yo+n.
Ee”.v 24+1=0; ﬂn.m”n*uu.u

Yo=Cycos x+C,sinx.
n=2? 'Kako je m=12 uzimamo
n=Acos 2x+ Bsin2x (a)
n'=—24sin2x+2Bcos 2x
n'=—44cos 2x—4Bsin 2x.
Uvsitenje u diferencijalnu jednad?bu daje nakon uredenja
—3Acos2x—3Bsin2x=5sin2x.
Izjedna&imo Kkoeficijente uz odgovarajuée trigonometrijske funkcije

—3A4=0, paje A=0

5
—3B=5, paje .w"llm..
Upvritenje u (a) daje
5
=——sin2x
Ul 3 S
- 5
y=94+n=C, c0s x+C, mEaIMmENu.

975. y"—2y'+10y=37 cos 3x
r2—2r+10=0; r; ;=143
yo=¢%(C, 00s 3x-+C; sin 3x).
Kako je m=3, pifemo
n=A cos 3x4~B sin 3x
7'=—3A4sin3x+3Bcos 3x

n"=—9A4 cos 3x—9Bsin 3x.
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981. ¥ —6y'+25y=2sinx+3cosx
Yo=? r2—6r+25=0 ; re=344i
E..Hn»xa_nomax.foumm:aav.

=2 ¥y —6y'+25y=2sinx

M =4A,cos x+ B, sinx

1= —4,sinx+ B, cos x

0,*=—4, cosx—B, sinx.

Uvritenje u (a) daje nakon uredenja:

(24 4,— 6 B)) cosx+ (64,424 B))sinx=2sinx

24A4,—6B,=0 1 4
Ay=— ; By=—.
64,+24B,=2 51 1
1 4
= —— 0! — .
N 51 s X+ 51 sinx
Me=2? ¥ —6y'+25y=3cosx.
Prema (b):
(24 4,—6B,)cos x+ (6 4, +24 B,) sinx=3 cos x.
244,—68,=3 2 . 1
: y Ady=— ;5 By=——.
64,424 B,=0 17 34
2 1.
dnﬂm nomxlﬂ sinx
Y=Y+ +u,:
1
y=¢€*(C,cos4x+C,sin4x) +a38ma+m«§av.
982. ¥"+3y'+2y=sin2x+2cos2x. T‘Hoamlx+nnmlua+

983. y"'—2y"+y'=4(sinx+ cosx). Partikularno rjeSenje: za x=0 y=1,3=0 i y*=—1.

[y=Ci+ (Ce+Csx)e*+2cosx+2sinx H

y=4+(—5+3x)e*+2(cos x+ sinx)].
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984. y1V—2y"+ y=3sinmx+4cosmx.

TH (G4 CyX) €4 (Ca+Cax)e™*+ Aumw.. mx+4 Saezi.

1
U +m®2
Vaine primjedbe

1. Ako diferencijaina jednadZba ima oblik

¥ +mty=ksin(mx) ili ¥ +mPy=~Fkcos(mx)

(upr. y*+4y=cos2x; y'+9y=4sin3x; y'+y=>5cosx i sl.) supstitucija n=Acos(mx) +
+Bsin(mx) ne vodi cilju, jer uviStenje vrijednosti za 3, %’ i %" u diferencijalnu jed-
nadzbu pretvara lijevu stranu jednadZbe u nulu, pa koeficijenti 4 i B ostaju neodredeni.
Isto vrijedi za jednadibe, kojima je desna strana ista, dok je lijeva strana y'V—nmiy, od-
nosno yV4-2m2y +mty i sl ‘ —

U tom slutaju moramo sin (mx), odnosno cos (mx) prikazati prema Eulerovim formu-
lama u obliku

Mix_g-mix
smmx)=—————
24
(166)
eNix | gMix
— cos (mx) H|N|

(vidi Dio 1. § 21) pa pa taj nadin svodimo slutaj 3. na drugi, tj. na sludaj, kad je f(x)
eksponencijalna funkcija.

2. Sadr?i li desna strana diferencijalne jednadZbe hiperbolne funkcije sinusa i kosinusa
prelazimo pomoéu formula

&—e %

(38)

&te*
chx=- +

(vidi Dio I. § 4, 6.) na eksponencijalne funkcije.

3. Predotuje 1i desna strana diferencijalne jednadzbe umnoZak trigonometrijskih funkcija
sinusa i kosinusa, prelazimo pa njihov zbroj, odnosno razliku pomoéu poznatih formula
iz trigonometrije.
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988.

989.

990.

991.

992.

336

3 -fy==cos X.

y" —8y'+16y=sin4x.

d2x X
+9x=6sin3t.
de2
y®—y=cosx.

5
N.tf.mu&"wnrM x.

’ 1
hu\MQunokaTO»mm: R,T\».m_.nkﬁ.

2

1
Tﬂm#ﬁﬁlnﬁnxv .Tm cos4x

[x=C,sin3(—C,)—tcos3:].

1 ‘
Tﬁﬂﬁ_mfrﬁnmla.vﬂa cos x+Cy sin x—— xm.Ex_

4

Prema (58) piSemo zadanu jednadZbu u obliku

3/ 5 -
NQ..TM%HI.A«Mx +e w«v

=72 © 2r245r=0

2

3 1y=0, ry=——.

2

Y0=C1+Cpe .28

3 3 _s.
2y 5y =-—e2” 29" +5y'=—e 3
2 2
5 5
vﬂM%J%le sl. (A) wHIW%JHJ]v sl (B),
3 mwk 3 uml.wx
M= Ny=— —_—
2 5 2 5
*(3) #(-3)
Pby=2b2+5b P (B)=4b+5
5 5
mﬁlvuu w\ﬁllvu&
2 2
_3 nma 3 xwlwk
T K
5 31 s
y=C,+C,e Nn+aﬂw.nwk Ikmlwav
L ]

998. y"—4y'-} 4y=shx+sinx.
Yo=2 rr—4r+4=0; =2
Yo=C, 6%+ Cyxe?=(C;+Cox) e*".
eF—e*

Prema (58): 2

¥y —4y' +4y=
H=2? =2
1

& Y4y tay=——_e*

b=—14r,,->sL(A)

03| -

¥ —4y +4y=

b=1 u_uﬂ-hlv&. (A)

P®)=t—4b+4
P(D=1 P(—1)=9
e 1 >
M= 2 Ne=— .m T3
na=2 ¥ —4y'+4y=sinx @

7y=Acosx+Bsinx
n3'=—Asinx+Bcosx
n3"=—Acosx—Bsinx.
Unvritenje u (a) daje nakon nredenja
(34—4B)cosx + (4A+3 B)sinx=sinx
slijedi: 34—-4B=0 4 3

A= —; B=—.
44+3B=1 25 25

1 .
suﬂw (4 ccsx+3sinx).

. 1 1 1 .
Y=Yo+m+ntng: y=(C;+Cpx)e¥*+ MAw«I M«luv + > (4cosx+3sinx).

. .
994. y"+y=chx. ﬁwhﬁpooma+ﬁum5x+mn&a~ .

1
995. y”—4y’=2sh2x. T”OH.TONNQIN ANorNk+m=N&vH.

. 1 1
996. y"—4y'+4y=sh2x. _HQH«HA0~+Ouxv+ 7 A&»«unl N nluxﬁ.

997. ¥"+y=cosx-cos2x.

1
Prema formuli coso cosf= > [cos (x+B) + cos(x—P)] piSemc zadanu jednadzbu u obliku
1
y+y= > (cos 3 x+ cosx)
Yo=2? r24+1=0; rya=cti

22 B. Apsen: RijeSeni zadaci iz vile matematike H 337
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n=?
¥ =4y +4y==8x*
1. slucaj 0+2=2
Ny =ax?+a;x+ag
m=2ax+a,
N1 =20,
Uvrstenje daje:

4ayx*+ (—8ay+4ay) x+ Qa,— 44, +
+-4ag)=8x>

Np= ?
¥ —4y' +4y=8¢>

PG)=0—4b+4 ; P'=2b—4;P"=2
8x2e2%
2

o= =4x2%%%.

=2
y"—4y’'+4y=8sin 2x
3. sludaj: m=2, m*=4:

2. slutaj:  b=2=r, ,—prema ©.

1003. y®)+4y""=14e*+43sin2x.

P+4r3=0; 1,,3=0 i rys=+21i

W e e

Y¥o=C;+C,;x+Cyx*+Cycos 2x+Cssin 2 x.

Slijedi: ap=2, a,=4 i g,=3. X g—2ix
8 sin 2x=8§——
1y =2x*+4x+3. 2
b=2i%r, b=—2i%ry,
prema (A4)
PQi)=—8i P(—2i)=8i
| enx 2%
.auIINl 3= 2
e2ix —2iX
.e_ﬂ+|m.h cos 2x.
2
y=(C;+C, x)e¥+2x2+4x+3+ cos 2x.
1002. 3" — 59"+ 6y="6 -+ 26%+¢2%; poletni uvjeti y(0)=0,'(0)=1.
r2— mﬂ+mlo rn=31ir=2
Po=C1¥ - Cye™.
n=2? Np=2 =72
¥y —=5y'+6y=6 ' =5y +6y=2¢* ¥ —~5y +6y=e**
n=0; Py(x)=aq b=17#nFr b=2=r,7n,
6a,=6 20 e xer &
=ay, = = =e*. = =—xe%,
=3 ] N2 ) . s Q) x
ay=1
Hm=1

y=C, 6%+ C,e¥+1+e*—xe,

Partikularno rjeSenje za y(0)=0 i y'(0)=1

y=56%—Te* L1+ ¥ —xe®.
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B="? =2 =2
.%A«V\T&U\:" .%QvnTA..v\l" .%Amvj_l&'%\:”umgwk.
n=3 b=15r 375 Prelazimo na
N =a3 34, x%+a, x+a, P(1)=1+4=5 ® V€T —gm T
YO+4y' =3 ———
: - & 23
W m =6ay; 7P=0 B= Dobivamo:
1 . 3xelix
46a,=1; a=—_ =i
1 v 3xe %%
M=y X KoY
3 2
= x.
Ny= uNumE

EA
.e 0+0~a+®»xu+0.8mma+0umﬁx+ + +|xm5~x

1
1004. y"+y=sinx—2¢*. THO~08&+ C,sinx——xcos al,mln_.

2

1005. 5" —6y'+5y=2x°—x+2+¢€**.

. 3= 4 4 6 107 908
_Hklm AO cos 5 x+0nm5 3 kv + — & +— Awku+|a~+|mxlm:.

X x .ox 3 . X
1006. A.e\:+.e\ﬂuwu+NmEM. TUOu._.O».BmM+OumE M+walamE.M~.

: 1
1007. y"+4y=1+sin2x ; poletni uvjeti: .vASHM 5 ¥°(0)=0.

u _
T~HN mm=Na|M o«oomwxl Hv%

1008. y'V44y=2sin2x+1+3x%+4¢*.

1 4
T ((oH 08x+0Nm5xuw«+n0w8m3+0bm5xv«|a.r~|mm_=~x+ R..+ +— «L.
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s=0, ako «4-i8 nije par konjugirano kompleksnih korijena Kkarakteristicne jednadZbe
1 s=1, ako je «+78 jednostruki par,
y=C, ¥+ Coe+ —— (112 x) =%, s=2, ako je a+4-if} dvostruki par korijena karakteristicke jednadzbe.
144 “ag 1 by su koeficijenti koji treba odrediti iz pretpostavke da je w partikularno rieSenje
zadane diferencijalne jednadZbe. .

1 1 s
JHAI|R+ !vm\wu Tu je

P
~

1012. v"—3y"+ 2y=e*(3—4x). [y=C, e+ Cpoe®*+e* (2x3+x)] .
7
- Zadaci

1
— — 48
ﬁe =Cie*+ Gyt Au * +a.»+~xv«§L ‘ U zadacima 1018 do 1023 uklj. rijesi zadane nehomogene diferencijalne jednadibe.

-

1018. 3"—2y'4-2y=e*sinx.

_Cub .EQC'.Q“RNR. —HQ“mekn_uQNnlk+OwOOwR|T0hmm=R+|mlNM; . . Yo= ? _2r42=0 mﬂn.n”—u_uu..
Y9=6€(C, cos x+C, sin x).

™ ' 1 1 . ‘ . ' . L . . . .
@.\.ea+»ﬂ~«|x+x@&. _”QHOpnoma+O»m§a+nla+IN\ARICE i n="2 Za na$ zadatak: x=1,B8=1 tj. a*iB=1+1 pa je s=1.
. ' - v, 7 =x¢* (g, cos x+ by sin x).
/ _ _ 1 10 Ratunamo: 1'=e*{[{—ao+bo)x-+by] sin x+[ (ag+by) x+ap] cos x}
1016 ¥ —2y'+4y=(x+2)e™. =eX(C 3x+Cysin | 3x)+e5% Ia+|i. . .
O TR [primbEs il 3+ (7% = { [~ 2age (~ 20+ b9 ] sin x + Dbor + Q2+ 250 c05 5.

Uvritenje u diferencijalnu jednadibu daje
e ({[—2ayx+(—2ay+2bp)lsinx+ [2byx+ 25+ 2b9)]cos x} —

- 1 1 1
1017. x—6x+13x=et(t2—2¢4-2). 2=¢3¢(C, cos 2t+C, sin 20) +et | —2— —1—— || . . 3
x ¢ ) T #(Cy 005 21+ G,y sin 20) e Am 2 .32 : ) —2{[(—ao+bo) x+ bo) sin x+ [(ag+by) x+ o] cos x}+2 x(a, cos x+ by sinx)) = e* sinx
a nakon uredenja dobivamo
Sesti sludaj —2a,sinx+2bycosx= sinx.
IzjednaZenje koeficijenata od sin x i cos x daje
Desna strana f(x) diferencijalne jednad¥be je umnozak eksponencijalne funkcije i unk- A, _ I | — -
cije sinusa ili kosinusa, tj. ima oblik ) —2ay=1, pa je qy=— 7 2by=0 a b,=0.
Uvritenje u y daje
f O&HM_« cos fBx
1
ili W ) n=— —xe°Cosx,
ax 2
F(x)=e " sinPx . a opdle rjelenje glasi:
ili 1
) y=€*(C;00sx+C,sinx) lMamuocmx.
f O&Haﬂx (cos Bx+ sin Bx). -
1019. y"—4y’'+13y=e**cos3x.
Uputa ' Yo=2 r2—4r4-13=0; rp=2+30
Partikularno rjedenje 7 glasi: Fo=¢™(Cyc053x-C,5in3x).
: 3=? a=2, B=3 atil=2i3i pa je s=I.
=x nnkA cos Bx+b, sin m&v )
K %o o ' n=x¢>(a,c0s3 x+b,sin3x).
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1024. 2y"+5 y'=29xsinx

Yo=2? 2r:45r=0; r=0 i r,)=— —.

¥=C; +O»mlwu_n .

n=2? s=0, pa je x®=1, jer karakteristi¢na jednadzba nema w.oacmmnmdo kompleksnih
korijena

n=11 B=1, pa je Py(x)=P,(x)=a;x+ay dok je Q,(x)=b;x+b,.
n=(a,x+ay) cos x+(b,x+by) sin x.
Ratunamo: %' =(—ax—ae+b,) sin x+ (&, x+a, +8) cos x.
" =(—b;x—2a, —by) sin x+(—a,x —~ay+28,) cos x.
Uvrstenje u diferencijalnu jednadzbu daje:
(—5a;x—2b;x —4a,+ 5b, —5a,—2bg) sin x+
+(—2a,x+ 5b,x+ 5a, +4b; —2a4-+ 5by) cos x=29x sin x.
Odatle
(—5a;—2b)x+(—4a,+ Sby; — Sag—2be) = 29x
(—2a,+ 5b)x+ (5a, +4b;—2a,+ 5by) =0.
Slijedi: —5a,—2b,=29
—4a, -+ 5b,— Sa,—2b,=0

—2a,+5b,=0
5, +4b,— 24+ 55,=0

Iz tih jednadbi slijedi: ]
16 | 185

=— =—2, Gy=—— b= .
a=—5 b=-2. a 2 1 %75
16 A _wmv .
n=|—5x——}cosx— | 2x———]sinx
A 29 29
C,+C. Imx+ 5 16 cos x—| 2x ;mvmgx
= 3 —S5x— — —_ —_— .
y=tamta 29 29
1025. y"+y=4xsinx.
Yo=2? r2+1=0; ry,=417

o=C, cos x4 C, sin x

n=x[(ayx-}ag) cos x+ (b, x-}+by) sin x].
Ratunamo: n'=x[(—ax—ay+b)) sin x+ (b,x-1-a;1-b;) cos x]+

+(ayx+ay) cos x+(bjx+by) sin x,

348

1026.

1027.

1028.

1029.

1030.

. N’ =(—ayx*—ayx+ 2b,x+by) sin x+
+ (b, x2+2a,x+ byx+a,) cos x
0" =(—bx*—4a;x—byx—2a,+2b,) sin x+
, +(— a2+ 4bx —agx+2by-+2 a,) cos x.
Uvrstenje u diferencijalnu jednadzbu daje

(—4a,x—2ay+2b) sin x+(45,x+28,+ 2a;) cos x=4x sin x.

Slijedi
—4ax—2ay+2b,=4x
4b,x+2by+2a, =0,
paje
—4a,=4; —2ay+2b,=0
4b5,=0;  2by+22,=0.
Odatle :

a=—1; b=0; a,=0; b=1
n=x(—x cos x+ sin x)

y=C, cos x+C, sin x—x? cos x+x sin x.

. ¥ —2y'+10y=x cos 2x.

3 29 1 1
=eX(C, 3x+ in3 —x—— 2x4-| ——x———]si .
_H(< (C, cos 3x+C, sin av+ﬁum\a wwmvos ._A Hwa _%v.ﬁbﬁ;

yO+2y" +y'=2xsinx. [y=C,+C,x4(C3~Cyx)e=*+(x—1) cos x—3 sin x].
Y —y=2xsinx. [y=Ce+Cye~*—xsinx— cos x].
¥ +9y=2x sin x4 x€**.
0n8u+0.u+_ i ! +HG 1e**
= sin — x—— cos x+—(3x— .
y=C; x+ C, X A.am_: 16 x 4 x—1) H_

¥"+y=2x cos x cos 2x.

C, 005 x-+C, sinx-+-5 cos x+ % sinx—- cos xt— sin 3
= cos x4 sSiInx+— COS X+ — sinx—— co0s 3x+—— sin 3x | .
=% 2 SIRXTY 4 8 REY)

Osmi sluéaj
Desna strana linearne diferencijaloe jednadZbe je umnoZak polinoma, eksponencijalne
funkcije i funkcije sinusa ili kosinusa, tj. ima oblik
».ARV =P, =mkvm=x cos Bx
ili
J()=Pyx)e"” sinBx
il

F@)=e"" [Pu(x) cos Bx+Q,,00) sin px].
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— = , 11‘1
Nw&mo_w 1035. u\luv.\._lwﬂalx‘
. . x
U zadacima 1034 do 1044 uklj. rijedi naginom varijacije konstanata zadane linearne nehomo Yo=7? ) P—274+1=0, r,=1
gene diferencijalne jednadzbe. f
| Eauounkn_vonkﬁu.
1034. . Yy +y=tgx A Neka je y=Cy(0) &+ Cy(®) xe* ®
Yo=? P41=0; rp=t1 opée rjelenje.
!
o=Cyeosx+Gysinx. | Ratunamo:  y'=e[(Cy+C,x+Cy) + (Ci +x Ca.
Pretpostavimo da su C, i C, funkcije od x, 4. i , ,
. Stavimo C1+xC3=0 ®)
C,=Cx) i Co=Cy(x), .
. i ostaje ¥'=e*(C;+Cyx+Cp) ©
pa smatramo da je i A
y=C;(x) cos x+Cy(x) sinx (@) ) odatle ¥"=e(C;+Cyx+C,+Cr+Cox+ G+ Cp.
opée TieSenje zadane nehomogene diferencijaine jednadzbe, koje ée tu jednadzbu zado- Uvrdtenje (a), (¢) i (d) u diferencijalnu. jednad?bu daje ‘nakon uredenja
voljavati. .
, , , & .
' . & ~ e T o
Ratunamo: 3'=(—C, sin x+ C,cos %) +(Cj cos x+ C sin ). (C1+Ce+€29) x ‘ odatle slijedi
i
Buduéi da trazimo dvije funkcije C,(x) i C,(x), vrijednost jednog njihova odnosa moZemo ’ ) , , , 1 OMH.W.
uzeti po volji, pa stavimo C1+Ce+Co x= e pai x
. e
et C}cosx+Casinx=0. () Imali smo (b) Cj+xCz=0 I Cy=In|x|+B.
staje .
= —C, sin x+C, cos x. c) ' . P | .
pa je y 1 u‘ > \ ) ¢ Uvritenje ONHM u ﬂ@v daje
Y= |p\0©wa?.t10m m—ﬂ&lﬁn%—ﬁ.%&.omgmx. ~+ «\. arg - ﬁ etk @ i Qm.l_l—."c i Q~”4 —x+ A,
Uvrstenje (d) i (a) u diferencijalnu jednadzbu daje s obzirom na (b): pa uvrtenje u (a) daje trajeno ope sjelenje
L — Cysinx+Cpeosx=tgx | : y=e*(—x+A+Bx) +xe*In] .
imali smo (b) \ , /
Cjc0s x+Casinx=0.
. V4 . 1
Odatle imamo C, =sinx. / . 1036. y'+y=——-.
Sl g K=o | sinx
Integriramo C,=—cosx+B. T e Jo=2 P1=0; ra=di
Uvritenje u (b) daje . _ .
) Qm cos x+sin?x=0, ,. Lo C ..,.\ bw X ¥o=C; 008 x4 C,sinx:
odatle je o Lo T T Opée rjesenje: y=Cy(x) cos x+Cy(x)sinx
. 1 ﬁ a : ’ .
Ci=— cosX Feosx. . ...(\\ , B .,\xﬂf N V\"|Quwmn-%+0ngmk+0ngkr_10ummﬂ%
! dx . o€ ili y'=—C, sinx+C,cos x+(Cy cos x+ C; sin x).
) cos x Stavimo Cy cosx+ Gy sinx=0 ®)
pa je ¥ . , .
x = ) . ostaje ¥'=—=C,sinx+C,co8x,
o_u|_=_£A1+|v__+msx+m. ; _Clsin. 2
24 ‘ pa je 9"=—C,cosx—C; sinx—C,sinx+ Cacos x.
Uvritenje u (a) vrijednosti za C, i-C, daje traZeno opée rjeSenje | Upvritenje u diferencijalnu jednad?bu daje nakon uredenja
x = . * . . 1
y=cosxln|ctg Al+lv_+\__ cosx+Bsinx, ! —Cy sinx+ Cy 008 x= —— Qdatle je
2 4 \ sinx i
gdje su 4 i B konstante po volji. Imali smo (b) Qmooma._-ﬁmwmux"o. _ G=-11i G=—=x+4,
-
23 B. Apsen: Rijeleni zadaci iz viSe t ike IT 353
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1044. Rijesi nadinom varijacije konstanata zadatke 945, 974, 985, 997 i 1028.

3. Linearne diferencijalne jednadZbe s promenljivim koeficijentima, koje se
svdde na linearne diferencijalne jednadZbe s konstantnim koeficijentima

Uzmimo poseban sludaj diferencijalnih jednadibi toga tipa, a to je Eulerova diferen-
cijalna jednadZba.

Opéi oblik:
2y ta,_y x 1yt Dt g, a2yt ey xty ta xy tay =1 (0
ili
(@ax+b)"y™W+a,_, (ax+byr-1ye-D+ . ta,(ax+b2y"+
+a,(ax+b)y +ayy=1f(x)
Ako je f(x)=0, Eulerova jednad?ba je homogena. Pomocu podesnih supstitucija svo-

dimo oba oblika Eulerove jednadzbe na linearnu diferencijalnu jednadzbu s konstant-
nim koeficijentima.

a) Eulerove homogene diferencijalne jednadZbe

Uputa

Supstitucija

za prvi oblik Eulerove jednadZbe:
y=xk,

pa je y' =kxk-1
¥ =k(k—1)xk—2 (A)
¥ =h—1) (k—2) xh~3 '
itd.

Za drugi oblik:

) y=(ax+b)+

Q‘Ham@xl_&v.wl [¢3))

Y =aPk(k—1)(a x-Lbyk—2
¥ =ak(k—1)(k—2)(a x+2)k~3
jtd..

Pomocu navedenik: supstitucija dobivamo jednadibu u k. To je karakteristi¢na jednadiba
za H—Jnnau&&.ﬁ jednadzbu u r, gdje je i=Inx, pa je x=et [vidi dalje formule
(1082)]. :

Zadaci

U zadacima 1045 do 1054 uklj. rijeSi zadane homogene Eulerove diferencijalne jednadzbe.
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1046.

1047.

1048.

By —3xy +3v=0.
Stavimo y=x* pa prema (A) imamo
Bh(E—1)(k—2)xk—3—3xkxk~14+3xk=0
ii (#B—3K—2k) xk—3k xk+43 xk=0
xk(R2—3 k2—k+3)=0.

Kako je x*+0, BP—3k—k+3=0, pa je ky=3, ky=1 i ks=—1.
Dobili smo karakteristitnu jednadibu i njene korijene za diferencijalnu jednadzbu u
z, paje
opce rjeSenje u z y=C,e*+C,et+Cze L.
Kako je e=x,

y=C; B+ Cyx+Cyx.

2y —xy'+y=0. : /

Prema (A): y=x*
x2k(k—1) xk~2—xkxk—2+ xk=0

k(k—1)xk—kxk-4 xk=0
*k(R2—2k+1)=0
k0 B—2k+1=0; k,=1.
‘“Q~m~%ﬁn«nug

i e —
et=x. a odatle je z=Inx.

Opde rjeSenje y=C;x+Cyxlnx.

y oy
.efml —+ |..”o.
x

kxk—1  xk

+= =0

x x2

(k2—F) xk—24 kxk—% 4 xk—2=0
xk=2(R—k+h+1)=0

xh=240 B2+ 1=0; k=47

y=C,cost-+C,sint

Prema (A): k(k—Dxt=?+

el=x; r=Inx

y=C,cos(Inx)+C,sin(Inx) .

x2y"—x¥'+5y=0.
x2h(k—1)xk~2—xkak—14 5 xk=0

(k2 —F) xk—kxk-5 xk=0
xk(k2—2k+5)=0
k30; B_2kiS=0; k=1+2i
yr=et(Cycos 21+ C,sin 21)
y=x[Cycos(2Inx)+ C,sin2Inx)].
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Yo=2 r2—4r4+4=0; r;,=2
Yo=C,e2t+ Cyte2t
a=? pet L pa)—9—1244=1
2 PO3)
HWauc
2

pa je
1
y= Onmwn + QunmNu + thn .

Uvritenje x=e?, odnosno {= In x daje opée rjeSenje

1
y=(C;+C,Inx)x*+ Mx._

Uvedimo uvijete

)= i 34)=0.

Dobivamo
1 1
MHO~+..N. i 0=(C,+C,In4)-16+432,
pa je
C,=0 C. 2
=0 1 Gy
Partikularno rjesenie:
1 x%
y=—x%— Inx
2 In2

1057. x*"-L4xy'-+12y=Inx.
Uz x=¢! i t==Inx jednadZba prima oblik
F+3p+12y=t.
JednadZbu rije$imo prema 1. slucaju.
“Wo=2?
3 J39

r24-3r4-12=0; J..HI[N\HEMI i

V39

e \:
- 39 _ 39 . 139 .
.eaHO-«lwa .cos ——t-LCye 3 . sin N)|~Ha W.AO_ cos WML+O~ sin w.ﬂnv .

2 2 2
n=7? ndr=1, paje n=ait-tay, 2 f'=a i 7 =0
Uvritenje u diferencijalnu jednadzbu daje:
3a,+12a,t+12ay=1¢,
a odatle je
(. 1 1 1

i ay=- ——, paje fg=—1i--—.

a;=
12 48 12" a8
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1058.

1059.

Uzevsi u obzir da je x=ez i t= In x, dobivamo

-3 V39 (V39 1 1
=x C —— In 'y — — —
y 1 €OS 5 x[+C, sin > Inx{ |+ 2 Inx i

x%y”—3xy’+3y=3 In%.
Uvrstenje x=et, t=Inx i prema (1083) y'=je~¢ i

¥'=(3— )% daje

y—4y+3y=32
Prema 1. sludaju:
Yo=2? ?—4r4+3=0; n,=3 i r,=1
Yo=Cye3t+Cyet
n=? ntr=2+0=2

n=aqtaltag; 0'=2a1+a; 0 =2a,
Upritenje u diferencijalnu jednadzbu daje .
| 3a,2—(Bay—3a)t+(Qay—4ay+3ag) =32

3a,=3; a=1.
—8+3a,=0; a_.HM.
Nlm.wumgﬂcm naﬂm.
3 9
dnm+mn+w.
3 9

1
y=C,e3t+Cyet+- MG«nATNA.nnTN@ )
aza . et=x i t=Inx

1
y=C*+Cpx+ an_bua+wh Inx+26).

A4x)2y"—3 1 +0)y +4y=>14%"

Uvritenje 1+x=¢f, t=n(1+x) i prema (1083) y'=j et i y'=(3—3)e~2 daje
5—45-+4y=ci.

Prema 2. sludaju:

Yo=? rP—4r44=0; 1 ,=2
Yo=C, €2+ C,ze2
? o 3¢, jer j D=9—-124+4=1
=2 1= gy ¢ e e P@3)=9—12+4=

361



£9¢

olp [1I froin
-odsy Zn , YNBUMIEUI 3§IA 7] PepEz [UAPIN DIGZ N ‘PN 996 OP 6¥8 MMEPez IPIA

19ZaVNaa{ HINVOONTYAAIG HINDIFO IAVISAS *d

Tk [4 4
:Mlan|mvm+ﬂua_ .ﬂnavh ‘=0 ‘@XT=.,+.6 vLOI

XS0>

I

“[1xs00]upx s00+x urs x +x ups )+ x 800 I =»] =£4,€ ‘€Lo1

. [4
Téﬂnaﬁoi&oﬁow;»ua_ XS007=xuls —A7— ¢ —,, € TL01

e e

PSP S

.T a+®z | |||_

rus(O+0)=4]
.Tmuno +2~L

4
.Tviaiavs ﬂiaN D+x2'D uL

T9¢

0=xpT—4)—4peli—%) "ILOT

I I
.T»@| NP R g T=@uOL T=@QuDL np=Cc—ALT—4L ‘0L0T
16¥ %9 I -
. N
- [(xupu1s % +x upsod Fox=A«] arusdibe =67+ £%— Agx 6901

xuls=x3PL£—,£ ‘890

LE=,66+6 "L90]
T+xT+xe=£48+.,49—. 4 "990F

- .
.Tww:sxa_m.mxu_mo+ﬁ86ua_ @.ﬂa?a "S90F
x R

‘ndn wo} eieaodpo oy wieu Bu nqzpeupaf m 1ML
wRez B 9QZpeupa{ SUE(OUIISNIp dUepez dn sfudfeu paipo ‘(P PLOE OP S9OT EWIOEPEZ ()

VAOJILL HILIQIIZVYd 19ZavNaa{ -
HINTVAONZUEIA FINVAVSIE VZ IOVAVZ _EOM.EE b S

s

\
K=£9+ £xp— LeX $901

frlorror 24
L 1

. onlal“WlTc+a®uo+a:+as~ouL .._+amua~_|\a:+asut.§_+xs.ma_

x x
a+a£~+§=oﬂ~ ML 0=(1).€ ‘T=(1)€ :pa2fan 1m0d .ﬂua+\aan+.bu ‘7901

| Grur)urs WIQ«EV Emn0+®2.6 mooﬂOHaa .Aa.u_NvEmHa+\ax+..ﬁuH.$o-

[1+xupus®+(x upsod D =4) =6+ ,£x+ 4% 0901

EED + LD+ D WD +HD]=4 af ed
o +21°0+ D=~



364

X. HARMONICKA ANALIZA. FOURIEROVI REDOVI

A. POJAM

Pod harmoni¢kom analizom razumije se razvijanje zadane funkcije .\.?v u trigonome-
trijski red, jer se time postizava razvoj bilo koje sloZene periodske pojave u jednostavna
harmonicka titranja.

Odredujemo 1i koeficijente tog Bmunoaoﬂ:mwom reda po Fourierovim formulama, do-
bivamo za funkciju f(x) pjen Fourierov red, ukoliko ta funkcija odgovara uvjetima
Dirichletova teorema. Taj teorem glasi: ako je funkcija u intervalu [—/, I] Unu_.aEu:S.
odnosno ima konadan broj tataka diskontinuiteta prve vrste, monotona, odnosno ima
samo konacan broj ekstrema, tada Fourierov red konvergira, tj. ima sumu S(x) u svim
tatkama tog intervala, pri Cemu:

1. U svakoj taki x4 diskontinuiteta funkcije f(x) red konvergira prema polu-
zbroju jednostranih limesa s lijeva i s desna, tj.

1
Sta)=7 — lim f(x)+ lim 3& :
x>x4—0 x—>x4+0 ]

2. Na krajevima intervala [—7. I] red ima za sumu S poluzbroj jednostranih
-limesa funkcije f(x) kad x tezi ka grani¢nim tatkama intervala iznutra, tj.

zlcu%vnﬁ lim f(9+ lim L@_.

x—+~I140 x—+I1—-0

a. Fourierov red za opéu, parnu i neparnu funkciju f(x)
-perioda 27 odnosno w

Formule i upute

Fourierov red ima oblik

oo ‘
WH-—.M (an cos nx+b, sinnx). (110)

=u.*

Fourierovi koeficijenti glase:

™

n
1
ap=— w\oooa:&p gdie je n=1,2,3... [633))
v .

n

?n.w M\Eaui%. gdie je n=1,2,3...  aw
a1 4
Primjedbe
1. Ako je funkcija \@v zadana s nekoliko izraza ma Ern_g&_&oiam inter-
vala, tada treba pri ratunanju Koeficijenata reda vo&_n__n interval integriranja, u

kojem se mijenja analiticki izraz funkcije, na dijelove i ralunati integral kao. zbroj
integrald izracunatibh za vo.on_ua dijelove intervala.

2. Ako je funkcija f(x) parna, tj. ako je f{(—x)=f(x) pa je graf ?n_ﬁcn simetri¢an
s obzirom _Mn» os Y, Fourierov nﬁn sadr?i samo slobddni &lan g, i kosinus-&anove,
tj. ima ob

o0
1
.RMVHMQ‘.‘*. Mhaooma x
n=1

Ako je funkcija f(x) neparna, 4. f(—x)=—f(x) pa je graf funkcije simetrian s
obzirom na ishodifte O koordinatnog sustava, Fourierov red sadrZi samo sinus-Cla-
nove, tj. ima oblik

)= M bysinnx.

m

3. Funkciju f(x) zadanu u intervalu 0, «} EomoBo po volji produiti u susjedni
interval [—=, 0] i to na dva nacina:

a) graf funkcije produZimc za interval (—=, 0) simetri¢no s obzirom na os Y, -
b) graf produZimo simetr’tno s obzirom na ishodifte O koordinatnog sustava.

U sluéaju a) ratunamo za f(x) samo slobodni &an i koeficijente g, za kosinus &a-
nove, jer su sinus-&lanovi jecnaki nuli, dok u slu¢aju b) rafunamo samo koeficijente
b, za sinus-Clanove, jer su slobodni &lan i kosinus-&lanovi jednaki nuli.’

Y Yy
TN
e
/
S
/
AP \
/ \
/ \
g+ S —
~%/ d X - Z
/ A / \a\\
1 /\\
A
\
/.
.//l\\.
a) b)

Slika 127

4" Ako graf zadane funkcije f(x) ima na osi X tatku simetrije, odnosno os simetrije,
tada prenijevii u tu tatku ishodifte O koordinatnog sustava dobivamo neparnu, od-
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—

Prema (110) Fourierov red glasi:

o o . . ;
x W sinux W sinx sin2x sin3x
272V M 271 T 2 3 )

Kako vidimo iz slike 129, u grani¢nim tatkama x=0 i x=2w suma reda iznosi MHW

a to odgovara uvjetima Dirichletova teorema.

1077. Prekinuta funkcija perioda 2w odredena je kako slijedi:

368

e za —g<x<T
2&"«
chw za x=m.

Vidi sl. 130.

Slika 130

Funkcija odgovara uvjetima Dirichletova teorema, jer je

1 .
lime* =e®, a lime* =¢ %, pa je S(n)= — Amu_wx + rEaxv =
2>r—0 x+n+0 2 \xsn—0 x40
1
= MQ.il.v =chn(vidi sliku).
1 ¢ 1.1 1 2 &= 2
Prema (113): aq,=— %«x&nﬂ —lex | = IA«almlav =287 _Zan
g g LIRS T 2 T
- -x :
1 ¢ :
- :
Prema (111): a,= — axgmaxnull E@ \Q
b T nt41 B
n -n
an cosnm — e “cosam __cosaw (e =T -1y ) a|.| iau
3 n?41 w(n41) w(n*+1) 2
. 2sh
= (=1
. T(#+1)
# n
WX
Prema (112): b,= — m}i nxdy = — ES?&
) b3 T n241 |
—r —7n

1
Hamlmaagm:nlzlﬂ ncosnw)="
cosnm _e"—e ™ n(—1)*H1 h
_.=m > T, A ) 2shr—(— 1P+ 2nshn .
w(n*+1) 2 re(n*+1) n?f‘_.v

Uvritenje u (110) daje:

\.A.Rv” uﬂﬁ +Nm-ﬂMA|Hv: CO8 X —nSIn nx _

T +1)

=. + + - .t

mrn Nm_:«,.“ BmalmixoomNWINmiNxoowuklummnux
™ ™ 2 5 10 )

1078. Funkcija perioda 27

f)=|x] 2 —m<x<m.

Vidi sl. 131.

i i i
: : !
- -2 -3 ol =z 2r 37 x
Slika 131

Kako je f(—x)=|—x|=|x]|=f(x), zadana je funkcija parna, pa je ,=0. a mjesto da

integriramo od —n do +7 uzimamo N.\..

0
v 20 2w
Prema (113): = |mk&u“|“|_ =m.
T 2
* [+ -0
N .3
Prema (111): a,= — %aoomaxn.xﬂ (parcijalno integriramo) =
T
0 -7
© =
2| sinnx 2 r
=—Iix - mﬁﬁna e+|.8¢§_
T n Tn nnt |
[ (1}
2 .
= (cosnmt—1).
nn?

Uvritenje u (110) daje:

24 B. Apsen: Rijeleni zadaci iz viSe ike II 369
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1081.

2 73 2
HI_HI|8m=:+c+|u (cos :nlCH.
n n

T

. . =—1 za n neparan .
Uzevsi u obzir da je cosnw , paje
=-1 za n paran

“HIN za n neparan
cosnw—1= .
= 0 za n paran

moZemo red napisati u obliku

8

ﬂu

a.umM_xTci_HJFW:|:..|:T=iu
%

2(fn 4 n 2 4 e

Hﬂﬁﬁ.ql._lvan xlw&_..uir ﬁqlm,vauwxlq mmnax+... “

Zadanu funkciju

n
x-zZa OAMAM

f@®=

N A

T

zZa —<x<7w
2

razvij u red po kosinusima.

Da dobijemo u redu samo kosinus-Zlanove nadopunimo funkciju tako da postane parna
tj. simetritna 8 obzirom na os Y. Vidi sliku 134.

]
|
|
[}
I

.!.w&. -7 -

N

2 4 .as.. 2 (]« T
Prema (113): heﬂlﬁw.xmx.*..’.Maxvﬂlgli +M
0

2 "
2 T
Prema (111): a,=— ﬁwxoom:&&._rMMoomax&vH
T
0 x
2

372

L

=

-
owx Funkciju y =sinx u intervalu (0, n) razvij po kosinusima.

n
2z =
_2[| . st cosmx || % | sinm
T n n? 2| = “_
[\] ®
2
. nw ‘nx
sin — sin —
NW L +~ cos T 1 T 2 2 1
n|2 n n® aMI "2 a ”M.aﬂﬁgulllﬂ
Prema 110:
3 = 2 nw
e EOEACL
) ra o5 1) cosmx
n=1
th.ﬂorﬂ.nn»mo gml_ﬂ —12a # neparan =
2 —~2 za n paran
3 2 3 s ;
ﬂ|=||~3ma+08 x+nonux.+.. IM gunxg.nomaa.*.oom_c&_...
8 =« 3 52 ] 2 @ e |
1082. Funkcija perioda 27
T
1 zma0<x<—
2
3
f@={-1m Zcx<n
2 2

lza —n<x<2mw

. uz grafitki prikaz.

Tua u obzir da je sin TH

1083. Funkcija f(x)=n-} x perioda (—x, n).

<

[sns=2-2

[ A

=(-1) ¥, gdje je n neparan broj ; f(x)=

AA cos3x cosS5x
=—]CoSx + R S
s ]

TEuiNMAlnw._lt% " L.
n=1

+ g
1.3 7 350 5.7

T w

2 A.Aoomna cosd4x cos6x Z
+
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L
A+M
2nw
ap= A w‘ \Akvnomlhlknk (116a)
0
\O&l% - 2nw
=3 ay+ unanom 2 xdx. (114b)
ne

Kao u shutaju poluperioda (0, =) moZemo bez obzira da li. je zadana funkcija f(x) par-
.qe g .. - .. h

na ili neparna ili ni jedno ni drugo razviti funkciju w intervalu ﬂo. lv: Fourierov red

na tri padina: 2

1) samo voBomd sinus-&lanova nadomjestivii funkciju tako da bude u intervalu AIW .
L )
+ Mv neparna funkcija, tj. prema formulama (1172) i (114a).
2) samo pomoéu kosinus-dan jestivi ij i L.L
ova nadomjestiv3i funkciju u intervalu -3 +M dopar-
ne funkcije, tj. prema formulama (115a), (116a) i (114b).

3) pomotu sinus- i kosinus-dlanova prema optim formulama (114) do (117).

Zadaci
v Nnnﬂw_m“m_“se do 1087 uklj. razvij zadane periodske funkcije u Fourierov red prikazavdi ih
1090. Funkcija
xgu.ﬁa 22 0<x <2
3x za 2<x<4

perioda (0; -4),

]
]
)
]
“
1+ “
L T8 6 -4 2 glg2
Slika 135

Ratunamo prema slici 135 i formulama.

376

A

Prema (115):
2 4 4
2 ’ i 2 iat 15
=-—} V6dx+ {3xdx| == —|6lx| +3i—{| =15,
sbﬁ: _w . LZ.WC_
0 2 2
prema (116):
2 4
2 2nmx 2nwx
a,=—1 6| cos— --dx+3 | xcos dx | =
4 4 4
0 2
2 4
1 nax i nex
=—16 noml:ax..ruw».ncmiwlmk =
2 2 2
0 2
2 4
1 6 2 | nmxt w_ 2 . nmX 4 nwx
= c— —-o— 43 —— xS - — o —- 0§ ——— | =
2 am o i - Ar T nr? z |
[} ' 2
12, /8 4 4 4
=— xlﬂnan,_‘u—‘m_nwzﬂ.r..i[nomwanlImﬁxﬂl -—=— costz.) ),
2 |an \ 1T n¥x? n n*nd

Kako je sinnm=sin2nw=0, a cos2n==1. dobivamo

6
ay=:—— -(l--cosnw).
it
Prema (117):
) 2 4
1 . umx { nrx
bp=—]6\sin-~  dx+3 ,xm_a: ~-dx j=
2 2 2
0 2
2 4
| 12 HTX (ot . umx 2x nrx \j
=—1--—c0s ——{ J3{ =~ sin- ---—-——-cOS —— =
2 nr 2 o 2 nw 2
0 2
1 12 2 74 8
= lloom:n.‘.v|+wA .- sin2pwT— —cos2nn—
2 nn nx it T

.. ,a v
Ill.imE:n.a.lnoSaﬁ.
mat nw

Kako je sin2#n=sinnx—=0. a cos2na=1, dobivamo

i 12 12 24 12
by= -t - —-coBMRy — - — 1 — cosnm
2 nw T owTooun
i
b 6
e

317
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1092.

380

1
Funkciju \@Vuxlm.a- u intervalu (0; 2) razvij

8) u red kosinusa i

b) u red sinusa.

L&“-Na"‘a_\awax

Slika 137

Ad a) Ratunamo prema slici 137 i formulama (115a) i (114b) uzevii u obzir da je
5,=0.

~

_ ~

naﬂm MAxllnnvncm “ﬂ.x&ﬂﬂ @mn&m—uomunmmlgovﬂ
[

2 2
2
2 _TIW«%V . sin idided _ - m amna|..~qw (1-x)dx=
0

I
|
l

2 nw
0

n
- _2 % sin %u (1—x)dx= (jo8 jednom parcijaino integriramo) =
nm

o \

2 2

4 | nxxi 4 nux 4 4
= e (TR o oo ]

|
i
[ 0

ullauaa“ [14+(— 1), jer je cosnm=F1=(—1)"

Prema (114b):.

o0
1 4 [14-(—1)7 nwx
‘valw Y
n=1{
_w._ns _oan._uA.
=__—|_ X+ — T —cos3n R
3 r Nn X+ pr X+ & X+ V
Adb) Vidi sl. 138. N
g
cuxlw.«u

4 .w/\_o 12 A\

o

Prema (117a) ratunamo b, dok je go=0 i a,=0:

2
4 1
b= M%A ||&YE "% dx = (parcijalno integriramo) —
0

2 2
21 . 2 2
nrx 2 nrx
=— —|[x— — — (- =
aa_ﬁk 2 vaom 2 +=.=..MA x)cos 2
0 []
cp 2 . 2 ¢ 2
nwx ! nrTx HTX
= — 1— dx= f(1— i =
auT ooy e | (s — +=.1T5 7 &
0 (] 1]
2
8 _03 nwx | 8 N 8 8
_— = COos —_— ] —(—
e e il e ] L
[/]
Prema (114a):
o0
8 N I—(=D" | nw
fO=m 2 g

n=1

_aAuFﬂk ._.wna_. uux.r
== +=s =
=2\ TR TR

y

1093. Funkciju f(x)=x razvij u-intervalu (0; 1) u red sinusa.

i
il

N
X

[ ISR

<

Stika 139

ay=0i q,=0.
Prema slici 139 i formuli (117a):

1 . 1
B 4 m o 2nnx dee2 1 N | S _
= — | xsi x=2 | — — xcosnwx- sinn =
") 2 e nir® ax_
0 0
1 2 — 1 zan neparan.
=2 Allnoﬁ:nv.ﬂlﬁl_vu.t. jer je o&:ﬂH“ " Deparan
aw nwt

-+ 1 za n paran
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