9. PREGLED
ELEMENTARNIH
FUNKCIJA




Pod elementarnim funkcijama najceSc¢e cemo podrazumijevati
realne funkcije realne varijable

Detaljnije Cemo u Matematici II analizirati funkcije koje se
najCesCe koriste u ekonomiji

Realne funkcije najcesce dijelimo na:
o algebarske 1

o transcedentne funkcije



1. ALGEBARSKE FUNKCIJE

Funkcija je algebarska ako se pri raCunanju zavisne varijable
y koriste samo algebarske operacije: zbrajanje, oduzimanje,
mnozenje, dijeljenje 1 potenciranje

Algebarske funkcije dijele se na:
o cijele racionalne funkcije (polinomi),
o razlomljene racionalne funkcije,

o 1racionalne funkcije



CIJELE RACIONALNE FUNKCIJE (POLINOMI)

Funkcyja /: R >R definirana formulom

gdjeje ne NU {0}, a,e R(i=0,1,2,...,n) 1 a,#0 zove
se polinom n-tog stupnja ili cijela racionalna funkcija.

Realni brojevi a,, a, , ..., a;, a, nazivaju se koeficijentima
polinoma. Koeficijent @, # 0 naziva se vodeci koeficijent.

Ako je a,= 1, za polinom se kaze da je normiran.



Polinom nultog stupnja P,(x) = a, je konstantna funkcija,
odnosno funkcija oblika

Graf konstantne funkcije je pravac paralelan s os1 apscisa koji
sijeCe os ordinata u toCki (0, a,)




Primjer. Funkciju ukupnih troSova 7' mozZemo promatrati kao
funkciju vremena ¢, 7'= 7(¢). Promatramo l1 tu funkciju u
razdoblju u kojem se ne odvija proizvodni proces, ukupni su
troskovi upravo jednaki fiksnim troSkovima c, tj. tada je

1(¢t) = c.
Dakle, u navedenom sluCaju funkcija ukupnih troskova je

konstantna funkcrja.

Primjer iz knjige: Sego, B., Matematika za ekonomiste, Narodne novine d.d.,
Zagreb, 2005.



Polinom prvog stupnja P,(x) =a,x+ a, je linearna funkcija

Ciji je graf pravac, tj. to Je funkcyja obhka

gdje je a koeficijent smjera (nagib pravca) a b odsjeCak
pravca na osiy.

Pravac je jednoznaCno odreden y=—3x+1

s dvije toCke koje mu pripadaju p

y=2x+73




Primjer. Fiksni troSkovi pri nekoj proizvodnji iznose 10000 kn, a
svaki proizvedeni komad poveCava ukupne troskove za 1000 kn.
Odredimo analitiCki oblik funkcije ukupnih troSkova T kao

funkcije proizvodnje Q te njenu inverznu funkciju.

Funkcija ukupnih troskova je zbroj fiksnih i varijabilnih troskova
T(Q)=10000 + 10000 (*)
Ako Zelimo znati koliko proizvoda treba proizvesti da bi ukupni

troskovi bili T, onda je potrebno odrediti inverznu funkciju

funkcije (*)

T‘I(Q)=ﬁQ—10

Primjer iz knjige: Sego, B., Matematika za ekonomiste, Narodne novine d.d.,
Zagreb, 2005.



Polinom drugog stupnja P,(x) = a,x* + a\x+ a, je kvadratna
funkcija, tj. funkcija oblika

Ciji je graf parabola.

Graf kvadratne funkcije mozemo opisati u ovisnosti o vrijednosti
koeficijenta a, diskriminante D = b? — 4ac, nultoCaka x,1x, i
tiemena T(x;, y;):

1. Za a > 0, graf funkcije je otvorom okrenut prema gore 1
funkcyja 1ma minimum (najmanju vrijednost) u tjemenu,

za a < 0, graf funkcije je otvorom okrenut prema dolje 1 funkcija
ima maksimum (najveCu vrijednost) u tjemenu.



3. SjeciSte parabole s y os1 dobijemo za x = 0:
f(0)=a-0°+b-0+c=c
= parabola sijeCe os y u toCki (0, ¢)

4. SjeciSte parabole s os1 x dobijemo za y = 0:
ax* +bx+c=0

RjesSenja ove kvadratne jednadzbe su dana formulom:




5

. Diskriminantom nazivamo izraz D = b? — 4ac. Diskriminanta
je realan 1zraz, jer u njega ulaze realni brojevi a, b 1 c. Stoga
postoje trt moguCnosti: D >0, D=01l1 D <O0.

Ako je D >0, jednadzba ax?+ bx + ¢=0 ima dva realna i
razliCita rjeSenja, pa graf funkcije sijeCe os x u dvije toCke:

(xla 0) 1 (xzao)-

Ako je D=0, jednadzba ax? + bx + ¢ = 0 ima dvostruko
realno rjesenje, tj. x, = x, . Graf dotiCe os x.

Ako je D <0, jednadzba ax? + bx + ¢ = 0 nema realnih
rjesenja, tj. rjeSenja su kompleksno konjugirani brojevi, pa
graf ne sijeCe os Xx.
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Nacrtajte parabole:

y=x"+4x+3 y=x +4x+3
_ 2
y=—x"+4x [ ] 2 /

y=-5x"+4x-3 b

y=—x"+4x y=-5x"+4x-3



IzjednaCi li se polinom P, (x) s nulom, dobije se algebarska
jednadzba n-tog stupnja. RjeSenje algebarske jednadzbe su
nulto€ke ili korijeni pripadnog polinoma.

Za polinome vrijede slijedece tvrdnje:

Teorem 1. (Osnovni teorem algebre): Svaki polinom stupnja
n € N ima barem jednu realnu 1li kompleksnu nultocku.

Teorem 2. Ako je kompleksan broj z = a + bi nultocka
polinoma P, (x), tada je 1 njemu konjugirano kompleksan bro;
z = a + bi takoder nultocka tog polinoma.




Teorem 3. Polinom moZe imati najviSe onoliko razliCitih
nultocki koliko 1znosi njegov stupanj. Ako su x,, x,,..., x,
nultocke polinoma P, (x), tada se polinom moze na jedinstven
nacin prikazati u faktoriziranom obliku

Pn(x) — an('x—xl)(x_XZ)”.(x_xn)
Pri tome, ako su nultocke viSestruke, vrijedi
Pn(x) — an(‘x _xl)k1 (‘x _‘)CZ)k2 (‘x _‘xm)km

gdje su ki, k,,..., k, prirodni brojevi za koje vrijedi da je
ki +k,+...+k, =n,priemuje x; nultocka polinoma P, (x),
kratnostt k,,i=1,2,....m



Teorem o dijeljenju polinoma. Bilo koja dva polinoma f(x) i g(x) odreduju

jedinstvene polinome s(x) 1 »(x) takve daje f(x)=s(x)-g(x)+r(x), odnosno

J&) _ r(x)

R )

gdje je stupanj r(x)< stupanj g(x). Polinom s(x) zove se Kvocijent, a polinom

r(x) ostatak dijeljenja. Ako je »(x)=0, kazemo da g(x) dijeli f(x).

Ovaj teorem koristimo u slucaju kada je st f(x) >st g(x) i u tom slucaju je

st s(x) =St f(x)— st g(x).



Primjer. Nekaje f(x)=2x*+x> -3x> +x—-1, g(x)=x> —2x,panadimo s(x)i r(x).

(2x4 +x° —3x? +x—1): (x2 —2x)=2x2 +5x+7

2x* —4x°

5x° =3x* +x-1

5x° —10x>
7x* +x—1
7x* —14x

15x -1

Dakle, kvocijent je s(x)= 2x> + 5x + 7, a ostatak r(x)=15x—1.



RAZLOMLJENE RACIONALNE FUNKCIJE

Razlomljena racionalna funkcija je kvocijent dvaju
polinoma, dakle funkcija oblika

P,(x) _a,x" +---+ax+a
S()= °
P((x) bx"+---+bx+b,

Ako je polinom u brojniku manjeg stupnja nego polinom u
nazivniku, odnosno m <n, f(x) se zove prava razlomljena
racionalna funkcija. U protivnom, ona se zove neprava
razlomljena racionalna funkcija.



Neprava razlomljena racionalna funkcija moze se dijeljenjem
brojnika sa nazivnikom prikazati u obliku zbroja polinoma 1
prave razlomljene racionalne funkcije.

Domena razlomljene racionalne funkcije je Citav skup R osim
nultocaka polinoma u nazivniku.

Prava razlomljena racionalna funkcija moze se prikazati u
obliku zbroja parcijalnih razlomaka, odnosno u obliku zbroja
razlomaka Cij1 su nazivnici faktori polinoma P (x) . Taj rastav
ovisi o tome da li su nulto¢ke nazivnika realni il1 nisu realni
brojevi.



b, (x)
P (x)

n

Teorem. Neka je f(x)= prava racionalna funkcija gdje su

polinomi P (x) 1 P, (x) relativno prosti, tj. bez zajednickih nultocki.

1. Ako su nultocke nazivnika jednostruke 1 realne, tj.

P (x)=(x—x)(x—x,)...(x—x ), funkcija f(x) se moZe napisati u obliku:

éf(x):Pm(x) P (x) 4 A4 4

gdjesu A;,i=1,2,...,n realne konstante.



2. Ako su nultocke nazivnika viSestruke i realne, tj.
P(x)=(x-x)"(x-x,)*...(x—-x )", gdjeje k, +k, +---k =n, funkcija

f(x) se moze rastaviti na slijedeci nacin:

P (x
P f(x0)= k m(k2) K,
(x—x)"(x—x,)%...(x—x,)
A4 4 et B,
x—x  (x—x) (x—x)" x-x,
Bkz Ml Mkm
+ ot foe




3. Ako su nultocke nazivnika par kompleksno konjugiranih brojeva

viSestrukosti & , tada funkciju f(x) mozemo rastaviti na slijedeci nacin:

P (x) Ax+ B A,x+ B
§ f(x): _ 1 1 + 2 2

(ax* +bx +c)* Cax® +bx+e (ax® + bx + ¢)’

Koeficijente moZemo odredivati na dva nacina:

a) uvrStavanjem nultoCaka polinoma P (x),

b) koriStenjem teorema o jednakosti polinoma

odgovarajuce potencije moraju biti jednaki).

A, x+ B,
(ax* + bx +¢)*

(koeficijent1 uz



2
Primjer. Graf funkcije f(x)= ? +§_2
X —x" —2x
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IRACIONALNE FUNKCIJE

Kada se uz operacije koje vode do racionalne funkcije

dopusti jos 1 korjenovanje, dobivamo Iracionalne funkcije.

Npr. f(x)=3x—«/;, f(x)= x2—1 f(x):\/;+2

x“+1° x—1 """

Problem odredivanja domene iracionalnih funkcija
svodi se uglavnom na rjeSavanje algebarskih jednadzbi

1 nejednadzbi.



Ako je korijen iz neke funkcije f parni broj tada treba
voditi ra¢una da veli¢ina 1spod korijena ne bude negativna,

jer paran korijen 1z negativnog broja je kompleksan broj.



2. TRANSCEDENTNE FUNKCIJE

Sve funkcije koje nisu algebarske zovemo transcedentnima.

Najvaznije transcedentne funkcije su:
o eksponencijalna funkcija,
o logaritamska funkcija,
o trigonometrijske funkcije,

o ciklometrijske funkcije.



EKSPONENCIJALNA FUNKCIJA

Neka je a>0,a#1 zadani realni broj. Funkciju f:R—R"

definiranu sa:

nazivamo eksponencijalnom funkcijom baze a.

Podruc¢je definicije te funkcije su svi realni brojevi.



Za eksponencijalnu funkciju vrijedi:
1. f(x)=a">0, VxeR
2. Akoje a>1, ondaje f strogo rastuca,

aakoje 0<a<1, ondaje f strogo padajuca.




LOGARITAMSKA FUNKCIJA

Inverzna funkcija eksponencijalne funkcije : R — R zove se

logaritamska funkcija baze a koju ozna¢avamo:

Logaritamska funkcija je definirana samo za x > 0 jer je kodomena

eksponencijalne funkcije R”.

Graf logaritamske funkcije dobije se 1z grafa eksponencijalne

funkcije simetrijom s obzirom na pravac y = x.



Posebno su vazne sljedece dvije logaritamske funkcije. Ako je baza

a = 10, funkciju biljeZzimo sa y =logx i zovemo dekadski logaritam,
ako je baza a=e=2.7182..., funkciju biljezimo sa y=Inx 1 zovemo
prirodni logaritam. Dakle, log,, x =logx, log, x=Inx. Funkcija

y =logx inverzna je funkciji y=10", a funkcija y=Inx inverzna je

funkciji y=e".



Svojstva logaritamske funkcije:
1. domena: R”
2. kodomena: R
3. graf sijeCe x os u tocki (1,0)
4. graf funkcije je rastu¢i za a > 1, te padaju¢iza 0 <a <1
5. graf funkcije se asimptotski priblizava negativnom dijelu
osiyza a>1,
6. graf funkcije se asimptotski priblizava pozitivnom dijelu

osiyza 0<a<l.
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y=Inx

y=logx




TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

sinfx) —
— { - _._._\ //_..

-pi -p;ﬂ pilﬂ pi 2'p

-1+
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-pi pif2 pif2 pi 2°p

sin : R — R (sinus funkcija)

cos : R — R (kosinus funkcija)




NEANEANEAN

7T

gt = cost
Cost Clgt =

sin ¢

D:{R\(zkﬂ)%,kez} D=R\lkr keZ}




ARCUS FUNKCIJE

Inverzne funkcije trigonometrijskih funkcija zovu se arcus
funkecije ili ciklometrijske funkcije.

. pif2
sin(x) / acos(x) —
asinix] — i+

T\,\
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PodruCje definicije funkcija arcsinx 1 arccosx zatvoreni je
interval [—1,1]
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PodruCje definicije funkcija arctgx 1 arcctgx cijeli je skup
realnih brojeva.




