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PREDGOVOR

Novi zahtjevi nauke i tehnike traZe od inZenjera i tehnifara znatno vi$e znanja
iz pojedinih poglavlja viSe matematike, nego §to se do sada redovito predavalo
na tehnickim fakultetima i drugim tehni¢kim 3kolama. Iduéi u susret tim zahtjevima
znatno je povecan u posljednje vrijeme program matematike u na$im viSim $kolama
uvodenjem posebnih poglavlja iz matematike potrebnih inZenjerima naSeg doba.

Medu ostalim matemati¢kim disciplinama osobito znalenje dobili su teorija
funkcija kompleksne promjenljive, elementi linearne algebre i parcijalne diferen-
cijalne jednadzbe. U naloj matematxcko; literaturi ta su poglavlja matematicke
nauke opdirno obradena, ali na¢in izlaganja nije takav da bi 3iroki slojevi inZenjera
i tehnitara mogli to.lako asimilirati. Potrebu profirenja matematickog znanja i
olak$anja usvajanja tog gradiva kod $irih slojeva tehnitkog osoblja opazili su i
mnogi ruski matematicari te se pojavio niz izvrsnih publikacija na primjer Zever-
zeeva, Kaljnickoga, Sapogova, Zeljdovic':a i drugih, kojim je cilj da se popune

praznine u matematickom znanju.

' Iduéi u susret Zeljama mnogobrojnih ¢&italaca mojih matemauékxh radova i
ostajuéi pri tome dosljedan osnovnom cilju svoga rada, da olak$am studij mate-
matike na$oj mladoj generaciji, ‘a u prvom redu onim studentima, inZenjerima i
tehni¢arima koji radeéi daleko od kulturnih centara hoce samostalno pro8iriti svo;e
matemati¢ko znan)e, obradio sam u ovoj knjizi na temelju radova ruskih matemati-
¢ara, a djelomiéno i americkih, dva poglavl)a vi$e matematike i to teoriju funkcija
kompleksne promjenljive i poglavlje iz elemenata linearne algebre — Matrice i
matri¢ni racun.

Moj zadatak 1e bio da ta poglavlja obradim na §to jednostavniji nacin, uvijek
s obzirom na primjenu matematlékog gradiva u tehni¢koj praksi, dok sam for-
malne dokaze, promatranje izuzetaka i kompliciraju¢ih faktora po mogucnosti
izostavio, kao i dokaze kod mnogih teorema, ali sam uloZio mnogo truda da opsirno
obrazloZim smisao tih teorema, a njihovu primjenu sam pokazao na mnogobrojnim
primjerima izradenim u svim pojedinostima; takoder sam naveo mnogo primjera
za vjeZbu.

Nadam se da ée moi novi trud dobro doéi i onim ¢&itaocima mojih knjiga, kojim
je matematika hobi i odmor nakon monotoniie radnog dana. Prijelaz od realnog
blO]d na kompleksm otvorit ¢e pred njima novi svijet kompleksmh bro;eva, za
koje je jo$ Leibniz (1646-1716) rekao: »Kompleksni broj je profinjeno i frapantno
sredstvo bofanskog duha, gotovo amfibija izmedu biti © nebiti.«

B. Apsen
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§ 1. O KOMPLEKSNIM BROJEVIMA

1. Pojam kompleksnog broja

Poznato je kako se razvijao broj s uvodenjem novih matematickih operacija®).
Polazedi od skupa prirodnih brojeva, tj. cijelih“pozitivnih brojeva, prelazi se na cijele
negativne brojeve i na nulu, da se omoguci oduzimanje. Operacija dijeljenja stvara
potrebu razlomljenih brojeva, pa nastaje skup racionalnih brojeva, tj. cijelih i
razlomljenih brojeva pozitivnih i negativnih. Tom se skupu pridruzuje skup ira-
cionalnih brojeva, koji ispunjavaju praznine izmedu tofaka brojnog praveca. Te
brojeve moZemo uvijek prikazati u obliku beskona¢nih neperiodskih decimalnih
razlomaka. Oni od tih brojeva, koji mogu biti realnim korijenima algebarskih jedna-
d¥bi s cjelobrojnim koeficijentima zovu se algebarski iracionalni brojevi, dok su
ostali iracionalni brojevi — transcendentni, kao npr. brojevi =,e, dekadski loga-
ritmi cijelih brojeva (osim oblika 10"), veéina vrijednosti trigonometrijskih funkcija
itd.

Skupovi racionalnih i iracionalnih brojeva &ini zajedno skup realnih brojeva.
Medutim i u tom skupu realnih brojeva nisu uvijek mogudée operacije vadenja
korijena — ne moZemo, na primjer, vaditi korijene parnog stupnja iz negativnih
brojeva. Da se¢ omoguéi i ta operacija, uvode se kompleksni brojevi pomocu tako
zvane imaginarne jedinice i koja se odreduje uvjetom 2 = —1, pa je ¢ korijen
kvadratne jednadzbe x? = —1.

Na taj nadin, ukoliko se uzmu u obzir sva rjefenja realna i kompleksna, svaka
kvadratna jednadZba ima uvijek dva korijena, kubna jednadzba ima ih tri, jednadZba
n-tog stupnja — n korijena, ako se Kkorijeni broje prema, svojoj vi$estrukosti.
Treba podvuéi da daljnje profirenje brojnog sustava nije potrebno, pa je uvodenije
kompleksnih brojeva posliednje prodirenje tog sustava. Stvarno, ako imamo na
raspolaganju kompleksne brojeve, moZemo vaditi korijene bilo kojeg stupnja ne
samo iz negativnih brojeva, ved i iz bilo kojih brojeva. Kao rezultat dobivat ¢emo
opet kompleksne brojeve.

Osim vadenja korijena u matematici postoje i druge operacije koje ne mozemo
vriti, ako se ograni¢imo samo na realne brojeve. Tako, na primjer, ne bi postajali
ni logaritmi negativnih brojeva, jer nema realnog eksponenta koji bi s pozitivnom
bazom dao negativan broj. Isto tako nepoznanica ¢ iz jednadibe cos¢ == 2 ne
moZe imati realnu vrijednost, jer znamo da funkcije sinusa i kosinusa primaju
vrijednosti iz zatvorenog intervala od —1 do +1. Nastaje pitanje, da li je potrebno
uvodenje jedne nove imaginarne jedinice razlitite od 1, koja je uvedena da se omo-

*) Vidi npr. ,,Repetitorij vile matematike’’, I dio od istog autora.
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guci vadenje korijena parnog stupnja iz negativnih brojeva? Odgovor je negativan:
uvodenje kompleksnih brojeva stvara moguénost odredivanja logaritama negativnih
i komplcksnih brojeva, rje§avanja jednadzbe oblika sincp ki cosg = =k, gdje )e
k bilo koji broj. Ukratko, uvodenje jedne jedine imaginarne ]edxmce $ da;e moguc-
nost da vrdimo bilo koje operacn)e nad bilo kojim realnim i kompleksnim bro-
jevima, a kao rezultat dobivat ¢emo opet kompleksne brojeve, pa otpada potreba
uvodenja novih brojeva.

a.

12

2. Oblici kompleksnih brojeva i njihovo grafitko predolivanje

Algebarski oblik kompleksnog broja
Algebarski oblik: 2 =x 4 iy, gdje su x i y realni brojev.

KaZe se: x je realni dio kompleksnog broja £, tj. x = R(z).
y je imaginarni dio kompleksnog broja £. tj. y = I (2)

i = + }J/—1 je imaginarna jedinica odredena uvjetom i2 = —1, pa je
0= 1, 7 =it 3= 1(—i) = —i,
$l==1g, 9 =444t =1-1=1,

it= —1, i° =%0i=1-1=/i,
P=id=—11= —i, $19=43. 42 =1- (=1 = —1,
=)= (~1?=1, iNl=48 .3 =1.(=i)=—1,
3=1* i =14=1, 12=(j*)3 =13 =1,
18=442=1-(—1) = —1, itd

Opcenito: #* = §4"*™ — 4™ tj. {* ima period 4, pa je npr.:
=47 .3 =1.(—1) = —i.

Za x =0 z =iy —» &isto imaginarni broj, za y = 0 z = x - realni broj,
pa realne brojeve moZemo smatrati kao specijalne slucajeve kompleksnih
brojeva kojim su imaginarni dijelovi jednaki nuli.

Jednakost kompleksnih brojeva: Dva su kompleksnﬁ broja z; = x; + 1y,
1 23 = x, +.1 v, medusobno jednaka, kad su im posebno jednaki realni i
posebno imaginarni dijelovi, tj.

Zy =2 kadje x,=x, i y;, =y,

Za komplcksne brojeve nemaju smisla nejednakosti zy > z,, odnosno 2z, < z,,
kao ni z > 0, odnosno z < 0. Kompleksni broj jednak je nuli, kad je posebno
jednak nuli njegov realni dio i posebno njegov imaginarni dio, tj.

z=x+iy=0, kadje x=0 i y=0.

Spomenimo jo§ da dva kompleksna broja ko;a se razlikuju u predznaku imagi-
narnog dijela, tj. 2 =x +4§y i 2 =x — 1y Cine par komugtrano kompleksnsh
brojeva.



Primjeri
Rijedi zadane sustave jednadZbi smatrajuéi da su x, y, z i ¢t realni brojevi.

DU+Dx+A+20y+A+30)z+0 +4)e=1+5§
B-Nx+@—20y+Q+0)2+4ir=2—1i.

Napisavii zadane jednadibe u obliku:

x+y+z+04 (x+2y+32+40)i=1+4 5i
Bx+4y+2)+(—x—2y+z+40)8i=2—1

i izjednadivdi realne i imaginarne dijelove tih kompleksnih brojeva, dobivamo &etiri jedne-
dibe u x, y, 21 &:

x4+ y+z4+1=1 1 x+2y+3z+4t__-?= s Il
3x+4y t+ 2 =2 II —x—2y+ z£+4t=—1 IV

Nacinivéi II — I i IIT 4+ IV dobivamo tri jednadZbe:
2x+3y—t=1; 4z48t-—=4; 2x+4y + 23 =6.
1z prve jednadibe slijedi:
- -3 2,1 .
- mgyitgpta @)
dok iz ostalih dviju imamo: z=1—-2tizg=3—x—2y,pajel — 2t =3 -~ x — 2y,
a odatle je
x=2—2y+ 2t )

Iz (a) = (b) dobivamo:
y=3¢t+3 (c)

dok uvritenje (c) u (b) daje:

= —4t— 4 (@)

Uvrstimo li sad (¢) i (d) u jednadZbu IT, dobit ¢emo

z =2,
dok iz z = 1 — 24 slijedi 2 = 1 — 21, pa je £ = — 3+
Iz (¢) i (d) dobivamo konano y = 23 ix= —2
DA+2Dx+ B -5y =1-— 31 [x==__l4_l_; y.;_lSI].



Geometrijsku predodZbu kompleksnih brojeva dobivamo na taj nalin,
da svakom kompleksnom broju z = x + iy dodijelimo to¢ku 2 (x, y) u rav-
nini XOY, koju zovemo ravnina kompleksne promjenljive z ili kraée ravmina
z. Vidi sliku 1.

Y ‘inaythama osY .

YPoe——————— —,;?z(x.y}
s

. - 1

< I

]
v

rd
-~

d I
-X f >\ realna os X
i -\ _-lo ! X
| |
1 L7NE I
[ - ~ I
! |
' [

t

. ma— — —— —— — — —— e —— — — ——— — — —— —

Slika 1.

Svakom kompleksnom broju z = x + £y odgovarat ¢e odredena toCka
z (x, y) ravnine 2z i obratno: svakoj toCki z (x, y) ravnine z odgovarat ¢e odrcden
kompleksni broj z = x + iy. Vidimo dalje da realni brojevi z = x lcZe na
realnoj osi X pa se prikazuju totkama (x, 0),

Cisto imaginarni brojevi z = i y leZe na imaginarnoj osi Y pa se prikazuju
toCkama (0, y), dok kompleksni brojevi leZze izmedu osiju. Na slici 1 vidimo
takoder da par konjugirano kompleksnih brojeva leZi simetritno s obzirom
na realnu os X, a da 21 —z2 leze simetri¢no s obzirom na ishodiste O koordinat-
nog sustava.

. b. Vektorski oblik kompleksnog broja

Kompleksni broj mozemo prikazati i u obliku vektora, kojemu je pocetak
u ishodidtu O koordinatnog sustava, a kraj u totki z (x,y), tj. £ je vektor
Oz = z, kojemu su projekcije na koor-

r dinatne osi x i y. Vidi sl. 2.

YT-——mm ##12%y! Kako se vidi na toj slici

duljina ili apsolutna vrijednost

z=|z|=r=)x?4y?

-

dok se smjer ¢ vektora z odreduje iz

Mo o o e

=1
-
>

.,
~y

y.
X

Slika 2. gy =

Primijetimo da je vektor z slobodni vektor, pa ga moZemo premjestati
paralelno samom sebi.
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PrikaZzemo 1i dva kompleksna broja

Zp =X +1iy,

[ 2]

2, =x3tiy,

u obliku vektora, tada ¢emo zbroj
(z, - Z,) tih vektora dobiti graficki
u obliku dijagonala paralelograma
konstruiranog na vektorima z, i z,
kao stranicuma. Vidi sl. 3.

c.

Napidemo 1i razliku (z, - z,)
u obliku z, i ( -z,), dobit ¢cmo
vektor te razlike tako da zbrojimo
po pravilu paralclograma vektore
z, + (—z,), pa ¢emo opaziti kako
se to vidi na slici 3, da je vektor
razlike (z, — z,) druga dijagonala
paralelograma, pri ¢emu je wvek-
tor razlike uvijek usmjeren prema
minuendu. Do istih rezultata dolazimo, ako algebarski zbrojimo, odnosno
oduzmemo 2z, =x;, +iy, i 2, =x,+1y,:

Zy+ 2z, =(xy + x2) + 1y, + 3,)
Zy — 2, =(x, — x2) +i(y; — y2)

______ A Slika 3.

Geometrijsko znalenje relacija koje sadrie kompleksne brojeve
oblika 2z = x + 1 y.

1) Zadane su dvije totke 2, =x, +1iy, i 2, =x, 4+ fy, u kompleksnoj
ravnini. PoKaZi da je apsolutna
velidina razlike |z, — 2, | rh
predolena graficki kao medu-
sobna udaljenost tih todaka.

Kukojez,— 2, =(x,—x,) +
4+ 1(¥,— ¥;), prema slici 4
iz Srafiranog pravokutnog tro-

kuta slijedi 222,

|22 — 2| =

= V(xz— X)) +(y.—y,)2 =
= medusobna udaljenost to-

M —— e ————

!

Caka z, i z,. _ Slika 4.
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Iz navedenog slijedi prema slici 35,

ri

Slika 5.

da izrazi || =2, |z—i|=11i |2+4| =1 predotuju graficki socke
krusnica i to prvu polumjera 2 sa sredi§tem u O, dok su druge dvije polu-
mijera 1 sa sredi§tima u totkama O, (0,1) i O; (0, —1).

2) Pomoéu kompleksnih brojeva moZemo zadavati razliCite skupove tolaka
ravnine z.

a) lz—c¢|=R; |z—c|<R i |z—~c|>R, gdie je z=x+1y,
¢ = a + i b konstantan kompleksni broj, dok je R realna konstanta.

Prema slici 6 predoluje

ri

i

Slika 6.

R=|z—c|=+V(x~—a)?+ (y —b)* skup totaka na kruZnici
polumjera R sa srediftem u toc¢ki C(a, b);
|z — ¢| < R skup totaka kruga unutar kruZnice |z — ¢ | = R;
|2 — ¢ | > R skup totaka koje leZe izvan kruZnice |z — c| =R.



b) R(2) = x > 0 predotuje skup tolaka komplcksne polu_ravnine 21t
desno od imaginarne osi Y, a I(2) =y < 0 predotuje skup tofaka
donie kompleksne poluravnine z.

c) |[R(g)| <1, tj. |x| < 1 predotuje prugu prikazanu na sl. 7.
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Slika 7.

Sve tolke te pruge osim grani¢nih udaljene su od imaginarne osi
Y za manje od 1.

HIIE| =]yl <1i|R@|=]x] <L

YA
x=-1 x=1

Bl-1il { £l
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oo 0 ac glee J oo J
p 0 0,0 0 0,0
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p o, 00 k%0 00
oo o ODDQQ DOD‘
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ODLA ')n ° [N o
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Slika 8.

Skup tofaka odreden tim nejednakostima leZi u nutrini kvadrata ABCD
stranice 2. Vidi sl. 8.

2 B. Apsen: Repetitorij vile matematike 17



3) Izrazi pomoéu ncfednakosti, odnosno jednakosti a takoder i graficki
zadane skupove to¢aka kompleksne ravnine s.

a) Prvi kvadrant koordinatnog sustava ‘
[R(z2) =x>0ilI(z)=y >0}

b) Poluravninu koja se nalazi iznad realne osi, a sastoji se od to¢aka kojima
udaljenosti od realne osi nisu manje od 2.

[ (2) =y >2].

¢) Polukrug polumjera 1 (bez kruZnice) sa sredidtem u tocki z == 0, koji
se nalazi slijeva od imaginarne osi
flz] <1iR()<0)

4) Prikazi graficki i analiticki zadane udaljenosti.
a) Udaljenost od ishodidta O do tocke z.
[|z], jer je |2| =]z —0]).

b) Udaljenost od imaginarne osi do tocke z.
[[R()|=]x])

¢) Udaljenost od realne osi do tocke 2.

[I(z)]|=]|y]| jerje |y]|=]y—0].

5) Prikazi graficki skupove toc¢aka, koje su odredene zadanim relacijama:

a) [z} < 1.
[Krug polumjera 1 sa srediftem u O].
b) [z —d| > 1.
Sva kompleksna ravnina z osim kruga i kruz-
nice polumjera 1 sa sredidtem u tocki (0, )],
¢) lz+i| <2 '

[Krug polumjera 2 sa sredi§tem u to¢ki (0, —1)).
dyi <|z—-1]<3.

Vijenac omeden kruZnicama polumjera 1 i 3 sa zajedni¢kim sre-
didter u tocki (1, 0). Tocke kruZnica ne ulaze u zadani skup to¢aka].

d. Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Neka je r -= O z = udaljenost toke z od ishodita i .
¢ == kut $to ga r zatvara s pozitivnim smislom osi x. Vidi sliku 9.

Kaze se da je r modul kompleksnog broja z, dok je
@ argument toga broja.

Ukratko: r =mod (2) 1 ¢ = Arge.

18



Prema slici 9: x =rcos¢
y =rsing,
a uvritenje u z = x + 1y daje

z = r (cos ¢ + {sin ¢). (1)
Vidimo da je prema slici 9 modul
r=lzl=+V+y’ Q)

jediozna¢no odreden, dok je

gy =

. y O
paje @ =Argz==Arctgi, Stika 9.

pa za svaki kompleksni broj z argument ¢ prima beskonatno mnogo vrijednosti,
koje se medusobno_ razlikuju za pribrojnike mnogokratnika 2 =z, jer je Arc tg;
beskona¢no mnogozna¢na funkcija*), te je

Argz=arctg%—+2ku, (2)

gdje je k=0, +1, +2, + ...,

Iz navedenog slijedi da su dva kompleksna broja jednaka, kad su im mo-
duli jednaki, dok se argumenti mogu razlikovati za mnogokratnik od 2 m.
Primijetimo da za z = 0 Arg z nije odreden. Izdvojimo li iz beskonatno mnogo
vrijednosti Arg z jednu, koja se nalazi u intervalu (—u=, =] ili [0, 2 7) i ozna-
¢imo li je s arg z, dobit ¢emo t. zv. glavnu vrijednost argumenta z, tj. ¢ = arg 3.

—n<argz< +n ili 0 <argz <2nm, (2)
Ceice se primjenjuje prva nejednakost.

Postupak za odredivanje ¢ = arg 2 je jednostavan: pomocu tablica loga-
ritamskih ili prirodnih vrijednosti trigonometrijskih funkcija odredujemo
kut @,, koji odgovara za toCke I kvadranta i to pomocu formule

¢o = arg 2o = arc tg%—%—, (3)

dok za to¢ke ostalih kvadranata vr$imo preralunavanje kako slijedi:

za Il kvadrant: ¢ =argz =7 — @q, (3a)
za III kvadrant: ¢ =argz = — (n — @,o) ili ¢ =7 4 @0,
za IV kvadrant: @ =argz = —¢q ili ¢ =27 — @,.

*) Vidi npr. od istog autora Repetitorij vr§e matematike, I dio, § 6, 2. a).

-~
~
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r = |z | i o = arg z su polarne koordinate tolke z, pri {emu je 3, = #,, ako

20

je |z | =]2,]iarge, = arg z,, dok je za jednakost para konjugirano kom-
pleksnih brojeva z i 2 potrebnio, da je | 2| =|Z |, dok je arg # = — arg 2.
Vidi sl. 10.
vl Prema toj slici imamo:
_________ z 1) Za totku (1,0): r; =1 i ¢, =argz; =0,
| pa je prema (1)
[
< i 2, = 1 = 1(cos 0 + i sin 0).
it P : Odito je da je za sve realne pozitivne bro-
. , ! - jeve ¢, =argz =0,
SN Lo ! X
1 { 2) Za totku (0,7): r, =1, ¢, =argz, = -%‘,
I pa je '
10N :E zzmixl(cosfzz-+isin-g—)-
Svi listo imaginarni pozitivni brojevi imaju
Slika 10. argument @, = _-12:_ .
3) Za totku (—1,0): rye=1; @y =argzy == (ili —x), pa je
23 = —1 =1(cos m + isin 7).
Za sve realne negativne brojeve je @3 = argz =z (ii —n).
4) Za totku (0, —i): 14 =1; @, =argz, = — 7 (ili %n), pa je
2= —i =1 [cos(— 325) + ¢sin (— -7—2‘-)]
Za sve Cisto imaginarne negativne brojeve ¢, = — %— (ili 3 n). Kompleksni

broj, npr. 2 =1 41 l/.f’; u trigonometrijskom obliku prema formulama (1)
glasi, ukoliko se ne ograni¢imo na glavnu vrijednost: -

1+ :'Vi‘zz[(cos-g_Jrzkn) +isin(%'—+2kn)]s

jer je r =)1+3=2, a <p=Arctgl=Arctg|-/-§~=arc60°+2k:n=
7 . s x 1
=—3—+2k:n.

Primjeri

Zadane kompleksne brojeve prikaZi u trigonometrijskom obliku, a takoder i grafitki
uzevii samo glavne vrijednosti.

1.2 3447 i z2=3— 414

r=l/x2+y’=l/9+176=2.

Po = 8Ig 2 = arc tg—g— = arctg 1,333.. = arctg l,j.



3.

Pomoéu tablica za prirodne vrijednosti trigonometrijskih funkcija i tablica za prijelaz od
kutne mijere na luénu, dobivamo:

@Po == arc 53,2° = 0,928.
z = 5(cos 5§3,2° + 1sin 53,2°) = 5 (cos 0,928 + i sin 0,928).

Za z=3—44: r=3; po =arctg (3—4) = arctg%—-
Kako je y (ili sinus) negativan, a x (ili koéiﬁﬁé) pozitivan, kut @, leZi u IV kvadrantu,
pa je - : ;

i
Po = 360° — 53,2° = 306,8° fli @o = —53,2°
Slijedi:
z = 5 (cos 306,8° + 1 sin 306,8°)
ili 2 =175 [cos(—53,2°) + isin (—53,2°)], a u lutnoj mjeri kuta
Z = 5 [cos (—0,928) + ¢ sin (—0,928)].

z=—-14+4 i z=—-1—1.

r = l/rl_r}:? = Vi s IB@o = i = —_%ri - o je u II kvadrantu, pa je o = 180° — 45° =
=z ° 411 == —_— it_ = —3- ——— z
= 135°illigpg=m y 2 n, odnosno ) moza 2.

z = }/2(cos 135° + 1 sin 135°) = l/i (cos%n 4 isin —i—u);

z = I/i [cos (—-135%) + isin(—1359)) = Vi [cos(—- %n) + isin (— i ﬂ)]]

[z = /26 (cos 101°20" + 1 sin 101°20") = V26 (cos 1,769 + 1 sin 1,769].

e. Geometrijsko znadenje relacija koje sadrie kompleksne brojeve u
obliku 2 = r (cos ¢ 4 isin @) ‘

D

2)

3)

r=1.
Y
Time su odredene tofke kompleksne rav- i
nine z, koje leZe na jedini¢noj kruZnici
sa sredistem u O. Vidi sl. 11, P AR A
. ) ﬂo'::. .'o:' I.
- E_ . ) eo°°°o=o::.o= :°-= ::'D: n:oz::
6 ] ! X
Tocke leze na poluzraci koja izlazi iz
ishodidta O pod kutom % prema real-
noj osi. Vidi sl. 11.
. i 2
0 <argz < - Slika 11.

Totke leZe izmedu realne osi X i poluzrake ¢ =Z%. Vidi sl 11.
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- <argzs < f.

4) a

B, dok su same zrake isklju¢ene. Vidi sl. 12.

Tocke leze na beskona¢nom sektoru, koji je omeden poluzrakama arg z, = a

1 arg =,

vi

Slika 13.

Slika 2,

2 <.

< arg

T
2
Focke leze u nutrini IT kvadranta kruga polumjera 2. Vidi sl

2

SHr

13.

r

6) 2 <r <4 i —-:z<argz<—-g.

L
o0 009]0a 00 e,

°

°° ’oﬂo

.0°°°°¢ a0
L

a0 000 0y

Tocke leze u nutrini I1T kvadranta kruZnog vijenca prikazanog na slici

14.

Slika 15.

Sl’ka 14,

7) —~n <args < 7,

nom dijelu realne osi. Vidi sl. 15.

I'ocke ispunjavaju €itavu ravninu z osim onih koje se nalaze na negativ-

22



. Eksponencijalni oblik kompleksnog broja
Pomocu I i II Eulerove formule*)

e® =cosg + ising

e ¥ =cosp —ising

moZemo kompleksni broj z == x 4 i y prikazati jo§ u eksponencijalnom obliku.

U tu svrhu zbrojima, a zatim oduzmemo te dvije formule pa dobivsi
na taj nadin

&f +e " &f e
cosp="—7—— 1 sing=——r

Uvrstimo te vrijednosti u, trigonometrijski oblik kompleksnog broja
z =r(cos@ + isin¢).
Dobivamo eksponencijalni oblik
z =reé". (4)

Tu je, kako <znamo, r = |/JI:'2 + yz,_ dok je ¢ =argz =arctg i -y odnosno
Arg z = Arctg i =@ + 2 kn, pa je takoder

g —r . ST 4"

k=0, +1, +2, ....

Imali smo primjer:

z=3+4+ 414, pasmo dobili r =5 i
arg z = arc 53,2° = 0,928.

U eksponencijalnom obliku taj broj
glasi:

odnosno
s — 5 git0.928+ 2k

kzo,i l, :‘1:2, ver o

Izrazimo u eksponencijalnom obliku brojeve 1, ¢, —1, —¢ prikazane na
slici 16.

Slika 16.

"“)V_ldl Repetitorij vife Matematike I dio §21.
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Prema toj slici i formuli (4) dobivamo:

z=1. r=1,p=Argz=042km, paje

Ll =10t 2knl — 0. p2kal . G2knt B —Q, + ], +2, ....

&)

edknt — 1.
z2=1%: r=1, Argz=—-%‘-+2kn.
i T o & 2
i =1 'e'(‘+u)=e2'-eu'=e" 1=é.
¥
& =1,
z=—1; r=1, Argz=n+2kn
] = ettt 2km gt | p2kal _ pnl ] — nl,
et = —1
2 = —~1 rxzi;Argzr—-——%’---{-an
i = ei(—g-i 2kﬂ) . —3f e!im — ewi:
et = i
ili Argz = n
2
o Grean) _ 3
eém’ = —i
Do istih rezultata dolazimo pomocu formule z = r (cos @ - ¢sin 7).
et =1, jer je cos (+ 27) -+ isin(+27) =1,
eE™ == — 1, jer je cos(+ @) Fisin( + 7)) = 1,
e — + i, jer je cos(i %) + isin(i 3;:) = + 1.
Na isti na¢in moZemo pokazati da je
oL e e cos(2 Z) + i "(+-zz) VI VI VI
e |/2_,)<:r]ﬁ:cos_4 -+ isin 5 2_:2 2( + ).



Primjeri

1. Prika%i zadane kompleksne brojeve u trigonometrijskom i eksponencijalnom obliku, a takoder
grafitki uzevdi za argument glavnu vrijednost arg z = ¢.

Dz =V34i; zz=—V§+1'523=V3—£;84=—V§—i. Za své zadane z
r=V3i+1=2
1 V3

2 arctg 5> = arc 30° = .

£; je u I kvadrantu: ¢@o= arctg—yi- = arctg 3
’_t.
) 2es .,

=

i

n . .
zZ, =2(cos—6-+zsm

o4

z, je u II kvadrantu: @, =% — Qo= — %-

Ilr

il

6
b] . . 5

Z, = 2(cos-€n+zsm-€ )
; n
3 je u IV kvadrantu: @3= —@o= — -

23 = [cos(- :,:—) + fsin (— 361)] 2¢_i‘l_

-

z, je u III kvadrantu: @4 = —@;= — -—Z—ﬂ.

Ze=2 [cos(-—- —2—::) = {sin (- %n)] = 20-%“.

2)g=—2+1.

r=l/4+l=V§; @ je u II kvadrantu: tg¢=-:l§- —0,5.

Pomoéu tablica dobivamo: @ = 180° — 26°34’ = 153°26'.
z = V5 (cos 153°26' + i sin 153°26").
Pomodu tablica za ludnu mjeru kuta imamo:

arc 153°26’ = 2,67 035
0,00 750
2,67 785

z = I/§ e"“"

+ = 2,678

Nar=—1-—-21

r = ]/l + 4 = VS; tg'cp = —E% =2 (¢ je u III kvadrantu).

Po = 63°26’; P = — (n —_ wo) - ""116034', arc @ = -2,035-
X = Vg [cos (—2,035) + ¢ sin (—2,035)] = l/?c""“"_



Hz=2+V3+4 _
r=Ve+ Vi +1=Va+4Vi13+1=Vs1aVi
Da pojednostavimo taj rezultat, stavimo
V8 +4V3=Va+ V5|
8+4V3=a+2Vab+b, pa mofemo uzeti: a+b—=8 i Vab=2V3 il

ab:=12, pa je a= —Ib% Uvritenje u a+ b =8 daje kradratnu jednadibu
b3*—8b+12=0, a odatle je b=6 i a = 2.

Slijedi: r = 2 + V6

1 2— V3 -
t = = = = — =2-—V}3,
T erVhe - d
pa je
21gp 4-2V3 2— 3 _V3

gle = r=.
1—-tgle 1—4+4V3—3 23-3 3

Slijedi: arc 2¢ = =, pa je arcp =

.:1 2

_’1.
z=2+ Ve (cos1 + isin n) = 3,863 ¢'2.

12
5)z=—5+ 12i. [z = 13 ¢!+967),
6) =4 + 4i. [4VZ o,
7 2= —y2—V3i e,
8) 2 =4 -1 [V17 e-0-244),
9) z = —3i. Be L
10) z = 5. [5¢°°.
1) z = —5. (5 &™),
2. Prika%i zadane brojeve u algebarskom obliku.
1)z=6 e%'i.
2= 6(cos—§-+isin~;i) - 6(2 + E) =301 +iV3).

26

2) z = 17 ¢5-3061,
Kako je 5,306 = arc ¢ = arc 304° = arc (270° + 34°), imamo
z = 17 (sin 34° — i cos 34°) = 17 (0,559 — ¢0,829) == 9,50 — 14,1.

3) 2 = 10 (cos 207° + {sin 207°). [—8,91 — 4,54i].
»N.
4) 2 == 20 ¢2", [20(cos-i-+asm ) 20 ]
5) z=2¢e",
n.
6) x=4¢ 2, [(—414].



§ 2. OPERACIJE S KOMPLEKSNIM BROJEVIMA

1. Zbrajanje i oduzimanje

Znamo ve¢ da je
, g+ 2, =(x; +iy) + (k2 Fiys) =(x, + %) +i(yy fy2)
zy 2y = 5y b (—2g) = (v Fiy) F (=X —iy) =(0— %) + iy — ¥a).
Za zbrajanje kompleksnih brojeva vrijede zakoni
komutacije z, + 2z, =2, + 5,4

asocijacije 2, + 2, + 23 = (2, + 2,) + 23 = 2, 1+ (22 + 33).

Ve¢ smo pokazali da se zbrajanje i oduzimanje kompleksnih brojeva vrdi
po pravilu vektorskog zbrajanja i oduzimanja, ako kompleksne brojeve prikaZemo
u obliku vektora. Vidi na str. 15 sl 3.

2. MnozZenje

Kompleksni brojevi zadani u algebarskom obliku mnoZe se kao binomi pri
¢emu se uzima da je %2 = —1.

3y 5, =(xy +iy) (X2 iy)) =(x1x; —y1y2) + i(x,y; + x21)
Za mnoZenje kompleksnih brojeva vrijede zakoni

komutacije =z, -2, =23 * 34,
asocijacije (2, * 2;) - 23 =2, - (82 " 2Z3)s
distribucije 2, - (2; + 23) =%, - 2, + 2, * 3.

2 Z2=(x+iy) - (x—1iy)=x2+yr=|z]%

tj. umnozak uzajamno konjugirano kompleksnih brojeva jednak je kvadratu nji-
hove apsolutne vrijednosti (modula).

Prikazemo li kompleksne brojeve u trigonometrijskom obliku
2, =r,(cosqp; +ising,) 1 =z, =r,(cosq, }ising,)
dobit ¢emo

2y -2, =1y 7y[(cos @, cosp, — sing, sing,) + i (sing, cos@, -+
+ cos @, sin @,)] = r, vy [cos (p; + @2) + tsin(@; + @2)l. (6)
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Vidimo: mod(z, - 2,) =r, -7, =mod 2z, - mod 2,
tj. modul produkta jednak je produkru modula faktora, i
arg (21 * 22) =@, + @, =arg z, + arg 2,

tj. argument produkta jednak je zbroju argumenata faktora.

i

Slika 17.

Na slici 17 prikazan je taj produkt grafi¢ki tako da su faktorima £, i #, do-
dijeljeni vektori z, i z,. Iz sli¢nosti trokuta slijedi: r,:d =1 : r,, pajed =r, * r,.

Formula (6) vrijedi i za n faktora:

Z182+83 - By =T;-T3-73 - 1, [cos(p; + @2+ - +¢,) +
+ iSin (¢1 + P2 + cae + wn)]_ (61)

3. Dijeljenje
Kvocijent dvaju kompleksnih brojeva

2y X + 1y,

By 18y =—= = 23 #0
22 X2+ 1y,

odreduje se tako da se brojnik i nazivnik pomnoZe s brojem koji je konjugiran
s obzirom na nazivnik:

2y _ (xytiy)(x; —dy) (i x4+ y,y2) +i(xy, — %, y,) -

Zy (a4 iy)(x2—iyy) x3 + 3
_ %1%+ ¥y jX¥2Y1 = %1¥2
x3 + yi x3 + ¥3
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PrikaZzemo li 2, i 2, u trigonometrijskom obliku
z, =ry(cosg, +ising;) i 2z, =r,(cose,; + ising,),
dobit ¢emo postupajuéi na isti nacin:

zy _ry(cosg,+ising,) r,(cosg, +ising,)(cosgp, —ising,) _
2, ry(cos@,+ising,) ry{(cose, + ising,)(cosp, — ising,)

ry (cos @, cos @, + sing, sing,) +i(sing, cosp, — cosp, sing,)

r, cos? @, -+ sin? @,

= :: [cos (py — p2) + isin(p, — @3)). 7

Vidimo, da je mod (f-‘) = :2 = nm;::j E:::; i

“2

“2

arg (%‘) =@, — @, = arg z, — arg Z,,

tj. modul kvocijenta dvaju komplecksnih brojeva jednak je kvocijéntu njihovih
modula, dok je argument kvocijenta jednak razlici argumenata dividenda i di-
vizora. ‘

Prikazemo li kompleksne brojeve u eksponencijalnom obliku
2, =7r €” i oz, =r,e™,
dolazimo jo$ brze do istog rezultata

P
Tr_ T T ie-en (8)

<2 T2 etw. L)

Primjeri
1. Odredi radunski i graficki.

Dz=2,+2; — 23,

ako je z, =34+2¢i; z2,=—1+ 314,
Z3=15—1.

=342+ (=1+3i)—(5—i)=
= —3 + 6.

~t e 7

Grafiéki: vidi sl. 18, Slika 18
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Slika 19,

ako je z, =2 + 21, z; = —1+4 31,
2=2,-2,=Q2+2)(—=14+3)=(~2—-6)+i(—2+4+6) = —8 -+ 4i.

Grafigki: vidi sl. 19.

=%
3)z 2.

) L R 4

ako je z, =3+ 44, z,=13+ 21

_B+4n3B—2i) 9+ 8 +i(12—6) ,
S @B3+2H(GB -2 9+ 4 - ) I |5

_ 17 + 64
T3

= 1,31 + 1 0,46.

GrafiCki: vidi sl. 20, u kojoj je g = ¢, — @, i

W

Nv

Pio o e .
r = r—‘[slx;edl iz sli¢nosti trokuta: r;: 7 = r,: 1].
2

Slika 20.

2. Doka?i identitet
Mt d=(x—~1—-Dx—-14+Dx+1+D+1-19).

Kako je [(x = 1) —4d[(x ~ D+l =(x— D2 +1=x —2x+2=(x*+2) - 2x,
a [(x FD4A][x+D—dl=@C+ D2+ 1 =x2+2x+2=(x2+2) + 2x,

desna strana zadanog identiteta prima oblik:

[(x® +2) = 2xJ[(x* + 2) + 2x] = (x2 + 2)? —4x> = x* + 4%? + 4 — 4x? =
. = x* + 4.
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3. Izratunaj

D —+
L L s, S
) B R
1—14 .
2y (=l
) z= (cos 77° + ¢sin 77°) (cos 23° + 1 sin 23°)
cos 55° -+ isin 55°
Prelazimo na eksponencijalni oblik zadanih kompleksnih brojeva:
taec 77, Liacc23? tarc100*
== é..ni“s_-““ - :.'.;;;;a' = €'*7° 45" = c0os 45° + isin 45° = Vz (1 +14).
(3 —4:)( 24&_]0_:) 10 + 74 .
i3y + 5§ [10 + 38,24].

4. PrikaZi zadane brojeve

z,=1+41; 22=V§+i; z;ml-{-il/i

u trigonometrijskom i eksponencijalnom obliku i izralunaj z = T‘T--
2’ 3

4 4

x.
- — b
zy! r,=l/2, cp,=arctg%—=—;}-; z,=}/2(cosf—+isinf-)=l/ic‘-

Y .
T b 4 .. n =3
z: 12 =2 @ =afCth3 = arctg K* =g fxT 2(cos—6— +:sm-6—) = g-_‘
L 8‘
zyt 13 =12, q:,zarctg}/i%r: ( +lsm-§)32e’
15 & /548 U5 = I3
4 4 _ %
o T T () ()]
P 268 .26 4 2
V2 _ . ¥2) _ 1
=3 (2 ‘T) =7 1=
5. Pojednostavi wqy
cosy —isiny
c_o_sﬁ;hf_srinqa (cos @ + :smg)r(cos y +isinyg)
cosy —-isiny, {cosyp — isiny) (cosy + isiny)
_ (cos@cosy — singsiny) - z(sm_tpcmvp L cosgsinyg) !  si
) cos?y - sin?y cos (@ ! w) -I- isin (@ -+ ).

6. PokaZi da je

s il C R RERA L)

31



4. Potenciranje
Potenciranfe (na cijeli pozitivni eksponent). Moivreove formule i njihova pri-
mjena.

Uz pretpostavku da je n prirodan broj dobivamo prema binomnom poucku®)

(e iy =an+ (P)xr iy + (2) @2 G0 + (1) w3 ) +
() G+ G

pri ¢emu uzimamo u obzir da * ima period 4, pa je

1 '4n+m:i4n ,z‘m_im_

=1 =
Primjeri

4 4-3 4-3-2 4-3-2-1,.
. 4 _ .4 30 2¢5 2 - y 3 ————— 4 .
L(x+iy)t=st+ 752y + 75220 + 7550 +l_2‘3,4(-y)

=x*4i4x y — 627y  —idx9> F 9% =(x*— 627y +y4) +i(4x%y — 4xy?).

2 A4+ 208= 146 1- QD+ 000 1-@* + Forg 1+ @D +15- 1 @i+

+6-1-Qi)5+1-Q20)° =1+ 127 — 60— 1607 + 240 + 192¢{ — 64 = 117 + 44i.

3 ( £5+3)2_(i+2)=ﬂ( i+2)=__-—1+4i+4=3+4£=(3+40i_
"\t 4+ 1) Wi 41) T \—i41) 0 —1—2i4+1 -2 —2i-5

31— 4 3.,
= ) —‘—-2+'i‘1.

(A+D% 14+5{—10—10i45+F_ —4—4i _ 2+2i=,2,
-3 1—-3{—3+1 —2—-25s ‘242§ =

() e AR
6. (1 4+ 323,

AQ4+D*3 =0+ -1 +1).

A+ =14+2i—1=21; (1+*= (292 = =22

(1 + )32 = [(1 + )4 = (—22)¢ = 2!2,

Prema (a): (1 +1)25=212.(1 4+1).

7 (L::zﬁ_‘)‘ [—7 + 24§

8. (2 + i J12)s. [-21

*)Vidi od .istog autora: Repetitorij elementarne matematike, I, § 10.
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Imali smo formulu (6)

By By e B =1y Ty e 1, [cOS{p, + @+ - @)+
+isin(p, + @2 + - + @a)l.
Pretpostavimo li da je

zlzzz=...=z”—_-z, lerzz...=rn=r i (p£:=q32m-..={pﬂ:(p,

dobit ¢emo:
2" =r"(cosng + isinn ).

Uz r =1, tj. za z = cos ¢ + 1sin ¢, dobivamo
(cosg + ising)' =cosng -+isinng.
Uvritenje —¢@ mjesto ¢ daje
(cosp —ising)" =cosng —isinne@. , (9)

Te su I i II Moivreove formule.
Do II Moivreove formule moZemo do¢i i drugim putem:
Ako je z = cos ¢ + isin ¢, tada je

1 1 _ cosp —ising .
£ cosg +ising (cosg +ising)(cosp —ising)

Cos @ — ising . .
= — —5— = COS ¢ — i 8in g.
cos‘@ +sin“ @

Odatle slijedi:

z-{—-é— =cos¢@ + ising + cos@ — ising = 2 cos ¢.

Kako je 2" =cosng | isinng, a

1
(cos@ + ising)"’

% = (cos ¢ — isin@)" =
dobivamo

z"+é;=cosn¢+isinnzp+cosn¢ —isinng = 2cosng.

Prikazemo li kompleksni broj u eksponencijalnom obliku, imat ¢emo:
2" =" (cosng + isinng) =r" ' (10)
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Primjeri

X
(0082 + 4828 = (e1ere2)*s = glares0’ = '3 — cog % isin 3 = i.

2. Malo prije izratunali smo (1 + 24)% pomocu binomnog poucka. RijeSimo isti zadatak izvr¥ivii
prijelaz na trigonometrijski oblik:

14+ 2i=[r=V5; ¢ =arctg2==arc63,5] = 'S (cos 63,5° + { sin 63,5°).

(1 +21)% = 125 (cos 381° + ¢ sin 381°) = 125 (cos 21° + 7sin 21°) =
= 125(0,934 + £0,388) == 117 + i 44.

- - X
3.(0+40'%= [r =V2; 9= arctgl = %] = (/2 '9)16 = 256 ¢4™ =
= 256 (cos 4 @ + 7sin 4 n) = 256.
dz2=(+0%1 i) 3-s.
n
Prema primjeru 3.: (1 + )% = (Vie“)' = 24 . g2 - 24,

(1__;‘[/5)-6:__1___:[,:25 qv=arctg(:%/—§)=_£]=

(1 ~i)3)s 3
__ 11
- " i; ;T)s 26 p-2al
2‘ e21’l( ]
Sl TR - g 4 =i
5. Izratunaj:
D (1 +a)te, [324]. -
2) (1 4 9)-2, [_ %]
1, V3
3) (z" + zl/z-") [—1].
4) (2 +iY12)e [-27).
(=1 +iV3Hrs (=1 — )35

Yo e e (=64l

6. PokaZi da je

DA+ =22 (cos F;F + #sin n4?:t)-

I _ = o B cein BT
2) (l/3—1) = 2" (cos ¢ f sin 6)
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7. Izraunaj:

14 .. mA*
1)(1+cos 4—+:sm-4).
4 T\ 4 n . E 3
(1 + cosg—Jrs'sin-g-) = (1 + ¢'4) =1 +4¢‘2 +§__;_,‘i +4¢'i" + &% =

=1+4(cos +zsmn)+6(cosz -+—:'sin-:i +

4 4 2
3 .. 3 . .
—i—4(cos-4-n+ 1 sin 4-:z) + (cos n + isinn) =
- V2 , V2 ( V2 -KZ)._ _
l-{—4(2 )+6:+4 2+12 1=

—i4Vi+6i=20+2VDi

[
2) (1 + cos = + isin —ﬂ—) . [—27].
3 3
3) (1 + cos 20° + 7 sin 20°)3. [z = 2 cos 10°(cos 10° + {sin 10); =3 = 2 cos 10°].

8. Pokazi da je
. /e ] . . = 7 Y
a+:iyna+ i)(cosp +ising) = 2 V2 [cos (ﬁ'” + {p) + tsm(lzn + q:)]
Uputa: sva tri faktora prikaZi u eksponencijalnom obliku.

9. Izratunaj o] + w%, gdje je n cio broj, dok su

B 1 V3 . 1 Y3 2
Wy = — + 5 1 w; = 2 1ty [2 cos (—3- nn)]-
10. PokaZ?i da je
(1+:tgvp) +itg(ng)
1 —1itge lwttg(ntp)
. . . _sinqo_
Uputa: Izrazi tg g u obliku o

Pomocu Moivreovih formula moZemo izraziti :
1) cosng i sinng, dakle i tgn¢e pomolu potencija funkcija cos ¢ isin ¢,
2) cos”@ u obliku polinoma 1. stupnja u cos¢,...,Cosng i sin"g u
sin @, ..., sin n @.

Ad 1) Postupak pokaZimo na primjerima,

Primjeri
1. Izrazi funkcije cos 5@ i sin 5@ pomoéu potencija funkcija cos @ i sing.

cosS@ + isinSp = (') = (cosp + FSing)® = cos® ¢ + (i)cos‘qoisinqp +

+ (g) cos® @i? sin’cp + (g) cos?@i?sindg + (?) cos pi*sintg + f¥sinp =
= (cos’cp - i gcos psin? ¢ + 5 cos @ sin* vp) +
+i(5cos‘qpsintp—'; ;cos ¢sin®¢ + sin® (p)
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Iz jednakosti kompleksnih brojeva slijedi:

cos 5@ = cos® @ — 10cos* gsin? @ + 5 cossin 4 ¢.

sin 5@ = sin® @ — 10sin® ¢ cos? ¢ + 5sin @ cos* g.

2. Izrazi tg 6¢ s tge.
__sin 6¢
8oy = cos 6@

Postupamo na isti nalin kao u primjeru 1., pri éemu odmah uzimamo u obzir, da su parne
potencije imaginarne jedinice i realne, a neparne imaginarne.

Dobivamo prema cos 6 ¢ + isin 6@ = (cos @ + 1sin ¢)8:
sin6bp = (?) cos¥psing — (g) cos? ¢ sind ¢ -+ (g) cosgsin® g =
— 6cos* @sing — 20cos? psin® @ + 6 cos g sin’ .

N S £ 4 cin2, L (6 2 pcin® o — —
cos hg = cos S (2) cos*gsin‘ g + (4) cos“@sin®“@ — sing

= cos®@ — 15 cos* @sin? @ + 15 cos? @ sin* ¢ — sin® ¢,
¥ ' 14 L4 4

2QCwe — 1012’y + 18°¢)

g 6@ = —- - = [brojnik i nazivnik podijelimo s cos®¢] = 115 tg%p + 15 igp — (g%

3. Izrazi cos8x i1 sin7x pomocu potencija cos x i sin x.
[‘cos 8x = cos® x — 28 cos® xsin? x + 70 cos* x sin* x — 28 cos® x sin? x -+ sin® x;]

sin7x = 7cos®xsinx — 35cos *xsin®x + 21 cos? xsin®x — sin” x

Ad 2) Neka je a:cosqp+isintp,"+ a® =cosng +isinneg

tada je a”! =cosgp —ising | T a”" =cosng —isinng —
. a4+ a1
tada je cos ¢ = ——g
i
) a—a™ ! (a)
sing = - —-——
v 21
a”+a™"
dok je COSH (P == — .
! - ’ 2 . 2cosnp =a"+ a" |
: a"—a”™"? paje | (b)
sinn g = —-- 2isinng = a" — a™".
2
Primjeri

PrikaZi zadane potencije trigonometrijskih funkcija argumenta @ u obliku trigonometrijskih
polinoma mnogokratnika ¢.

1. sin” ¢.
sin*@ = [prema (a)] = (3;9:)3_ a*—-3a*a"' +3aa72 - g3
e ) T =83 =
a>-3a+3a"'—a? (a®*—a"H—-3(@—a"?)
- 87 - —8: = [prema (b)] =

_2tsin3p —3 - 27/sing sin3@ — 3sing _ 3sing —sinlg
a —8i - —4 B 4 '
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. Cos* @.
a+a!

.
) ) =ilg(a"+4a’a"‘+6a’a"+4aa‘3+a-‘)=

cont g = [prema ()] = (
1

=

(a* +4a®2+6+4a2 +a")=-ll—6[(a‘+a")+4(a’ +a-*)+ 6] =

16
= [prema (b)] = %(2::03449 + 8cos2¢ + 6) = cosde 48C052¢+ 3,
. sin* . [—;— (cos 4 — 4 cos 2tp'+ 3)] .
. cos’ . [-11—6(c035tp+5cos3tp+l0cosq9)] .
. cos® @. [3—li(cos§<p+6cos4tp+ 15c052¢p+10)].

5. Korjenovanje
1
n n . .
Trazimo izraz za )z, gdje je z =r (cosp + ising), dok je n cijeli
pozitivni broj.

a. Eksponent radikanda z je

Pretpostavimo da je f"z" neki kompleksni broj g (cos ¢ + ¢siny), tj.
f’E’ = o (cosy + isiny), (a)

o i y odredimo tako, da jednakost (a) dignemo na n-tu potenciju.

Dobivamo:
z=r(cosg + ising) = p" (cosny + isinny).

Iz jednakosti kompleksnih brojeva slijedi:
e"=r, paje o=V7

p+2km

7 3gdjeiek=03 il: iz:

i ny=¢+2kmn, paje =

Uvrstenje u (a) daje:

Cos R k + i sin -—-—n—-——) (11)

gdje za k uzimamo samo z vrijednosti i to k =0, 1,2, ... (n — 1). Formula

(11) kazuje da svaka od »n vrijednosti |7§ ima isti modul [7?, dok je argument

¥

prve vrijednosti .-, a povecava sz svaki put za g’—;-" pri povecanju & za jedinicu.
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Odatle slijedi da }z za bilo koji broj z # 0 ima n razlicitih vrijednosti,
koje leze u vrhovima pravilnog n-terokuta upisanog u kruZnicu polumjera
f/ 7 sa srediStem u ishodi§tu koordinatnog sustava.

Iz gore navedenog slijedi, da su zbrajanje, oduzimanje i potenciranje na
cijeli stupanj jednoznalne operacije, dok vadenje Kkorijena n-tog stupnja,
gdje je n cio broj, daje uvijek n razli¢itih vrijednosti. '
Primjeri

Izratunaj i prikaZi graficki

6 -
1. w = I/z, gdieje 2= —6+1i6 |/3.

Prelazimo na trigonometrijski oblik radikanda z:

r=V36+36-3=V3%6 4=6-2=12

’

@o = arctg §—z—3- = arctg |/§ = i;— za II kvadrant ¢ = (n — —735-) = %n = agrc¢ 120°,
pa je
2o =12 (cos—i— 7+ 1sin i— n) = 12 (cos 120° + ¢ sin 120°).
Prema (11):

3 + 181 3

= ,50[cos(20° 4 60° - &) + £sin(20° 4+ 60° - k)] £ =0,1,2,3,4,5.

) =

6 65 _ o °, ~ ° o,
I/le/lz(mlzo +360° -k, . 120° + 360 k)=

k=0 w; = 1,51 (cos 20° + ¢sin 207) = 1,51 (0,94 + 10,34) -== 1,41 + {0,5).

k=1: w; = 1,51 (cos 80° + ¢sin 80°) = 1,51 (0,17 + 7 0,98) = 0,26 + ¢ 1,47.

k—=2: w3 = 1,51 (cos 140° + 1sin 140°) = 1,51 (—0,77 + {0,64) = — 1,15 + £ 0,97.
k=13: w4 = 1,51 (cos 200° + §5in 200°) = 1,51 (— 0,94 — 1 0,34) == —1,41 — 7 0,51.
k= 4: ws = 1,51 (cos 260° + 1sin 260°) = 1,51 (—0,17 — 1 0,98) = —0,26 — i 1,47.

k=5 ws = 1,51 (cos 320° + isin 320°) = 1,51 (0,77 — £ 0,64) = 1,15 — i 0,97.

Idemo li dalje pa uzmemo da je k = 6, dobit
¢emo

ws = 1,51 (cos 380° + i sin 380°) =

= 1,51 (cos 20° + § sin 20°) = w,.

6

Vidimo da :e vrijednosti l/z ponavljaju.

Budué¢i da je stupanj korijena paran (6),
w; 1w, w;iws w;ziwg

¢ine tri para kompleksnih brojeva, koji leZe si-
metri¢no 8 obzirom na ishodifte O.

Stika 21. Vidi sl. 21.




3
2. 0=)8+i

3
o = |/8,06

3 + 151 3

o4y o, ] ' o,
(cosTl’0+360 k ..n710+360 k) 0z k=0, 1, 2

I rd
.ow=)8— 6

Taj zadatak rijeli na dva nalina: prema
formuli (11), a zatim pomoéu supstitucije

V8 —6i==x+iy.
[wl=—3+l-,wz=3""‘l-]-

4. Na isti nadin izrafunaj X
a) V1 + 1. [+ (1,11 + i 0,456)].
b 2—i2V3. (£ (V3 -9l
‘ —— —
5. 0=} _34. Slika 22.

Taj zadatak rije§imo tako da numeri¢ki odredimo samo @, a zatim prema slici olitamo
vrijednosti w,, w3 i wy,.

‘—- —_—
z= --4; r= I/4 = I/Z = 1,42; prema slici 22: @o = 7.

W = ]/i [cosAn—-*-—z——k“+ :'sin2 + an]

Zak=0:
Wy = Vi(cos%+fsini;—) = Vi(‘{%+ i '/2) =1+

Rifemo w;, w,, w3 i ws i otitavamo te vrijednosti prema slici 22.

w3=—l+i; w3=—1—i; w4=l—i.

6 Lz 3+il3. —3FiV2
6. Na isti natin odredi w = }/—27- [j: iV3; —, = —3 |
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Primjena formule (11) na rjeSavanje binomnih jednadZbi. Pomocu
formule (11) za ratunanje vrijednosti f/E' rjeSavaju se binomne jednadibe.

Primjeri
Rijedi uz grafi¢ki prikaz zadane binomne jednadibe,

1. x* +32¢{=0.

5

Kako je x = VSZA;', prikazemo broj —f u trigonometrijskom obliku uzevsi u obzir
da je x5 = —32¢{ = 32 - (—1):

—1 = cos (—90°) + 1sin (—90°),
pa je

x* = 32 [cos (—90°) + i sin (—90%))

—90° 4+ 360 - & . .. —90° + 360° - k
x=2 [cos 5 + isin 3

ili
x = 2[cos (—18° + 72° - k) + isin (—18° + 72° - k)],

gdic ie k = 0; l, 2, 3, 4-

x; == 2(cos 18° — ¢sin 18°) = 1,90 — 7 0,62.

x3; = 2(cos 54° + 7sin 54°) = 1,18 + 1 1,62.

x3 = 2(cos 126° 4 isin 126°) == —1,18 + 1 1,62.

xq = 2{cos 198° 4 fsin 198°) == — 1,90 — 7 0,62,

xs = 2(cos 270° + ¢sin 270°) = —21.

2. x3— 8 =0, [2; —1 + 5 }/3).
3. %6 | 64 = 0. (£24 + V3 ).
4. x* — 81 = 0. [£3; £ 34].

b. Eksponent radikanda z je —gi # n

Sad uzmimo opceniti)i slu¢aj: neka eksponent radikanda z nije —,]l-, |
ved -21 # n, gdje su p i ¢ pozitivni cijeli uzajamno prosti brojevi, tj. uzmimo

Qi

2
l
v

_a
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Prema formuli (4) prikazimo z u opéem eksponencijalnom obliku:

PR 1 (2 X L N L L

>

gdje je
k=0, +1, +2, +
Tada je
9, __ » — i j 2k 1 —
) 2® = qzl/rp.ewq.e' J (12)
e

pri ¢emu je e ¢ — 1 toéno onda, ako je & mnogokratnik od ¢ i stoga & %‘ cio.
Zato je dovolino uzeti £ =0, 1, 2, ..., ¢ — 1.

Neka je p = 1. Tada je

—
|
[~
S
]
Y
-

2Kz

2n __ opseg kmga = arc ¢, pa zakljutujemo da Vz" ima ¢ razlicitih

Znamo da je =
vrijednosti za £k == 0!1 2, ...y (@ — 1), ko;e lee u vrhovima pravilnog
g-kutnika upisanog u kruZnicu polum;era 1/1*" sa sredistem u ishodi$tu koordi-
natnog sustava. Taj mnogokut ima stranice kojima odgovaraju sredidnji ku-

tovi %P pri ¢emu k prima vrijednosti 0, 1, 2, ..., (¢ — 1), dok za vrijed-

nosti & koje su vece od (g — 1) vrijednosti korijena se ponavljaju.

Prema tome formula (12) u trigonometrijskom obliku tj. z = r(cos g +1 sing)
glasi:

(12)’

VZ" l/r’[cos(pp+3q60 p.k+ism ‘PP+3:0 p-k],

gdie je
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Primjeri
i 2
Lo= 2+ =@+
z=2 4= [r — V5 p=arctg —; = arc 26°30'] = '3 (cos 26°30° + 1 sin 26°30").

Ratunamo prema (12) uzevii u obzir, da je r = 1/5, p=2,q9=3, ¢ =263 i
kR=20,.1, 2.

Dobivamo:

3 — 3 B e ° ’ . - . . o ’ N - L .
w = Vst = V5 [COS 26°30 2; 602k .. 26°30" -2 +37360 2 k]

il
@ = J5[cos (17°40° + 240° - k) + isin (17°40" + 240° - &)], gdje je k=0, 1, 2.

k=0: w, = 1,71 (cos 17°40" + isin 17°40") = 1,71 (0,95 + i 0,30)

kR=1: w;=1,71[cos (17°40" + 240°) + i sin (17°40’ + 240°)] =
= 1,71 (—cos 77°40" — ¢ sin 77°40") = 1,71(—0,21 —~-10,98).

k=2 wy = 1,71{cos (17°40" + 480°) + i sin (17°40’ + 480°)] =
= 1,71 (—sin 47°40" + ¢ cos 47°40") = 1,71 (—0,74 + { 0,67).

Vidi sl. 23.

Slika 23,

‘ —_— . P
2. Tzratunaj }' (1 + i V3)? prema formuli (12)'.

(2,37 + )5 2370 —6); 2,37(—1—1); 2,37(—1 + ).



§ 3. SVOJSTVA KONJUGIRANO KOMPLEKSNIH BROJEVA.
O KORIJENIMA ALGEBARSKIH JEDNADZBI S REALNIM
KOEFICIJENTIMA

Znamo da dva kompleksna broja, koja se razlikuju samo u predznaku ima-
ginarnih dijelova, ¢ine par konjugirano kompleksnih brojeva. To su

z=x+iy i z=x—iy i 2¥=x—1Y,
odnosno u trigonomatrijskom obliku
z=r(cosp +ising) i z =r(cosg — ising)
ili u eksponencijalnom obliku
z=re?® i z=re’
Kako je z =0 kad je x =0iy =0, tako je i 2 =0, kad je 3 = 0.
Ocito je da je
z4+2=2x=2R(2),
z— 3 =21y =21{J(2)
(vimaginarni dio« I (z) je po definiciji realni faktor od 1).
z-z=|2|% jerje 'x2 +y2 Yx*+y? =x>+y?=|z]3

Cé):*z*:z, ier ieézz*:x-—i}’: pa ic:é:———'*z*:x +1y=3

v+ . v s Z = - 2z
Pokazimo jo$ da je =* = w, ako je = = w.
22 41
b4 “» . - .
Iz;i = o slijedi da je 2, = 2, - w, pa je
2
_ e R . 2y _
2, =(z2; -w) =z, - w, a odatle je — = w.
22

Vrijedi opcenito:
Ako smo nad kompleksnim brojevima
Z1s S35 B3y ey Zn

izvrdili konacan broj operacija (zbrajanja, mnozZenja, dijeljenja, potenciranja i
korjenovanja) pa smo dobili rezultat w, tada iste operacije izvedene u istim redo-
slijedu’ nad pripadnim konjugirano kompleksnim brojevima :

=AY éza 23y -0y :é'n
daju konjugirano kompleksni rezultat w.

Drugim rije¢ima, ako u jednakosti sve kompleksne brojeve zamijenimo pri-
padnim konjugirano kompleksnim, dobit ¢emo opet jednakost.
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Npr. Zy + &y =(xy + x;) +i(y; + y2) = o,
Zy 2, =(x; +x) —i(yy +y,) =0.

Zyoa2g = (xy x, -~y1y2)+i(x1y2+x2y1)=w, (a)

2, -52=(x1x2—y,yz)wz'(x1y2+xzy1)=§. (b)

Uzmemo It u(a) i (b), da je 2, =2, =2 i 2z, =2, =2z, dobit éemo

g2 = (a7 =y + i 4y = o,
2P =(x? —y?) —i(x® +y7) =, 4. (22 = ()%
53 =22%.z == W,

2 =(8)? 5 =) 5=, ali (22" =@ pa je (3)° = (z%) = o.

Iz navedenog slijedi:

Y

2)

Ako je xy = x + t{y jedno 'rje§enje algebarske jednadZbe n-tog stupnja s real-
nim koeficijentima:

QX"+ @y X"V o Fayxt4a; x +a,=0,
t). anxS—Fan_lxc’i"l-l-“-+azx3+alxo+0020,
tada jo x¢ = x — ¢y takoder korijen te jednadZbe,
tj. nXy + a1 x5+ - +ayxtta;xo+ ag =0.

Kompleksni Kkorijeni algebarske jednadZbe s realnim koeficijentima dolaze
uvijek u parovima kao konjugirano kompleksni, pa polinom s realnim koefi-
cijentima moZe imati samo parni broj imaginarnih nulto¢aka.

iz osnovnog teorema algebre, da polinom n-tog stupnja s realnim koeficijen-
tima ima uvijek n nultoCaka realnih ili kompleksnih, slijedi da jednadzba ne-

parnog stupnja mora imati bar jedan realni korijen, dok jednadZba parnog stupnja
ne mora imati realne korijene.

Znamo da lijevu stranu algebarske jednadZbe
a,x" L a,_ x"" v+ o a,x?+a x+a, =0
mozemo rastaviti u faktore
@y (x = x1) (x — x3) ... {x — Xn) = 0,

gdje su x,, x,, ..., x, Korijeni te jednad’be. Ako je x = aq, -+ i b,y korijen te
jednadzbe, tada ¢e u rastavljenom obliku jednadibe doéi faktor oblika

(x — dg — ibo).

Budu¢i da ¢e-u tom slucaju jednadzba imati i pripadni konjugirano kompleksni
korijen ¥ = ay — i by, uci ¢e u jednadzbu i faktor

(x —aqg 4+ 1by).



Spojimo li ta dva faktora u jedan, dobit ¢emo kvadratni trinom s reainim
koeficijentima:

(x—“ao*—‘ibo)(x_ao‘{”‘ibo)ﬁxz nzagx+a(2) + bg.

Prema tome: svaki polinom s realnim koeficijentima mozemo rastaviti u faktore,
s realnim koeficijentima koji su polinomi prvog ili drugog stupnja.

Primijetimo jod da broj razli&irih nultoCaka polinoma moZc biti manji od
stepena n polinoma, jer se neke nultotke mogu medusobno podudarati (viSe-
striuke nultoCke), ali broj nultocaka, odnosno korijena algebarske jednadzbe
n-tog stupnja bit ¢e uvijek n, ako korijene brojimo prema njihovo) mnogo-
strukosti. Npr. jednadzba 5-stupnja x? (x — 8)® == 0 ima dvostruki korijen
x, , =0 i trostruki x3 45 = 8, pa ih ukupno ima 3.

Primjeri

Odredi sve nulto¢ke zadanih polinoma, odnosno sve korijene zadanih jednadibi.

1. x*—4x3 - 2x*+44x—-39=0,
ako je poznato, da je x; = 3 + 21 jedan od korijena te jednadZbe.

Kako kompleksni korijeni jednadibe dolaze uvijek u parovima kao konjugirano kompleksni,
bit ¢e x, = 3 — 2¢ drugi korijen zadane jednadibe.

U drugu ruku znamo, da algebarska jednadZba IV stupnja ima 4 Kkorijena realna ili
kompleksna. Da odredimo taj drugi par korijena, .podijelimo jednadibu s

[x -G +20]-[x—~ 3 ~2]=x* —6x + 13,
Dobivamo ,
x24+2x—-3=0,

a odatle je
x3 =1 i X4 — 3.

2. x* + 6x> 4 9x* + 100 = 0.
Prikafemo li jednadZbu u obliku
x2(x2+6x+9)+ 102 =0 ili x*(x+ 3)* 4 10? = 0,
mo¥emo njenu lijevu stranu rastaviti u dva faktora:
[x(x+ 3)+ 10¢] - [x(x+ 3)—10¢] =0
pa imamo dvije -kvadratne jednadZbe koje rijeSimo:

x24+3x4+10§i=0 1 x*4+3x—101=0.
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Rijefimo prvu jednadbu:

3
2

X1,2 = —

+ —;-V9— 405 = _%i —;—w, gdie je w = /9 — 407, pa je
X1,2= —— + . (a)

Stavimo [/9 — 40i = a + bs |2

9 — 401 = (a2 — b?) + 2abj,

paje a* —b*=9, gb= —20, a odatle je b=;2-9~

'

Uvritenje u a? — 52 = 9 daje a* — 9a2 — 400 = 0.

P

Slijedi: ay,2 =+ 5, a3 6= £ 44, paje w,, =+ (5— 41,

Uvritenje u (a) daje
Xy =1—21{ i x3=—4+ 21,

Na isti nadin rje3avamo i drugu jednad?bu

x4+ 3x— 105 = 0.
Dobivamo:
x3=1+2f i x4:_4—2i.

3. x* +2x* —24x + 72 = 0.

Prikazimo zadanu jednadbu u obliku:

"‘+4ia ~-*4Jnc’3—_l6x2 4+ 12x% + 6xi;48x+24§+ 72 =0

0 +2x" —24x
pa je
x2(x? + 4x+ 12) —4x(x? + 42+ 12) + 6 (x* + 4x + 12) = 0
i
(x*4+4x+ 12)(x* —4x + 6) = 0.
Slijedi:

x4+ 4x+12=0 i x,,,=-2+i2}32,

X2 —4x+ 6=0 i x3,=2+i)2

4. x* - 6x> + 11x* —2x — 10 =0,
ako je x; = 2 — i, ’ [x2=2+14%x3,=1+ l/i].
5.4x% — 24x3 + 57Tx% + 18x — 45 = 0,

ako je x; =3 +i)6. [x3=3_i|/€5x3,‘=iz23_]_
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§4. BESKONACNI NIZOVI I REDOVI KOMPLEKSNIH BROJEVA

Nizovi kompleksnih brojeva imaju opéenito oblik:

Zyy Z3y Zas veey Bpy ..
gdje je
Zy =Xyt 1y, m=1,2,3,..).

Grani¢na vrijednost ili limes niza kompleksnih brojeva definira se na
isti na¢in kao u realnom podruéju: niz kompleksnih brojeva, kojemu je op€i ¢lan
%, ima za limes Cvrsti broj ¢ = a + b4, ako apsolutnu veli¢inu razlike | 2, — ¢ |
moZemo naciniti po volji malenom ¢im n uzmemo dovoljno velik, tj. ¢im idemo u
nizu dovoljno daleko.

U tom sludaju pisemo

lim z, = c.

=00
~

NuZni i dovoljni uvjet da broj ¢ = a + b: bude limes niza kompleksnih
brojeva

Xy iy, X2 T 1Y X3+ V3 oo X F 1Y ..
glasi da u tom sluéaju mora biti:

limx,=a i limy, =b.

n—=00 f—-00
Konvergencija, odnosno divergencija beskonadnih redova kompleksnih
brojeva definira se takoder kao u realnom podrudju (Vidi Repetitorij vise ma-
tematike, Dio I):
Red w, +w, + ws + - + w, + .., kojemu su elementi kompleksni bro-
jevi
- w, —u, +ivl, W2=u2+ivz, w3"-"u3+iv3, caay

konvergira, ako konvergira njegov niz parcijalnih suma i ima za limes kona&ni
odredeni broj.

Da red kompleksnih brojeva konvergira nuZno je i dovoljno, da konve giraju
posebno red realnih dijelova .

Rw,) + Rw,) + R(ws) + - + Rw,) + -
i red imaginarnih dijelova
T w) + I(w,) + T (ws) + - + I(w,) + -

- ¢lanova zadanog reda.
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Ako su §; 1 §, sume tih redova, tada je kompleksni broj S =8, +1 8,
suma zadanog reda kompleksnih brojeva

wy Fwy +wy A+ Fwat
17 tem e slucaju

lmw, =0, tj. lm»n,=0 1 limv, =0.
n oo n—co [ amadad
Ako konvergira red apsolutnih vrijednosti zadanog reda kompleksnih bro-
jeva

R R A R N R A PN

tad: se kaze da red
wy, +w,y + w3 + - +w, + -

Ezenvergira apsolutno.

Kao i u realnorn podrudju definiraju se redovi potencija kompleksnih brojeva
ag + ay (2 —20) + az(z—20)* + - +an(z—20)" + -

adje su ag, gy, @2, ..., @, ... kompleksni brojevi, pri Cemu su koeficijenti reda
razlic¢iti +-d nule, a 2 je kompleksna promjenljiva.

Kao u realnom podruCju radij konvergencije reda R odreduje se prema
formui
.| a
R =lim| "
N> o0 an+l

Ako taj limes postoji, red konvergira u krugu |z — 2o [< R, a divergira
izvan tog kruga, tj. za one vrijednosti z Koje zadovoljavaju nejednakost | z — z4 | > R,

Primjeri
t. Tspiraj konvergenciju zadanih redova i1 odredi njihove sume,

NS S N NS U
IR AR PR C e T N L) P

hY
Rastavimo zadani red u red realnih i red ¢&isto imaginarnih brojeva:

f 1 1 1 . 1 1 1
P+?+Z+§+mymb+?+3+ﬁ+m)

[Oba reda konvergiraju, jer su njihovi &lanovi €lanovi pada—J

ju¢th geometrijskih redova, kojim su kvocijenti -;? i —%— <1
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za sumu konvergentnog geometrijskog reda

Prema poznatoj formuli § = a, i
13
1 2

imamo:
L - =2 i §;=
1-3

Slijedi : zadani red kompleksnih brojeva konvergira i suma mu je
s=s,+sz=z+%i.

L 4 0,001 :‘) ¥ o

2) (1 + 0,19 + (%+0,01f) + (3
Promotrimo redove realnih i imaginarnih ¢lanova zadanog reda:

1 1 .
l+'i‘+’§‘+"' 1 0,l+0)01+0:001+"-.

Prvi red divergira, jer je harmoni&ki red. Slijedi: zadani red kompleksnih brojeva divergira,

jer divergira red realnih ¢lnnova zadanog reda.

. 2 3., 3 .
3) (—;—+-§—:)+ (?+T‘)+ (—-4_+%1)+
Promotrimo red realnih i red imaginarnih &lanova zadanog reda:

1 2 3 . 2 3 4
'E+‘3—+T+"' 1 —§-+T+-5'+---.
Oba reda divergiraju, jer su &lanovi tih redova veéi od pripadnih ¢lanova divergentnog

harmoni¢kog reda. Slijedi: zadani red kompleksnih brojeva divergira.

1 1. 1 1. 1 1.

9 (‘s“‘z“)+(5§‘?')+(l—z§—?')+
' 1
4

Oba reda konvergiraju, jer su geometrijski, kojim je kvocijent ¢ < 1. §= 1.

2. Da li zadani red konvergira apsolutno
'y 2 '\ 3
l+:) + (l +;) 4o

144
z+(2 7)

n" .
1+ zadanog reda potencija.

Prikazimo u eksponencijalnom obliku op¢i &lan w, = ( 2
Kako je
: n
W ] - 2 n L]
w, = (l—%) = [r= V2; ¢ = arctgl = %] =§-;c"‘ = —lg—e"‘ >
22
bit ¢e
1
le l = —
22

4 B. Apsen: Repetitorij vile matematike
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Red apsolutiih vrijednosti modula zadanog reda tj.

1 1 1 1 1
—'_l"+'2”+-§+§3+—3'+
22 2’ 22

¢ini beskonacni geopetrijski red kvocijenta ]1 < 1, pa taj red konvergira. Slijedi: zadani
red kompleksnih ﬂroieva konvergira apsol&tzno, jer konvergira red apsolutnih vrijednosti
njegovih &lanova,
3. PokaZi da red
T4 4D+ 5+ D74 L4034 e

konvergira apsolutno.

4. Odredi podrudja konvergencije zadanih redova potencija

1) Vj; fle— 1)+ (-'{%i")z(z D24 (V§3+ ‘)3(z 1) e

Kako red potencija konvergira u krugu polumjera | & — 2, | < R, odredimo radij R kruga
konvergencije zadanog reda.
3

l n . 41
R=lim |2 | = lim | == | = (y§+l) = e =
nsoo | @ns1 | memoo (Kg-i*f) noo 3% (¥341) [V3+i] 2
3 |
. n . 3 . 3
Podrugje konvergencije zadanog reda je krug |z — 1 | < > polumjera 3

PrikaZi ga grafi¢ki!

zz z:l z* zl+l
2) z + 21-** '3'§+"'+”_!+(”—+—m+"'.
Ratunamo
R=1lim |2 | =tim @D i b 1) = .
n—oo | Gug1 700 nl n—00

Zadani red konvergira u &tavoj kompleksnoj ravnini z.

DeE—-1T-D+21@-1-D*+3l(z~1—)>+ -,
[Red konvergira samo u todki 5 = 1 + 4],

5. Ispitaj konvergenciju zadanih redova:
1, 1 1. 1 |
(1+ 29+ G+ 79 + Gz + ) +

(e ) e )+ (e ) o

[Divergiraju).
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§ 5. ELEMENTARNE FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMJENLJIVE

1. Eksponencijalna funkcija
Tu funkciju definiramo za bilo koji £ = x + ¢y formulom
w=2¢ = =¢"(cosy + isiny). (13)
Pretpostavimo li da je eksponent realan, tj. da je y = 0, dobivamo
e =¢e*(cos 0 + i8in0) = ¢,

Vidimo da se za realne z = x definicija podudara s obi¢nom i da je modul izraza
& =¢e**" jednak ¢*, dok je njegov argument y.

Za eksponencijalnu funkciju vrijedi

&% - ef = ghth | . = e‘:".,
jer je
v 4

eh - e =¢"(cosy; +fsiny,) - eS(cosy, + isiny,;) =
=t [cos (¥, + ¥2) +isin(y,; + y,)] = BT O+ =

= Gt F O Hly) — o7tz
DokaZi na isti na¢in drugu formulu!

Eksponencijalna funkcija je periodska s ¢&isto imaginarnim periodom 2 ni,
jer za bilo koji cijeli £ imamo
ex+ nkl e - ezntl — 8’,
pri ¢emu je prema formuli (5) e2** =1,

Uzmemo li u formuli (13) x =0 i y = ¢, dobivamo Eulerovu formulu
e =cosp + ising.

Primjeri
Izratunaj

s"—' 11—y
l.e? i e 2,

Prema (13) imamo:

I
e————
®
t
(=]

H ==£=° f_ "iz'
kY 2] e (cos2+zs1n2) 3

cl_ig=e[cos(— -—'g») +isin(-- %)] =e i(—1) = —ei.
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2. e+, [—e? = —17,389).
3. e—l-3l_
e=2-3 — ¢=2[cos (—3) + isin (—=3)] = ;li(cos 3—14sin3) =

=t
= 2,721

- 714 (cos 171°54" — ¢sin 171°54") = 0,135(—0,99 — § 0,14) = — 0,134 — i 0,019.

[cos (3 - §7,3°) — §sin (3 - §7,3°)] =

4. 231, [—7,315 + i 1,043],

5. e 2, [cos 2 — §sin 2).

2. Logaritamska funkcija

Logaritamsku funkciju definiramo kao inverznu funkciju od eksponencijalne
funkcije:

Broj w je logaritam broja z # 0, tj. w = Lnz (oznaka funkcije je Ln),
ako je e = z,

Uzevsdi da je 2 =re'% a w = u + 1 v dobivamo
eu+!v =y elqp
ili
e’ - e!u =y - etqp’
a odatle slijedi: e =7 i &' = £'%, pa je
v=¢+2kn, gdieje k=0, +1, + 2, ...
dok je u =In7, a to je obi¢ni prirodni logaritam pozitivnog broja r,
Kuko je w = Lnz = u + i, dobivamo:
w=Lnz=Inr+i(p+2kn)=In|z|+iArgz (H4)
R=0, +1, +2,....

Iz navedenog slijedi, da je Lnz beskonatno mnogoznatna funkcija i @
za k = 0 dobivamo glavnu vrijednost logaritma, koja se oznacuje s In 2, pa je

Inz=In|z|+iargez. (14)
Ako je z realni pozitivni broj, arg z = 0, pa je
Inz=In|z] (14)

Vidimo da se glavna vrijednost logaritma realna pozitivna broja poduda
s obi¢nim prirodnim logaritmom toga broja.
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Kako vidimo, periodi¢nosti eksponencijalne funkcije odgovara beskonalna
mnogozna¢nost logaritamske funkcije. Sliéni odnos imamo i u realnom podrudju,
npr. izmedu cirkularnih i ciklometrijskih funkcija. Dok su cirkularne funkcije
periodske, cikldmetrijske su beskonaCno mnogoznacne.

Poznate formule za ratunanje s logaritmima realnih brojeva vrijede i za
kompleksne brojeve.

Ln(z, - z,) = Lnz, + Ln 2,, jer je prema (14):
Ln(z, - 2;) =In|z, - 2, | +{Arg (2, - 22) =In(|z,]" |22 ) +

+i(Argz, + Argz,) =Inlz, |+ In|2, |+ iArgz, +iArge, =
=(n|z,|+iArgz,)+(n|2, |+ {Argz,) =Lnz, + Lnaz,.

PokaZi na isti nadin, da je

2
Ln 5,—1— =Lnz; — Lnz,,
2

ILn(z™) =n- Lns,
Ln jz =4 Lnz.

Primjeri

Izratunaj Ln z za
tLz=lz=d;2z=—1liz= —i1.
Radunamo prema {(14):
Lnz=Inr 4 {Argz, gdic je Argz=¢ + 2k, k=0, £, £ 2,....

Zaz=1: r=1¢=0:

Lnl=In1+i(0+2kn)=0+4i2kn=4i2kn;In1=0, k=011 £2,...

. . . ., T
Ln:=:(%+ an); lnsm——:?-

z2=—1: r=1, p=m,
Ln(—D=Inl+i@+2kn)=ixRk+1); In(~1)=imn
z = —f: r=l,cp=-g--

Ln(-|‘)=i(— 2+ an) _ (Zk— é—)u;; (=) = — Zi.
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2.Ln(l + ).

r=V1 l=l/2; Argz=arctgl+2kn-%+2kn.

+ Zkaz)ﬁ—;— . 0,693 + i(}+ an) = 0,347 +in(2k +0,25);

n

Ln(1+i‘)=an§+i(4

Il +0)=2m2+i7.

2 4
3. Ln (5 — 30).
ro= V3Z; argz = arctg (:5—) = — arctg 0,60 = — arc 31° = —0,54.
Ln (5 — 31) i—%ln 34 + i (0,54 + 2 k) ,;_—;-- 3,53 + i (—0,54 + 2 k71) =

= 1,77 + 1 (—0,54 + 2 k 7). k=0, £ 1, +2,....

4 Lottt

1 —1
1+¢ A+HA+30) l+2i—l= o - .=.'(’_' )
Lnr—:i—Ln————l+l —Ln—————*2 Ln i = [vidi 1. primjer] 12+2kn

5.Ln (2i— V=
w=LonQRiFiVH=Ln2+ VD

Kako je ry, ; == |2 F l/'_l|; py = 7, @2 = 0, dobivamo

w,=ln|2~l/5|+i(—n+2“kn); wy; = In(2 + |/7)+i2kn.

6. Ln(—2 +1).
r= ]/55 P =arctg:l§ =g — arctg 0,5 = n — 0,463 = 2,679.

Ln(— 2+i)i%—1n5+i(2,679 + 2km) = 0,805 + 2,679i + 2 ki

7. Ln(—3 + 44). [1,61 +i {2k + 1)x — 2,21})
8. Ln(3 +iV3). [anI/i—l—i(Zk;l:—;—)n].

9. Izratunaj Ln 2z za

Dzw=2; Dz=—2; Nazs=24; Hz==2i; SHa=i—V3; 6) z2=2—iVi
DIn2+2knmi; 2)In24+ Q2k+ 1)7i; 3)1n2-i—(2k+—;—)ni;

Hin2+ (2k- l)ni; 5) ln2+(2k+-2~)ni; 6 1n6+£(2k---;-)n

o \

|
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3. Trigonometrijske m .

Znamo da zbrajajuéi i oduzimajuéi I i 11 Bulerovu formuly za ' i ¢='*
(vidi npr. Repetitorij viSe matematike, Dio I. od istog autora), dobivamo za
funkcije sinusa i kosinusa realne promjenljive x izraze '

ix -ix
ginx = & ;i‘ ’
tx -ix (a)
oS X =¢_-%c_.
Te formule vrijede i za kompleksnu promjenljivu £ =x + iy:
iz ~-is
sin g =-8——_7_-’.£——:
4 -is (15)
cos g = f-—"'zL—:
a odatle slijedi:
. iz -~z 24z
_sing_  .e —e _  .e —1 . __Cos g
BE =tz Papen tamyy ' 85T gns

jer za realne z, tj. za 3 = x (y = 0) dobivamo gore navedene formule (a).

Lako se moZe pokazati da su trigonometrijske funkcije kompleksne pro-
mjenljive satuvale vedinu svojstava trigonometrijskih funkcx)a reaine prom;enlnvc
Tako, na prnm)er, iz perlodnénosu funkcije ¢, kojoj je period 2 mi, slijedi da
funkcije sin z i cos # imaju period 2 x, a tg & i ctg 2 period 7.

PokaZzimo to: _
1(z + 2m) e-l(l+ ix)

sin (# + 2 n) = [prema (15)] =& -2—:' =
iz -1z
— -1——.[8‘“' 2l __ p-iz—2al] — € _—¢ _—gingz.

2:

PokaZi isto za cos z.

Isto tako se moZe pokazati da su za trigonometrijske funkcije kompleksne
promjenljive ostale na snazi formule iz trigonometrije realne promjenljive.

PokaZimo da za sin z i cos 2 vrijedi poznata formula sin? 2 + cos? 2z = 1:

. iz -1z iz ~iz 2z -2z
sin’z+cmiz=(&%w)z+(¢ + e )zzc —2+4e +

2 2 —4

32“ + 2 + e—llx
4

+ =_‘1{(-_ezu+2_e—ztz+ezu+2+e—zu)___‘14_.4=1,
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a takoder poznate formule za zbroj, odnosno razliku argumenata imaju formalno
slican coblik:

sin(x +iy) =sinxcos({y) + cos xsin (i y).

: : e’ +¢ et o e’ —& .
Fako je prema (a) cos(fy) = 7 = chy i sin(iy) = g = sh y,
dobivamo 1
sin(x +1y) =sinxchy + 7cos xsh y.
Na isti na¢in dobivamo (16)

cos{x +1y) =cosxchy ¥ isinxshy.

Medutim  za razliku od trigonometrijskih funkcija realne promjenljive
modul funkcija sin z i cos z moze biti veéi od 1, ¢ak po volji velik.

Tzrelunajmo npr. cosi i sint prema formulama (15):

it -i-1 -1
cosi =& + e o= £ +eml(e+-£—)il,543,

2 2 2
sint=2— """ =" (et —e) == e — ) =1,174
21 2 t( ) 2 ( ) ’
Primjeri
Tzratunaj:
1. cos {5 — 1) = [prema formuli cos (a — f)] = cos 5coss + sin 5 - sint = [prema (a)] =
cos 5 - (e n —L) +sin5 - (e _ -1—) = 0,438 + i 1,127.
_ 2 e 2 e
2. sin (1 -- 5¢) = [prema formuli sin (a — )] = sin1 - cos 5¢ — cos 1 - sin §§ = [prema (15)] =
. eSl-l+e—51-l eSl-l_‘—Si'l— 1 R l ) " (’ l .
= s ] 5 — — cos 1 ——ET~—~——7(e +;3)sm1 7 e -e—,)cosl__.
=2 62,45 — 1 40,09,
3. sin (1 + 21). [—3,16 + 1 1,96].
botgi o [ rema tg z = i) i z—:'] L St SN Rl Y
B PrEmATRE = P AT T T T I T T oS+ 1
_ . —0865 .
t 1,135 £0,763.
S. Izratunaj sve vrijednosti z iz zadanih jednadZbi.
1) cos z =
gls_l_ e—ll’ . . )
Prema (15) cosz = —a jednadZba prima oblik:
elz+ e-u

=21-2¢"

e?'* — 4e'* +1=0.
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2)

3 cosz=15.

Uz ¢'* — u dobivamo kvadratnu jednadZbu
u? ~2u+1=0, paje uy; =2+ Vi
Slijedi: e* = 2 + /3.
Logaritmiranje prema (14) Lnz = Inr + i (@ 4+ 2 k n) daje
fz=In(2+ V) +iO0+2kn)|:4

z = %mcz £ V) + 2k
Q-VHe-+Vn o1
o — - —3
1 2+ V3 2+V3
dok je T = —1, pa dobivamo

Kako je 2 — l/j ==

2, = —=iln(2+ V) + 2ka,
z:=+ilnQ+ V3) + 2kn.

k= 0, d:l, iz, cee

Buduéi da je In(2 + l/i) =In 3;73 = log 3,73 - M = 0,571 : 2,30 = 1,317
z=F1,317¢ + 2k

Kako vidimo, £ prima beskcnzéno mnogo vrijednosti i to naravno samo imaginarnih.

sin z = 2.

Kako je sin z — cos (_n_ - z), jednadZba prima oblik

2
cos (; - z) - 2,

pa prema rezultatima preda$njeg zadatka imamo

—’; —z=Tiln2 + V5)+2knl-(—l)

i
2

z2=+ilnQ+ V) +2kn +
ili

z = ;{;1,317.‘+—’2‘-+2kn, k=0, £1, 42, ....

bit éeln(2 — V3) = —In(2 + V3),

Vrijednosti luka z predolene su, kao i u zadatku 1), tolkama koje leZe na imaginarnoj

osi kompleksne ravnine.

4) cosz = —5.

Is -z :
I

e +10e* + 1 - 0, odnosno 42 + 10u + 1 =0 za ' = u.
g2 = —54 2 V6, paje e~ —5.£2 V6 = —5 + 4,90 < 0.

['1,3 = :F2,29" + 2k7‘]-
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Logaritmiranje prema (14) daje

iz=In| =5+ 2V6l+@+2kn)i |:i
ili

zi.2=—iln| =5+ 2V6|+n+ 2kn

Kako je —5—2]/3=(_5_2V6)(_5_+2V6)'=-——-—l— -, dok je
—-5+2Ve -5+2Ve6
In|—5—2V6|=—In|—5+2V6,

dobivamo _
zia=TFiln|—-5+2V6|+an+2kn

ilt

zZy2=Ftln[~5+49|+x+2ka=Filn0,10) +n + 2k

£,.2=TFi(—1-230)+a+2kn=44230+n2k+1); k=0 +I, £2,.

. 41
5) smz—-—3—-
= _ ,—1Is y
PomnoZimo li ¢ 2: =133 s 24, dobit éemo ¢ — e~ = — %, a supstitucija
e'* = u, odnosno e-!* = " daje:
u_—l-:—--s-- ili 3u*+8u—3=0,
u 3
pa je
u .= —AES
1.2— 3
Slijedi:
|
ul=*§‘ Uz = -3
1 1
iz . _~. -y __ .
¢T3 ¢ 3
. 1 . 1 , . . .
zz=ln—3—+:2kn '—‘7-=—l —iz=—lnd+i(n+2knm|"-i
z,= +iln3 + 2km. ¢ Zy==fIn3—(=x+ 2kn).
k=0, :bl, :{:2,....
3:
6) ctgz == -5
P'rcma t zﬂ—l-— 'f'}-u—'*-—— imamo
ctg ﬂtgz—’.e"'—ll m
¢2u+1_-_ _13 5(8211 1)
VLT 5 f

5(02“ + 1) e e 3(321: _ l)
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Stavimo e?**= u. Dobivamo Su 4+ § = —3u + 3,aodatleje 4 = — %,paic e %—-
Logaritmiranje daje:
Ziz:ln;— 1-?+i(n+2k.‘t), i —z= —-;—-Zlnz——;—(n+2kn),
I
pa je
z-14ln2 + n(k 4 ,1))

gz - 5;- , [l'ln2+.‘t(k+-;-)_'
8) cus z 3 Ll [1(—i-1n2+-zt)+"kn--
S sy - - 2 4 -
9) sinz — 5. [_L2,29i+n(2k F.;ﬁ) .

4. Arkus-funkcije, tj. inverzne trigonometrijske funkcije
Ako je z = sin w, tada je w = Arcsin z.

Iz z = sinw slijedi prema (15):

iw - {w

z:sinw-—-&»f; € __1.2iev
{

2zie™ = g2tV — |
il
(e")? —-2zie — 1 =0.

Uz supstituciju e'* = u dobivamo

u?! —2ziu—1=0
a2 odatle je
u=zi+ ) —z*F1 ili e*=iz+})l—z2

”n
Ne piSemo dvostruki predznak ispred korijena, jer [/z znati sve vrijednosti
korijena.

Logaritmiranje daje:
iw=Ln(z 4|1 —z3| 4
w— Arcsinz — —iLln(iz + |1 — 22). (17)
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Viseznalnost te funkcije odredena je dvozna¢nos$éu korijena i beskona¢nom
mnogoznacno$cu logaritma.

. . .o . . Pl e~V
Na 1st1 nac¢in dobivamo iz 2z =cosw = —

w = Arc cos 3,
a takoder
2ze™ — e — 1 =0
ih
e — 2z +1=0
a odatle je

e =z + 22— 1
iw=Ln(z+ )22 -0 i
w =Arccosz'r: —1Ln(z + }=z? —1). (17y

w = Arctg 2.

Slijedi
z=tgw _sinw _ [prema (15)] = bifi'—'————l
cosw P e’
_ g ut— 1 e ie y — e'¥
pa je =z zu_l_l,gd)e)eu e
Iz kvadratne jednadzbe u?2(iz — 1) = —1 — i 2 dobivamo
- Vl + 4 z _
1 —12
pa logaritmiranje daje
tw = 1 Ln I,t,‘:ﬁ , odnosno w = t.Ln ljl' s
2 1l —1 2 l —12
pa je
——Sypltiz "
Arctgz = an1 i (17)
Na sli¢ni nacin dobivamo
“'ZL_“—!" z_‘___i' 1
Arc ctg 5 an o (17)

60



Primijeri

Izradunaj:

1.

Arcsin .
Uvritenje z = ¢ u formulu (17) daje
Arcsini — —iLn(—1 + V2). (a)
Ako ispred korijena uzmemo predznak » +«, dobit temo:
(Arcsini)y, = —iLn (V2 = 1) ~ [prema (14)] = —i[In (V2 = 1) +i(0 + 2k m)] =
~2km —iln(¥Y2 — 1. k=0, £1, +£2, ....

Prema (a), ako ispred korijena uzmemo predznak »—«;
(Arcsini),; = —iLln(—=1 — }V2) = —i(In(V2 + ) +i(n + 2km)] =
=(2k+Da—iln(Y2+1). k=0, £1, £2, ...

31
. w = Arccos “--

4

Prema (17)’ imamo:

Kako je (3—E + :é—) = 21, odnosno —

) . . .
) ) — , dobivamo dva rjeenja:

2

w, — —1Ln(21{) = —f [ln2+i(325 + 2kn)] = —fln2 + —; + 2k,

. ' . 1 . 7T . b4
w; = —th(—~ v2)~ —t[ln —2~-+t(-— 2«+ 2kn)] = +1ln2—~-2'*+2k7t.
il

wllz-—*;t(wz'ln2+-32£)+2kn, edie je B =0, £1, +2, ... .

.Arccosg’—:—_---’- [JC( 1-1n2+%) +2k:t].

T2

. Arc tg(l/i - ).

Prema (17)"" imamo:
iV2+2_
—-iV2

Ln(s ]/E - D=

S 1ei(2- i 1 +il2+1
Arctg (V2 — D= ‘i'Ln:'——“(I/E—i)— 2Ln1_iV§_lH
;

2

¢
- —2- Ln
= [brojnik i nazivnik numerusa mnoZimo s s'l/i] =
= — % [—%-ln3 4+ §(mw — arctg Vi + an)] =

=-;—[(2k+l)n—arctg l/i]——u:—‘-lnS.
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5. Arctg 31, [iln?. i—:'r(k —l—‘l)].

3 2
6. Arct : [~-i~ln3+kn]
f Icig E . 53 .
7. Arc sin 3.
Prema (17):

— —iln(3 + 2V2) +,(” | 21m).

2
8. Arcsin 0, [k n).
9. Arccos 0. -
Arccos O [prema (17)'] = —i[Ln{0 -+ )] = —i [ln I-+ :(g -1 R n)] - :;, + k.
10. Arccos 2. (£1,3174 + 2 k 7).
11. Arctg 21, g
Arctg 2{ = [prema formuli (17)"'}) = —iLn 1=2__ —';Ln (— l) =
gor=1p I R U R 3) =
_ ) 1 . _2k+1 ] _
= j[ln—g'm+:(n+ 2k:n)]-~2~—n+ 21n3—-

7 .1 . n .
-~ kR + (-i—+:5ln3) -k -+ (—2- +0,5493:).

5. Hiperbolne funkcije

Hiperbolne funkcije kompleksne promjenljive z definiramo kao u realnom
podru¢ju (vidi Repetitorij vise matematike, dio I):

Shzzgz;zq_—_z; chz:e_z._iz__e_z;

(18)
c—Shz __ & — 7%, —_1 _shz
th 2 chz & 4 e % cth z thz shz

Neposredno iz tih definicija slijedi da su funkcije shz i ch z periodske s
periodom 2 x4, a funkcije th z i cth z imaju period 74, jer su kombinacije ekspo-
nencijalne funkcije e, kojoj je, kako znamo, period 2 mi. Da izvedemo vezu
izmedu hiperbolnih i trigonometrijskih funkcija, uvrstimo iz mjesto 2 u for-
mule (15).
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.. . . ez _ gtz ,
Uvrdtenje 12 mjesto 2 u sinz = 37 daje:
.. et — e~ * 1 & — ¢—2 1
g =" 5 = — e 18)] — — © shg,
sin 1 Py ; 5 [prema (18)] ;S
pa je
shz — —isintz,

Na isti na¢in dobivamo:
chz =cosiz,
thz = —itgiz, (19)
cthz =i1ctgiz,
a odatle je
shiz =ising,

(19)’

chiz = cos z,

ako mijesto 2z uvrstimo u prve dvije formule ¢ z,

Odatle slijedi: bilo koja relacija izmedu trigonometrijskih funkcija sinz i
cos z prelazi u relaciju izmedu hiperbolnih funkcija sh z i ch 2, ako u polaznoj
relaciji zamijenimo sinz i cosz s ishz i chz. Npr. izvr§imo li tu zamjenu u
relaciji cos?z + sin2g = 1, dobit ¢emo ch?z + (ish 2)? = ch?z — sh?z = 1.

Pokazi na isti nacin, da je sh2z =2shzchz,

sh(z, + 2,) =shz,chz, + chz,shz,

(20)
i ch(z, 4+ 2,)=chz,chz, +chz,shz,,
a odatle prema (19)’ imamo:
sh(x +7y) =shxcosy +ichxsiny (20’
ch(x +iy)=chxcosy + fshxsiny.
Primijeri
Izratunaj
1. chi; shi; thi.
chi=2?

Kako je prema (19) ch 2z = cosi 2, dobivamo za 2z = 1:
chi = cos (i?) = cos (—1) = cos 1 == cos 57,3° == 0,54.
shi=?
Prema (19):
shi = —1is8in({?) = +isin1 = {sin §7,3° = 0,84 1.

Pokus: ch?i — sh2 = 0,29 + 0,71 = 1_
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th: = ?

thi=—=——=7tgl = 1,564.

.sh(—=3+ 1)

Prema formuli (20):

sh(~3+4d)= —sh3:-chi+ch3-shi==[prema primjeru 1.] =

— —sh3-cosl+ch3: ssinl =%(e‘3—-e3)cosi +—:’Z—(e3+¢‘3)sinl.

.sh(l +4)~=shl-chi+chl-shi= [prema zadatku 1] =sh1l-cosl +chl-§sinl =

=shl-cosl+ichl . sinl.

.ch(1 + . [chl1:-cos]1 —ish1-sinl].
chz :-;4-

Prema (18):

f:izﬁff ~ —;- ili ef4et—1=0.
Uzevsi e* = u dobivamo
u+~'l;-—l= ii u*~u+1=0,
pa je
Uy,2 = -;— + ,-1/2_3.

SV R e ey, = L 113 :
My, TL:i_, pa je (e),—2+17,80d8ﬂel°

z,= Ln(—l— + iJ«/}) = [r= 1; ¢ =arctg |/§=335] =-t'(3-;—+2kn) =-’311'+2k:m’.

@), = + i3, 4, =Ln(—%——iVT§)'= [r=l;¢=-%]=--;5"+2km'-
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6. Area-funkcije

Za inverzne hiperbolne funkcije kompleksne promjenljive 2 dobivamo
vezu tih funkcija s prirodnim logaritmima na nadin naveden kod Arcus-funkcija:

Arshz=Ln(z+ V2% + 1),

Archz =Ln(z + }/ 2% — 15,

Arthg =Lrplt2 2n
2 1 -2’
z+1
Arcthz-—*-2—Ln —1

Sve su te funkcije beskonatno mnogozna¢ne. Isti oblik imaju te funkcije
u realnom podrudju. (Vidi Repetitorij vide matematike, Dio I).

Primjeri
Izratunaj:
1. Arshi.
Arsh¢ = [prema prvoj formuli (21)] =

= Ln (§ + V—l—i—l)=Lni= [prcm(l4),r=1,¢=.g_] =

=lnl+i(-§-+2kn) - (-’2'-+21m)£ k=0, +1, £2, ... .

2. Arsh(—1).
Arsh(—D) =Ln(~1+ V1+1)=Ln(—14 }2)=
= [prema (14): ry,, = —1 £ V2, ¢, = 0i ¢, = =],
2y =In(V2=D+i0+2km=In¥2—-1)+2k=ni
za=In|—V2—=1|+i@x+2kx)=ln(y24+ 1D+ Qk+ Dni.

3. Arthi.
y 2
Ar th{ = [prema trecoj formuli (21)}—%-Lnii_:=-;— a-+ ') —% Lni =
1 .
=[r—l, ¢ = 2]——[1::14-:( 2kn) =5-in ( +2k) =
=(k+—4—)nz
= 1
4. thz=2;z=2? [lnl/3+(k+—2——)u
4
=i- 5 [ .
5. shz 2,2 ? i6‘+2kn‘j
1 LR
6. Arch—z—o [:}; 3t+ an'j

Taj zadatak bio je veé prije rijeSen prema II formuli sustava (18)".
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7. Opéa eksponencijalna funkcija

Ve nam je poznata eksponencijalna funkcija kompleksne promjenljive kojoj
je baza realni broj e. Opéa eksponencijalna funkcija ima i u bazi kompleksni
broj £ = x + iy pa glasi

w = 2°
gdje je a = a + B4 bio koji kompleksni broj.

Kako svaki broj z mozemo prikazati u obliku z = ¢t**, jer logaritmiranje
daje identitet Lnz = Ln 2, uzimamo = u obliku

w = " — grloz (22)

Neka je z =re'?, gdie je (—n < ¢ < 7). Tada je
@ = efLarel® _ allarvie+ 2em) (22y
prema (14).
Uvrdtenje @ = a + i f daje opéu eksponencijalnu funkciju u obliku

w = e(a+t‘ﬁ)[ll r+ite+ 2kn)] ___ ealn r-8(p+ 2kx) . el[ﬂll r+a(p+ 2ikn)} (22)"

gdije je k=0, +1, +2,....

Primjeri
Izratuna:

1. it

Prema (22) imamo, uzevsi u obzir da je a = 1, jer je =0, dok je £ =1:

I T el[lnl +i(feam)) c—(’-;'l»llu) o ey

-
—————————

Vidimo da i' ima beskonadno mnogo reainih vrijednosti.

2. 3%%1,
Prema (22) uzevdi u obzir da je 1 = 3, dok je a=2+1:
2 2+i)La3 . - -
3 -H:‘( +i)Le =¢(2+0 [ll3+l(0+2ta)]=‘(21n3 Zh)+l(|l3+4h)-¢lll’ m_ ‘l(lln»uu)Iﬂ

=237 sin3 + isinln 3.

66



I+

LAY
Prema {22) dobivamo uzevéi z =1 i a=141:

RETEIENIY TN £u+n [1-1+:(;+2m)] _ eu+n-t(;+ an) - et(’_;+ 2xn)-(.;!+2gn) _

‘Jl

‘3 . . 3 1 . . B .
, Jerje e =cos-i+:sm—2——1.

= (e)?

n n
+2kn - =+ 2kn . ~5+2kn
-e (2 ) = fe 2

n
Pokus: ¢'*' = 4! - i' = [prema zadatku 1] = ,','(z*’z"").

4. (1 + DL

Kako je sad z =141 i = ¢, prema (22) dobivamo:
(1 4 i = Lm0 [r — V32, p—arctgl = _:t_] _ 2+ 1(C+ 20)]

_ e“l“l/i . e—"(z"*‘.'i) —_ g'"(zhi) (cosn V2 + isinln V2).

s~V
Za 2= —1 i a= I/E prema (22) dobivamo:

2 - 2 2-im2k+1
(—1V2 = JZLn-1) _ VZUsltin+2em] _ V2 in )

=cos(2k+ )= V§+isin(2k+ I DE: 1 l/.;.

6. 4. [e”%*" (cosIn 4 + isinln 4)].
7. 10",
10' = e"'mi = e e"l' [m je _}Tl,f = 2,3026 modul prirodnih logaritama] =
= cos (;‘l—d) + §sin (%) = cos 2,3026 + 1sin 2,3026 == cos 131°56" + i sin 131°56" =

= —0,6680 + i 0,7440.

8. 1021, [— 66,80 + 74,40 i].

9. (— 10)%. [(0,084 + 0,189 ) ™).
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§ 6. DERIVACIJA 1 DIFERENCIJAL FUNKCIJE KOMPLEKSNE PRO-
M)ENLJIVE. CAUCHY-RIEMANNOVE PARCIJALNE DIFERENCIJALNE
JEDNADZBE. ANALITICKE FUNKCIJE

Znamo da je promjenljiva w = f (2) funkcija kompleksnog broja z, axo svakoj
vrijednosti z odgovara odredena vrijednost funkcije f(z). Kako je z =x + 1y,
gdjz j* x realni dio, a y imaginarni dio kompleksnog broja, zadati z znadi zadati
dva rcalna broja x i y, pri ¢emu je

f(2)=ulxy)+iv(xy). (23)

gdjc su u# 1 v rzaln= funkcije.

Svakom z odgovaraju odredene vrijednosti ¥ i ©, pa i odredena vrijednost

f(2).

Y
rk
y¥tyyr—-———————- Q2+4z
yHay b ——— |
v / | 4221y
Yy p—=1--;9 !
’ : y ’L— y
" +———_———— ————gZ+ 42
dzsﬁx'?
| | il : :
! S
| t ' ‘
\ | - . | . -
0 X 8 x+ix X 0 ! X M xedx X
Slika 24. Slika 25§.

Neka je jednozna¢na funkcija w = f(z) odredena u nekom konaénom okoliu
tocke z u konaCnosti. Izaberimo u tom okolifu to¢ku z + Az i n=ka je Aw pri-
rast funkcije f(2) pri prelazu od to¢ke z u to¢ku z + Az, tj.

Aw = f(z + Az) — f(2).
Vidi sl. 24. -

Ako postoji kona¢ni limes omjera %z;”, kad Az — 0, tada kaZzemo da funkcija
f(z) ima derivaciju u to¢ki z pa limes tog omjera zovemo derivacijom funkcije
f(2) u toki z i oznatujemo ga simboli¢ki kao u realnom podruéju s

" = f(z) = lim 3Y. ,
w' =f(z) = lim 7= (23)
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Kad z dobije prirast Az, x dobija prirast Ax, y prirast Ay (vidi sl. 24), a w
prirast

Aw =f(z + Az) — f(2) =[u(x + Ax, y + Ay) +iv(x + Ax, y + Ay)] —
— [u(x,3) + iv(x,y)] = Au + 1 Av,
gdje je
Au =u(x + Ax, y + Ay) — u(x, y),
Av =v(x + Ax, y + Ay) — v (x, y).

Formulu (23)’ mozemo sad napisati u obliku

, e Aw o Au 4+ 1 Av 24
2) = lim 2% = lim 2% .71 8¢ (24)
f(@) Al:TOAz AiTOAx+iAy

Ay—+0

Omjer gj kad Az -» 0 mozZe teZiti konadnom limesu samo uz uvjet, da

i Aw =0, a to je kao u realnom podrudju uvjet neprckinutosti funkcije f(z) u
tocki z. Dakle iz egzistencije derivacije f'(z) funkcije f(2) u tocki z slijedi nepre-
kinutost te funkcije u toj toCki z.

Kao i u realnom podru¢ju obrat ne vrijedi. Izvedimo nuzZne i dovoljne uvjete
koje mora zadovoljavati funkcija f(z) da ima derivaciju u toki 2 =x + 1t y.

Egzistencija derivacije funkcije kompleksne promjenljive nije tako otigledna
i jednostavna kao u sluéaju realne promjenljive. Kako se vidi na slici 24 Az moze
teziti nuli na bezbroj nacina, tj. u bilo kojem smjcru prema tocki 2, dok Ax -0
$amo u smjeru osi Xx.

. . e g .- . . Aw
Samo u tom slucaju, ako postoji limes kvocijenta diferencija AL makako

bi Az tezio prema nuli, kaZe se da funkcija @ = f (2) ima u to¢ki z derivaciju, pri
¢emu taj limes mora biti jedinstven za sve putove kojim bi Az teZio prema nuli.

Ako taj uvjet nije ispunjen, kaze se da funkcija w = f(z) nema derivacije.

Izvedimo analiticke uvjete uz koje zadana funkcija w = f(z) ima derivaciju
u zadanoj tocki z.

Kako vrijednost lim 5 ne smije ovisiti o putu kojim Az teZi nuli, mo-

Az
. .. Az-r0, . ele . , .
ramo za derivaciju funkcije f(5) dobiti istu vrijednost, ako pustimo da Az - 0:
1) paralelno s realnom osi X i1
2) paralelno s imaginarnom osi Y.

Kako se vidi na slici 25 u slu¢aju 1) kad Az -0 paralelno s osi X, y je kon-
stantan, pa je Ay = 0, dok je '

Az = Ax 4+ 1 Ay = Ax,
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pa prema (24) imamo:

£ o fim A% T 1 Av Au Av _0u | .Ov
=) gin:lo Ax 2,‘:1‘0 Ax .+ t;:r.{lo Ax Ox Ak Ox (25)

U slu¢aju 2) kad Az - 0 paralclno s osi Y, x je konstanta, pa je Ax=0,
dok je Az == Ax + 1 Ay =1 Ay. Vidi sl. 25.

Prema forrauli (24) imamo:

, Au + 1 Ap Au Av _ dv . Ou
ry llm = - + —— ll — = e ==} -— . 25
A Ay -0 i Ay i Ay—+0 AJ’ 1 Av—.o Ay oy oy (23)

Buduc¢i da smo pretpostavili da do.rlvacua f'(2) postoji, iz formula (25) slijedi
egzistencija parcijalnih derivacija funkcija u i v.

Medutim vrijednost derivacije, tj. vrijednost lim Kﬁ—v, ne smije ovisiti o

. . . . , Az—0 OF .

putu kojim Az tezi nuli, te oba izraza (25) za f'(2) moraju biti jcdnaka, da funkcija
f(2) im1 derivaciju u tocki z, tj. mora biti

Ou \ ;0 v _ ;O0u

0x ox Oy oy
a odatle slijedi:

ou dy
ox ~ oy’
(26)
ou _  Ov
Ov ¥

To su Cauchy-Riemannove parcijalne diferencijalnc jednadibe.

Ako postoji derivacija funkcije & = f(2) po z u toc¢ki g, rcclni i imaginarni
dio funkcije w, t). u(x,y) 1 v(x,v) moraju zadovolhavati Cauchy-Riemannove
parcijalne diferencijalne jednadzbe. To je nuini urjer da funkcija Kompleksne
promjenljive z ima derivaciju u tocki 2.

Taj uvjet je i dovoljan ukoliko su parcijalne derivacije, koje ulaze u Cauchy-
Riemannove diferencijalne jednadzbe, neprekinute u promatranom podrudju.

Jednoznac¢na funkcija f(2) koja ima konatnu odredenu dcrivaciju u svakoj

tocki podrucja D zove se analiticka funkcija u tom podrucju D (takoder regularna
ili holomorfna).

Spomenimo jo$ da se funkcija f(z) zove analiticka u tocki & u konalnosti,
ako je ona analiticka u nekom okoliSu tocke z.

Tolke ravnine z u kojim je jednoznacna funkcija f (z) analiticka, zovu se pra-
vilne (regularne) tocke funkcije z, dok toCke u kojim funkcija f () nije analiticka,
zovu sc posebue (singularne) tolke te funkcije.
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Budu¢i da smo derivaciju funkcije kompleksne promjenljive definirali for-
malno kao u realnom podrucju, za funkciju kompleksne promjenljive vrijede po-
znata pravila diferenciranja iz realnog podrugja:

{f(z) L g (@)} =f(2) + g'(2).
(& -g@} =f(2) - g(2) +g(2) f(2)"

f@E_ 8@ fe)—f(2) g'2) _
{5@3} = 0 > 8(2) 2 0.

gD =1 g =) - g'(2)

f(z) = 9"1@7)’ ako je w =f(2), dok je s =¢(w), tj. w i z su uzajamno
inverzne funkcije.

Promotrimo pojedine funkcije kompleksne promjenljive z s obzirom na
derivaciju.

I. w =22,

Kako je 22 =(x +1y)2 = (x?2 — y2) + {2 xy, bit ce
u(x, y)=x*—y* i o(xy) =2xy. (a)

, Da li ima ta funkcija derivaciju? Primijenimo Cauchy-Riemannove jed-
nadzbe (26):

Ou __ ov

ox “oy ~ 2% oy " ag = T2

Funkcije u 1 v zadovoljavaju Cauchy-Riemannove diferencijalne jednadzbe
u svim toCkama ravnine g, pa jednozna¢na funkcija w == z? ima derivaciju
u svim totkama te ravnine, ona je dakle analitifka funkcija u &itavoj ravnini z.

Odredimo prema (24) njenu derivaciju:

Aw (2 + A2)? — 2> 22Az+ Az?

—_ = - - A 3
Az Az Az =22+ Az
a odatle je lim (2z 4+ Az) =2z, pa je
z—0 .
' . Aw
w' =l1lim 2% =2 2,
az—0 AZ

Derivacije funkcija moZemo ra¢unati i prema formulama (25). Za na$ sluéaj:
Prema (25):

.~2':9!‘_ 22— = ] =
(z2) ax—}—sz—[prema(a)] 2x +1i2y _2_22
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prema (25)":

2y —Ov _ ;0u 2y =
(z)-—ay zay 2x+i2y =22

Na isti nacin moze se dokazati da je funkcija w = z*, gdje je n realan
broj, analiti*ka u éitavoj ravnini z i izracunati njenu derivaciju:

w =nz .

Pokazimo to npr. za funkciju = = z*.

w=—z%=(x+iy)*=x*+4ix3y —6x2y? —4dixy?+y*

pa je
u(x,y) =x*—6x?y* +y%  v(xny) =4x>y—4xy*

du _Ov _ 4,3 _ 2, du _ % _ g, 3
- 12xy%; 3y~ ox 12x%y + 4y°.

Prema formulama (25) dobivamo: @' =4 x* — 12xy? +i(12x%y — 4y3),

2 d . . + *
a takoder prema w’' = a% =4z% =4 (x + iy)® imamo isti rezulat.

Promotrimo funkciju
W= — &Y =g oV = ¢"(cosy +isiny) =e*cosy + ie*siny.
Za tu funkciju imamo:

u=¢e“cosy 1 ©v==£"siny.

Rac¢unamo:
Q_u_ st _a_‘z.,_ —_— X
dx  dy ¢ oSy
\ R (a)
u P — __‘z‘)w —_— — 1
dy o e*siny.

Slijedi: funkcija = = ¢ zadovoljava Cauchy-Riemannove diferencijalne
jednadzbe pa ima derivaciju u svim to¢kama ravnine z, dakle je analiticka
funkcija u ¢&itavoj ravnini z.

Odredimo w’' = (¢°)’ po formulama (25).

) az + zg—";- = [prema (a)] = e*cosy + ie*siny = ¢e*(cosy + isiny) =

E}
— ex eiy — ex+|'y — ez.
w =0 _ ;% =¢*cosy +iesiny = e*(cosy + isiny) = €.
oy oy ——



3. Funkcije sin z, cos z, shz i ch z su linearne kombinacije funkcija ¢ 1 e7*

6.

7.

pa su analiticke funkcije u ¢itavoj ravnini 2.

Funkcije ctg 2, tg 2, cth z i th z analiti¢ke su funkcije u svim to¢kama u kojima
su definirane.

Formule deriviranja svih tih funkcija ne razlikuju se od pripadnih
formula realnog podrucja*)

Promotrimo funkciju w = z Z(z).

Kako je w — z &(z) = (x + {y) x = x>+ i x y, dobivamo, uzevdi u obzir,
dajeu=x*iv=xy:

-a—x‘—zx; —o-.;——x
au = : ) -——_9_0_=._
—6__)7__0’ dx Y

Vidimo da Cauchy-Riemannovi uvjeti nisu ispunjeni, osim u totki 2z =0,
tj. za x = 0 i y = 0, pa zadana funkcija ima derivaciju samo u toj tolki. Me-
dutim, ta funkcija nigdje nije analiticka, ¢ak ni u tocki 2 = 0, jer u okolifu
te tocke funkcija nema derivacije.

Pokazi da funkcija w = £ = x — iy nema derivacije, pa nije analiti¢ka niti
u jednoj to¢ki ravnine z.
EA

Promotrimo funkciju w = —-—

L VE Ty Y Py iy 2y

x+1y x? 4+ y? sz_+__yz=
. x . y
B i
Vx2+yz sz+y2
pa je ‘
U S T SN
Vx2+y2 Vx2+y2

Ra¢unamo parcijalne derivacije ¥ i v po x i po y.

Dobivamo:
w_ Y wo_
Ox V (x* + y?2)° >y ‘/ (x2 + y2)°
_.b_u. = e _aE = — e xy .
Y )

«yVidi npr. Repetitorij vife matematike, Dio I, § 10.
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Dakle, samo jedan od Cauchy-Riemannovih uvjeta je zadovoljen 1 %
nije analiti¢ka funkcija.

8. Pokazi da funkcija w = —g- nema derivacije pa nije analiti¢ka.

9. Pokazi da je funkcija w = -;— analiticka u cijeloj ravnini z osim to¢ke z =0
! 2

dok funkcija w = --’-5_-'— nije analitiCka.

b

10. Promotrimo jod nekoliko funkcija s obzirom na derivacije:
D w=Inz.

Prelazimo na eksponencijalni oblik promjenljive z = x + ¢ y:
w=In(r e%) =Inr+iplhe=Inr +ig,

paje u=Inr i v=¢, a kako je r=J}x? +y2, dok je @ =arctg’?
dobivamo u = In})/x? + y2,

Parcijalne derivacije glase:

21‘, - — ,_:x,‘..__ . '62_ = _—._'E_———
dx x? 4 y2? dy 2 L y2°
Qu _ ¥ . A
oy x? 4 y?’ Ox x2 + y?

Funkcija je analiticka u svim tofkama ravnine z osim tolke z = 0, gdje
nije definirana.

2) w =shz.

Malo prije smo rekli da je ta funkcija analiti¢ka, jer je linearna kombinacija
funkcija ¢* i e™*. PokaZimo to sad neposredno.

Prema formuli (20)
w=sh(x +iy) =shxch(iy) + chxsh (i v),
a prema (19)" imamo ch (iy) =cosy i sh(iy) = {siny, pa je

w = shxcosy 4 ich xsin y.

Racunamo:
ou dv __ _ ou ov .
ox oy T ch x cos y, by T ax sh x sin y.

Pokazi isto za funkeiju = = ch x.



Caucny-Riemannove diferencijalne jednadzbe moZemo izraziti i u polarnim
koordinatama uzev§i s =r(cos¢ + isin¢), odnosno z =re'**. One

glase:
ou _ 1 dv
or r o’
(27)
v _ _ 1 ou
r H
or O? )
Primjeri
Pomoc¢u formula (27) pokaZi da su zadane funkcije analitiCke.
1. w = Inz.
w=In(r-e% =lnr+1ig
u=Inr, v=g.
ou .1 1 & 1
or 1’ r o r
v 1 ou 1
e D
2. w = l'/;. - -
w= Vricosp + ising) = }r (cas% + isin (g) = }'r cos %)- + ¢ Vr sin %
u= l/;cos—‘g-; v = l/r_sin -g-
9_5_‘_ — 1. i‘v_ == ———‘COS"E*'
or r Op r 2
ov_k—__!__o_u_= — sin (F‘.
or r O 21ty 2 i/
2Inr 2
3. w=1In?z. - 7 — }’]

Izratunaj za vjezbu derivacije zadanih funkcija kompleksne promjenliive z.

1. eP*.  2.sin{2e¢%). 3.sinzchz —itcoszshz 4. ze " -
5. ?_,. 6- Vezﬁ-{fﬁ,l_. 7. (ez - e..g)_z' 8. Cos 2 : .
z et — 1 cos z — sinz

1. shze™t 2. 2e" cos(2e"). 3. (1 —coszchz + (1 + §)sinzshz.
- L_1), e g et
4. (] - Z) e “. 5. ("—‘ — é‘i) e . 6. (e' — 1)2 . 7. 2 (C'"—' 6-')3

1

(cos z —— sin 2)2

-*) Vidi Repetitorij vise matematike, Dio III, § 4.10. Tu je izvedena i Laplaceova par-

cijalna diferencijalna jednadzba u polarnim koordinatama.
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§ 7. LAPLACEOVA DIFERENCIJALNA JEDNADZBA.
HARMONICKE FUNKCIJE

Cauchy-Riemannove diferencijalne jednadzbe funkcije
w=Ff()=ulxy)+iv(xy)

du__d . Ou_ _ dv
ox oy oy 0x

'u . 'y
x%  Ox Oy
+
u_ 3 |
)y 2 dx dy |
%u |, ’u _ 1 o
5;'5 + —63}_2 - ili Au=0. (28)

Deriviramo li prvu jednadzbu po y, a drugu po x, pa drugu jednadZbu od-
bijemo od prve, dobit ¢emo

2 62
. +a_y%=0 ili Av =0. (28)

o
Q

|

N

o0

Vidimo da realni dio u (x,y) i imaginarni dio v {x,y) analiticke funkcije
w = u(x,y) +1v(x,y) zadovoljavaju jednu te istu parcijalnu diferencijalnu
jednadzbu drugog reda koja se zove Laplaceova jednadzZba ili jednadiba poten-
cijala.

Primijetimo da uvjeti Au == 0 i Av = 0 nisu dovoljni za analiti¢nost funkcije
w = f(z), jer svaki par rjeSenja Laplaceove jednadzbe ne mora zadovoljavati
Cauchy-Riemannove jednadzbe.

Funkcije u (x,y) i v (x, y), koje zadovoljavaju Laplaceovu jednadzbu, zovu
se fiarmonilke funkcije, dok realni dio u (x, y) i imaginarni dio v (x, y) analiti¢ke
funkcije w, Cine par kownjugirano harmomilkih funkcija.

+ Iz navedenog slijedi, da za realni dio i za imaginarni dio analiticke funkcije
ne mozZemo uzeti bilo koje funkcije, ve¢ samo uzajamno konjugirane harmonicke
funkcije.

U predasnjem § 6 dokazali smo za vise funkcija da su analiticke, jer njihovi
dijetovi, realni wu(x,y) 1 imaginarni v (x,y), zadovoljavaju Cauchy-Riemannove
diferencijalne jednadzbe. Pokazi da u (x,y) i v (x,y) tih funkcija zadovoljavaju
i Laplaceovu jednadzbu.
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Npr. u tocki 2. pokazali smo da je w = ¢* analitika funkcija, pri ¢emu smo
izratunali prve parcijalne derivacije funkcija u =e*cosy i v =é&*siny po x i
po y:

0 0 x .
6% = €* oS ¥; 69—6 sin y;
O X o1 0 X

RaCunajmo druge parcijalne derivacije i to prvog para po x, a drugog po y.
Dobivamo:

0214_ 627)_
e €* Ccos y; 5;2“8 sin y -
|+ .
d'u . N | T
2 e* Cosy; ay: e* sin y 1
2 2 2 2 :
O°'u , 0'u 0’y , 0°p
— + —s = 0; — — = 0. .
dx ' By? ox? T dy? -

Vidimo da su funkcije ¥ =e*cosy 1 v = e*siny uzajamno konjugirane
harmoni¢ke funkcije, jer zadovoljavaju Laplaceovu diferencijalnu jednadzbu i
tvore realni i imaginarni dio analiti¢ke funkcije.

Budu¢i da realni i imaginarni dio analiticke funkcije ¢ine samo uzajamno
konjugirane harmonicke funkcije, moZemo uvijek konstruirati analititku funkciju
w=7Ff(2) =ulx,y) +iv(x y), ako je zadana harmonicka funkcija, koja je realni
dio u(x, y) funkcije f(z) ili njen imaginarni dio v {(x, y).

Neka, na primjer, zadana harmonic¢ka funkcija u (x,y) ¢ini realni dio neke
analiticke funkcije f(z). Harmoni¢ku funkciju v (x, y), koja je konjugirana prema
zadanoj funkciji u (x,y), mozemo odrediti pomoéu Cauchy-Riemannovih di-
ferencijalnih jednadzbi (26):

b‘v - Gu . a?) _ ou (26)

ox =y’ oy ox

ili, §to je isto, pomocu totalnog diferencijala funkcije v (x, y):

d O‘U d + G'U dy,

gdje su zbog (26) — 1 % poznate funkcije, koje zbog Laplacecove jednadzbe za

u zadovoljavaju uV)ete za totalni diferenctjal.

Prema tome odredivanje harmonicke funkcije, koja je konjugirana s obzirom
na zadanu, svodi se na integriranje totalnog diferencijala funkcije dviju promjenlji-
vih, odnosno na operaciju iz realnog podrugja.
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Navedimo nekoliko primjera.

Primjeri
Konstruiraj analititku funkciju w = f(2) = u (x,y) + t v (x,y) kojoj je zadan:

1. Realnt dio u(x,y) = x® - 3 xy2.

Zadana funkcija u (x,y) je harmonicka, jer zadovoljava Laplaceovu jednadZbu:

du , 2. 0'u i

ax ~3F T3YEL ST L s sy
+i5+533=0.

ou 6xv: du 6 ! 0x oy

oy XY dyz T X

Pomoc¢u jednadzbi (26) odredimo v (x,y) traZene funkcije w = f(2):

v _ou_
dx  dy ¥s
& O 2
e — 3y2,
dy Ox 3x i

Sad integrirajmo (a) po x smatrajué¢i da je y = const.:

dv = 6xydx
pa je

v = 6ijdx= 3xy + (),
gdje je ¢ (¥) bilo koja funkcija od y.
Da je odredimo, derivirajmo dobiveni izraz za v po y:

dv 2 '
'05,'—336 + ¢ (3

a uvritenje u (b) daje
3x2 4+ (y) =3x7 — 3y ili ¥ =—3y’
Odatle je
P =-3[ydy+C- -y +C
Uvritenje u v = —3 x’y + @ () daje konaéno:
v(x, ) =3x%y —y3 + C.

Trazena funkcija w = f(2) = u + i v glasi:

f@=(x—-3xy)+i3x2y—y>)+iC=23+4+1C,

jerjezd = (x +1y)° = x> + 3x%y — 3xy? — iy’ = (x*—3xy}) + i x%y — y?).
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. Realni dio u(x,y) = x + x* — y2? uz uvjet £(0) = 0.

Zadana funkcija u (x, ¥) je harmonicka, jer je

3% oy

R I =2 —2=20. PokaZ to!

Prema Cauchy-Riemannovim jednadzbama imamo;

ov Ou
ar dy 2y, (a)
dv  du

Jednadzbu (b) integrirajmo po y smatraju¢i da je x = const.:

dv = (1 + 2x)dy; v=j(l +2x)dy +tex)=04+2x)y + ¢(x);

P =2 T2yt g,
a kako je prema (a) gz = 2y, dobivamo ¢'(x) = 0, paje ¢ (x) = C, gdje j¢ C konstanta
po volji.
Imamo v = (1 + 2x)y + C, pa traZena funkcija f(2) glasi:
J(Z)=x+ x>~y +i(y+2xy + Q)

Kako je prema uvjetu f(0)=0, tj. 2=x+iy=0, paje x=0iy =0, dobivamo
0=1C, slijedi C = 0.

f@=x+x2—y3+i(y+2xy)=2 + 2%

. Imaginarni dio v (x,y) = x? — y2 — 1 uz uvjet f(—1) = 0.

Zadana funkcija v (x,y) je harmonicka, jer je

ou ov

3;—"5’—‘—23’, (a)
ou ov

- S e e = . b
3y ox ~ 2% (b)

Prema (a): du = —2ydx, pa uz y = const. dobivamo:

u=—2fydx+¢(y)=—2yx+w0')- (e

Prema (c¢): g;f = —2x+ ¢'(3), a uvritenje u (b) daje ¢'(y) =0, paje @(y) = C, dok

je u= —2xy+ C.

TraZena analititka funkcija glasi:

fE@=u{xy) +ivxy)=(=2xy+C)+i(x*—y*— 1.
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Kako je x?* — y? = 22 — {2 xy, f(z) moZemo napisati u obliku:

f(z2) = —2xy+C+ifz? —f2xy—1)= —2xy+2xy+C+i(z?—-1)=
= C 45z — 1),

Da odredimo C,_ iskoristimo zadani uvjet f(—1) = O:

f(—HC+:¢-0=0, paje C=0.

z=q7(z3—=1).
. Reclni dio u(x,y) = x* — y2 + 2 x. [f(z) =2 +22+iC]
. Imaginerni dio v (x, ¥) = x> — 3 xy? uz uvjet f(1) = i. [f(x)=d23 +1¢—1]
: Rmkﬂcm)u(nijr;fzjﬁ—nly1u1wktfﬂ)==& [f@)=-§~+2iz—-2i—1}
. Realni dio u(x,v) = xy. ['v = ~; x2+yH+C, v=— “—;—(12 -y + C]‘

. Na kraju rijeS$imo jo$ jedan primjer i to u polarnim koordinatama:
Reuini dio u(g,r) = repcose + rinrsing.

Zodana funkcija « (@, r) je harmoniCka, jer zadovoljava Laplaceovu jednadZbu, koja u
polaernim koordinatama glasi:

1 d%u O 1 du

rropr Tarr b rar Y

Pokazi to!

Prema Cauchy-Riemannovim diferencijalnim jednadZbama (27)

ou 10w ov_ _ 1%
o r g’ or r dp’
imemo:
ov r . . '
ar T T -;_--(-ﬂpsmfp +cos@g + Inr-cosp) =¢@sinp —cosg — Inr - cos @, (w)
: o)
g; = ro:f =r [:pcosq; + sintp(r‘ —l;—-{— lnr)] =r{pcoseg + sing ' Inr). 0]

Sad integrirajmo (a) po r smatrajuc¢i da je ¢ = const.
v=rgsing —cos@p(r+rinr —r)+ F(p)
ili
v=r@sing —rcosplnr + Fp) (0

(c) parcijalno derivirajmo po ¢:
ov , . I
op rigcosg +sin@lnr) + F ).

Uvritenje u (b) daje: F'(¢) = 0, pa je F(p) = C, dok je prema (c):
v=r@sing —rilnrcosg + C.

w=(rpcosep +rinrsing) +i(rgsing —rlnrcose +C)= —1izlnz




§ 8. GEOMETRIJSKO ZNACENJE ANALITICKE FUNKCIJE
f@)=ulxy) +ivixy)

Veza koju daju Cauchy-Riemannove diferencijalne jednadzbe za uzajamno
konjugirane harmonilke funkcije u(x,y) i v(x,y) ima vrlo vazno geometrijsko
znadenje.

Konstruiramo li krivulju u (x,y) = const. i uzmemo li totalni diferencijal
funkcije u (x,y) = C, dobit ¢emo

cu Ou _

a odatle slijedi da je derivacija funkcije u(x,y) po x, tj.

Ou
dy 9 __
oy

Geometrijski taj izraz daje tangens kuta a; $to ga tangenta na Kkrivulju
u (x,y) = C u bilo kojoj tocki te krivulje zatvara s 4 osi X.

Na isti nadin pomoéu totalnog diferencijala funkcije o (x,y) = const.
gz + g; =0 dobivamo tangens kuta a, tangente na krivulju v (x,y) =C u
bilo kojoj tocki te krivulje

4 ov
_ _ Ox _
oy

Kako je prema Cauchy-Riemannovim jednadZbama

du_ _du ; du_du,
Ox oy oy  Ox
dobivamo
ou
tga, = + A [prema (a)] = U
Ou g a,
ox

Slijedi: tangente povucene na krivulje # (x,y) = C1i v (x,y) = C u bilo kojim
sjeci§tima pripadnih parova tih krivulja medusobno su okomite, jer je tg(a+ 90°)=

=—caga= —

tga
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Prema tome svaka analititka funkcija f(2) = (x,y) + i v (%, y) predouje
geometrijski dvije familije krivulja, koje se sijeku pod pravim kutom.

Kao primjer navedimo funkciju
f@) =2 =(x+i3)? = (x* —y?) +i2x3,

pasu u==x%*—y%2 i v=2xy.

Funkcija je analiticka, kako smo to prije pokazali, pa su u(x,y) i v{x,9)
uzazjamno konjugirane harmoni¢ke funkcije, dok u = x2 — y? = const, i
v = 2xy ==const. predoCuju graficki dvije familije istostranih hiperbola, koje
se sijeku pod pravim kutom, tj. dvije familije ortogonalnih krivulja.

Kako se vidi na slici 26, ¥ =x2? — y2 preducuje familiju hiperbola, kojim su
asimptote raspolovnice I i III, odnosno II i IV kvadranta, tj. pravci y = +x,
dok v = 2 x y, odnosno y = ;;prcdoéuje familiju hiperbola, kojim su asimptote
koordinatne osi, pri ¢emu su za u, odnosno v uzete vrijednosti 1, 3 i 5.

QQ:
nny
g,

S
([ 1]
—atley

Slika 26.

Na kraju spomenimo da Laplaceova jednad?ba ili jednadZba potencijala ima
veliko znaCenje u matematickoj fizici. Na primjer, elektrostati¢ki potencijal u
prostoru medu dvama dugim vodi¢ima povudenim okomito na ravninu XY
funkcija je samo od x i y i zadovoljava Laplaceovu jednadzbu.

Uzmemo li bilo koju analiticku funkciju f(2) = u(x,y) + v (x, y), dobit
¢emo dvije familije ortogonalnih krivulja u(x,¥) =const. i v (x,y) = const.
koje se sijeku u svakoj tocki pod pravim kutom. U gore navedenom primjeru
f{z) = 2% te su krivulje istostrane hiperbole prikazane na slici 26.
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§ 9. KONFORMNO PRESLIKAVANJE

Neka je funkcjja w = f(2) analititka u podruéju D, dok je 2, neka tocka w
tom podrucju, i neka je f(2,) # 0. Funkcija w = f (z) preslikat ¢e totku z, rav-
nine z u toCku w, = f(2,) ravnine w. Vidi sl. 27.

'

.
X ol/ /
Slika 27.

Totkom z, povucemo neku krivulju /, koju ée funkcija w = f{z) preslikati u
ravnini w kao krivulju L, koja prolazi totkom w,. Na krivulji / uzmimo to¢ku
Z = z¢ + Az, koja Ce se preslikati u tocku W = w, + Aw krivulje L.

Po definiciji derivacije imamo;

. Aw . W —uw, '
lim == =1lim ———— = f'(2,). a
a0 Bz 2 Z = 2, f'(z0) (a)

Iz (a) slijedi:
W — w(_)
Z — 20

T IW_wOI

Zerg,

|f'(z0) | = lim

Z—+z,

Vidimo da je |f'(z,) | limes omjera beskonagno male udaljenosti Aw izmedu
preslikanih totaka w, i W prema beskona¢no maloj udaljenosti Az izmedu prvobitnih
toaka 2, i Z. Bududi da je funkcija f (£) analiti¢ka u toéki z,, oba limesa i to limes
(a) i limes (b) ne ovise o nainu priblizavanja toéke Z prema tolci 2,4, tj. 0 izboru
krivulje / koja izlazi iz toCke z,. Stoga veli¢inu | f'(z,) | moZemo geometrijski inter-
pretirati kao modul ili koeficijent rastezanja u tolki z, pri preslikavamju w = f (2),
pri ¢emu, ako je | f'(zo) | > 1, tada u dovoljno malom okoliu totke z, udaljenost
izmedu toCaka pri preslikavanju w = f(z) povetava se, pa nastaje rastezanje rav-
nine, dok za |f'(2,) |< 1 to preslikavanje vodi k stezanju. Na taj na¢in smo dobili
koeficijent ili modul preslikavanja

e=1f(zo)| (29)
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Dalje iz (a) slijedi:

Arg f'(zo) = lim Arg —LZVé_—uio- = lim [Arg (W — w,) — Arg (Z — 29)). (c)

Zwz, — %o Lz,

(Tu s= pretpostavlja da je f'(z,) # 0, jer inate Arg f'(20) ne bi imao smisla).

Kako se vidi na slici 27, Arg (W — w,) i Arg(Z — z,) su kutovi @’ i ¥,
Sto ih vektori Aw = W — w, i Az = Z — z, zatvaraju s realnim osima U i X,
dok su @ i ¢ kutovi tangenata, povugenih na krivulje L i / u totkama Wo 1 20, S
istim osima U i X.

Kid Z—2z¢ ¢">¢, a @D, prema (c) imamo kur v zaokreta tangente

Y =Argf(ze) =D — ¢ = Arg f(2,) — Arg z, (29)
ili
. ‘ D = ¢ + Argf'(zo).
Vidr sl. 28.

vk v}
/
/ P

; I3 ; I

Slika 28. ML

LI
Prema tomz y = Arg f'(s,) je kut, za koji treba zaokrenuti tangentu na kri-
vulju / u toZki z,4, da se dobije smjer tangente na krivulju L u toc':kiﬁ'vo'.

Buduc¢i di je funkcija f(2) analiticka u tocki z,, kut Argf "(20) isti je za sve
rivulje ! koje prolazz tockom z,. Stoga se Arg f'(z,) zove roracija pri analitiCkom
preslikavanju & = f(2) u tocki z,.

Dakle tingente na sve krivulje, koje prolaze totkom z,, zaokrecu se u toj toCki
za'jedan te ssti kut Argf'(zo) pri analitickom preslikavanju w = f (2) 1 uz uvjet
da je f'(zq) # O.

Odatle slijedi da u to¢ki z, analiti¢ka funkcija = = f(z) uz uvjet da je f'(zo) # 0,
preslikava dvije krivulie po volji koje se sijeku u toj tocki zo tako, da kut
izm~du prvobitnih i preslikanih krivulia bude jedan te isti po velidini i po smislu
vrinje (rotacijc).
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]

Prema tome analiticko preslikavanje = = f(z) ima svojstvo konzervatizma
(Cuvanja) kurova u svim totkama gdje je f'(z) # 0.

Time smo pokazali da svako analiticko preslikavanje, tj. preslikavanje $to
ga vr8i analitiCka funkcija w = f (g), ima u svakoj toCki z4, gdje je f(2q4) # 0,
dva svojstva

1) stalnost rastezinji, odnosno stladivanja,
2) konzervatizam (Cuvanje) kutova.

Uzmemo li u podru¢ju kompleksne promjenljive z beskona¢no mali lik, npr.
trokut, kojemu se jedan vrh nalazi u toc¢Ki 24, njemu ¢e u ravnini promjenljive
w odgovarati beskonatno mali krivocrtni trokut s vrhom u tofki w,. Vidi
sliku 29.

Pripadni kutovi u tom trokutu bit ¢e jednaki uslijed ¢uvanja kutova,
a omjeri pripadnih stranica bit ¢e jednaki jednom te istom broju |f(ze) | i to s
tocnosti do beskona¢no malih veli¢ina, pa je analiticko preslikavanje preslikavanje
slicnosti u beskona¢no malim dijelovima (Gauss) 1 to u okoliu svake tocke,
u kojoj je f'(z) = 0.

Y& v A

2 W

u

Slika 29.

Likovi kona¢nih dimenzija se deformiraju, jer se omjer preslikavanja mijenja
od totke do toCke, ali se kutovi izmedu dviju krivulja ¢uvaju.

Preslikavanje koje ima svojstvo ¢uvanja kutova i svojstvo stalposti rasteza-
nja zove se konformno preshikavanje I wrste ili krace konformno preslikavanje,
tj. preslikavanje koje Cuva oblik.

Iz navedenog slijedi: Ako je funkcija w = f(2) analiticka u podruéju D,
pri ¢cemu je u svim tockama tog podrucja f'(z) # 0, tada je preslikavanje $to ga
vr$i ta funkcija w = f(2) konformno u podru¢ju D. MozZe se pokazati da vrijedi
i obratno ako jednozna¢na funkcija & = f (2) vr$i konformno presl.kavanje, tada
je funkcija f(2) analiticka s derivacijom koja je razli¢ita od nule.

Preslikavanje, koje ima svojstvo stalnosti rastezanja pri ¢emu se kutovi ¢uvaju
po apsolutnoj vrijednosti, dok se smisao vrtnje tih kutova mijenja na suprotni,
zove se Ronformno preslikavanje 11 wvrste.
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Opéenito se mozz kazati: ako je preslikavanje $to ga vrii funkcija w = f ()
konformno, to ¢e funkcija w =f(z) vrsiti konformno preslikavanje II vrste.
Stvarno, posljednje preslikavanje moZe se prikazati kao superpozicija dvaju pre-
slikavanja w =f (2) i w,=w. Kod prvog preslikavanja kutovi se ¢uvaju kako

po veli¢ini tako i po smislu vrtnje, dok kod drugog pre-
ri slikavanja smisao vrtnje kutova se mijenja na suprotni.

Navedimo kao primjer poznatu nam funkciju @ = z,

koja nije analiti¢ka, pa preslikavanje nije konformno

a niti u jednoj to¢ki ravnine 2. Preslikavanje $§to ga

vrii ta funkcija sastoji se u tome da tocka g =x + iy

z prelazi u toCku 2 = x — 1y, koja je simetri¢na s obzi-

rom na realnu os X, pa svaka dva smjera koji izlazi iz

to¢ke z i koji zatvaraju medusobno kut a prelaze u

dva smjera simetri¢na s prvima, a kut izmedu njih
» bit ¢e —a. Vidi sliku 30.

Na taj natin pri preslikavanju pomoéu funkcije
w = 2 mjerilo ili modul preslikavanja se ne mijenja,
= a kutovi se ¢uvaju po apsolutnoj vrijednesti, ali smisao
vrtnje kutova mijenja se na suprotni.

2

‘& Na kraju spomenimo jo§ da pomocu analiti¢kih
funkcija moZemo dobiti mnogo ortogonalnih sustava
krivocrtnih koordinata. Napose, koordinatni pravci
u konformnom preslikavanju prelaze u dvije familije
ortogonalnih krivulja i obratno, ortogonalna mreZa Kkri-
vulja transformira se u pravokutnu dekartovu mreZu.

Slika 30.

U predadnjem poglavlju pokazali smo da svaka analitiCka funkcija f(2) =
=u(x,y) + tv(x,y) predotuje geometrijski dvije familije ortogonalnih krivulja
i kao primjer uzeli smo analiticku funkciju

fE =utiv=z22=x+iy)2=x*—y?)+12xy

p1 smn pokazali da jednadzbe

x? — y? = u = const.

2 xy = v = const.

predocuju geometrijski dvije familije ortogonalnih krivulja i to istostranih hiperbola.
Vidi sliku 31a.

Za graficko predoZenje tih krivulja uzeli smo za parametre « i v vrijednosti
u=1, u=31iu=25 atakoder v =1, v=3 1 v =35, a to su jednadibe
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medusobno okomitih pravaca paralelnih s koordinatnim osima Ui V. Na taj nacin
familije koordinatnih pravaca pri konformnom preslikavanju pomocéu analitiCke

rh ' v
u=-5 u=-3 u=-1 |u=71 u=37 u=9§
3 v=95
J v=2J
! v=]
—'—-’——- fi—
-5 =3 -1} 8 H 7 b
X y=-1 u
-1
-3 v=-3
\ _;I y=-5
+
al b}

Slika 31.

funkcije f(z) == z? prelaze u familije ortogonalnih hiperbola. Vidi sliku 3lb,
a takoder primjcre navedene dalje pod 2.

Primjeri

1. PokaZi kakvo preslikavanje vrie zadane funkcije i odredi, ukoliko je konformno, mcdul ¢ pre-
slikavanja i kut y zaokreta tangente.

Dw=3z

w=3(x+1iy)=3x+13y.
u=3x i »=73y.

Zadana funkcija zadovoljava Cauchy-Riemannove diferencijalne jednadibe pa )e analiti¢ka
funkcija, koja vrii konformno preslikavanje u svim tolksma ravmne z, jerje w' =3 #0
Qdatle slijedi delje da ;e kocﬁcucnt ili modul rastczan)a o jednak w’ = 3 u bilo ko;o; tocki
ravnine 2. Budud¢i da je y = argw’ = 0, smjer pri preslikavanju se ne mijenja.

2) w= 22

Znamo vet¢ da ta funkcua zadovoljava Cauchy-Riemannove dzferenc:;alne jednadZbe u
svim tofkema ravnine z osim ishedidta koordinatnog sustava, jer je w'= 2z = 0 samo u
to&ki z = 0. Stoga vrii konformno preslikavanje u svim totkeme osim ishodiita O, gdje

ne tuva kutove veé ih udvostrudava,

Kako je

i 2
w=z2-—-(re'¢)=r2-e‘ ’

slijedi: argz = @, prelazi u argw = 2 @,, odnosno
arg w = 2 arg 2.
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3)

88

Npr.zaz=1-+ 21
w={1+4+2)*= ~3 4+ 41,

pa prema formulama (29) imamo:
argw = 2arg z, = 2aIc tg% = 2arc63°25' = 126°50’
ili
w==0 — ¢ =126°50" — 0 = 126°50".

U svim ostalim to¢kama ravnine z preslikavanje w = z? je konformno. Uzmimo na primjer
tolku 2o == 1 + 214:

we = f(2o) = (1 + 20 = —3 + 44,
dok je w' = 2z, pa je
wy = [(zg) = 2(1 + 281 = 2 + 44
Modul rastezanja .
o= |uwy| = Va&+16=1V20=45
a kut zaokreta tangente
y = arg f'(z,) = arctg (%) = arctg 2 = arc 63°25'.
ili
=@ — @ = arg f(z,) — arg z, = arctg (—_13“) —arctg 2 =
= arc (180° — 53°10°) — arc 63°25" = arc (126°50" — 63°25") = arc 63°25.

w= 22?4+ z u toCkama

2z =1 i b)zz=——‘l‘-+i.

1z primjera 1) i 2) slijedi da je zadana funkcija w analititka kao zbroj analititkih funkcija,
pa vrii konformno preslikavanje u svim tockama ravnine z.

a) U to¢ki zy = 1.
w, = 2 + 1 = 3. ToZka lezi na realnoj osi U.
w =4z+ 1, paje wy = 5.
Slijedi: koeficijent rastezanja ¢, = |w} | = 5, dok je kut zaokreta tangente

y, =argw; = 0.

b)Utoékizzr——‘lT—}—i.
5 1 AR . 17 . .
w, =225 +2;, =12 -—T-&-z —Z+’=_§' To&ka w, leZi na realnoj osi U.
w'=4z+l,pajew'z=4(-—-i—+i)+l=4i,
pa je koeficijent rastezanja
ez = |wh | =4,

dck je

’ T
Y, = argw; = —2“



c) U tolki 23 = — %—

: : .
'”3—2(‘%)“2-“3“5’
wi=@zy+1)=1—14,

pa je

= argwh = arct (—1— -
Y= agws = g _1)-‘ )

2. Koji dio ravnine z se ste?e, a koji se rasteZe pri preslikavanju

D w=z%
Ratunamo koeficijent ¢ rastezanja, odnosno stezanja: ¢ = |w' |=2|z|, a odatle
slijedi da za ¢ = 1, odnosno za |z | = —% krug polumjera - sa srediitern u ishodidtu O

se preslikava u samog sebe, dok se krug, |z | < % stefe, akrug |z | > % rastele.

Dw=2z>*—8z—1.

p=|w|=]4z—8|=4|2-2|.
Nema deformacijazap = 1, tj. zakrug [z — 2 | = _dl?’ dok sekrug |2 - 2| < -‘-1- stele,
akrug |z -2 > -j:— rasteZe.
3)w=——:—
? l' 1 ]
e =|w|= —a|= izzl’pa se krug |z | > 1 steZe, a krug |z | <1 rastefe.
4) w= 3z [krug |z|<-%—se stee, a |z|>lrasteie]-

3. Odredi familije ortogonalnih krivulja u koj‘e se preslikavaju, pomoéu zadanih analiti¢kih
funkcija, pravci dekartove mreze,

DNw=¢ =¢et+P,
w=u+iv==e" e”=c¢"(cosy+isiny) =e"cosy +ie siny.
Slijedi: u =e"cosy
v =¢"siny

(@)

Jednadzbe (a) kvadrirajmo i zbrojimo:

u? + v? = e**(cos? y + sin?y),
a odatle je
u? + v? = e
Za x = xo = const., tj. za konstantni parametar xo, dobivamo kruZnicu sa sre-
diitem u ishoditu koordinatnog sustava UV, tj. u ravnini W, dakle za varijabilni para-
metar x dobivamo familijiu koncentri¢nih kruZnica. Podijelimo li jednadZbe (a), dobit

¢emo % =tgy, pa jé v = utgy ili uz parametar y =y, =~ const.

v = utgyo
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a to je jednadZba familije pravaca kroz ishodiite, pri demu su za

r
2
LYo <

0<yo<

-z
0

pravci u I, odnosno u III kvadrantu,

dok su za

Jll:< <7
3 Yo

n
—"f<y9<0

pravci u II, odnosno u IV kvadrantu.

Pravci i kruZnice sijeku se pod pravim kutom, u ¢emu se iskazuje svojstvo analititke funkcije.
Vidi sl. 32,

vi 7

Peg ]
<

N
e

Slika 32. Slika 33.

2) w = cos z,

u +1v=cosz = cos(x + {y) = [prema formuli (16)] = cos¥chy — isin x sh y,

pa je

u=cosxchy }

v = — sin x sh y. @
Iz (a) slijedi:

u? = cos?xch?y ]

v? = sin? x sh?y. (b)

Pedijelimo li prvu jednzdZbu sustava (b) s ch? x, a drugu s sh? x pa dobivene jednadibe
zbrojimo, dobit ¢emo

u? p?
= 1
ch?x sh? x
ili uz konstantni parametar x = x, = const.
2 2
u v
1.

ch?xe sh?x,

To je familija sredi¥njih elipsa.
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, Oduzimanje navedenih jednadibi (b) prethodno podijeljenih s cos? x, odnosno sa
sin? x daje

2 2

u v
cos?x, sin?x,

To je familija hiperbola.

Rezultat preslikavanja daje dvije ortogonalne familije konfokalnih elipsa i hiperbola.
Naridi sliku!

u? t,2 . ul vz _ l]

3) w = sin 2. = ; —_ =
) > [ ch?y, * sh? y, ’ sin?xy cos?x,

4) w = sh z.
w = sh(x +1iy)[prema (19)] =shxcosy + ichxsiny = u + i v,
pa je
u=shxcosy

v = chxsiny.

Postupajuéi na isti nadin kao u predadnjim primferima dobivamo:

2 . vz uZ
= 1, N 2 = 13
SIN* Yo COS" VYo

u? v
2 2
sh? x, ch? x4

a to su familije ortogonalnih elipsa i hiperbola. Narisi sliku.

u? v? u? v?
5) w = chz. [chz Xo - shix, L5 cos?y, sinly, l]'

4, Primjena u elektrostatici.

Neka su dana dva vodi¢a smje$tena u idealnom dielektriku. Neka su v, i v; njihovi potencijali.
Osnovna zadacéa se sastoji u prvom redu u odredivanju nastalog elektrostatitkog polja. Zadaéa
se pojednostavnjuje, ako je zadano bilo koje konformno preslikavenjc w = f (2). Tada pomoéu
funkcija u (x, ¥) i v (x, ¥) moZemo rijediti odgovarajuc¢u elektrostaticku zadacu. Izrazi « (x, y)=
= const. i v (x,y) = const. dat ¢e jednadZbe ekvipotencijalnih linija i silnica elektrostati¢kog
polja. '

- z ‘

Uzmimo kao primjer da je konformno preslikavanje zedano funkcijom w = Arch 7

Odatle slijedi: z = dch (x + iv), a prema (19) imamo

x +iy=d{chucosv + shusinv)
pa je
x=dchucosv .

y =dshusino.

QOdatle na nadin naveden u predadnjim primjerima dobivamo:

2 2 2

x Yy 4 d R -
d? ch? u, d?*sh? u, d? cos? v, d?sin* v,

1

a to su ortogonalne femilije elipsa i konfckelnih hiperbcla s fckusima F, 1 F; kojim je 2d
medusobna udaljenost, ukoliko smatramo da su w, i v, konstantni parsmetri. Vidi sl. 33.
Te elipse i hiperbole promatremo keo ekvipotencijilne linije, cdncsno silnice nekog ravnog
elcktrostatitkog polja. U prcstoru su to ekvipotencijelne plche i eliptiCki veljci, &iji su popre¢ni
presjeci predodeni na slici. ,

Uvijek moZemo za jednu cd tih ploha smatrati da je vodi¢ odredenog potencijala. Na taj
na&in odredit ¢emo silnice i popreéne presjeke za cliptitke valike nzbijene elektricitetom.
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§ 10. RIEMANNOVE PLOHE

Znamo ve¢ da funkcija w =f(2), gdje je z =x+iy i w =u + iv, vidi
preslikavanje ravnine z na ravninu w. Svaka tofka z, prelazi u pripadnu totku
w,, geometrijski likovi (krivulje, podruéja) ravnine z pri prelazu na ravninu w
transformiraju se u druge. Krivulja x = x (2), y =y (t) prelazi u krivulju
u=ulx(), y(©]; v =v[x(), y(©)], gdje je ¢ parametar. Koordinatni pravci
x = xo prelaze u # =u(xo,¥) i v = v (x,, y), gdje je x, parametar, a pravci Y=Y
prelaze u u = u (x, ¥q), v = v (x, yo), gdje je y, parametar.

Sada ¢emo kazati nekoliko rijeti o preslikavanju &itave ravnine z na ravninu w.

Neka je, na primjer, zadana funkcija w = 22, koja u polarnim koordinatama
glasi

i 2 L2
Re'® =1r2¢'29

pa je R =r?% dok je @ =24¢.

Odatle slijedi: prvom kvadrantu ravnine z, tj. za 0 < P < %, odgovara litava

. . . . by 4
gornja poluravnina w: 0 < @ < &, drugom kvadrantu ravnine z, U.za5 < ¢ <7
odgovara Citava donja poluravnina w: 7 < @ < 2 x, treéem kvadrantu ravnine

L, t.z2an <@ < ";‘ n, odgovara gormja polovina drugoga lista ravnine w:

27 < @ < 37, i konatno Eetvrtom kvadrantu ravnine 2, tj. za —;— n<@<2n,

odgovara donja polovina drugog lista ravnine w: 37 < @D < 4 .

Pri ponovnom pomicanju to¢aka po ravnini z njena slika w vraca se na prvi
list ravnine w. To se dobije tako, da se spoje donji rub + u 2 ravnine w, s gornjim
rubom +- , ravnine w,. Na taj na¢in dobivamo dva lista w, i w 2 za predocivanje
to¢aka ravnine z u ravnini w. Ta dva lista &ine, kao i ravnina, jednu cjelinu jer
imamo neprekidni prijelaz na ravnine w, i w,, a s ravnine w, natrag na w,. Cijela
ravnina z preslikava se na dva lista ravnine w. Ta se geometrijska tvoreyvina zove

Riemannova ploha za funkciju 2z = yw. Vidi
sl. 34,

Analogno funkciji z = %w odgovara
Riemannova ploha od tri lista: iz prvog lista
slike w, tocaka z prelaze kao w, u drugi list, a
iz drugog lista kao w, prelaze u treéi list odakle

se vracaju u prvi. Na isti nadin spajaju se » li-
j stova Riemannove plohe za funkciju z = ¥,
’ dok Riemannova ploha funkcije w = Lnz =
In|z|+iArgz ima beskonatno mnogo li-

Siika 34 stova, ovdje bi z = e* bila jednozna¢na pa
' ne bi imala vi$elisnu Riemannovu plohu.

Na taj nac¢in moZemo bilo koju analiti¢ku funkciju promatrati kao jednoznaénu
na njenoj Riemannovoj plohi. U tu svrhu dovoljno je naznaciti pripadni broj lista
Riemannove plohe doti¢ne funkcije w za njene vrijednosti u bilo kojoj tolki s.
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§ 11. INTEGRAL FUNKCIJE KOMPLEKSNE PROMJENLJIVE

1. Pojam

Neka je u podrudju D ravnine z =x + iy
zadana funkcija

w=f(2) =ulxy) +iv(xy)

1 neka se u tom podrudju nalazi krivulja C s podet-
kom u tocki 2z, i krajem u tocki 2. Za krivulju C
pretpostavijamo da je glatka, tj. ima tangentu koja se
neprekinuto mijenja. Vidi si. 35.

Podijelimo luk z, z krivulje C u po volji uzet brojn
lukova 1 to tockama z,, 2,5, 23, ..., 2,- 1> Pri emu je Siika 38,
z, = 2, sukcesivno smjeStenih u pozitivnhom smislu
krivulje C. Svakom parcijalnom luku dodijelimo pripadnu vrijednost f (z,) - Az,,
koja je dobivena mnoZenjem vrijednosti zadane funkcije u lijevom kraju tog luka
s prirastom Az, promjenljive 2z, koji odgovara tom luku:

Azy = 2,41 — 24.

Naciniv3i zbroj tih produkata, proirimo ga na sve parcijalne lukove, pa na
taj na¢in dobivamo sumu:

k=i_1f(3k) Azy. (a)

k:o

Uz pretpostavku da maksimum duljina svih djelomi¢nih lukova tezi nuli,
pokaZimo da izraz (a) tezi odredenom kona¢nom limesu, koji ne zavisi od nacina
prema Kkojemu ti parcijalni lukovi teZe nuli.

U tu svrhu uvedimo oznake:
Ty =X T iy, = u Xy + iv(xkayk) =u+iv
Azk - Axk + iAyk:

p1 izraz (a) prima oblik:

k=n—1 k=n-—

S fladn= 3 (ut iv) (Ax + i Ay =

k=0

k=n=1} k=xn—-1

= > (uAx, — v, Ay,) +1 > (‘Uk_Axk + uy Ay,). (b)

k=0 ke

Kad maksimumi duljina svih djelomi¢nih lukova teZe nuli, obje sume desne
strane jednakosti (b) teZe limesima j udx — vdy, odnosno i f vdx + udy,
c c

93



pa lijeva strana jednakosti (b) te#i odredenom konatnom limesu, kada
duljine sviju parcijalnih. lukova tefe nuli Taj limes zvat &emo konturnim
integralom umnofka f(z)dz uzduz krivulie C i oznafavati ga s [f(z)ds.
Imamo dakle c

ff(z)dz=fudx——vdy+ifvdx+udy. (30)
C

C C

Ta formula prikazuje integral kompleksne promjenljive pomoéu dva realna
krivocrtna integrala, ona se lako pamti, ako se napise u obliku

[f(z)dz = [+ vi) (dx + i dy). (30y
C C

Iz formule (30) slijedi da ti konturni integrali imaju poznata svojstva linijskih
(krivuljnih) integrala:

1) Integral zbroja funkcija kompleksne promjenljive jednak je zbroju integrala
tih funkcija. :

2) Kompleksna konstanta stavi se ispred znaka integrala.

3) Integral mijenja predznak na protivni, ako put integriranja mijenjamo na
suprotni, itd.

2. Ratunanje integrala

To ratunanje vrdi se tako, da te integrale svodimo na dva realna krivulina
integrala,

Neka su
x = x (1), y=y()

parametarske jednadzbe krivulje C i neka poletku i kraju te krivulje odgovaraju
vrijednosti parametra ¢ =1, i ¢t = T. Pomocu tih jednad?bi svodimo integrale,
koji ulazi u formulu (30), u odredene integrale:

T
[1@)ds = [{ulx @y @) %) — vlx (), y O] ¥’ (D} dr +
C iy

T

+i [{olx (@D y 012 + ulx ),y (D (D)} dr =

Te

T
= f{u [x (2, ¥y (D) + 1o lx () y (O} {x'(e) + ¢ 5°(0)} de. (30)"
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Ako mijesto dviju realnih parametarskih jednadZbi krivulje C uvedemo
jednu ekvivalentnu kompleksno-parametarsku jednadzbu te krivulje C

z==z(0)=x0)+iy(),

tu formulu (30)" moZemo napisati u obliku

T
[f=)ds = [Flz @)= @) de. G0y
c i

Ta formula je podesna za ralunanje krivuljnih integrala. Vidi takoder
Repetitorij vise matematike, Dio III § 10. Linijsl_ti (krivuljni) integrali.

Primjeri

Napifi zadane jednadZbe krivulja C u komplcksno-paramctarskom obhku, odnosno u
obliku f(x, y) = O.

l.x=2cost, y=2sint.
z2(t) = 2(cost -+ isini).

Kvadriranje i zbrajanje zadanih jednadfbi daje
x? 4 y2 = 4. Vidi sliku 36.

vk | 'ﬁ

Slika 36. Slika 37.

2.y = 2x.

Stavimo x = t, pa je y = 2¢t. Prema z = x + iy imamo:

z2()=t+12¢t ili z=(1+2¢

3. x=2Ly=1%2—1.
2 =2t +i(*—~ 1)

2
Uvritenje ¢t = % uy=1t*—1 daje y= x_? — 1. Parabola. Vidi sl. 37.

95



4, z =2cost +¢3sint.
Prema z = x + ¥y imamo

x=2cost = cos ¢

ii

y: sin ¢ = sin t.

x
?
2.
3
Kvadriranje i zbrajanje tih jednad2bi daje jednadfbu elipss

¥t y:
4 9
S.z=1t+11t [y = x].
6.z=1t*+it+ 4.
Iz x=1t?+4 i v ==t slijeai jednadzba parabole

y = Vx — 4.

7.2 =1t+ -:l . [Hiperbola y= %]
8. z2=cost +1isint [x2 + y?=1].
9. z=1(11*+ 1. [y = =%

Racunanje integrala kompleksne funkcije uzduZ zadane krivulje C pokazat
¢emo sada na primjerima.

Primjeri
Izratunaj zadane integrale.

1. f | z | dz, gdje je C odsjetak pravca, koji je iz tolke O usmjeren prema tolki z =2 +i.
C

rd Prema slici 38 parametarska jednadiba tog
) z odsjedka glasi
)
l X = 2 t, y = t)
¢ l
4 a kompleksno parametarska jednadiba ima
: oblik
. X — - z=x+iy=2t+4it=(2+it
0 ! 2 X
Slika 38. pri femu je 0 < £ < 1.

Rac¢unzmo prema formuli (30)"”.

lz]=Vat2+t2=1¢)5; dz=(2+Dde
1 1

[1z10s = [1¥3@ +Da= V50 +)] i=lVﬂ2

)

t?
2
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Z.Iz’dx, gdje je C odsjefak pravca odredenog s x = 2¢, y = 3¢ itoza 1<t<2. Prikati
[ 24
ge graficki!

Ratunamo uzevii u obzir da je x(t) = 2¢ + ¢3¢, odnosno = = (2 + 3¢)¢, pa je
ds =3 (f)dt = (2 + 31) dr:

2 2 2
3
f:’dxmj(2t+i3t)2-(2+3i)dt=(2+3i)’jt’dz= @+30- | 5| =
c 1 1 1
.38 1 . 7 7 1 .
=2 +30|-—=)=B+361i—54—-27¢)-=(— 46+ 94)-= —107; + 211,
3 3 3 3 3
3[R az
C
1) C je kruZnica |z | = R.
z=Re"=R(cost + isint), pa je #(2) = Rcost;
dz = R(—sint 4+ i cos ) de.
= ”n
§=2[Rcost-R(—sint+icost)dx==2R’f(——sintcon:+icos’t)dt=
c ) )
0 : . 2 “
_ 2| sin?z (}_ sin t)|= 2;% _ . p2
2R 2f12+ 3 o,21'\’:2 i R2,
2) C je radij-vektor toCke (2 + 1). {2 + 1]
3) C je polukruZnica | z| = 1. Poletak puta je u z = 1. {zg—]
4. Izraunaj I z dz, ako je
¢
. 1+14
1) C odsjetak pravca od totke O do togke (1 + 1). |
2) C izlomljeni pravac s vrhovima u totkama 0,1 1, 1 + 4. [1 + 5}

7 B. Apsen: Repetitorij viSe matematike 97



§ 12. NEOVISNOST INTEGRALA O PUTU. CAUCHYJEV INTEGRALNI
TEOREM

Prije nego predemo na nezavisnost integrala od puta integriranja, odnosno
na Cauchyjev teorem, kazat ¢emo nekoliko rije¢i o podrudju integriranja. Podruéje
se zove jednostruko suvislo, ako u podruéje spada ravnina XY ¢itava ili ograniena,
podrucje je dwvostruko suvislo, ako je u Citavoj ravnini XY iskljutena jedna tocka
A (vidi sliku 39a), dok slike 39b i 39c takoder prikazuju dvostruko suvisla po-
drudja i to neograni¢eno i ograniceno.

rl rk ri

gl 8! tle

Slika 39,

Slican je oblik trostruko suvislog podrugja. Vidi dalje sl. 41.

Iz definicije odredenog integrala neprekinute funkcije f(2) znamo veé da
~ vrijednost integrala zavisi ne samo od podintegralne funkcije, ve¢ i od puta in-
tegriranja C. Spojimo li tocke zo i Z (vidi sl. 35) razli¢itim krivuljama, koje leZe
u jednostruko suvislom podruéju, i izratunamo li f f(2) dz uzduZ tih krivulja,
dobit ¢emo, govoreéi opclenito, razli¢ite vrijednosti tih integrala. Nastaje pitanje,
kojim uvjetima mora odgovarati funkcija f(2), da njena vrijednost ne zavisi od
puta integriranja, ve¢ jedino od poletne i konaéne tocke toga puta.

Kao i u slucaju realnih krivuljnih integrala lako je pokazati da se zadaéa svodi
na iznalazenje onog uvjeta uz koji je integral uzet po zatvorenoj Kkrivulji jednak
nuli. Rjesenje naSe zadace moZemo provesti u vezi s odgovarajucom zadadom za
realne linijske integrale, jer je integral kompleksne promjenljive izraZen sa dva
realna integrala.

Kako je prema formuli (30)

fﬁf(z)dz=f£udx——vdy+i§vdx+udy (a)
c c c
zadaca se svodi na dokaz jednakosti dvaju realnih krivuljnih integrala

§udx—vdy i §vdx+udy.

- C c
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Pretpostavimo -da je funkcija f(2) == u(x,y) + i v{x, y) analititka u svakoj
tocki jednostruko suvislog podrudja D i ima u svakoj tocki tog podrudja neprekinute
derivacije. Odatle slijedi da su funkcije u i v neprekinute u podru¢ju D zajedno
sa svojim parcijalnim derivacijama, koje zadovoljavaju Cauchy-Riemannove di-
ferencijalne jednadzbe

ou _Odv . Ou __ ov

1 —_— T e ——— e

dx Oy oy ox

Iz teorije krivuljnih integrala znamo da je

§meM+Qmw®=o
C

gdje je C bilo koja zatvorena krivulja, ako funkcije P i Q zadovoljavaju uvjet

oP _ 90
oy Ox

Za na$ slu¢aj to znadi:

§udx—-vdy=0
c

jer je
o _ _ '
¥y o« (®
i
§v dx +udy =0 (o)
c
jer je
o0 _ du
oy Ox

Uslijed analiti¢nosti funkcije f () ispunjeni su uvjeti (b) i (c) pa je prema (a):

§f(z)dzm0.
c

Time smo dokazali Cauchyjev teorem, osnovni stavak teorije analititkih
funkcija:
Ako funkcija f (2) jednoznalna u jednostruko suvislom podruéju D ima u svakos

tolki tog podrulja neprekinutu derivaciju, tada je integral te funkcije uzet usduf
bilo koje zatvorene krivulje koja pripada podrulju D, jednak nuli.
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Primijetifgo da Cauchyjev teorem vrijedi za svaku funkciju analiticku u
podrucju D."3di sliku 40.

_ Podrulga oze biti i videstruko suvislo, na primjer trostruko suvislo pri-
kazanh naFstnia

>

4
Slika 40. Stika 41.

Izvedemo li dva prereza ¥, t y, i oznacimo li s G cjelokupnu slozenu konturu,
koja se sastoji od kontura C, C, i C, i prereza y, i ¥,, podruéje ograni¢eno kon-
turom G bit ¢e jednostruko suvislo pa ¢emo prema Cauchyjevom teoremu za to
jednostruko suvislo podrucje D dobiti

§f(z)dz=0,

pri ¢emu konturu G obllazxmo tako, da podrucje obnlaﬁen;a bude uvijek siijeva
(u pozitivnom smlslu) U tom slucaju oba prereza y, iy, prolazu éemo dva puta
u suprotnim smjerovima, pa Ce se integrali po tim prerezima uzajamno ponidtiti
(vidi sliku 41). Kona¢no ¢emo dobiti

fff(z) dz + ff;f(z) dz + fff(z)dz - 0.
C C C

Kako vidimo na slici 41, vanjsku konturu obilazimo u pozitivnom smisluy,
a nutarnje u negativnom (povrdina desno).

Zamijenimo li smisao obilaZenja nutarnjih kontura C, i C, na protivni,
imat ¢emo

fff(z) dz = §f(z) dz + fﬁf(z) dz. (31)
C C, C

Sad se 1 vanjska kontura i obje nutarnje obilaze u pozitivnom smislu, pa mo-
Zemo formulirati Cauchyjev teorem za viSestruko suvislo podrudje kako slijedi:

Ako je funkcija f(2) analitiCka u zatvorenom visestruko suvislom podruéu D,
to je integral te funkcije po vanjskoj konturi, koja omeduje podrulle D, jednak
zbroju integrala po svim nurarnjim kRonturama koje omeduju D, pri femu se sve te
konture obilaze u pozitivnom ili sve u negativnom smuslu.
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Napose, ako je funkcija f (2) analiti¢ka u prstenu (vidi sliku 42) izmedu kontura
C, i C, i na tim konturama, tada je

b1 s _ § 1) s a1y
C, C,

Slika 42. Slika 43.

Navedimo jo§ drugu posljedicu Cauchyjeva teorema. Neka je funkcija f(2)
analiti¢ka u jednostruko suvislom podru¢ju D. U tom podrudju izaberemo zatvo-
renu konturu C koju podijelimo u dva dijela C, i C, sa zajednitkim poletkom
2o 1 krajem 2. Vidi sl. 43.

Prema Cauchyjevu teoremu i svojstvu konturnih integrala da mijenjaju pred-
znak kad se mijenja smisao obilaZenja, imamo:

jEf(z)dz = ff(z)dz + ff(z)dz = J-f(Z)-dz — J‘f(z)dz =0
© G . ¢ é
a odatle je

[r@ras = 1@ (31"
C, C,

To znali: ako je funkcija f (2) analititka u nekom jednostruko suvislom podrulju
D, tada integral te funkcije f (2) uzet po bilo kojem nezatvorenom luku C, koji pripada
podrulju D, zavisi samo od poletne tolke 2o i konalne tolke = toga luka C (a ne od
luka C!).

Stoga se za te integrale uzima oznaka

ff(C) d¢,

tj. promjenljivu integriranja oznacujemo slovom { mjesto z da izbjegnemo nespo-
razum.

Navedimo jo§ da se kao u realnom podru¢ju funkcija F (z) zove primitivna
funkcija s obzirom na funkciju f (2), ako je F'(z) = f(2). Otito je da ée i funkcija
F(2) + C, gdje je C konstanta, biti primitivna funkcija za f(2). I obratno, dvije
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razli¢ite primitivne funkcije F,(z) i F,(z) za jednu te istu funkciju f (2) razli-
kuju se jedna od druge za konstantan pribrojnik.

Iz navedenog slijedi: ako je funkcija F (z) neka primitivna funkcija za f (z),
tada funkcija F (z) + C, gdje je C konstanta po volji, predotuje skup svih primi-
tivnih funkcija za f (z). Taj se skup zove neodredeni integral funkcije f () i ozna-
Luje se sa

[f@az=F@ +C glicie F()=f(@ &

»

‘Odatle slijedi dalje da su tablice osnovnih integrala u kompleksnom i u realnom
podruéju jednake, ukoliko su jednake tablice derivacija. Tako je na primjer:

n+1

+ C (n# —1,ciobroj);

fe dz = e + C; J‘z’dz=;+l

%z,:lnz—{— C; fsinzdz = —cosz + C itd.

Primjeri

§. Izralunaj integrale po polukruZnicama prvo po gornjoj, a zatim po donjoj polazeé¢i iz z = —|
u z= + 1 prema slici 44 i to za funkcije:

1) w=2z%

23
Znamo da je f zldz ==~

3
Y
a) Iduéi po gornjoj polukruZnici i uzevdi {
z = ¢' dobivamo Iy
I
0
I %_ Al —;-(e" TN g .
+n x
o
=—;—|1 — (cos3:rt+isin37t)i =
+n
1 2
=3 aA+1n= 3
_ Slika 44.

b) po donjoj polukruZnici:

1 0
Iﬂ-—3-83iW =

W=

- -

. o !
(1 — ¢ =3 |1 — [cos (~39) + i sin 39)) =%(1 +1)--§?;é
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<) po pravcu AB:

[

2

3

1
-3-(l+l)

-
I
w|n
|
|

Dobili smo za sve tri staze integriranja istz vrijednost %— integrala, jer je funkcija

w = z? analititka po &itavoj ravnini Z pa vrijednost mtegrala ne zavisi od puta integriranja
veé¢ od poletne i konadne tolke toga puta.

1

Znamo da je J‘ i:f =Inz+ C, pa uzevdi z u obliku ¢ dobivamo:

0 0
a) po gornjoj polukruznici J = |Ine'® | =ip| = —im,
H 3 kS

0 0
b) po donjoj polukruZnici I = |Iné'® | =ig@| = +in.
- g ——

Dobili smo razli&ite vrijednosti integrala, jer funkcija w = —} nema derivacije u
to¢ki 2 = 0, pa ta tocka nije pravilna veé¢ singularna i to pol I. reda.

Medutim, ako tolka z = 0 leZi izvan zatvorene konture C, to je §? uzet uzdul

[+
te konture jednak nuli, jer je funkcija & = —é— analiti¢ka posvuda u ravnini z osim 2 =0.
Ako pak tofka z = 0 leZi unutgr zatvorene konture C, tada ée na temelju gore navedenog

biti § i—f # 0 i imat ¢e odredenu stalnu vrijednos, koja ne,iavisi od oblika konture C.
C

Da se odredi ta stalna vrijednost, dovoljno je uzeti za konturu C kruZnicu polumjera
R sa srediftem u z = 0,

Dobivamo:

:Re‘

d= .
§;=[z=R¢",dz=:Rc"dcp] f R ei®

0

dcp—zIdw-—-t(Zn-—O)-—hm

Ta vrijednost integrala stalna je za sve zatvorene krivulje oko totke z = 0.

Na primjer po kruZnici polumjera R = 1, koja je prikazana na slici 44, dobivamo,
obilazeéi je u pozitivhom smislu, istu vrijednosu 2 @1, jer je

§d§=ui—(—nn=2m:

3) Pokazat ¢éemo jo§ na primjeru funkcije & = yz da je jednoznalnost analititke funkcije
f (2) bitna pretpostavka Cauchyjeva teorema. Analititka funkcija w = 2 dvoznalna
je. Da to pokaZemo izaberemo jednu vrijednost ili, kako se kaZe, jednu granu te funkcije,
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npr. w,;, pa ako toc¢ka z izvrii jedno obilaZenje u pozitivhom smislu oko totke 3 = 0 i vrati
se u polazni poloZaj, tada se ¢ poveca za 271, dok w, primi vrijednost

i‘p-—-—-—;zyl i(?+n)

yr - e = Jre
Postupimo 1i na isti na¢in s w,, prijeéi ée w, u w,, jer je

P PF2T L, i‘g’+2?t
(T ea) (S

| re — Yre = |r (e

;'g i

-e‘zn)wl/?-e 1 = w,.

Nis

Na taj nacin dvije grane funkcije w = }z pri obilaZenju todke z = 0 neprekidno
prelaze iz jedne grane u drugu, a nakon dvostrukog obilaZenja vradaju se k polaznoj grani.
Tolka z = 0 funkcije w = |z zove se tolka grananja drugog reda, jer funkcija ima dvije
grane. »Beskonalna tolka¢« z = o0 uzima se kao druga tocka grananja funkcije }'z.

Analogno funkcija ;/E ima n grana kod obilaZenja tolke grananja z = 0, koja je
n-tog reda.

Znamo da je funkcijaw = Lnz=Inr +i(p + 2kxn), gdjeje k=0, £ 1, + 2,..,
beskonano mnogoznalna, pa obilazi li totka z oko ishodiita koordinatnog sustava, ¢ se
povecava kod svakog obilaZenja za 2 . Na taj nalin vrijednost wo prelazi u w,, w; u w;
itd. bez kraja. Takva se tolka grananja zove tolka grananja beskomalnog reda.

ri

Slika 45.

. d . . . . .
Znamo da vrijednost integrela i; = 2 7x{ ne ovisi o putu obilaZenja oko tolke

[
z = 0, ve¢ jedino o broju tih obilaZzenja. Sada vidimo, da nejednoznalnost logaritam-
ske funkcije jest rezultat moguénosti izbora puta s razli¢itim brojem obilaZenja oko tocke
z = 0, gdje funkcija —::- postaje beskonafna. Npr.

2 2
55%-"‘=J"-§=2ni~+ Inz|=2ni+1n2:=069 + 2ni. Vidi sl. 45.
1
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§13. NEODREDENI INTEGRAL. NEWTON-LEIBNIZOVA FORMULA

Neka je F(z) bilo koja primitivna funkcija za analiticku funkciju f(2) u nekom
jednostruko suvislom podru¢ju. Tada ¢e funkcija f f(&)d biti takoder primi-

tivna funkcija za f(z), pa prema formuli (32) imamo

ff(C) df = F(2) + C. (a)

Za z = z, kontura, po Kojoj se ratuna integral lijeve strane gornje jedna-
kosti, zatvara se pa prema Cauchyjevu teoremu integral pretvara se u nulu. Na
taj nadin uz z = 2z, jednakost (a) prima oblik 0 = F (z,) + C, a odatle slijedi
C= —F(zy) 1

N

ff(C) d¢ = F (z) — F(zo). (33)

To znadi: krivuljni integral analiticke funkcije u jednostruko suvislom po-
drucju jednak je prirastu pripadne primitivne funkcije na putu integriranja.

To je Newton-Leibnizova formula.

Primjeri

Izracunaj zadane integrale.
3 +1
1. | 22 d-=.
0
BU?P%?}? je podintegralna funkcija z? analitika po &tavoj ravnini z, integriramo prema for-
mul pR

1+ 1+

' z? 1 . 1 . . pA 2.
2 e = — e 3 o . - —- —_— e - —_
Jz_dz—— 37 3(14,:) 3(]#3: 3 —19) 3+31.

o ‘ o

}" ze de.

o

tJ

Integrand je analiti¢ka funkcija po Citavo) ravnini z. Prethodno izratun2jmo necdredeni inte-
gral _f: e’ dz po pravilu parcijalne integracije ju dv == uv — Iv du:

Ize: dz  [u - 2z, du—=dz; v — ¢, dv — € dz] = 3¢ — je"dz = ze* -e.
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Slijedi:
. Ki
Ize‘dz: vzet — e =iel —et +1 =1 +e(G—1)=1+(cosl +isinl)(f—1)=
0 0 -

f

(I —sinl —cosl)+ t(cosl —sinl) == —0,381 — {0,301.

. I= §Gg—z'¢i)"' po zatvorenoj konturi C, dok je n cio broj. Za n < 0 podintegralna funk-
C
C1)a i-:;j

prema Cauchyjevol formuli I = 0.

7 ={(z —a)", gdje jem = —n >0, analititka je funkcija po &itavoj ravnini 2 pa

Otito je daje I = 0i kad je # > 0 ukoliko totka z = g leZi izvan podrudja D ogranifenog
konturom C. Neka je sad # > 0, pri femu tetka @ pripada navedenom podrudju.

Povugemo neku kruZnicu K polumjera R sa srediftem u todki z = a, koja ne sijete kon-
turu C.

JednadZba te kruZnice glasi 2 = a + R e'.

Funkecija G-—_l—a—)—; (n > 0) je analiti’ka u prstenu izmedu K i C, a stoga prema formu-

lama (31)" i (30)", obilazeé¢i K i C jedamput u pozitivnom smislu, imat ¢emo, uzevdi u obzir
dauz z—a= Re"
1 1

- = i 2y = Re'ts
(z — a)" R &int i 2'(0) Re*ide,

q 2nR s dt . 2n
z ie 1
1 = f — — — I(L—wm)t .
(Z _ a)" Rn e“" . Rn—l ft de
¢ 0
Odatle za » = 1 dobivamo
2%
I= iJ‘dt — 2 i,
0
azan>1n=2 3,4, .. imamo
1' | i(l —n)t LG i l 2
= i = . WL-me . __ Q.
I= g i(l—n)lo RT ia-ml|° ‘ 0

jer je g2B(l-m — 0

Dakle, ako kontura C obilazi jednokratno tolku & u pozitivhom smislu, to za o
volji odabran cijeli n vrijedi

_dii ‘0 za n#1
T\ 2nmd 2za n=1.

1+ 2 .
2 — —— - 18
4.":2 dz. [ 3 +—:J

{
5. fg;f [—2i]
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§ 14. CAUCHYJEVA INTEGRALNA FORMULA. CAUCHY]EV INTEGRAL
1 NJEGOVA PRIMJENA U RACUNANJU KONTURNIH INTEGRALA

Navedimo jo§ Cauchyjevu integralnu formulu i njenu primjenu.

Neka je funkcija f(z) analiticka u zatvorenom podrulju D (jednostruko ili
vifestruko suvislom), pri ¢emu je C granica podrucja D.

Uz te pretpostavke mozemo vrijednost funkcije 2 = f(2) u bilo kojoj tocki
z podrudja D izracunati, ako znamo samo vrijednost f (2) na granici C tog podrudja
i to po formuli
f&)d
[ — =z

N
F&) =57

C

, (34)

pri ¢emu se granica C obilazi u pozitivhom smislu.

Integral na desnoj strani formule zove se Cauchyjev integral za funkciju f (2},
a formula sama zove se Cauchyjeva integralna formula.

Za ratunanje Cauchyjeva integrala treba samo znati da je integral analitiCke
funkcije uzet uzduz bilo koje zatvorene krivulje, koja se nalazi u jednostruko su-
vislom podrudju pravilnih, tj. nesingularnih tocaka, jednak nuli, dok j¢ taj integral
jednak 2 74, ukoliko ta zatvorena krivulja zaokruzuje pol funkcije.

Pomoéu Cauchyjeva integrala, koji lako rd
dobivamo iz (34)
d: . ' {
I = f&)d =2nif(z) (34) T
[ — =z
c
moZemo izratunati neke konturne integrale 0
po zatvorenim konturama.
Primjeri
Tzratunaj " Slika 46.
1. §—;gz—d_i}—)-, gdje je C kruZnica polumjera “; sa ”

C
srediitem u tolki z = 2. Vidi sliku 46.

£
Funkcija f(z) = % je analiticka funkcija u

zadanom3 podrudju D pa prema (34)° imamo
¢ .
(3 = 'T, pa je

I=2ni- %—=-3—ne3i
dz . : . ‘ ' : -
2. PRt gdje je C kruZnica polumjera 1 sa sre- 0 ! X
C
diftem u tolki ¢. Vidi sliku 47. Slika 47,
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, imat éemo: f(2) = je analitika

. . .. . d= 1
Napifemo li zadani integral u obliku § G+ gt
C

Dz —1)
funkcija u podrulju D, pa je prema (34) f(3) = il_i

. 1
I=2ni 2—;.-—_:_:_._

3
. §:_d':., gdje je C kruinica polumjera 2 sa srediftem u tolki 2:. Narii sliku!
[
Funkcija f(2) = z?, je analiticka u zadanom podrudju, pa je prema (34)' f (i) = §* = —i
1 I=2ri-(—i)=2nmn.
1

Da smo za C uzeli npr. kruZnicu |z | = -, dobili bismo I = 0, jer u tom podrudju

integrand nema pola! 2
. § % > gdje je C kruZnica polumjera 2 sa srediftem u toc¢ki —i. Nari$i sliku!
<
Funkcija f(z) = cos z je analititka u zadanom podruéju pa prema (34)': f(—2¢) =

2 -2

= cos (—21{) = cos 21 = [prema (18)] = i.,,i;;f__ i
2 -2
Y

. —iéi—, gdje je C kruZnica polumjera 2 sa srediftem u todki 2. Naridi sliku!
z* — 1
. .

Napifemo li zadani integral u obliku

) zdz .. _
§(22+ D+ Dz =1y e f@= G 75
C

analititka funkcija u zadanom podrudju pa prema (34) imamo f(1) = —‘l‘— i

.1 1 .
I=2mi T‘-—A-z_:rn.
e* dz . s e ey s . . . . .
. §_zT—_37 po |z | =1, yj. po jedini¢noj kruZnici sa srediftem u ishodidtu.
C
e* 1
f(z)—;“jjs f(o)-—jga
pa ie
I=2n:¢- (———;—)=—~§—nx’.
z dz , .
.§;—:‘§ po i21‘=5. [6n|]'
C
z + 2)dz . .
.§—r2_)1-poiz)= . (2 74]
C
sin 2 : ;
.§zz+]dz po z| =2 [274-shl).
<



Pomoc¢u Cauchyjeve formule moZe se pokazati da funkciju analiticku u za-
tvorenom podruéju D mozemo derivirati u svakoj to¢ki tog podrudja koliko god
puta pa prema (34)

1 fHdg
2w {—=z
c

f(z) =

dobivamo;

ro=t L9 w2 g O

2ai)] (C —2)3 7

mpoy M (%) .
10 =51 § ¢ L 4

C

gdje je ¢ kompleksna promjenljiva integracije.

Odatle shjedi:

Ako jednoznacna funkcija f(2) ima posvuda u podrudju D prvu derivaciju,
ona ima u tom podrudju i derivacije svih viih redova.

Otito je da taj stavak potvrduje ne samo postojanje derivacija bilo kojeg reda
za funkciju analiticku u podrudju D, veé i neprekinurost tih derivacija. Poznato
je di u slugaju funkcije realne promjenljive iz postojanja konane derivacije ne
slijedi i neprekinutost te derivacije.

N

Pom»>¢u formule (35) moZemo izracunati neke konturne integrale. U tu svrhu
napidemo je u obliku:

f (,-) P od 2 n i n ‘
) 5

C

Navedimo nekoliko primjera.

Primijeri

Izratunaj.

*dz . .. . . .. . .. .
1. § ini”z-,)-;, gdje je C zatvorena kontura po volji po kojoj se vrii obilaZenje u pozitivnom smislu
C
oko tolke 1.

Funkcija ¢* je analiticka u podrudju omedenom konturom C, pa uzevdi u obzir da je
prema formuli (35) n 4+ 1 =3, odnosno u =2 i da je f'(z) =e*, odnosno f''(i) = é',

[
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3.

dobivamo prema toj formuli

2

Il == 5T e =mnie' =ai(cosl +isinl)=nra{icosl —sinl).

§ ] 1)4 dz, gdje je C kruZnica iz i = 2. Naridi <liku!

Funkcija f(2) = ze® ie analititka, u zadanom podru¢ju. Ratunamo prema (35)’ uzevhi
u obzir da je n + 1 = 4, pa j_c n=3:
f(z)=ze +&; fl2)=ze+ 26 [fz)==ze L 3¢,
a odatle je f"(1) = 4e.

27 4 .
I = 30 4e——§~ne:.

dz . . S
4;‘-, ~-— 5 gdje je C kruZnica |z | =

z¥3z - 4
p
f(z) = _%-_5 je analiticka funkcija u zadanom podrutju. Kako je n = 2 ralunamo:
roon | s 2
PPV 2
paje f(0) = 43"

4. fﬁsm dz, gdje je C kruZnica |z | = 1.

Kako je f(z) = sin z analitika funkcija, dok je » = 3, rafunamo:

fl(z) =cosz; f"(z)= —sinz; f'"(2)= —cosz i f"(0)= —1.

2ni s

wl

5. §—c-gs~fdzpolz[ -

f(2) = cos z je analititka funkcija, n = 2.

Ralunamo
fi(z2)=—sinz i f’(z) = —cos z,
pa je f(0) = —
2nd .
I = 2 (=)= —=ni.

6. §(Z+1)3poiz[=2.
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§ 15. REZIDUI ANALITICKE FUNKCIJE I NJIHOVA PRIMJENA

Pomocu Cauchyjeve integralne formule izracunali smo niz konturnih inte-
grala funkcije f(2). Pokazimo sada, kako se mogu ti integrali rje$avati pomoéu
takozvanih rezidua. U vezi s tim osvrnut ¢emo se ukratko na razvoj funkcije
f(2) u red potencija i na singularne totke te funkcije.

1. Redovi Taylorovi i Laurentovi za funkcije f(z)

Funkcije f(z) mozemo razviti u Taylorov red

il fim(q )
1) = ST @ (36
n=1
u bilo kojem otvorenom krugu sa sredi$tem u to¢ki a, u kojem je ta funkcija ana-
liticka, U svakom drugom podrudju, koje spada u taj krug, Taylorov red kon-
vergira uniformno.

Navedimo Taylorove redove za neke elementarne funkcije f(2):

cz=1+%'_+;z_2._5_£?+

2 31
. 3 5 32 Z"
sxnz:z—~§.!_+%_... Cosz=1_2T+T4T—
3 5 2 4
shz:z-}-_g_!_l_%—{-... chz=l+.‘§_!-+_§_!+...

T1 redovi konvergiraju za sve vrijednosti z.

In (1 +z)=z—%2+§; — ... konver-
gira za |z | < 1.

Kako vidimo, ti redovi imaju isti oblik
kao u realnom podruéju i izvode se na isti
nacin,

Taylorovi redovi podesni su za predo-
¢enje funkcija analitickih u kruZnim podrué-
jima. Medutim, ¢esto je potrebno proudavanje
funkcija, koje su analiticke posvuda u ne-
kom okolidu tofke a izostavljaju¢i tu tocku,
tj. analiticke u prstenastom podrucju

z < |z—a| < R. Vidi sliku 48. Slika 48.
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Pokazuje se da se takve funkcije mogu razviti u red po pozitivnim i
negativnim potencijama (z — a). Takav se red zove Laurentov (Loranov) red
i ima oblik

ﬂ@zﬁ}&wwr=§cﬂ@—@”+§%@—@u=
- n=| n=0

= v+ (=) Fc_pe1(2—a)" F oz —a) "~

tealz—a)y tteotei(z—a)talz—a)?+cs(z—a)® + ... =

_ _C-n o Cfemvr 0 Cenv2
G—ar E—at  G—ar T
e ;;‘a +eotci(z—a)tealz—a)?+ei(z—a) + - (37

Vidimo da se Laurentov red raspada u dva dijela:

rcdz c_.an(z —a)™™ s negativnim potencijama (z — a), to je glavni dio
nel Laurentova reda i

[e+)
redz ca{z — a)" s pozitivhim potencijama (z — a), to je praviln die
n—0 Laurentova reda.

Ako je glavni dio Laurentova reda jednak nuli, Laurentov red postaje
Taylorov red, koji je prema tome specijalni slu¢aj Laurentova reda i to Lau-
rentov red za funkciju f(z) analititku u krugu 0 < |z —a| < R. Primi
jetimo usput: da funkcija f(2) ima u tocki a pol, nuZno je i dovoljno da glavni
dio Laurentova reda za tu funkciju f(2) sadrZi u okoli$u tot¢ke a samo konatni
broj ¢lanova, tj. da ima oblik

C.u"

C_3 = n
f(2)='(“;;)7+ ‘*‘z_a‘l‘gocu(z—a),

pri ¢emu se eksponent najvileg negativnog ¢lana reda podudara s redom pola, :
Da to shvatimo, kazat ¢emo nekoliko rijeci o singularnim tockama funkcije f (2).

2, Singularne tolke funkcije f(2)

Znamo ve¢ da se toCke ravnine Z, u kojim je funkcija f (=) analiti¢ka, zovy 4
regularne (pravilne) tocke. Tolke, u kojima funkcija f (2) nije analitika zovemo 1
singularne (posebne) tocke. 3

Razlikujemo nekoliko tipova singularnih tolaka. Tolka z =a zove s
izolirana singularna tofka funkcije f(z), ako postoji okoli§ totke z = a, u kojeny |
je ta totka jedina singularna tocke funkcije f(2). Ako je totka z =a izoliranh
singularna tocka funkcije f (2), tada postoji dovoljno malen prsten r < |z —a|<kE
u kojem je funkcija f(z) analiticka. i u kojem se ta funkcija dade razvid u
Laurentov red.
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Kod toga mogu nastupiti tri slucaja:

L.

IL.

Laurentov red ne sadr#i glavni dio pa ima oblik

(=]

F@ = ez —a) =cot+cilz—a)+ea(z—a) +

n=0

Suma reda je analitiCka funkcija u krugu |z —a| < R, pri ¢emu
u svim totkama toga kruga red konvergira prema f(z), a u to¢ki z =a,
gdie f(2) nije analiticka, prema broju c¢,. Singularna toka z = a zove se
u tom sludaju singularna totka koja se da wukloniti. Uzmemo li da je
f(a) =cqo tada navedeni razvoj vrijedi za Citav krug |z —a| < R,
dakle i za njegovo sredite z = a, pa f(g) postaje analitiCka funkcua i
u tocki 4. Kao primjer navedimo funkciju f(z) =sinz, kojoj je z =0
singularna tocka, koja se da ukloniti.

Napléemo li tu funkciju u obliku f(2) —-—sm z, moZemo je lako
razviti u Laurentov red:

sinzg _ 1 ( 2% 2% _ 22 24 FAd

"z'“?(‘ E ) L=+~ t~

u kojem nema glavnog dijela, pa slijedi gore navedena tvrdnja. Uzmemo
li da je f(0) = 1, funkcija f(2) postaje analiticka i u to¢ki z = 0.

Laurentov red sadrii u svom glavnom dijelu konalan broj &lanova te ima
oblik
€2

C_1 -
&=ttt z_a),,+zc.(z

A=

gdje je c_p # 0.

U tom je sludaju tocka z = a pol funkcije f(2) i to m-tog reda, tj.
najvi$i negativni indeks koeficijenta ¢ pokazuje red pola. Drugim rijecima,
kao i u realnom podrudju vrijedi pravilo: da funkcija f(2) ima za z =a
pol m- tog reda nuZno je i dovoljno da je z =a nultotka m-tog reda funkcije

F(2) =

f(«)
Npr. funkcija f(2) = ‘““zﬂ ima u tocki z =0 pol drugog reda,

4

jer Laurentov red te funkcije glasi:

|l —~cosz __ 1 2, 2¢ =2° _
f&) = x“?P“@‘fTﬁ“ﬁ+“ﬂ—

1 1 22 24

_-2_'_.5,“_'_}__&_@4_
pa vidimo da glavni dio razvoja sadrzi samo jedan ¢lan kojemu je koefi-
cijent ¢_, = 2. Takoder vidimo da f(2) »> o, kad 2 >0, paje 2=0
pol II reda te funkcije.
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III. Laurentov red sadr#i u svojem glavnom dijelu beskonaino mnogo &lanova.

U tom slucaju je todka z =a bitno stngularna tofka funkcije f (z).
U toj singularnoj to¢ki funkcija nije odredena.
1
Kao primjer navedimo funkcije f(2) = ¢*, za koju je z = 0 bitno
singularna tocka.

Za % =t dobivamo funkciju ¢', koja je analiti¢ka po &itavoj ravnini
f, te uz ¢t < o predotena je redom

2

. ) 4

1
Uzmemo li ¢ =—;-, dobit ¢emo da je funkcija f(2) = ¢ analiticka
za z > 0, a predo¢ena je redom

i 1 1
J@=e=1+qr + 350

+ ..
koji sadrzi u glavnom dijelu beskonaéno mnogo ¢lanova, pa je z =0
bitno singularna tocka funkcije f (2).

Opcenito se mozZe kazati: da funkcija f(z) ima u totki z = a singu-
larnu toCku, koja se da ukloniti, pol ili bitno singularnu to¢ku u zavisnosti
od toga, da li je limf(z) konadan, beskonacan ili ne poStoji.

>3

3. Pojam reziduuma, njegovo odredivanje i primjena
pri rjelavanju konturnih integrala

Sada kad smo upoznali Laurentov red za funkciju f(z) i vrste singularnih
tocaka lako cemo shvatiti kako se rjeSavaju konturni integrali po zatvorenim
konturama pomocu rezidua.

Iustrirujuc¢i primjenu Cauchyjeve integralne formule rijedili smo integral
§CZSJ‘3 pa smo dobili za rezultat —zi uzev§i za C kruZnicu |z | = 1. (Vidi
C
u § 14 primjer 5). Rijedimo sad taj integral na drugi nadin i to tako da in-

teg-and razvijemo u M=ac Laurinov, odnosno u Taylorov red oko singularne
tocke & - 0.

Dobivamo
cos z 1 2 z4 26 1 1 z 23
“y“90“1+w*ﬁ+m%$rdﬁ+ﬁ‘a+'

Opaz mo da desna strana gornje jednakosti predouje Laurentov red za
@ =0, koji ima u glavnom dijelu samo dva ¢lana 2—13 i— wz—f—z, dok je pravilni dio
reda beskonacan. '
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Budu¢i da glavni dio Laurentova reda ima konatan broj &lanova i da je
eksponent najviSeg negativnog ¢lana tog dijela reda -3, zakljutujemo da je
z =0 pol III. reda integranda.

Da izra¢unamo zadani integral, integrirajmo &lan po <&lan dobiveni Lau-
rentov red. Neodredeni integral svakog ¢lana reda osim drugoga dat ¢e jedno-
znatnu analitiCku funkciju pa ¢e pripadni integrali po zatvoreno] konturi biti
jednaki nuli.

Sto se ti¢e integrala drugog &lana, za nj éemo dobiti

pa je

OpaZzamo da je — -%- koeficijent ¢_, ¢lana le‘ Laurentova reda pa moZemo
napisati da je

§99.S_§=c_12ni=—~%- 2t = —m1.

33 rr——

c

Uzmimo opcenito: Neka treba izracunati integral

§f<z) dz (a)
C

po konturi C Kkoja obilazi pol z =a u pozitivhom smislu i koja ne sadrZi u
tom podrucju druge singularne to¢ke. Od zadanog integrala prelazimo na
malu kruzZnicu sa sredidtem u tocki a, a u
okolidu te toCke razvijemo integrand u Lau- Y
rentov red. Vidi sl. 49. Kao u navedenom
primjeru nakon integriranja po zatvorenoj
konturi integrali svih {lanova ¢e se ponistiti

osim

]

< — a

ff; -l dg=2mic,.
C

13
Tu vrijednost ima i citav zadani inte-
gral (a).

Koeficijent ¢, kod (2 —a)~! u Laurentovu redu ima posebno ime
residuum (ostatak) funkcije f(2) u tocki a, dok se simbolicki oznacuje s

Slika 49.

Resf(z), paije Resf(z)=c_,.
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Odatle slijedi da je

Resf(z) =0, akoje c., =0,

Em=g
npr. u slucaju, kad Laurentov red nema glavnog dijela, tj. u regularnoj i u sin-
gularnoj toc¢ki, koja se di ukloniti.

Prema tome imamo novu formulu za ralunanje integrala po konturama
koje sadrZe singularnu toéku z = a:

§f(z)dz=2:rtiResf(z) =2naic_,. (37
p zZ=4a
Pretpostavimo da treba izratunati inte-
gral po konturi C, pri ¢emu je integrand
f(2) jednozna¢na i analiticka funkcija svuda
na konturi C i unutar te konture osim nekog
broja singularnih tocaka. Vidi sliku 50, na
kojoj su prikazane tri takve tocke a,, a, i a,.
Pomocu crta, koje su na slici 50 prikazane
Stika 50. isprekidanim pravcima, podru¢je D omedeno
konturom C podijeljeno je na dijelove tako,
da se u svakom dijelu nalazi jedna singularna tocka. Oznacivéi s C,, C, i C,
konture tih dijelova i obilazeéi ih u pozitivhom smislu dobit ¢emo

o
=1

$r@az = $rards + § 1@ ds + $rires (3
C C, C, c,

jer se integrali uzeti po pomoénim crtama uzajamno ponistavaju.

Budué¢i da konture C,, C, i C; sadrZze samo po jednu singularnu totku,
svaki integral naveden u desnoj strani formule (38) izracunava se po formuli

(37), pa dobivamo:

§f(z)dz=2niResf(z)+2niResf(z)—1—ZniResf(z):
C

= 2nmi[Resf(z) + Resf(z) - Resf(2)] (38)

ili za k singularnih toCaka

Zﬁal

fﬁ f(e)dz =2 mi Z Res f (2). (38)"
c k=1

To je Cauchyjev osnovni teorem o reziduima, koji glasi: Ako je funkcija
f(2) analiticka u podru¢ju D i na zatvorenoj konturi C, koja ga omeduje, i
to svuda osim konacnog broja singularnih tocaka a,, a,, ..., a,, koje leZe unutar
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C, 1ada integral funkcije f(2) uzduz C u pozitivnom smislu jednak je umnosku
271 i zbroja rezidua f(z) u svim tockama a,.

Odredivanje rezidua funkcije f(2) u konalnoj bitno singularnoj tofki vrdi

se obi¢no tako da se neposredno odreduju koeficijenti Laurentova reda u okolidu
te toCke.

Za odredivanje rezidua funkcije f (2) u polovima postoji mnogo jednostavniji
nacin.

Pol I reda nastaje obi¢no kad integrand f (z) ima oblik kvocijenta dviju
kona¢nih funkcija
(_A)
()’

o

f(8) =

=‘l

pri ¢emu je u nekoj to¢ki z = a brojnik razli¢it od nule, a nazivnik ima nul-
tocku I reda. MoZe se pokazati da je u tom sludaju

Resf(z) = i((“)) (39)

Reziduum u polu m-tog reda ratuna se po formuli

Resf(s) = — 1 ym S UG G —am

s=a m — 1) .. Jem1 (40)

gdje je m red pola.

Navedimo primjere za ratunanje rezidua funkcija f (2).

Primjeri
Izrafunaj rezidue funkcija f(z) u svim singularnim todkama ravnine Z,

]-f(‘?):;-i——l'

Zadana funkcija je analititka u svim tofkama ravnine Z osim tolke £ = { gdjeima pol I reda,
jer se u toj to€ki nazivnik funkcije ponidtava, dok je brojnik razli¢it od nule.

Reziduum funkcije u toj tofki rafunamo prema formuli (39):

U nafem sludaju imamo: g(@) = 2; hA(2)=z—1, A(2) =1 pa je A'(a) = 1. Slijedi:

Res f(2) = 2

T2

2. f(2) =

2z
(z—1D(@E—2*

Zadana funkcija je analititka na ¢&itavoj ravnini Z osim polova 2z, =11 reda i 2, =2
I reda.
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Za pol z; = 1 ratunamo reziduum prema (39) uzevsi u obzir da je g = z i

h=2z—1,dok je ¥ =1, pa za a = 1 dobivamo (z —2)?
Resf(z) = —1——= 1.
=1 l —_—

Za pol II reda z,= 2 reziduum odredimo prema formuli (40) uzev§i za na$ sludaj m =2,
pajem—1=1,

Radunamo:
. — 2
f@ E-2)"=f@ - (z—2)= (zi l(;(Z'—Z)Z)z =zi 1°
pa je
Z
d [z — l] L 1 .
dz T (z—1)?
Dobivamo:
1 .. 1
Resf(2) = 17 Iim [_ z — 1)2] =-L
. -1
3@ = [..g., 5_2_]

Sada kad znamo odrediti rezidue funkcija f(2), lako ¢emo izracunati i
integrale analitickih funkcija po konturama, koje okruZuju singularne totke
podintegralnih funkcija.

Primjeri

Izradunaj integrale po zatvorenim konturama.

1. §z i ; dz, gdje je C kruZnica |z | = 2. Vidi sliku 51.
[

g
i
I 0 ! '
Slika 51. Slika 52.
U primjeru 1. pokazali smo malo prije da analititka funkcija f(2) = ima po éitml

z—14
ravnini Z jednu singularnu tofku i to pol I reda u 2 =17 i da je Resf(2) = 2.
Imj
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Prema osnovnom Cauchyjevu teoremu (38) vrijednost [ zadanog integrala glasi

I'=2ni-Resf(z)=2nmi-2=4ni.

zmi ———

zdz 1
] et , e 3 ¥ni — = e—, idi sli .
2 (z 1) (e =3 gdje je C kruZnica |z — 2| 3 Vidi sliku 52
C
I za funkciju = 1)?2 —Y pokazali smo malo prije da je analititka po &itavoj ravninmi
z osim u singularnim totkama z; =1 i z; = 2, u kojim ima pol I, odnosno II reda i
da su Res f(2z) =1 i Resf(2) = —1. Medutim, a to se vidi na slici 52, pol z, = 1 leZi
Ig=] 2g=m2
izvan podruéja |z — 2 | =~ > pa prema (38) zadani integral ima vrijednost
I=2aiResf(2)=2mni - (—1)= —2m7i.
1=2 —
3. § EZSJZ dz, gdje je C kruZnica |z | = 1.
C
Taj integral ve¢ smo rijedili dvaput: prvi put pomoc¢u Cauchyjeve integralne formule
(vidi primjer 5. u §14), a drugi put odredivii reziduum podintegralne funkcije pomoéu
Laurentova reda. Rijedimo sad taj integral tako da reziduum odredimo pomoéu formule
(40). Uzevsi u obzir da je z = 0 pol III reda integranda, dobivamo
1 d? Jeosz 1 I 1
Res /() = 5y i | 35 7 ],.o—'z‘I CeesE| T2
pa je
I=2ni: (—-— ——) = —mi.
(z + ) dz - , _
4. fﬁ (z - Dsinz’ gdje je C kruZnica |z | = 2.
C

Opazamo da analititka podintegralna funkcija ima singularitete u totkama u kojim
se samo nazivnik pretvaraunulu itozaz, =1 i 2, = kn(k=0, +1, +2, ..:). Od tih
toaka u krugu omedenom sz C nalaze se samo 2 totke z; = 1 i 2, = 0. Narii sliku!

Prema (38) imamo: .
I=2ni [‘Re::f(z) +"ngf(z)].

Budu¢i da su obje nul-totke polovi prvoga reda integrands, rezidue rafunamo prema
(39) uzevi u obzir da je g(z) =2+ 1, h(2)=(z— D) sinz i &' =(z — 1) cos z + sin =.

_&g@0@ _ 1 __2
Res/D =4y~ —1= b Resf(®) = 5112
pa je
[=2 '(——l+-——2—)—'~6283i(—1+-i)-—865£
= eT sint) = > 0,842) = 222

(z — D*

Funkcija f(z) je analitika u svim tofkama podrudja osim u totki z = 1, gdje ima
pol IV reda.

Prema (40):

6
5. f 2, dz, gdie je C zatvorena krivulja oko totke z = 0.
C

z® _ 1 d3 Py z® _l. . €. —
I}Ef (z—1)4_'ﬁd?[(’_l) (z—l)‘],-1— 6(6 S-4 =20

I=2nmi-20=40ni.
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6. § —~sd—j_-—1-, gdje je C kruZnica |z — (1 +4) | = 1. Vidi sl 53.
C

Funkcija f(2) je analititka posvuda osim nultolaka nazivnika, tj. korijena jednadZbe
23 + 1 = 0, gdje ima polove Iteda. Tu jednadzbu znamo rijediti (vidi § 2.5). Dobivamo:

14+iVY3 ,
zl:‘_”_._t__‘_/..vj 22:—1 1 23 =

1-iV3
2 2

Kako se vidi na slici 53, u zadanom podrudju D, nalazi

rd sesamo prvipolz; = 1+1V3 +2£ V3 = 0,5 4 7 0,87.
Radunamo:
I =2miRes S 2 miRes L
=z, (B34 1) 1mz, 322
2 1 8 . 1

= —1t

3 (TTJ_VE.)FT”' Z2vi2V3
i3

y + - “j—*:i————l —-——ini}—j—ivg—
g 05 1 Z X C37 1443 3 4
Slika 53. _ _’3}_0/5 — i)
7. §ﬂidz, gdje je C kruZnica |z | = I.
4z — =
c
Napitemo li f(2) u obliku f(z) = . ,» opazit ¢emo da funkcija f(2) ima

P {4z — m)sinz
polove u totkama 2z, == vy izy=%kn (=0, +1, £2,...).

Polovi su I reda, jer je i za sinka = 0 |(sin 2) |;axn = coskn # 0.

Unutar kruZnice C nalaze se samo dva pola z; = 7::— 1 22 =0 (za 2= 0.

Racunamo prema (39):

n
| ctgz By 1
R e S == = -
:,-:CI?‘f(Z) |(4Z“‘ﬂ)’ |2,=n/4 4 4
_ cos z ! _ cos z 1
E{.e_%f(z) " jIsinz- 4z — )] |sm0 t 4s5inz+42C082 — MCOBZ |;u0 —7
Prema (38)"':
{1 1
I=2nq (T - ';) .
z -1
8. §—2£e~——dz, gdje je C kruZnica |z | = 2. [Zni (-f--f- f—-~--) = ZﬂfChf]-
2z —1 2 2
C
e3"dz . . .1 .
9. §m, gdje je C kruZnica |z | = 3. [I—Z?tt 'T(l— 1+1—4)= 0]-
C
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5
10. §z—z?_—_wl dz, gdje je C kruZnica |2z | = 2. 271 1)

C
zdz . . 2mi
11. };7:*_*’1‘, gd]t’: )eCkruanca 1zl=2_ [ 3 (—l+l—l+l)=0]
C
e dx ' .
12. §;£m<z Ty 2ai(l + 0.
j2im2
zdz .
13- §2W(z —“71}-(2— :3’)“ : [—ﬂi].
12lm
14. § ,dz - [271i{Resf(2) + Resf(z)} = 2ai(1 + 1) = 4 nil.
.1_3;;-ﬁ -1 =0 1m2nj

§16. REZIDUUM FUNKCIJE f(z) S OBZIROM NA BESKONACNO
DALEKU TOCKU

Promatrajuci rezidue funkcije f(2) u singularnim tockama z = a te funkcije,
pretpostavljali smo do sada da su to¢ke z =a u konacnosti. Medutim pojam rezi-
duuma mozemo prodiriti i na beskonaino daleku tocku
u tako zvanoj profirenoj ravnini Z.

Pretpostavimo da je beskona¢no daleka tocka singu-
larna tocka funkcije f(2), a s C ozna¢imo po volji uzetu u
konacnosti zatvorenu krivulju, obi¢no se za C uzima kruz-
nica dovoljno velikog polumjera. Vidi sl. 54.

Integriranje po krivulji C vr3i se sada u smislu kretanja 5
kazaljke na satu, tj. u negativnom smislu, da beskonacno R
udaljena to¢ka uvijek ostane s lijeve strane.

Slika 54.

Moze se pokazati da u okolifu beskonatno udaljene toCke Laurentov red
f(z)mco+f_;l_|_£52_2+ s +C,2+szz+ e

konvergira uniformno po krivulji C pa ga moZemo integrirati uzduZ krivulje C,
pri ¢emu ée se svi ¢lanovi osim drugoga ponistiti, pa ¢emo dobiti ¢

fﬁf(z)dz=6~l§%=C—1(-—2:m')=—-c1 2@,
c. p

a odatle je

Resf(2) = —c_, = L §f(z) dz. (41)

=00 27!i
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To znati: Reziduum funkcije f (z) s obzirom na beskona¢no daleku to¢ku jednak
je koeficijentu ¢lana —zl— u razvoju funkcije f(z) u Laurentov red u okoliu totke
Z = 00 uzetom s protivnim predznakom, tj. Res f(2) = —c_,.

I =00
Iz navedenog slijedi: Ako je funkcija f (2) analiticka u prosirenoj ravnini Z,
osim u kona¢nom broju singularnih totaka, zbroj svih rezidua, u koji je ukljucen
i reziduum u to¢ki £ = o0, jednak je nuli.

Kako je 24!—!. § f(2) dz zbroj svih rezidua s obzirom na sve singularne tocke
funkcije f(2), kojg leze unutar konture C, tada TL—1§ predotuje reziduum iste

C
funkcije s obzirom na beskona¢no udaljenu toCku, pa ¢e zbroj sviju rezidua biti:

1
‘flﬁﬁf(z)dz+m§f(z)dz=0 42)
C ) C
ili
Z Res f (@) + Resf(z) = 0
k=1 g=o
Primjeri

Odredi rezidue u svim singularnim to¢kama prodirene ravnine Z, dakle i u todki z = o,
zadanih analiti¢kih funkcija:

1. f{z) = 2 -,

Z —1

Funkcija je analiti¢cka u svim totkama profirene ravnine Z osim pola I reda z = 1.

- U primjeru 1. predainjeg paragrafa izraunzli smo Res f (.z)‘z 2. Prema formuli (42)
imamo =i

Resf(z) + Resf(2) = 0,

2m] = oo

a odatle je
Resf(z) = —Resf(z) = —2.
T=00 IT={

2. f(2) =

22 — 1

Funkcija f(2) ima u prodirenoj ravnini Z tri singularne totke: dva pola I reda z, = 1|
, , T ) 1
12z;==—11i pol III reda z5 = o, )er)ezz_l=4‘z I\l

1 - =

zz
U zadatku 10. odredili smo da je

Reslf(z) = Res f(z) = 1

Zym — 1] 2
Prema (42) imamo:
Rcslf(z) + Res f(z) + Res f(z) = 0,
= I=00

dg= =1
pa je
1 +Resf(z)=0 i Resf(z)= —1.
2= o0 I® 00 ——
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Do istog rezultata dolazimo, ako zadanu funkciju razvijemo u Laurentov red, izvan
kruZnice |z | = 1.

1 1
_E+...)=z3+z+;_+.3+...,

z* 1 1 1
— .=z3——-+~—=za(l+?+;;+z

pa je prema (41)
Resf(2) = —c_, = —1.

26
S@ ==
Funkcija f (2) je analititka na prodirenoj rgvnini Z i to svuda osim pola IV reda z, = 11 pola

II reda z; = . U gore navedenim primjeru 5. odredili smo:

Res f{z) = 20,

=1

pa prema (42) imamo neposredno

20 + Resf(2) = 0, pa je Resf(z) = —20.
« IT=mOO ——

I=00

Odredi jo¥ jednom taj rezultat tako da f(z) razvije§ u ‘Laurentov red u okoli$u totke
z = o,

1

. f(z) = €.

Na poletku predainjeg paragrafa pokazali smo da je ta funkcija analitika osim u bitno
singularnoj to&ki z = 0 i da razvoj te funkcije u Laurentov red glasi

1
ef=1+ 1 + !

1'=z iﬁ}z’*‘

Taj red konvergira za sve po volji velike |z |, pa ¢e konvergirati kako u okolifu totke
z = 0, tako i u okoliu to¢ke z = . Kako je

Regf(z) =%: 1, bit é¢ Resf(z) = —1,
I= . =00 —

jer zbroj rezidua mora biti nula.

. f(2) :z“‘z_ 1 Elie;f(z;) =0, vidi primjer 11.].
S =3 L i E’;eff(z) =:I§e§lf(2-) = — —%—: }ngf-'%) =1; 'lieif@) =0]'
f(z)z_zi_._. Rcsf(z):—i Rcsf(z)=—i—' RCSf(8)=0]'
) (z2 4+ 1)? r=y 4’ fm i 4’ tmes
sin 2 2 e e
) = el ['E.{islf( z) = 2sin2, ’Ee;f(z) = — 2sin2).
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§ 17.IZRACUNAVANJE ODREDENIH REALNIH INTEGRALA POMOGU
REZIDUA

Neke odredene integrale -funkcija realne promjenljive moZemo rijefiti tako
da ih transformiramo u integrale po zatvorenoj konturi funkcije kompleksne pro-
mjenljive, pa zatim primjenjujemo pri ratunanju tih integrala osnovni teorem
(38)" o reziduumu:

k

%f(z)dz - ZniZResf(z).
: k=lz=a"

Navedimo primjere:
P2
1. I = f cﬁ%ﬁ’ gdje je a realan broj veéi od 1.
0

Stavimo ¢”* = 2.

Mijenjamo li x od 0 do 27, totka 2 Ce opisati u pozitivnom smislu kruZnicu C
lz | =1.

) . . . e'x |- o=t .
Da izrazimo cos x sa 2z, uzmimo ga u obliku cosx = —5— i uvrstimo
e'* = z. Dobivamo

- 1

2+ z l=z+"z‘ _ 22 +1

2 2 2z °

dok je dz = d(e’*) = e'*idx =i 2 dx, a odatle je dx = ?—: .

COs x =

Uvrstenje u integral daje

C

fﬁ d= :£§ _ dz )
iz(zz—:l +a) i1 J 22+ 2az+1
Iz 2 + 2az + 1 =0 ratunamo polove integranda:

21, =—a+ [a? = 1.

Kako je a > 1, opazeno da samo pol 2z, leZi unutar kruznice C. Za taj
pol I reda ratunamo prema formuli (39) uzevdi u obzir da je g=11i
h =2z+2a:

1 2
Res f(2) = — = .
zaz,f() ~2a~+—2Va2—l+2a 2'/(12'—]’

pa zadani integral ima vrijednost

I=2ni- 2 1 2z

i 2)ar -1 Var—1
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Na sli¢ni nadin rijesi

__dx 4zt
"] (2 + cosx)? 3V3
0
Teoriju rezidua moZemo takoder primijeniti za rjedavanje nekih tipova

nepravih integrala realne promjenljive.

Navedimo primjer.

Rijesi J' _dx

0

Pretpostavimo da je x realni dio kompleksnog broja z pa promotrimo
konturni integral

’
:‘ l+22
(o4

pri ¢emu uzmimo za zatvorenu konturu C
polukruZnicu polumjera R sa srediftem u
ishodi$tu O i dio realne osi X od —R do
+R. Vidi sl. 55.

Ta kontura sadrZi samo jednu singu- Slika 5.
larnu toCku integranda i to z2; = 1.

Integriraju¢i uzduZ te konture, dobit ¢emo uzevii u obzir da je uzduz
realne osi X 2 = x, a uzduZ polukruZnice z = R ¢'%, pa je dz = dx, odnosno
dz = Re®idyp:

R n ped
dz dx 4 Re" eWde dx ‘
1T+ 22 J 14 %2 1 1 + R?¢ g T “e“‘“’-r Re'¥

c -R —R

Opazamo, da kad R - o, R~'e~® >0 i Ei; >0, pa i

et
R

d ' d
R Rt @
"R

C

§ it 22 znamo rijesiti.

C

Na slici 55 vidimo, da samo pol 2, =1 integranda leZi unutar konture
C, pa prema formuli (39) dobivamo:

Resf(z) = s

125 .



pa je
I=2xni 1 =gz

ili prema (a)

Kako integrand ﬁ prima samo pozitivne vrijednosti, a simetri¢an je
s obzirom na os Y (paran):

oo 0 +oo
dx _ f de _ 1 [ dx _ =
1 4 x2 1 + x2 2 1 + x2 2
0 —oo — oo -

Navedenom primjeru moZemo dati opcenitije znalenje, ukoliko integrand
nepravog integrala ima svojstva navedena u tom primjeru. To znadi:

Teorem I.

Ako je funkcija f (2) analiticka po ¢&itavoj gornjoj poluravnini Z ratuna-
juci i realnu os, osim konacnog broja singularnih tofaka a 15> @325 ...y Gy KoOjE
leZe iznad realne osi, dok je broj »nula« visestruki korijen jednadibe f (%) =0
1 to videstrukosti m > 2, odnosno kad je tocka z = oo nultotka funkcije f(2)
1 to reda m > 2, onda vrijedi

+ oo X
f fx)dx =2n iz Res f (z). (43)
- k=0 Z=dt
Primjeri
r:0-(»:3
M) a

Integrand f(z) = _('-ileT)’ odgovara svim uvjetima teorema I:

» 45 .
(1+?) (z2 + 1)

jednadZba f (-;—) =

ima Sesterostruki korijen z = 0, nazivnik f(2) i to (1 + z2)¥ ima dva trostruka korijena

zy =1 i z*= —{, pri ¢emu u gornjoj poluravnini funkcija _(l—ﬁ-lw ima samo pol
IIT reda z, = ¢, inade je analititka kao i na realnoj osi.

Integral moZemo izradunati neposredno prema formuli (43), dok Res 1 re-

Zlul(l + 31)3
tunamo prema (40) uzevdi u obzir da je

126



pa je

e ——— = e

1 _ 1 a _(z_:‘)f_]
1+ =3 21d22 | (1 + 2%, .,

Radunajudi dz—(-—{—:j)a-— c!:( + D=3 =12(z + 1)~ %, dobi
) dzi\i 5 23) “ gz = z +1)" 7, dobivame
1 -5 6 3
Res - — . = ' = = -
Res g =~ 8| +i .I,,-, 20° 16
pa prema (43) imamo:
+ oo
A, (_ _-’1;) _3
(1 + x2)° 16 g "

+ oo

x—1

(GRS
.. z— 1 .. .. 1 (1 -23)23

k S B , —_ )= 2%
Funkcija f(2) Ty odgovara uvjetima teorema I, jer jednadZba f ( z) a + 27
ima Cetverostruki korijen z = 0, a totke 2, =11 2; = —1 su polovi II reda, pri &emu u
gornjoj poluravnini le2i pol z, = ¢ funkcije f (2). Ratunamo prema (40):

. d[z—D2 - f(2)] ) d z-1 . 241—2z 2 1 )
R = 1 —_—— L T = 1 —_— e — —— et = B c——— I e 2= e
Resf(z) = lim dz A D N EE D T @y Z4iT
pa prema (43) imamo: '
.1 7
I= 2wt 'Z = - 'E'
+ oo

- Rijedi prema formuli (43) malo prije rijeSeni integral f %‘x—z » koji odgovara uvjetima teo-
rema I. I+ x

— o0
+ o0
[ x dx . [_ i].
TS x4+ 4x + 13)2 27

— 0

=+ oo
Nepravi integral f f(x) dx kad$to mozemo izratunati i u tom slu¢aju, kad

-— 00

tocka z = oo nije nula reda, koji nije niZi od drugoga za f (z). Tada dolazi u obzir:

Teorem II.

Ako funkcija f(2) zadovoljava tri uvjeta:

[) moZemo je prikazati u obliku produkta f(z) = ' 2(2), gdje je a >0 i
g(z) >0 kad 2+ 0 i uz uvjet, daje 7z >0, tj. z— o i to samo na gornjoj
poluravnini Z ili na realnoj osi,

2) f(2) je analititka na realnoj osi,

3) f(2) je analititka u gornjoj poluravnini osim u konatnom broju singularnih
tocaka ay, a;, ..., a,. Uz te pretpostavke vrijedi

+co k

ff(z)dx=2niZResf(z). (44)

z=a
k=i x
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Primjeri

+ oo
N EALLN
x4+ 4
Promotrimo funkciju f(z) = Ezi;%i’ koja zadovoljava sve uvjete teorema II
[a =1, g(2) = 22%21] Funkcija f(z) ima dva pola I reda z, = 2i i 3, = —21i, pri

demu u gornjoj poluravnini leZi pol z,.

Raunamo prema (39):

Prlmuemmo li Eulerovu formulu e’ = cos x + #sin x i uzmemo li u obzir zakljucak teorema
1I, tj. formulu (44), moZemo zadani nepravi mtegral napisati u obliku:

+4-oa
xXe xcosx xsmx .1
f;c-——d f o radr Tl f = 2@l

Izjednacenje realnih i imaginarnih dijelova u posljednjoj jednakosti daje

+ oo + 00

X COS X . [ xsinx 1 b 4
[0 [ e ga- 5
— 00 X —

Primijetimo da je prvi rezultat ogigledan, jer je integrand neparna funkcija.

-+ 0o
x sin x - .
2. f ?Tcifx??}‘bdx‘ [-2?(2cos2+sm2)J-
X COS x n .
3 f —2x+10d ['3:3(C081-3sml)--

U gore navedenim teoremima I 1 II pretpostavl)a se da funkcx;a f(2) nema

singularnih to¢aka na realnoj osi. U slucaju da taj uvjet nije ispunjen integral
+o0

I f(x) dx ne bi morao postojati. Medutim, ako f(2) ima na realnoj osi konalni

— 2

broj polova prvoga reda, tada se kaZe da integral postoji u smislu glavne vrifednos.

Za izratunavanje integrala vrijedi u tom slucaju:

Teorem III.

Ako funkcija f(2) zadovoljava uvjete oznatene u teoremu II's 1) i 3), s
na realnioj osi ima konacni broj polova I reda x,, x3, ..., x», tada

J‘f(x)dx=2:rri ZResf(x)—!——ZResf(x) . (45)

k=1
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Primjer

=]

smx
fx(x l)d

\]

. e'* e'* . -
Funkcija f(2) = PP 1) poy o ‘) ) odgovara svim uvjetima teorema III.

U gornjoj poluravnini ima pol I reda z, = ¢, a na realnoj osi — pol I reda z, = Q.

Rezidue ralunamo prema formuli (39):

iz

*+1

= e ——

[4
R“f(z)“I3 P 2e¢

Ty=i

Res f(z) = To = 1.

z,=0

Uzmemo li u obzir da je ¢'* = cos x + £sin x, imat ¢emo prema formuli (45):

- oo -+ 00 + o0
" e’ cos x sin x . 1 1 . 1
Jx(;c';—l"\d J‘x(z l)d + ¢ f ( dx—2.'tt( '2—e+'?)—-ﬂl(l—7)’
QOdatle slijedi:
+ oo ;
smx
——oo
kako je integrand parna funkcija:
+oo +oo 0 . o0 . 1
sin x sin x sin x sin x
——————dx= | - ———dx + —-—~—dx=2J‘——————dx= (1——),
fx(x2+i)dx fx(x’+l)dx x(x*+ 1D Ox(x’—i—l) n e
— 0o 0 —oe
bit ée

sin x m 1
J‘x(x l)d 7(1_7)
0 ——_

Izratunaj integrale:

oo
1. j 2L 4. [7].
x
2 f ot dx. [n (2sin2 — 3sin3)].
sin x dx . Ed -2 ]
3'J.(x2+4)(x—l) [SCCOSI 5

9 B. Apsen: Repetitorij viSe matematike 129






II.

MATRICE I MATRICNI RACUN






§ 1. POJAM. VRSTE MATRICA

Znamo rije8iti sustav linearnih jednadZbi

@11 xX;+G12%; +a3x3 =29,
21X, +a3,%, +az3x3 =b,
31 X; + G32%; +a33%x3 =b,

pomocu determinante®)
@11 G812 B3 l

D=\ay, a;, a3,

| @31 Q32 d43zjs

koja nakon razvijanja daje vrijednost nazivnika u svim izrazima za traZene nepo-
znanice x;, x, i x5, dok zamjena prvog, drugog i tredeg stupca u determinanti
D slobodnim ¢lanovima b,, b, i b3 jednadZbe daje nakon razvijanja tako dobivenih
determinanata vrijednosti brojniki nepoznanica.

Sada ¢emo promatrati kvadratnu tablicu brojeva
ayy Aya Gy3
A=|ay a;; az; | (a)
@3y a3y 4asj
koja se zove marrica A, a takoder i opéenite pravokurne matrice kojima je broj
redaka razlicit od broja stupaca, na primjer
a a a
A — i1 12 13 ] R
[ @21 @22 Qj;

i matrice od jednog stupca

[ X1 b,
X - x2 ili B = bz
| X3 b3
koje se nazivaju vekrorima, a njihovi elementi — komponentama.

*) Vidi Bd istog pisca Repetitorij vife matematike, dio IIT § 1. Izdavad »Tehnitka knjigas.
Zagreb.
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Opéenito se matrice prikazuju u uglatim ili okruglim zagradama, a kadsto
su omedene dvostrukim paralelnim praveima:

- “
a1, G12 .- Qqq (“u ay2 .- alu}
Q1 G422 ... Gza dz; 432 ... G24
A b= . . e . = . . . =[au],
i Ayt Gpma .- a,,,,,d La,,,l Amz --- a,,".J

gdje su i =1, 2, ..., m redni brojevi redaka matrice,
j=1,2, ..., n redni brojevi stupaca matrice.

Matrica koja ima m redaka i n stupaca zove se matrica tipa m X n ili krace
(m, n)-matrica. Ako je broj redaka matrice jednak broju stupaca, tj. akojem =n
imamo kvadrarnu matricu reda »n ili kra¢e (n) matricu. Na primjer, gore navedena
matrica (a) je kvadratna reda 3.

Kod kvadratnih matrica razlikujemo dijagonalne matrice u kojem su svi
elementi razli¢itih indeksa (7 # j) jednaki nuli:

’all 0 0 - . 0

0 a4,,0 . -0

0 0 a3y - . 0 .
0 0 O . . Gan |

Kaze se da elementi @, @22, -..» Ann leZe na glavnoj dijagonali matrice.

Dijagonalne matrice kojima su svi elementi na glavnoj dijagonali medusobno
jednaki (a,, = G, = @33 = --- = G,,), 20vVU se skalarne mairice, napose, ako
je a = 1 skalarna se matrica naziva jediniénom i oznaluje se slovom E:

(1 00 - . 0]
01 - . .0
0 - 1 0

']
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U daljnjem susrest ¢emo matrice oblika

] ] ]
[a,, 0 0 ) ’ - 0 a1y G132 G453 : - Gaa
az; Qi 0 0 G2 G33 ° : . a,,
a3y 433 azy ° . : 0 0 0 a,; - : O3,
3
| Qa1 Gnz Gp3 - ) . Gun' | | 0 0 0 } ) ’ Qan _j

To su donja 1 gornja trokutna matrica,

Determinanta trokutne matrice jednaka je umnosku njenih elemenata koji
se nalaze na glavnoj dijagonali. Do tog rezultata dolazimo odmah, ¢im izradunamo
vrijednost determinante!

Matrice koje se sastoje od jednog stupca

ili od jednog retka
a=(a;,a...,a,)

zovu se ‘matrica-stupac i matrica-redak. Rekli smo veé da te matrice zovemo
vektorima, a njihove elemente komponentama.

Podvucimo jo$ jednom razliku izmedu matrice i determinante: matrica je
tablica brojeva, dok je determinanta broj prikazan u obliku tablice.

Primijetimo:

a) Determinanta dijagonalne matrice jednaka je umnodku njenih elemenata na’
dijagonali:

detA =4 = Q11 *A22 * Q33 ... Gups
pa je determinanta jedini¢ne matrice E jednaka 1:

detE=E=1.

b) Determinanta matrice, koja se sastoji od jednog broja, jednaka je tom broju
— treba razlikovati matricu [a] od broja a!
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¢) Matrica kojoj su svi elementi jednaki nuli zove se nulta matrica i oznaluje

se s 0,
0 00
[0 0 0‘:0.
0O 0 0O

d) Dvije matrice A i B su jednake, tj. A = B, ako imaju iste elemente u istom
poloZaju, tj. imaju isti broj redaka i isti broj stupaca s identi¢nim elementima.

Npr.
1 2 3/3 6 —4
[4 6]=[1/3-12 2+4]-
7 9 (7 - (D 91

§ 2. OPERACIJE SA MATRICAMA

1. Zbrajanje

Dvije matrice A i B moZemo zbrojiti, ako imnju isti broj redaka i isti broj
stupaca. U tom slucaju matrica zbroja C = A 4 B izra¢una s= tako da se poszbno
zbroje pripadni elementi tih matrica.

Npr.
1 2 3 N 1 —2 01 12 0 3
[4 5 6] [3 —6 7]‘[7 —1 13]'

Pravilo zbrajanja dviju matrica vrijedi za bilo koji kona¢ni broj pribrojnika.

EEEHRRR AR

Za zbrajanje matrica vrijede zakoni korhutaciie i asocijacije:
A+ B=B-+A,

A+(B+C) =(A+B)4C
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2. Oduzimanje
Diferencija dviju matrica A i B istog tipa (m X n), odnosno (n) odreduje

se. tako, da se oduzimaju elementi suptrahenda od odgovarajucih elemenata
minuenda.

Npr. odredimo razliku matrica

51 3 I
A=[7 0 l] i B = ]
9 6 8 5

5—-2 1—-0 3-—17 3 1 2
C=A—-B=|:7——3 0—-5 1-=-2 [4 —5 —l]-

9—5 6—6 8—7] 4 0 1

L W N
= NV I )
~1 b =

3. Produkt matrice A i broja (skalara) a

Produkt A a daje matricu C, kojoj su elementi umnosci elemenata matrice A i

skalara a.
1 2 1-5 25 5 10
5-[4 6]:[4-5 6-5] =[20 30
7 9 7-5 9-5 35 45
Navedimo jo§ nekoliko svojstava linearnih operacija (A i B su matrice,
a i f skalari):

Primjer.

(a + A =a A + A,
alA+ Bl =cA -+ aB.
al[p Al = af A

4. MnoZenje matrice s matricom

Produkt A B matrica A i B definira se samo za taj slucaj, kad je broj stupaca
matrice A jednak broju redaka matrice B, pa j= u produktu A B broj redaka uvijek
jednak broju redaka u prvom faktoru A, dok je broj stupaca jednak broju stupaca
u drugom faktoru B. Drugim rije¢ima, produkt (m, n) matrice i matrice (n, q)
daje matricu (m, ¢). Vidi na slici 1 shem= 1, 21 3.

Ako je matrica A matrica-redak

a=1(aa,..a,
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a matrica B matrica-stupac

tada je

=[a,b,+az b, + - + a, b,)

npr.

2
(1 23)[4]=[1-2+2‘4+3-5]=_[§.
5

Rezultat je matrica, a ne broj!

h g g f [} g [ = ]
e In = If . =k
m - a m o im = \m

. Z) K/

Slika 1.

Jednoelementna matrica [a] moZe se mnoZiti zdesna s jednim vektorom:
[a) [b, b, ...b,] =[ab, ab, ... ab,)

ili slijeva sa vektorom-stupcem

bl bxa
[ 5}[a]=[ : }
b, b.a
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dok se broj a moZe mnoZiti sa svakom matricom, pa je
b, ba, bia, ba;

[bz}(al a,aj;) = [bzal ba, b2a3]-
b, biya, biya, bia;

U oplem sludaju postupamo kako slijedi:

_ i *

by by,
] .| b,, b;; | = (vidimo da je broj stupaca (3)
by, bi;

adgy Q12 413

AB=[

azy Gz Gaz3
matrice A jednak broju redaka (3) matrice B pa mnoZenje moZemo izvesti) =

_ [_a“b“ + ay2bzy - agabs, Gy1bia - apabayy + ayabs; ] )
ay:byy - azaby + az3bs, aybys + azybaa +ajsbs;

Postupak je jasan: sve elemente prvog rerka imatrice A mnozimo s pripadnim
elementima prvog stupca matrice B pa te umnoske zbrajamo i tako dobivamo
prvi ¢lan produkta. Postupajudi na isti nadin s istim prvim retkom matrice A 1
drugim stupcem matrice B dobivamo drugi ¢lan prvog retka trazenog produkta.
Na isti na¢in postupamo s elementima drugog retka matrice A i obim stupcima
matrice B pa dobivamo prvi i drugi ¢lan drugog retka produkta A B.

Vidimo da produkt A B ima toliko redaka (2), koliko ih ima prui faktor A
i toliko stupaca (2) koliko ih ima drugi faktor B.

Primijetimo jo§ da je determinanta produkta dviju matrica jednaka produktu
determinanata faktora.

Primjeri.

L 31
'211][ ] [2-3+1.2+1.1 2-1+1v1-ﬁ1.0] [93]
. 21 ot == .
301

| 10 3.3+0.2+1-1 3.14+0.-14+1-0 10 3
2. 12 r2.1 2.2 2.3 246

I}-(I23)= 1.1 1.2 1-3]=[123],

[ 3 3.1 3.2 3.3 369

dok je

2
(1 2 3)'[1]=“‘2+2“+3'31=L‘_3_]-
3
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Produkt dviju matrica opCenito nije komutativan, tj. ovisi o poretku ¢&lanova,
pri ¢emu mogu biti dva slu¢aja:

1) BA # AB.

Pokazimo to n1 predasnjem primjeru.
r 31
Ba- |2 1}. 211
| 1 0
"9 3 4
|73 3]

211

2-241-3 2-14+1-0 2-14+1-1

3-241-3 3-141-0 3-141-1
] [1-2+0-3 1-140:-0 1-140-1

dok smo za A B dobili [13 ;] # B A.

2) B A ne postoji.

Primjer.
123
Ap.:[jf;;].[mJ
430
AB — [5 1+40.247-4 5.240.447.3 5.3+0.6+7. 0] [33 3i ES]
A14+1-2+3.4 4.241-443.3 4.3+1.6+3.0 18 21 18

—————————

b23 507
BA:[M].[“J,
4 30

a ta) produkt nije defin'ran, jer broj stupaca (3) u B nije jednak broju redaka
(2) u A.

IstotakozaAz[z 1] iB— [l]imamoAB=[2"“'2]:[4},
34 2 3.1+4.2] |1l

2 1
dok produkt B A = [;] . [3 4] ne postoji.

Ocito )e da z1 kvadratne matrice moZemo uvijek izratunati AB i B A, alj
samo u iznimnim sluca;evuna su matrice A i B komutativne, tj. AB = BA.
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Primjer.

L PR ORRea S A ] B I |
Ll ) Y B ROt S S g

Lako se da pokazati da su matrice A i jedini¢na matrica E komutativne:

ay, a;; a3 100 Ay Ayz a3
AE =|a;; a5, a;3|- |01 0] =|a; a;; a, |
a3, A3y Q33 001 Q31 033 Q33

Isti rezultat dobivamo za E A.

Matrice A 1 B su antikomutarivne, ako je
AB=—-BA.

Za produkt matrica vrijede dva zakona distribucije:

[A+B]C=AC+BC
C[A+B]=CA + CB.

Primjer.

wom (] BB L)

2] i) =[]

R 0 s o Y E B B i o P

e lss] =L )

Pokazi da vrijedi i drugi zakon distribucije.
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Primijetimo da produkt dviju matrica moze biti nulmatrica, a da nijedan

faktor nije nuimatrica.
Npr.

00 -[00] =[o0):

Promijenimo li redoslijed faktora, neé¢emo dobiti nulmatricu:

[10] 01]_ 01
00 oo Jloo
PokaZi da je AB =0 za

2 4
A:[ ; _§ :] i B—[3 6]-
- o 1 2

Primjeri za vjeXbu

1. Izralunaj

a) -2 -1 6
(29 16 49 | —13 4 32 |- {(—21
5 —1 —15
b) 1123 -1 -2 -4
246 -1 —2 —4}-
1369 1 2 1
9 fF 1 0 4 1
-1 3 o]-]|-21-
L 1 0 -1 3

2. Izraluna; AB i BA.

a) B

-3
234 2077 .
Az[—lZl]’Bz 2“1]' { 6s ‘[
L3 4
b) . [24]. _[s51 18 46
A_[3‘J'J’ B‘_zn] {2980
3. Izrafunaj AB — B A, ako je
121 411 —10
A=l212|, B=}-420|- 6
123 121 -7

[

4. Izralunsj [f ;] .
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§ 3. PREDOCIVANJE VEKTORA POMOCU MATRICA

Neka je u ravnini zadan vektor u, kojemu su komponente #, i u,. Taj vektor
mozZemo prikazati u obliku matrice
Uy
u, |

Transformacija vektora u pomocu operacija, koje su odredene matricom A,
sastoji se u mnoZenju matrica

[au alz] [ul] . ['01 ]
- >
azp G2 U, Ve
gdje su v, i v, komponente vektora v u koji se transformirao vektor u.

Izmnozimo li obje matrice na lijevoj strani gore navedene jednakosti prema
poznatim nam pravilima za mnoZenje matrica, dobit ¢emo traZene komponente
v, 1 v, vektora v:

Vy = a1 Uy T Gy U,
Vy = Ay U4y + Gy U,.

cos —sin .

oS @ ‘p,doksuulluz
sin ¢ cos ¢

koordinate tocke P s obzirom na koordinatni sustav U, U,, a v, i v, koordinate
to¢ke O s obzirom na koordinatni sustav V', V,, koji je zaokrenut za kut ¢ s ob-
zirom na prvi sustav, dobit ¢emo prema

cos @ —sin(p] [ul} _ [vl}
sin ¢ cos ¢ U, v,

za v, 1 v, vrijednosti:

Ako na primjer matrica A ima oblik [

Uy
v, =SIN@ U, + Cos @ u,.

COSQ u, — Sin @ u,.

Tako se vr3e transformacije u dvodimenzionalnom podrudju.

Kac primjer izraCunaj na taj nacin koordinate to¢aka Q,,Q, i Oy u Y, Y,
ravnine koje odgovaraju tockama Py, P, i Py X,; X, ravnine, ako je kut ¢ = 60°,
dok toCke P imaju koordinate P,{4,0), P,(—4,6) i P;(—6, —8).

U prostoru, tj. u trodimenzionalnom podrudju, transformacije se vrie pomocu
kvadratne matrice reda 3.
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Kao primjer navedimo linearnu transformaciju koja to¢ki P (u,, u,, 4)
pridruzuje to¢ku QO (v,, v, v3), Koje pripadaju trodimenzionalnom podrudju

ak

Il

U,U,U;, odnosno V, V, Vs,
L
V2
V3
Iz navedenog slijedi:
v =

Q je

2u; — 3u, + u,
—u,-i— U, "—2u3
5u;—2u2—-3u3.

2 -3 1
—1 1 —2fu
5 —2 -3

Uzmemo li, na primjer, da to¢ka P ima koordinate (1, 1, 1), tj.

u
bit ce

\4
pa je

v

A
1,
1
-2 =3 1 1
—1 1 —=21-11],
[ 5 =2 =3 1
-0
—~2
. O

Na taj nac¢in transformiramo bilo koju to¢ku P u novu tolku Q. Vidi

sliku 2.

i}
I+
\\ P -
\?P(I,I,I) 2,0
t -
[
U i -t -
\‘;L =71 X
Slika 2.

Analogno se vrie transformacije u n-dimenzionalnom podrucju prelazedi

od vektora u s komponentama u©é;,%;, ...s K%,

na vektor v s komponentama

D4y Vas ..., Un pomocu kradratne matrice n-og reda.
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§ 4. TRANSPONIRANJE MATRICA

Ako matricu A preklopimo oko njene glavne dijagonale, njeni ée stupci
postati recima, a njeni reci stupcima. Ta nova matrica, koja se zove transponi-
rana matrica s obzirom na matricu A, oznatuje se s A. Na taj nadin (mn) matrica
A pretvara se u (nm) matricu A

-

Q11 Gi2 ... Gqa A1y @21 ... Ay

Q21 Q23 ... Q3,4 - Q12 G322 ... Ay
A —_— 3 A pamsl .

L Qmy QA2 -.. Qg | | A1y A2y oo Qpmp

Primijetimo:

1) Ako nad matricom A izvr§imo dvaput redom operaciju transponiranja, matrica
A ostaje nepromijenjena.

2) Transponirana matrica zbroja dviju matrica jednaka je zbroju transponiranih
matrica:

(A + B) =A + B.

P

3) Determinanta matrice A jednaka je determinanti matricc A:
det A=A =det A = A.

4) Transponirana matrica produkta dviju matrica jednaka je produktu transponi-
ranih matrica uzetih u obratnom redoslijedu:
p——

(AB) = BA.

Primyer.

785

257 - 231
Za matricu A =] 3 6 8| transponirana matrica glasi A —=| 56 21,
125
(27 58) transponirana matrica s obzirom na

dok je matrica-redak u =
2

matricu-stupac

[ B |
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§ 5. POSEBNE VRSTE KVADRATNIH MATRICA

1. Simetri¢ne i kososimetrine kvadratne matrice

Kvadratna matrica naziva se simetrinom, ako su njeni elementi, koji lete
simetri¢no s obzirom na glavnu dijagonalu, medusobno jednaki.

Matrica je kososimetrina, ako su njeni elementi simetri¢no polozeni s
obzirom na glavnu dijagonalu, jednaki po veli¢ini i protivni po predznaku.

Otlito je da je za simetritnu matricu A = K, dok je za kososimetri¢nu
A = —A,

Npr. za matrice

1 3 —8 0 7 —1
A=[ 3 5 4] i B=[——7 0—»9],
—8 4 9 1 9 0
kaze se, da je A matrica simetricna, a B kososimetriéna.
Produkt matrice A i transponirane matrice A daje simetricnu matricu C:

jer je

Za na$ primjer je

74 —14 —68
[—14 50 24]-

g
Wl
I
O
Il

—68 24 16l

2. Regularne kvadratne matrice

Kvadratna matrica naziva se regularnom ili nesingularnom, ako je njena
determinanta razliita od nule, tj. ako je det A # 0.

Ako je determinanta matrice A jednaka nuli (det A = 0) matrica A zove
se singularnom.

Na primjer trokutna matrica je singularna, ako je makar jedan njen
dijagonalni element jednak nuli.
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3. Inverz kvadratne matrice

Kvadratna matrica A~! naziva s2 nverzinom s obzirom na kvadratnu
matricu A, ako je
AA-'=A"'A =E,

gdie je E jedini¢na matrica.

Drugim rije¢ima: pomnoZimo 1i inverznu matricu A~' s matricom A
bilo zdesna bilo slijeva, dobit ¢emo jedinicnu matricu E.

Kako vidimo, radunski vrlo vazna inverzna matrica definirana je sli¢no

definiciji recipro¢ne vrijednosti nckog broja: 2'1 == a~ ' je reciprocna vrijednost

broji a, ako je a7' - a = L
Navedimo nzkoliko svojstiva inverznih matrica:

a} singulirna matrica nema inverzne matrice,
b) inverzna matrica, ako postoji, jednoznacno je odredena,

¢) determinanta inverzne matrice A" recipro¢na je vrijednost detcrminante
matrice A,

d) (AB)~! = B-! A-!

10 znadl: inverzna matrica produkta dviju ili vide regularnih matrica jednaka je
produktu inverznih matrica pojadinih faktora uzetih u obrnutom redoslijedu.

Postupak za radunanje inverznih matrica:

1. korak. Ratunamo za z:danu matricu A vrijednost determinante, tj.

A =det A = 4.

o

iorak. Zadanu matricu A transponiramo da dobijemo matricu A.

. ko-ak. Za'svaki clement matrice A racunamo, iduci redak po redak, pripadne
kofoktore ili algebarske dopune (komplemente), tj. subdeterminante,
koj= dobivamo precrtajuéi stupac i redak u kojem lezi dotiéni element
pri emu uz‘'mamo: za kofa'tore predzrake plus i minus naizmjence
bez obzira na predznak cleienta za koji radunamo kofaktor.

N

4. korak. U matrici A zamjenjujemo svaki eloment pripadnim kofaktorom.

5. Lovak. Podijelimo 1i sveki ¢len tako cobivene matrice s A = det A, dobit
¢emo trazenu matricu A~ ! inverznu s obzirom na zadanu matricu A.

=)

. korak. Nacdinimo pokus: mora biti

AA"!' = A" A =E = jedini¢na matrica = 1.
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Primjert.
Zadana je kvadratna matrica

ay; ayz2 Qi3
A = a; a;; a;

d3; Qizz dis

i
(o

Odredi inverznu matricu A=!,

I. Ratunamo A = det A = A:
A=145—48)—2(36—12)+3(32—-10)=—3 —48 + 16 =15 0.

Zadana matrica A je regularna pa ima inverznu matricu A~!.

2. Transponiramo matricu A:

aii a7y ai 142
A= [alz as» a32]= [2 5 B:l'
369

dy3 Az3 a3a

o~

3 Raclunamo kofaktore za matricu A:

R R 2§,=+(45—48)=-3;

Ay = — ‘g g = —(18—24)=6; A3, = +‘§ :I= +(12~15)=-—3;
Ay = — ‘;z = —24; A, =+ ;: = 3; An_—-—I; 2‘:6;
Az = + :28 =22;  Ayy=— — ;z — — 4 A33=+‘; :|=:—3

4. Dobivamo
— 3 +6 -3
[ —24 +3 +6} .
+22 —4 -3
. Svaki clement dijelimo s A = det A = A = 15. Dobivamo:
—1/5 2/5 —1/5
Al = [—8/5 1/5 2/5]-

22/5 —4/5 -1}

[,

—
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6. Nadinimo pokus:

123 —1/5 2/5 —1/5
AA"‘ﬁ{4 56]-{—8/5 1/5 2/5]:
289 22{5 —4/5 -—1/5
\ 100
= (nakon izvrienog mnoZenja matrica) = |0 ] 0| =B = 1.
001
Za regularnu kvadratnu matricu, koja se sastoji od dva retka i dva stupca
A = [Z“ ‘;‘2] odredivanje pripadne inverzne matrice mnogo je jednostavnije:
21 22

treba samo zamijeniti- poloZaj elemenata a,, i a,, i promijeniti predznake kod
ostalih elemenata a,; i a,,, a zatim podijeliti sve elemente matrice s vrijednod¢u

A njene determinante
1 22 —aj2
Al = .
A ~

—a23 Qg
Primgjer.
Zadano
A— [ 7 3] .
—4 =2

= =14 +12= =2
A_,__L[%z _31“[1 3/2]
-2 4 71 |-2 -2}

Moze se pokazati da je
[AB]"!=B~'A-!

tj. inverzna matrica produkta dviju matrica jednaka je produktu inverznih
matrica pojedinih faktora uzetih u obratnom redoslijedu.

Primjer.

31 41
i :A: i B= .
Zadane su matrice [2 l] i [2 2]

(AB] — 31] 41]_ 3.441.2 3-1+1-2]"[14 5]_
“[21 [22 _[2.4+1.2 2.14+1.2) " L104]°

det[AB] = 56 — 50 — 6
1

B~ |

b

4 — 5]
—10 14
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N 2 —17. -1 1 1 -1
B "6[__2 4]’ A ”l[wz 3

oA L2 - I 4 -5]
B-! A= : s g
LS I N B T R

Taj stavak vrijedi z1 visz taktora, npr.

[ABCD]"' =D~' C~'B~' A",
Pokazi to na primjeru: A = —3 1 , B = 5 “4] i C-——-[ 3 ~12]'
' 4 2 0 1 -1 —~ 5

Pokazi takoder da su matrice A i A~'! komutativne, tj. AA~' == A™' A,
ako je na primjer

11 -2 ~1 =3 11
A—[3 73] i A":[ 0 1 -3
12 1 —1 —1 4

Ako je matrica dijagonalna, inverzna je matrica takoder dijagonalna. Nijeni
elementi, razliciti od nule, jesu reciprocne vrijednosti dijagonalnih elemenata
zadane matrice:

2000 /a0 0 0
AiObOO]’ . _|owyso o0
oocoj 0 0 1/c O
000d 0 0 01/

Primjeri za vjeZbu

Odredi uz pokuse matrice inverzne s obzirom na zadane.

[5 87 1/5 —4/5  1/4]
[ 004 0 0 1
_[ 7 —-8]. o [-us -45 ]
b) A=1 4 2] {A | =3/10 —7/10 ] }
(533 [ 14 —6 —~9]
c) A=1741] A~'=| =25 11 16}
1 324 [ 2 —1 -1 ]
2 1 0 0 2 -1 0 0
d) A = 3 2 0 0 . A-! = -3 2 ] 0 .
1 1 3 4 31 —19 3 —4
L2 -1 2 3 \ —23 14 =2 34
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10 2 —17 2/3 -3 - 713 3
e A 0 3 2 3 A-1 — 55/9 -2 -—19/9 7/3
40 5 2 —14/3 2 513 =2
-1 3 1 7- -3 1 I -1
fa 0 0 01
0 a 0 0 !
{‘ A -1 —_ as . » .
J 0 0 a 0 ‘ A 5 A (vrijedi opéenito) } .
-0 0 0 aA

§ 6. RECIPROCNA MATRICA I TRANSPONIRANA RECIPROCNA
MATRICA

Uvedimo jo$ dva pojma:

a. Recipro¢na matrica A* kvadratne matrice A — lai] je matrica kofaktora
Ay elementa a,, zadane matrice, 1j.

A* = [Aik]-

b. Transponirana reciproéna matrica A", koja se takoder zove adjungirana,
| a dobiva se preklapanjem reciproc¢ne matrice oko glavne dijagonale, pa je

A= A

detA

1). inverzna matrica kvadratne regularne matrice A jednaka je transponiranoj
reciproCnoj matrici A* podijeljenoj s determinantom matrice A.

I —1 5
AM[Z —3 —5:'-
3 -2 6

Racunamo recipro¢nu matricu A*:

Primjer.

A -+ (18 -10)= =285 A= —( 12415)==27; Ayy= +(—4+9)=5;
Asi= 4+ 54+15)=20;  Ay=—(—5—10)=15; Ayz=+(—3+2)=—1.

28 _27 5
A*L[ -4 _9 —-IJ-
200 15—

151



Transponirana reciprotna matrica
—28 —4 20
’A*:[_N —9 15}.
5 -1 -1
detA =1.(—28)—-1.(=27)4+5.-5=24.

—7/6 —1/6 5/6

24
5/24 —1/24 —1/24

1 3 -3
Na isti nac¢in izratunaj A~! za matricu A = \:2' I _2].
2 —1 0

: 132 —1)2 1
[A-u[uz N ] |
_2 52 —3/2 J

§ 7. RANG MATRICE

Subdeterminantom reda k (m, n)matrice A (k< m, k< n) naziva se de-
terminanta D, koja se sastoji uz saCuvani poredak clemcnata od k? elemenata,
koji leze u sjeci$tu nekih & redaka i & stupaca. Vidi shemu na slici 3.

ploooo oo|T e
AL].... o_o_i D-_—:::

Lloooo oo

Subdeterminanta 3. reda.

Slika 3.

Rangom matrice A naziva se najveéi red §to ga mogu imati subdetermi-
nante matrice koje nisu jednake nuli.

Kako subdeterminante imaju kvadratni oblik, ocito da je najveci red [ sub-
determinante uvijek jednak manjem od brojeva m i n, a za kvadratnu matricu
(m = n) jednak n.
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Ako je bar jedna od tih subdeterminanata razlicita od nule, matrica A ima
rang /. Ponitavaju li se sve te subdeterminante reda /, treba promatrati subdeter-
minante reda (/ — 1) itd.

Prakti¢ki se postupa obratno: prelazi se od subdeterminanata niZeg reda na
subdeterminante viih redova i to uz pripomo¢ pravila: ako pronadena subdeter-
minanta koja je razli¢ita od nule ima red k, prelazi se na raCunanje subdeter-
minanata reda (k + 1), a te odredujemo tako da obrubljujemo susjednim elemen-
tima matrice tu subdeterminantu D, zdesna i slijeva odozdo, a zatim zdesna 1
slijeva odozgo (vidi shemu), pa ratunamo tako dobivene subdeterminante reda
(k + 1). Ako su sve te subdeterminante jednake nuli, matrica ima rang k.

b',;z|, i ];b,; |

Primijetimo da taj uvjet nije dovoljan. Npr. u niZe navedenoj matrici

cooo
oo =lo

uokvirena dvoredna subdeterminanta zadovoljava gore navedene uvjete, a ipak
postoji troredna (uokvirena) subdeterminanta koja je razliCita od nule, tako da
matrica ima rang 3.

Razlika izmedu manjeg od brojeva m i n i ranga r matrice zove se defekt
matrice.

Ako matrica ima rang r, tada se r-redna subdeterminantd razli¢ita od nule
nazive temeljnom subdeterminantom. Matrica moZe imati i vide tih temeljnih sub-
determinanata.

Pokazimo na primjerima, kako se odreduje rang zadane matrice.

274 3 1 0 |
wa—| L "2 142
0o 1 —1 3 1
S 2 s

Zadana matrica je tipa (4 X 5), pa bi rang te matrice mogao biti najvise
m = 4,

Subdeterminanta 2. reda, koja se nalazi u lijevom gornjem kutu je

= —4+4=0,

D2:|2 —4|

1 =2
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dok je srednja subdetorminanta
-:’l 46 =220,

Zrokruzimo je slijeva i odozdo susjednim elumeniima mat: e (vidi matticu Al
Dobivimo subdeterminantu

2 -4 3
D, I =2 (=22 —-1)+4(-1 —0)-+3(1 -0)=1 =+ 0.
I

Sad zaoxruzimo D; preostalim elemntima matrice, 2 to s¢ noZe n Ciniti
samo na dva nacina:

2 4 3 lz —4 3 0
N | . e | bl
Dy-| b 72 b =4 g o (2 2
0 [ 3 0 1 -1 !
4 -7 4 —4 4 —7 4 5

Pokazi da su obje subdeterminants jednaki nuli! Kako vidimo, od svih
subdeterminanata razlicitth od nulc najvcéi red ima subdetermin mta D,
pa je

rang zadane matrice 3, dok je defekt 4 — 3 = |.

1 4 2
b)A=}|2 5 4}].
3 1 6

Matrica ima red n = 3, pa njen rang ne mozz biti vcéi od 3.

Racunamo
1 4
D, = -3 0
| ]
Rac¢unamo
1 4 2 :
Dy=-1254|= 1(30—4)—"4-(12——12)7‘—»2-(2——15):;26—26:.0.
316 |

Rane matrice je 2; defekt 3 — 2 = |.
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Tip mutrice je 3 x 5, dukle rang r ne moZe biti veci od 3

45
| 4

D,l ‘::}6—5=1!:/-0.

Zaokruzimo D, elementima matrice zdesna odozdo.

Dobivamo:

14 + 0.

i

(]

i
b o—
W LA
W ~)

Rang r = 3; defekt d == 3 — 3 = 0.

Primjeri za vjetbu

Odredi rang i defekt zadanih matrica:

230
a)A=HO45]- fr=2, d=0}.
(30517
by A==]38420]|- {r == 3, d = 0j.
L1 7303
3 2 1 —1
G A=) 2 6 3 -3p (r=1, d =3
—-6 —4 —2 2
0 0 0 0 *
1 -2 3 -1 -1 -2
2 -1 1 o -2 =2
dA=]| -2 -5 8 4 3 -1 ir =3, d= 2}
6 0 -1 2 =7 -5
-1 -1 1 —1 2 1



§ 8. RIESAVANJE LINEARNIH MATRICNIF VEDNADZBI
Znanje do sada navedenog gradiva omogudava rjefavanje matriénih jednadZbi
oblika
AX=B i YA=C.

Tu su: A zadana regularna kvadratna matrica reda n
B i C zadane pravokutne matrice tipova n X », odnosno r X n.
X 1 Y traZene matrice odgovarajuéih tipova n X r i r X n.

Znamo rjeSavati skalarne jednadZbe oblika ax = b i ya =c, analogno rje-
§avamo i matri¢ne linearne jednadzbe:

ax =b AX=B YA=C
-;— postoji, ako je a0 . .. -1. . -1,
mno¥imo slijeva s mnozimo slijeva s A~ 1: mnoZimo zdesnas A~1:
a- 1= 1. {
1 1 . A-'. AX =A"'B YAA-! =CA-?
7 (ax) =-7b
x=2. X —A-!B. Y=CA-!,

Vidimo da je postupak pri rjefavanju jednadibi ax =5 i AX =B formaino
isti, '

Navodimo nekoliko primjera:
24 81
X = .
2 [3 7] [2 3]
Za A =[§ ‘;] raunamo A~! uzev§i u obzir da je A =det A = 2.

=[5 A= [ )]

Zadanu jednadZbu mnoZimo s A~! sljjeva!

Dobivamo

|
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451
A=detA=-7, A=1|301]-
[8 2 3}
Ay = =25 Ay = —1; Ay =6 — 2 —1 6
A, =—13; Ay =45 A5, = -32; A _[-——13 4 3..:|——17
Ay ==5 Ay =—1; Ay = —15 5 —1 —15]

Zadanu jednadzbu mnozimo s A~! zdesna!

-2 - 6
Y=(29 1640 —13 4 3|-L.
5 —1 —15

v —(—21 —14 —49)(— i) —(327)

c) 2 3 —4 12
1 -1 1{ X =] —2].
5 —4 -2 —1

X=A"'B
Racunamo A~1!;
1 6 22 —1
A“‘=—2~§ 7 16 —6],
1 23 -5

pa je

1 6 22 —1 12 1 29 1
X =557 16 —6]| -] -2 =39 58 | = 21
1 23 —5 —1 —29 —1
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Q) [ié]x [_2 _g]:_ [“g -ﬂ

ili AXB=C.
1 3 2
x-[_3 2 :[ 2 —1][—2 4]..
5 —3 -3 2 3 —1

Racunamo produkt [ 2 _'1] [—2 4] = [_7 9] > pa je

Racunamo A-' = L [ 2 -1 ] 1 mnozZimo slijeva zadanu jednadZbus A~!':

-3 2] 3 — 12 —14
x . [-3 2]:: —7 9}.
5 -3 12 —14

Jednadzbu mnoZimo zdesna s B! =:1—1- [—: _i] = [3 2].

Dobivamo:

=[2_2 [32]-[2 )

Primjeri za vjeZbu

Rije§i zadane metriZne jednadZbe. -

R CEI IS PO o 75l

3 2 -1 2 —14 20
b)Y'_s 4] [ 5 6] {[—10 ]

1 1 —1 1 —1 3 -3 2 0
gX-l2 1 of|l=|4 3 2| -4 5 =2}

1 -1 1 1 -2 5 -5 3 0
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Promotrimo jednadzbu

Gy G132 Q13 X ¢y
Q21 Q33 A3 | " X3 | = | ¢
Q3 Adyy Gy3 X3 Ca

[zmnoZimo li matrice koje se nalaze na lijevoj strani j>dnidzbe, dobit ¢zmo

H ] .
)1 Xy — Ay ,X; T a3 X3 Lo
Ca1 X1 = 82Xy +@y3Xx3 | =] ¢

H . | »
Q3 X T 433X, T aA3z3 X3 ] €3

5 obzirom na definiciju jednakosti matrica zaklju¢ujemo da gornja relacija
predocuje sustav od tri linearne jednadibe s tri nepoznanice x,, x, 1 x3.

Tu jednadzbu moZemo krace napisati u obliku

(a)
gdje je
Ay @y Gy ' Xy €y
A =la, ay; ax > X =|x, 1 C=|¢,
Q3p Q33 Q33 X3 3
Mnozznje slijeva jednadzbe (a) s A~' daje:
A""AX A'C, paje X A'C, jerjc A"'A E
Proujer.
[ ]
X v —-23-:= 4
3x--Tv—3:=12
X—2v- 5= 2}
U mrtricnom obliku jednadzba glasi:
| -1 =2 [’ 4 ‘
27 =3 -yvl =2} (b)
fo— 2 —] [: 3
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1 1 -2
Za A =13 7 —3 | ratunamo A~!:
| 2 —1

Recipro¢na matrica A*:

A =—1; Az = » Ay =—1;
Ay =—3; Azr = 1 Ay =—1;
A= 115 Az, = —3; Asy = 4
-1 0 -1 _ -1 =3 1
A*=[—3 1 —-1], pa je A"=[ 0 1 -3]
11 -3 4 -1 -1 4

Kako je det A =1,

. [-1 =3 1
A1 =AY = 0 1 =31
-1 -1 4

Jednadzbu (b) pomnoZimo slijeva s A~!.

HE KRR

x=_"7: y:B, i z = —4,

Dobivamo

Primjeri za vjeibu
Rijesi pomocu matrica zadane linearne jednadZbe.
a) x4+ 2y =3

2x+4+ 3y — =z =5

b) x +2z— u = 3 Y
3y+2z+3u=10 1
4x 452+ 2u= 9 {x——Z,y———j-,z—Lu—-?}.

x+3y+ 2z +7u= 9

¢) x —y +5z=13 5 9 s
2x —3y—5z=4 {x=—6-,y=-_§,z-_—2_4}.
3Jx — 2y 4 62 =06
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§ 9. PRIMJENA MATRICNOG RACUNANJA NA RJESAVANJE SUSTAVA
LINEARNIH JEDNADZBI U OPCEM SLUCAJU

U predadnjem poglavlju pokazali smo kako se rjesavaju pomodéu matrica sustavi
linearnih jednadzbi u posebnom slucaju, tj. kad je broj nepoznanica » jednak broju
jednadzbi m, a determinanta sustava razlicita je od nule. Takve sustave Jincarnih
jednadzbi moZemo rje$avati 1 pomocCu determinanata prema Cramerovim' formu-
lama *). Sad ¢emo uzeti opci slucaj. '

Primjena matrica dopusta prikazivanje sustava linearnih jednadzbi u zbije-
nom obliku i time znatno olak8ava postupak. Napose, matri¢no racunanje omogucava
odredivanje nekih skupina nepoznanica, pri ¢emu otpada potreba izraCunavanja
ostalih nepoznanica.

1. Sustav nehomogenih linearnih jednadzbi

Neka je zadan sustav od m nehomogenih linearnih jednadzbi s » nepoznanica

Gy1 X, — Ay %, + - S a,x,=b,
@y X, +A22%X; + - + A%, =by (K)

Ay Xy + Ama X2 T 0 F QG X =bm

Sustav (K) nehomogenih jednadZbi naziva se kompatibi/nim, ako postoji bar
jedno rjeSenje {a,, a,, ..., @,}, koje pretvara sve jednadzbe u identitete, odnosno
inkompatibilnim ili protivrjelnim, ako ne postoji niti jedno takvo rjeSenje. Kompa-
tibilni sustav jednadizbi naziva se odredenim, ako ima jedno- rjeSenje, odnosno
neodredenim, ako ima beskona¢no mnogo rjesenja. .

Shema A koeficijenata sustava jednadzbi naziva se matricom kocficijenara
sustava jednadzbi :

Qi1 G2 .- Qqa
dry Qzz ... Q2n

A=|. . .

Am1 A2 --- aan

Dodamo li matrici A koeficijenata sustava jednadzbi stupac slobodnih <la-
nova b,,b,, ..., b,, dobit Cemo profirenu marricu koefictjenata sustava jednadzbi:

Ay Ayz .- Q1 by
B dy; @z3.-.-Gza b

aml Ama --- amn bm

*) Vidi od istog pisca Repetitori) vife matemauke. Dio III, §1.
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Jednadzbe sustiva (K) imaju rje§=nja onda i s1mno onda, ako je rang r matrice
A jednak rangu s proSirene matrice B.

Ako je r < s jednadibe su protivrjeéne pa nemaju rjesenja.

Ako je r =5 = n, $to je mogude, ako je

roj jednadibi m > broju nepozninica n, rjefenje je jednozialno
odredeno.

Postupak pri rjefavanju sustava linearnih jednadbi (K):

. Ractunamo rang matrica A i B, da se odredi je li zadani sustav kompatibilan
ili protivrjetan.

2. Premjedtamo jednadibe sustiva (K) tako da bi jednadZbe koje odgovaraju
razli¢itoj od nule subdeterminanti najveceg ranga r matrice A dosle u poloZaj
koji odgovara gornjem lijevom kutu matrice A (taj premjestaj otpada, ako je
bad gornja lijeva kutna subdeterminanta ranza r razlicita od nule).

Tu mogu biti dva slucaja:

I. r =n, 4. rang matrice A jednak je broju n:poznanica sustava (K), pri

II.
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¢emu je
r < m, 1j. rang matrice A jednak je ili manji od broja jednadibi m
sustava, ,

RjeSavamo sustav od proih n jednad2bi 5 n nepoznanica pa dobivamo jedno-
znacno rjeSenje {a,, a,, ..., @,}, jer j2 determinanta tog sustava razlidita
od nule.

U slu¢aju da je n < m, tj. sustav im1 vide jednadZbi nego nepoznanica, -
dobivena n rjeenja zadovoljavaju i ostale (m — n) jednad2bi, jer su poslje-
dice prvih n jednadZbi. Sustav jednadzbi (K) je odreden.

r < m, tj. rang r matrice A manji j2 od broja nepoznanica n, dok je rangr
manji od broja jednadzbi m. Sustav (K) je neodreden.

U tom sluc¢aju rjeivamo sustav od proth r jednadibi s obzirom na prvih
r nepoznanice, a zatim izrazimo ove nspoznanice pomoéu ostalih (n — r)
Nepoznanica X, y, X,4 3, ..., X,. Dobivamo jedino rje$enje u obliku linearnih
funkcija

Xy =% (Xeg 15 Xp s 25 o005 Xu)

X2 = X, (x,.+1,x,+2,...,x,,) (a)
X, = X, (xr+ 13 Xp+ 25 -+os xn)’
jer je determinanta sustava jednadZzbi razli¢ita od nule.
Nepoznanicama x,,;, X, .2, ..., X, moZrno divati bilo koje vrijednosti, .
pa nepoznanice x;, X, ..., X,, odredujend premy formulama (a). Ta rje-

senja zadovoljavaju i ostalih (m — r) jednadzbi (ako je r < m), koje su
posljedice prvih. Sustav (K) je neodreden.



Primjert,

a) x —2y+3z— u +20v=2
Jx— vy +5z2—-3u— v =6
2x+ y +22—2u—3v=238

o2 3 -1 2 L
2 1 2 —2 —8 2 |
1 2 .
= —T7 # 0,
- -
1 2 3 . )
S —3 —1
2 1 2 P
pa je r, = 2. oa e w3

3 —1

5

—3

2 2
—1 -
2 7727 —3 8

4

2

=

=T %0,
6] =28 = 0,
8

Kako je r, # rp, zadani sustav jednadzbi je inkompatibilan pa nema rjesenja.

!

b) x — y +2z=1
X ‘—'2_})— g =2
3x— vy +5z2=3

—2x+2y+3z=—4,

I -1 2
A= : “Zi”ﬁl%‘,;
3 -1 s

| R At

—1 = 0,

=

7= 0.

I —1
1 =2
3 —i
| -2 2
1 —1
1 2
3
—2 2
1'3:3

L I =

|
N

==

w2 (),

163



Kako je r = rp sustav jednadZbi je kompatibilan. Bududi da je rang r = 3
jednak broju nepoznanica n = 3, imamo slu¢aj I. Premjestaj jednadZbi sustava
otpada, jer se subdeterminanta ranga 3 ve¢ nalazi u gornjem lijevom kutu ma-
trice A. Sustav je odreden. Rije§imo sustav od tri prve jednadZbe, jer je u naem
slu¢aju » = 3, a broj jednadibi m = 4,

1 —1 2 x [ 1
1 -2 -1 yl=12]-
3 —1 5 z [ 3

1 —1 2 | T —11/7 37 57
A=|1 —2 —1}],detA=7 A-'=|_¢g7 117 3/7]

3 —1 5 51T =2/7T —117

—

S

(—"
I
»

]
o
W R =
(R

__U 6 15 _10
=gty ty=,

—_8_ 2,9 __1
r=—7-F7t3 7

- S5__4_3__2,
2= mT977 7

Ta rjedenja zadovoljavaju i Cetvrtu jednadZbu, jer je ona posljedica prvih triju.

Ox—y+ 2 — u =1
X—y— z+ u =0 .
X—y—2z+2u=—1/2

| S 1 1 —1 i 1
A=|1 —1 -1} B=|1 —1 —I 0o |
1 —1 =2 1 —1 —2 —1)2

Ta=7? rs = 2, jer je
1 —1 —1 1 -1 1 1
=0, =2
L —1 I—l —1| -1 —1 0 |=0.
—1 =2 —12

1 ~1 17
l1 —1 —1]| =0, pajer,=2.
1 —1 -2

r, = rg sustav jednadZbi je kompatibilan, pa ima rje$enje.
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Rang r, =2 je manji od broja n =4 nepoznanice, a r, =2 manji je od
broja m = 3 jednadibi pa imamo sluc¢aj II. Sustav je neodreden, jer ima besko-
naCno mnogo rjesenja.

Rijedimo sustav od prvih dviju jednadZbi. Kako je prva lijeva kutna sub-
determinanta matrice A jednake nuli, premjestimo stupac s x na Cetvrto mjesto
da bi u prvi lijevi gornji kut dogla subdeterminanta koja je razli¢ita od nule.

Zadani sustav jednadZbi prima oblik:

=yt g - u t+x=1
—y— 2+ u+x=0
—y—224+2u+x=—1/2

Rije$imo sustav od prvih dviju jednadZbi i to s obzirom na y i 2:

—y+z=1-x+4+u
—y—2= —X—U

+

Dobivamo:
—2y=1—2x, paje y=x—1/2

2z=1+4+2u, paje z=u-+1/2.

Ta rjeSenja zadovoljavaju sve jednadzbe zadanog sustava uz bilo koje vri-
jednosti x 1t u. ’

Primjeri za vjeZbu
Rijedi zadane sustave linearnih nehomogenih jednadZbi.

a) x +2y— z + u=1
2x— y +2z4+2u=2
3x+ v+ 2 +3u=3
x —3y+3z+4+ u=0

{Sustav je protivrjetan}.

b)) x+ y - z= 4
2x+4y+ =z = 9
x=13y=25z=—1}L
P { sy > 2 }
2x+ 5y —3z= 15
c) x —2y+ 2z + u =
x —2y+ 2 — u=—1]. {z=2y—xu=1]
x —2y+ z FSu= 5
dDH2x+ 3y~ 2+ u = 1
Jx—2y+2z—-3u= 2 {Sustav je protivrjetan)}.
Sx+ vy — z +2u= -1
2x— y 4+ z —3u= 4
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I

e)2Aqx— y + £ — u 1

2x — ¥ —3u= 2 {_ PR I __i]
3x — z4 u = -3 x—O,y—2,3—3,u— 3 )
2x 2y — 22+ Su= —6
f) x+ y+ 24+ wu+ t = 7
3x_+.2y.+. z+ u—3{=--—2 ) x2-16+z+u+5t;-
yi2z+2ui 6= 23 y=23—22z—2u— 6

Sx+4y + 3z | 3u— t = 12

g) x +2y43z—u=1
3x+2y+ 2z —u=1

2x + 2y 4+ 22 —u=—=1
5x+5y+ 2z =2

2. Sustav homogenih linearnih jednadZbi

Taj sustav ima opcenito oblik:

@y Xy +a@12%; + - + anx, =0
Ar1 X%y + A2 %2 + -« +Aya%xy, =0

L)

Am1 X1 + Cma X2 + -+ + Aya Xy =0

Rang matrice A koeficijenata sustava (L) i rang pro8irene matrice su jednaki,
pa je homogeni sustav uvijek kompatibilan.

Ocito je da taj sustav ima nulto rjefenje x, = x, = ... = x, = 0, koje se
zove trivijalno.

Da homogeni sustav jednadZbi ima rjeSenja razli¢ita od nultog nuZno je i
dovoljno da rang matrice A Kkoeficijenata sustava bude manji od broja nepoznanica,
tj. r < n, i sustav ima tada beskona¢no mnogo rje$enja oblika

{kay, kaz, ... kag),
gdje je k bilo koji broj.

Ima 1li sustav (L) p rjeSenja razli¢itih od nule
{apas el {8 B2 -5 Babs ooos {15 M2s ves M} ' (a)
tada ima i beskona¢no mnogo rjeSenja eblika
{kiay +Rafy + o Ry Riay tRB+ o RNy s Ryap+Ry Bt - +Rma) (B)
gdje su k, k,, .., k, bilo koji brojevi (svi ne smiju biti jednaki nuli).
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Rjedenja (b) su linearne kombinacije rielenja (a).
RjeSenja (a) sustava jednadibi (L) nazivaju se linearno nezavismim, ako niti
jedno od njih nije linearna kombinacija ostalih.

p tih linearno nezavisnih rjeSenja Cine temeljni sustav rjefenja, ako je bilo koje
rjeSenje sustava jednadzbi (L) linearna kombinacija tih p rjedenja.

Da homogeni sustav linearnih jednadZbi ima temeljni sustav rjeSenja, nuZno
je i dovoljno da je rang r matrice A koeficijenata jednad?bi (L) manji od broja n
nepoznanica, dok za r = » temeljni sustav ne postoji i jednadZbe imaju samo nulto
rjefenje.

Ako je r < n, temeljni sustav se sastoji od (n — r) linearno nezavisnih rje-
Senja.

Odredivanje temelinih sustava rjefenja vrSi se na nalin koji slijedi:

1. Odredujemo red r matrice A Kkoeficijenata zadanog sustava jednadibi (L).

2. Stavimo u sustavu (L) jednadZbe i nepoznanice u takvom redu, da u lijevi
gornji kut matrice A dode subdeterminanta reda r. Ukoliko taj uvjet nije is-
punjen, vriimo to premjedtanje jednadzbi, odnosno nepoznanica.

3. Rje$avamo sustav (L) jednadZbi s obzirom na prvih r nepoznanica i to tako,
da te nepoznanice izrazimo pomoc¢u ostalih (n — r) nepoznanica. Dobivamo
jedino rjedenje u obliku linearnih funkcija (c):

X3 =%X3 (Xr 4 05 Xrg25 o005 Xn)
Xz = X3 (xr+u Xp 425 +on3 Xn) ©)

Xp = Xy (xr+ 1 Xr4 25 0o xn)'

Nepoznanicama X, 1, Xp 42, --.» X, oZemo davati bilo koje vrijednosti i one
zajedno' s odgovarajuéim vrijednostima x,, x,, ..., X,, koje se odreduju prema
(¢), daju jedno od rjeSenja sustava ‘g@adibi (L).

Primjeri,

1. Odredi temeljne sustave rjeSenja zadanih sustava jednadzbi

a) x— y+5z— u=0 re=72 1 —1 ._,5i —1
x4+ y—2243u=0 | 1 1 —2¢ 3
3x— y+8z2+4 u=0] . 3 -1 g 1
x4+3y—-9z+Tu=0 i
P -Ho141=2=0 L =15 N
1 1 1 1 —2]= 0, takoder dobivamo

3 —1 8 da je detA = 0,

pa je ro=2.

Kako je r =2<n =4, imamo 4 - 2 = 2 temeljna sustava linearnih
nezavisnih rjeSenja zadanog sustava.
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b)

168

Rjesavamo sustav jednadzbi s obzirom na x i y. Uzimajuéirz=1iu=0
dobivamo provi temeljni sustav rjefenja:

X —y=—3 L
x+4+y=2 l =

Uzimajuéi z = 0 i u = 1 dobivamo drugi temeljnt sustav:

x—y=1

x+y=_3 x.—_——l, y=—2, z=0, u=1

i {—1 —2,0, 1}

Prema tome bilo koje rjefenje sustava moZemo prikazati u obliku

[“"%‘kl — kz; %—kl—Zkz; k1, kz]’

gdje su k&, i k; bilo koji brojevi (&, i k2 ne smiju biti jednaki nuli isto-

dobno) kombinirajuci gornja dva sustava rjedenja.

2x+3y—2=0

x —y +2=0
3x+ 2y =0

Kako vidimo broj jednad#bi m = 3 jednak je broju nepoznanica n = 3.

2 3 —17]-
Odredimo rang r matrice A = [ 1 —1 i ]: '
3 2 0

2 3
I -1
sustav jednadzbi ima 3 — 2 = 1 temeljni sustav rjie$enja. Determinantu
2 3 '
1 —1

— —5; det A =0, pa je r = 2, a kako jen =3, r<n, pasu-

ne treba premjestati.

Stavimo z — 1 i rije§imo sustav od prvih dviju jednadzbi:

2x+3y—1=0 ; e 2., _ 3.
. —y +1=0 Dobivamo: x = -3-,y__5



Prema tome svako rjeSenje zadanog sustava jednadzbi moZemo prikazati
u obliku temeljnog sustava rjeSenja

ili

gdje je k bilo koji broj razli¢it od nule.

2. Odredi koji od zadanih homogenih sustava imaju rjefenja razliita od nule
i izraunaj ta rjesenja.

a)

b)

2x4+3y— 2 +5u=0
3x— vy +22—7Tu=20
4x+y —3z4+6u=20
x —2y+4z2—Tu=20

A_[? _? _; —'Sl] Qdredimo r,. '§ _"”:—-11#0;
14 1 -3 6
l1 2 4 m-7J 2 3 -1
3 1 2]l =46£0; det A=247#0.
4 1 -3 Izratunaj to!

Kako je r = 4 i n = 4, zadani homogeni sustav ima samo nulto rje$enje

x=y—_—_z=u30.

2x -4y 4+ 5z4+ 3u=0
3x—6y+ 4z4 2u=20
4x -8y+ 1724 11u=0

?

I

Ta

2 —4 S5 3
A=}3 -6 4 21
3 -8 17 11

—4 53
: ;‘= _240,a|l -6 4 2|=0
_ ' —8 1711
(pokaZi to!). Slijedi: r4 = 2, dok je broj nspoznanica n = 4.

OpaZamo, da je

2 —4 .
3 _6|=0,d0k1e
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Kako je u nalem sluaju r < n, zadani sustav jednadzbi ima rjelenja
razli¢ita od nule i ton — r =4 — 2 = 2,

Premjestimo li determinantu koja je razli¢ita od nule, u lijevi

53

4 2|’

gorn)i kut matrice A, jednadZbe zadanog sustava dobit ¢e redoslijed:
S5z4+ 3u4+2x—4y=0

424+ 2u4+3x—-6y=0].
1724+ 11lu4+4x—8y=0

Iz prve dvije jednad?be dobivamo temeljni sustav od dvaju linearnih
nezavisnih rjeSenja:

5 i we=Lx—
z=—--ix+5y i u=zx 7.
) x —-2y4+2— u4 t =0
2x4+ vy —z24+2u—-3:t=0
3 x—2y—2z4+ u —2:t=0
2x —S5y+2—2u4+2:=0
1 -2 i -1 1
2 1 —1 2 -3
A=ls 2 4 1 —2f
5 g i 5
[ 1 -2 1 2 11 2
=5#0,12 1 —1}=01i = 0. PokaZi to!
2 1 3 2 _1 3 -2 -1 1 |
e 2 -5 1 =2

Slijedi r,= 2, a kakoje n=5tojen —r = 3.

RjeSavaju¢i po x, y i z sustav od prvih triju jednad2bi zadanog sustava
dobivamo:

—4u+t+T¢ —4u+tS5e, . 4u—3Se

X == 8 s V= -- 8 s 8

Primjeri za vjeZbu

) Ix+2y+ =0
Tx+5y4+22z=0] {x =y =g =20},
x+4y+3z=0

b)3x+ 4y— Sz+ Tu=0
2x— 3y+ 3z— 2u=0}| x__3z—13u #192—-20u}
4x+ 11y — 132+ 16u =10 { T YT T '
Tx— 2y+ 24+ 3u=90
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§ 10. RASTAVLJANJE MATRICA U BLOKOVE

Ako je zadan sustav od » linearnih jednadZbi s n nepoznanica, a nas je zadatak
da odredimo vrijednosti samo % nepoznanica, dok vrijednosti preostalih (n — k)
nepoznanica nas ne zanimaju, matrice rastavljamo pravcima paralelnim sa stup-
cima i recima matrica u blokove kao matri¢ne elemente zadane matrice, pa na taj
nadin moZemo znatno olaksati golemi posao pri izraCunavanju inverzne matrice,

Promotrimo sustav linearnih jednadzbi. f
Yy =1 X+ X12%2 + - + GraXa
V2 =4a3; %)+ @2%2F + + daaXa . (a)
VYn — Qny Xy 1 An2 X, + e Qun Xn
Oznacimo i
Y | | X1
. 2 . X2 . ..
s Y matricu , S X matrtcu , a s A matricu koeficijenata zadanog
lyn J Xn N

sustava (a), tada taj sustav mozemo prikazati u obliku

Y=AX

~

Pretpostavimo da treba rijediti zadani sustav (a) s obzirom na prvih k nepo-
ZNAanica. Xy, X5 ..y Xz

U tom sludaju pidemo matricu A u obliku:

BATEEN A1k Ay, k+1 ooreee Qin 7
T 3 Axx Ay k41 ------ Qxn Al i Az
@ == e e RS -1 . . L
Axyp1,1 -oveee Qr+1,k ¢ Fk+1, ket - Butan A3§A‘

! (7 F I (7 90 dn,k+ I revene Qpun i

smatrajuéi na taj nacin Jda se matrica A sastoji od Cetiri matrice A, A, Ai A,

L]

Na isti na¢in dobivamo:

[ Y1 ] [ ] [ oxy ] [ ]
. Yl : Xl
X
y | ™ | i X =~ rl=1
Yi+1 Xgs1
: Y : X,
L y" J L . L xu J L J
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Sustav (a) moemo dakle prikazati u obliku

S obzirom na formule za produkt matrica moZemo smatrati da su matrice
Ay, Ay Ay AL X)L, X, Y, 0 Y, elementi sustava i napisati sustav u obliku

Yl =A1Xg+A2X2
Yz =A3 X1 +A4XZ.

Da isklju¢imo X, odredimo iz druge jednadzbe

AX,=Y,—A;X, |- A
a odatle je
Xz = A:l (Yz - As xl)-

Uvrdtenje u prvu jednadzbu daje

' Y, =A, X, + A A (Y, — A X)),
pa )¢
Y _AzA-lYZ =(A1—A A_1A3)x1. (b)

Time smo dobili sustav oblika Y = A X od % linearnih jednad:!bl k0)e ne
sadrZavaju x,, ;, -..; X,

Primjeri.

1. Zadan je sustav od pet linearnih jednadbi s pet nepoznanica. Rijesi gas
obzirom na nepoznanice x, i x,.

X1+ X2 + X3 4+ x4 + Xs = 3
Xy + 2% + 2%+ 3x4 + x5 = 9
2?61—{- x2—2x3+2x4*—"3x5=—l6

3%y + 2%, +3x3 4 424 + x5 = 2
—X; + x2—4x3+4x4+2.£’=——12

Rastavivii zadani sustav jednadzbi na blokove

|- I l l l I- xl. 3 T
120 2 3 4 A, A x X 9 Y
N e e X = S sy 2 i ek B
2 I=—2 2 —3 A3 5A4 x3 Xz —16 Yz
32 3 4 1 X4 2
-1 1i-4 4 2] X ~-12 ]
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i uzevsi u obzir da je u nasem slucaju
11 111 21 -2 23
—11 —4 4 2

X 3 —16
xlz[x:]; Y1=[9] i Y,= 2,
—~12

svodimo sustav na oblik Y = AX i rjeSavamo zadatak prema jednadibi (b):
Y, - ALAD'Y, = (A, — A, A7TA)X,.

Na poznati na¢in dobivamo

_ 4 —16 14
A7l = _-11(2. —10 —16 — 7|,
280 0 —-14
pa je _
4 —16 14
AL A-1 — _1__[1 1 1] 0 —16 — 7 |- 1___[22 —32 7]
2 4 - - - - . _ )
1121234 8 0 14 112190 —80 —49
dok je
iy [ 332].
A AT Y, = 112[_1012
Slijedi

- l 4
Y, - A; Aa.le ==+ '”'2[_4]

to je lijeva strana jednadzbe (b), jer je
[3]+ 1 [— 332]__ 1 336 — 332]__} [ 4]‘
9 112 ( —1012] — 112]1008 — 1012) — 112] —4

Sada ralunajmo desnu stranu jednadibe (b):

21
a1 22 —32 _7] ‘,_,!___[45 49]
A, AT A 112[90 —~80 -—-49 ?f “ Lo e

i 1 45 49
_A,A'A, —. — = =
A, A__A4 A; [1 ] ]']2[[1 119]

1
2

_1_{ 112 112] 45 49“__1_[ 67 63]

1200112 224 " Lt 119} — t12 {101 105§
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pa desna strana jednadbe glasi

A, = [ & 6] 5],
(AI—AZA.‘. A3)x1— 112[[01 105 X2

Izjednatimo li izraze dobivene za lijevu i desnu stranu jednadzbe prethodno
pomnoZivii ih s 112, dobit ¢emo

[—j] B [rg; 133] [2]

4 = 67 x]_ + 63 xz
—4 = 101 %, + 105 x,.

a odatle slijedi

Rijesenja tih jednadzbi glase

2. Rijedi zadani sustav jednad?bi s obzirom na x, i x,.

X +2x;+ 3%, — 4x, 1
2x; + x; 4+ 5x3 + x, 3
3%+ 2%+ x3 + x4 =0
g + % + 5% 4 x 5

I

123 —4 x 11
A 21i5 1 _ A A, REIE X, 1 31 Y,
U320 1| [AsiA] T | w| T X T oY,
11i5 1 ' X4 5

11 -1 1 ~1 a=1 . 113 —4][ 1 —1

As= 5 1|’ As 4[_5 1]’ A A, 7= _'4[5 1jl—-5 1]
- 1]23 -71. iy 1 [23 —7][0]__ 1 [—35]

A: A, —_4[0 —4)’ AA Yo = -7 1 _4 51 4{-20
i, 1y 1[-35 1{[44] [_35]} 1[ 9]

— 1 — - L e .
¥i AzA‘-‘{’“[3_+4 _20]—4 2] T{—20]) = 4|3

To je vrijednost lijeve strane jednadibe (b).
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Ratunajmo desnu stranu te jednadibe:

~ta 123—7”32]“ 1[ 62 39°
Ar A A3—"?[0_4 11]7 741 —-4 —4

. 12] 1 [ 62 439'[_1{[48] [62 39]}__
Ar— A AL A~“’$[21 Taloa —a]=3\s el tloa Ja)f=

- 166 47] [xl]_l_[66xl+47xz].
(B — A A AS)X‘“E[ 4 0f|lx]T 4] 4x, 4 0

To je vrijednost desne strane jednadibe (b).

Izjednatimo li vrijednosti dobivene za lijevu i desnu stranu jednadzbe, do-
bit ¢emo:

1[ 9]_][66x1+47x,]’
4| —-8]" 4| 4x,

a odatle slijedi:
66x; +47x, =9

4x1 == -—8,
pa je
xl = —-2.
Uvritenje x; = —2 u prvu jednad’bu daje
Xy = 3.

Primjeri za vjeZbu

Rastavivsi u blokove matrice zadanih sustava linearnih jednadbi odredi Xy i x;.

a) x,+2x;+3x3+4x‘= 5
2x1+ x2+ZX3+3x‘= 1 . - -
3x1+2x1+ x3+2x‘= 1 ) {xl Z,x;. 2}.
4x1+3x;+2x3+ x4=—5

b) x1+2x1_"3x3+4x4'— x5=—"l
2x; — x3+3x3—4x,+2x5= 8
3x: 4+ X3 — x3+2xe— x5= 3 fx, = 2; %3 = 0)}.
dx; +3x;,+4x;+2x4+2%5=—2
Xp— X3— X3+2x¢—~3x5= -3
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§ 11, SVOJSTVA TROKUTNIH MATRICA

4 -‘a“ a1z - . al"-‘ -a“ 0 0 ...0 ]
0 a22 ' vas az,, alz a22 0 s 0
A 0 0 AQyz ... Q3p A, — Gy G333 Q33 ... 0
1= ’ 2 = '
L 0 0 - ... au, L8y Gnz Gp3 ... Gpp |

. Determinanta bilo koje trokutne matrice gornje ili donje jednaka je produktu
njenih elemenata, koji se nalaze na glavnoj dijagonali, jer ratunanje vrijed-
nosti trokutne matrice neposredno daje:

detAl — det Az =Aa;y "d33 *A33 ... Gy

2 4 6
Npr. za A = [0 3 1 ] dobivamo neposredno det A=2.3.(—5)=-30,
0 0 -5

ako razvijemo determinantu po elementima prvog retka.

. Produkt dviju gornjih trokutnih matrica, odnosno dviju donjih matrica istog
reda daje gornju, odnosno donju trokutnu matricu.

Npr.
234 I 4 8 2.1 2.443.2 2.843.(—=7)+4.10
056|-10 2 -7|=| O 5.2 5.(=7+6-10 | =
007 0 0 10 0 0 7-10
2 14 35
=|0 10 25}.
0 070

0
0

0 5 0 0 3.5 0 0
4 0|-]4 —2 o]=| 2.5+4.4 4.(—-2) 0 | =
8 6] lo -3 7 —5.54+8.446-9 8.(—2)+6.(—3) 6.7

15 0 O

26 —8 O0]-

61 —34 42
PokaZzi na isti nacin da je

—200 S 0 O —10 0 0
35017 -3 0= 50 —1I5 0]
4 7 8 2 4 —6 85 11 —48

3
2
—5

fi
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3. Produkt trokutnih matrica istog reda gornje i donje, odnosno donje i gornje,
daje kvadratnu matricu istog reda.

Npr.
205 4 0 0 3.4 0 2.615.1 2.2+5.10 5.7
o 1 4 6 2 0 I+ 6 1 4.1 1.2} 4.10 4.7
0 011 110 7 1.1 1 117
29 54 35
110 42 28
- 11 110 77

4. Produkt trokutnih matrica istoga reda gornje i donje, odnosno donje i gornje
daje Kvadratnu matricu istog reda.

Npr.
3 25 4 0 0 3-44+2.6-+5-1 2.2-1-5.10 5.7
O 1 41 .16 2 0] = 1-64-4.-1 1.2 +4.10 4.7| =
0 011 1 10 7 1.1 110 11.7
29 54 35
10 42 28
I 110 77

Moze se pokazati da vrijedi i obrat: svaku kvadratnu matricu, kojoj su

. Ay Ayaf . . .
sve subdeterminante a, ,, g @ itd. do det A uklj. razlicite od nule, mo-
21 22

zemo prikazati u obliku produkta trokutnih matrica razli¢itog oblika (donje
i gornje, gornje i donje), ali istog reda. Ako fiksiramo dijagonalne elemente
jedne od trokutnih matrica, npr. pretpostavivii da su 1, dobit ¢emo jednozna-
can rastav.

Primijer,
2 -1 0
Prikazi zadanu matricu A =13 2 4| u obliku produkta dviju tro-
kutnih matrica. 4 1 5
Kako je
2 —1

a, =2 # 0; AU_—.[ ]:7¢0,...,detA:11¢0,

3 2
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stavimo

2 -1 0 [, 0 0 1 Y12 Y13
3 2 4 | = X21 X322 0 0o 1 Y31 =

4 1 5 [ X117 X33 X33 0 0 1
[ %11 X11 Y12 X111 V13

— | X371 X1 Y12+ X22- 1 X33 313 + X22323
| X33 X33 ¥i2 + X320 1 X331 Vi3 + X32¥23 + X33 1

Iz jednakosti prve i posljednje matrice slijedi:

Xy =2 X11 Y12 = —1 X11 Y13 =0
X2y — 3 X21 V12 + ¥22 = 2 X21 Y13 + %2223 =4
X31 =4 X3 Y12+ Xa2= 1 X33 Y13 + X3z Y23 + Xaz = 5.

RjeSenja tih jednadZbi glase:
X1p =2 X372 =7/[2 Yiz=—1/2

Xy =3 X32 =3 Y13 =0
X3, =4 x33 = 11/7 y23 = 8/7,

2 0 0 1 =12 0
A=|3 72 0 0 1 8/7].
4 3 11/71L0 0 1

pa je .

1 —1 2
Rastavi na isti na¢in zadanu kvadratnu matricu A = [—1 5 4 ], na
dvije trokutne matrice: 2

10071 -1 2
A=|—1 4 0o 1 32
2 6 1JLlo o 1

5. Gornjoj trokutnoj matrici A odgovara inverzna matrica A~! koja je takoder
gornja trokutna niatrica istoga reda.

PokaZimo to na primjeru.

354
Za trokutnu matricu A = [0 7 2] odredi inverznu matricu A-!,
006
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Ay Gy A3
Pretpostavimo da je A™! = | a,, @, a,5 |-
Q3; A3z Q33

Elemente a matrice A~! odredimo iz poznate nam definiciie inverzne
)

matrice: ,
Ayq Gy, O 354 100
A"’A--[a;_.1 a3, a23] [0 7 Z:I[O I ()]-
T3, U3, (33 006 001

IzmnoZimo matrice koje se nalaze na lijevoj strani jednakosti:

ar1-3 a5+ a7 a4+ ay,-2 4 ay3-6] = 010

[a“-.’a dyy* S+ a7 a“-4+a,2-2-{—a,3-6} [100]
a3l'3 a31'5+a32'7 a31-4+a32-2+a33~6

001

Iz jednakosti dviju matrica slijedi:

Iz I retka:
30.1[:1; 5a11+7a12:0; 4(111"]-2(112*"6(113 :0,
'§*+7a12i0; %*%?'*‘6(1]3:0;
ajy =%‘5 ’112=—§5—1‘§ al?.:—-%r'
1z II retka:
Ja,, =0; Say, +Ta, =1; da,, +2a;, + 6a,; =0;
7(122:1; %—%‘6&2320;
a =—-]l—‘ a =—_1_
a;, =0; 22 23 21
Iz III retka:
3a31=0; 5(131+7a32 :0; 4a31+2032+6a33=1§
_ 1
az, =0; a3, =0; a3 6

TraZena inverzna matrica glasi:
1/3 —5/21 — 1,7
A-'=]10 y7. —1y214.
0 0 1/6

179



Primjeri za vjeZbu

Izradunaj inverzne matrice za zadane trokutne matrice

(23 6] 1/2 -3/10 —9/40]
a A-—1057/] {A" —[ 0 /5 —7/20
L0 O 4. 0 0 1/4
(1 00 1 0 0 ]
b) A=1120 [A" --[01/20
L1 2 34 0 0 1/3.




