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§ 1. Diferencijal funkcije
1. Pojam diferencijala

Neka je zadana funkcija y = y(x), koja ima u svakoj tocki konatnu deri-
vaciju: .
. Ay
"(x) = lim —
(=) Ax—p B

Do prijelaza na limes moZe se pisati:

Doy(z)te @

gdje £ — 0, kad Ax—0. _
Na slici 1. prikazana je ta jednakost na brojnom pravcu.

Iz slike se jasno razabire, da kad % ’ r-—
tezi svome limesu y'(x), g, t. j. razlika 0 yo -3
izmedu —ﬁ% i ¥'(x), teZi nuli. SL 1.

Pomnoimo li obje strane jednakosti (a) s Ax, dobijemo:

Ay = y'(x)-Ax + e-Ax (b
Prvi élan desne strane te jednakosti:
y'(x)-Ax
ZOove se dif_erencijal funkcije y i biljezi se s dy (itaj: ,,diferencijal y« ili
”de- o dy = y'(x)-Ax O]

Primijenimo tu formulu (c) za funkciju y({x) = x. Kako je sada y'(x) =1,
a y = x, uvritenje tih vrijednosti u (c) daje:

dr = Ax m

To znadi: ako je x nezavisna promjenljiva, diferencijal x, t. j. dx, identi¢an
je s Ax.
Uvrstivi Ax = dx u (c) dobijemo definitivni izraz za diferencijal funkcije
y=y(x): ‘ )
dy = ¥'(x) dx | @
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Diferencijal funkcije jednak je derivaciji funkcije pomno%enoj
s diferencijalom argumenta.

Ako znamo derivirati, znamo i dxferencxratl, t. j. izraCunati diferencijal funk-
cije: treba samo izracunati derivaciju pa je pomnoZiti s diferencijalom argumenta.
Kako se vidi iz gore navedenog, slovo malo d je oznaka za diferencijal, pa se
pise dy, dx, df(x), dsinx, darctg x i t. d., a to znadi: diferencijal y, dxferencual x,

diferencijal funkcije f(x ), diferencijal sin x i t. d., dok slovo veliko ,,Ds je oznaka
za derivaciju, na pr. D,sin x = cos x, a d sin x = cos x-dx.

Primjeri
y =x* dy = 3x*-dx
y = sin x; dy = cos x-dx
. 1 dx
== arc Sin x, dy = ————— . dx =
d Y V1 —=»* 1 — x?
1 dx
M= du = cos’idx "~ cosx
u=1*—3¢ -+ 1; dy =2t —3) de
v = Inu, d-v=_!_..du=.q_u
7 u

Pomocu slike 2 prikaZimo sada:

2. Geometrijsko znalenje diferencijala funkcije y = y(x)

U totki T apscise x povutemo tangentu na krivulju y = y(x), pa apscxsl x

te tocke T dademo prirast dx = Ax. Tada ¢ée ordinata tangente dobiti prirast
AB, a ordinata krivulje prirast Ay = T'3.

Iz pravokutnog trokuta TBA slijedi:
AB =TBtga = dx-tga

Kako je gradijent tangente tga = y'(x),
dobijemo:

AB = y'(x) -dx

a to je na¥ izraz (2) za diferencijal funkcije,
.

AB = dy.

Prema tome dlferencx,al funkcije predocen je geometri;sh pnrastom ordinate
tangente, kad x priraste za dx, odnosno za Ax, dok je Ay prirast ordinate kri-
vulje.

Iz slike 2 razabiremo dalje, da je prema (b) mala duZina T'4 —=e-Ax i da
ta duZina teZi nuli, kad Ax —~ 0 i to mnogo brie nego Ax, jer i ¢ — 0. KaZe se u
tom sludaju, da je €-Ax beskonatno mala velitina bar drugog reda, ako Ax sma-
tramo beskona¢no malom veli¢inom prvoga reda.

12



3. Derivacija kao diferencijalni kvocijent

Podijelimo izraz za dy
dy = y'(x) -dx
s dx. Dobijemo:

yix) =2 @

Derivaciju funkcije prikazali smo u obliku diferencijalnog kvocijenta
dy
"d_x' .

cijenta diferencija

To je posve formalni prikaz, jer derivacija nije kvocijent, ve¢ limes kvo-

sz’ kad Ax— 0, ali taj prikaz derivacije u obliku kvocijenta
ima tu veliku prakti¢nu prednost, da se iz samog kvocijenta neposredno vidi, po
kojoj je promjenljivoj funkcija derivirana, i da se s diferencijalnim kvocijentom
moZe postupati kao s obi¢nim razlomkom. Na pr., kako je brzina derivacija puta s
po vremenu ¢, piSemo je sada ovako:

Ako je gibanje materijalne tocke zadano parametarski, t. j. svojim projekci-
jama u koordinatne osi X i Y

x = x(t)
y =y(t)

gdje je parametar ¢ vrijeme, bit ée:

, dx

v=x(t) =57 brzina projekcije u smijeru osi X, odnosno osi Y
, d ili projekcije brzine u te osi.

v, =y'(t) =EJ} PrOJEEEy

Kako je derivacija inverzne funkcije x(y) jednaka reciprofnoj vrijednosti
derivacije direktne funkcije y(x}, piSemo je u obliku:

wiy) = L L _dx
Y yE) T & Oy
dx

Isto tako lako dolazimo do izraza za deriVaciju y'(x) sloZene funkcije y = y(u),

gdje je u = u(x), ako diferencijalni kvociient-:-i- mnoZimo i dijelimo s du.

t. j. izderiviravii ¥ po u mnoZimo tu derivaciju s derivacijom u po x.

13



4. O vrijednostima diferenciiaia-dx idy

Iz vrijednosti c—i:’f = y'(x) = lim 9-2 = tg a = gradijent tangente jasno sli-
dx Ax—l Ax

jedi, da diferencijali dx i dy nisu neke odredene vrijednosti, jer je tga omijer
kateta dy = AB i dx = Ax = TB (vidi sl. 2), a iz goniometrije znamo, da vrijed-
nost tg « ovisi jedino o kutu «, a ne ovisi 0 uzetoj po volji kateti dx == Ax. Samo

je kvocijent diferencijala dx i dy, t..j. 3—; , stalan u svakoj todki funkcije i jednak

je njenoj derivaciji ¥'(x) u toj tocki. Medutim, pri rjeSavanju mnogih problema
iz matematike, fizike, ¢vrstoée i t. d. Cesto je zgodno uzeti, da su prirast argu-
menta Ax, a dakle i njemu pripadni prirast funkcije Ay male veliine, a diferen-
cijali dx i dy da su beskonatno male veli¢ine, t. j. promjenljive velifine, koje teZe
nuli. U tom slucaju izrazi za Ax i Ay daju pribliZzne formule za veliCinu, koja se
pomoéu njih odreduije, a te formule su to to¢nije, §to su Ax i Ay manji, dok izrazi
s diferencijalima dx i dy daju to¢ne formule. Postupajuci na taj na¢in moZemo
znatno pojednostaviti izvod mnogih formula, a takoder i mnoge ratune.

4 Tako na pr. prema shict 3 moiemo po

Pitagorinu poucku napisati:
Ast = Ax? + Ay?
dst = dx® 4 dy* (3)
Prva jednakost daje pribliZnu vrijednost

kvadrata duZine luka TT' krivulje y = y(x),
koja je to toénija, §to je Ax, a dakle i Ay maniji.

! L Druga jednakost daje tofnu vrijednost kva-
x dr=ax drata diferencijala luka ds krivulje, naravno uz
SL 3. uvjet, da su dx i dy beskonatno male veliline.

Kako ¢emo kasnije u primjeni integralnog ra-
tuna vidjeti, iz te formule lako dobijemo formulu za duljinu s luka krivulje y = y(x).
Smatrajuéi Ax malom velitinom dolazimo do prakti¢ki vrlo vainog pravila:

5. Odredivanje pogrelke velitine izralunate iz podataka mjerenja

Svi podaci mijerenja sadrZavaju i uz najve¢u paZnju opaZzata sludajne po-
greske uzrokovane nesavrienstvom nadih ¢utila i mjera¢ih sprava. Jasno je, da
ne znamo niti velitine niti predznaka tih pogre3aka, ali znamo grani¢ne vrijed-
nosti ili mede tih pogredaka. Tako na pr. mjereéi neku kraéu duZinu pomocu mje-
rila s noniusom, kojega je podatak 0,1 mm, znamo da ée pogreika izmjerene du-
%ine lezati izmedu —0,1 i 40,1 mm. Zadaéa se sastoji u tome, da se izraCuna gra-
ni¢na vrijednost pogredke one veliine, koju smo izralunali iz podataka mjerenja.

Uzmimo openito, da imamo izralunati vrijednost funkcije y =y{x) za neku
vrijednost x, koju smo izmijerili na + Ax toéno, i odrediti grani¢nu vrijednost Ay
pogredke te izratunate vrijednosti, Ta traZena apsolutna pogreska bit ¢e:

Ay = y(x + Ax) —y(x) @

14



Iz jednadzbe (b) na str.11:
Ay = y'(x)-Ax + ¢-Ax

uz y'(x)-Ax = dy slijedi:
Ay—dy =¢-Ax

Pokazali smo vec: ako Ax teZi nuli, ¢-Ax jo§ brie tei nuli, pa moZzemo za
male Ax priblizno uzeti, da je:

oy Ay —dy 0
ili Ay - dy
a kako je dy = y'(x) -dx = y'(x) -Ax, jer je dx = Ax, dobijemo:
apsolutna pogreska Ay_. dy = y'(x) Ax (5)

pri ¢emu je ta jednakost to tolnija, $to je Ax maniji.

Pomocu te formule ratuna se obitno apsolutna pogredka velidine, ako je jedan
podatak, pomocu kojeg se ta velitina ratuna, izmjeren s izvjesnom to&nosti, jer
je mnogo jednostavnije izratunati tu pogresku po formuli (5) nego prema (4),
dok je razlika u to¢nosti ratuna obitno toliko malena, da nema prakticki nikakvog
znacenja.

Primjer

Tzralunaj povriinu P kvadrata i njenu apsolutnu pogreiku AP, a takoder relativnu i pro-
centualnu pogrefku, ako je za stranicu kvadrata dobiveno mjerenjem a = 5,21 cm + Aag, gdje
je Aa = 0,] mm.

1. Tolni ratun prema (4):

P=a*
AP = (a+ Aa)*—a*=a’+ 2a - Aa 4+ Aa*— g?
AP = 2a + Aa + Aa?

Na slici 4 prikazana su oba &lana pogreike AP,
Uvritenje a = 5,21 cm, Aa = + 0,1 mm = + 0,01 cm daje:

P = 521* = 27,1441 cm?®
AP = 2 - %21 - 0,01 + 0,01* = 0,1042 + 0,0001 = 0,1043
AP = 0,1043 cm? = 0,1 cm®

Kako rezuitat smije sadrZavati samo zajam&ene znamenke osim
posljednje, koja moZe biti nesigurna za jedinicu, odbacimo u
vrijednosti dobivene za P sve decimale osim prve, pa dobijemo:

P = 27,1 cm® + 0,1 cm?

To znali: prava vrijednost povriine P kvadrata leti izmedu 27,0 i 27,2 cm®
Kako vidimo, ratunanje druge, treée i etvrte decimale u P i AP bilo je posve suvilino,
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AP 0, cm?

Relativna pogreika: P = 371 omt = 0,0037
Procentualna pogrefka: %—,1—, - 100% = 0,0037 - 1009 = 0,37%
2. Pribli¥ni ratun pomoéu diferencijala, t. j. prema (3):
P=at
AP__dP = 2a - Aa
AP __2a * Aa

Usporedimo li ovaj rezultat s prije dobivenim AP = 23 - Aa + Aa®, vidimo, da smo izgubili
drugi dan Aa® = 0,01% = 0,0001 cm?, t. j. kvadrati¢ prikazan na slici 4, koji za nal ratun nema
prakti¢ki nikakvog znalenja.

Uvritenje @ = 5,21cm i Aa = 0,01 cm daje:

AP = 10,42 - 0,01 = 0,1042
AP = 0,1042 cm?® =='0,1 cm?

Dobili smo isti rezultat:
P = 27,1 cm® 4+ 0,1 cm®

t j.
270cm? < P < 27,2 cm?

Da smo na8 ratun povrline P kvadrata poteli s odredivanjem apsdlutne pogreike AP, mogli
bismo vrijednost P izratunati pomocu logatiramskog rafunala ili natinom skracenog mnoZenja®)
samo na jednu decimalu toZno i tako skratiti ratunski rad:

5,21

125

3605

104 P = 27,1 cm? + 0,1 cm®
5

37,14

Za relativnu i procentualnu pogrefku dobijemo iste gore navedene vrijednosti.

6. Diferencijal konstante. Diferencijal zbroja, razlike, umnoika i
kvocijenta funkcija

Kako je diferencijal funkcije jednak umno3ku derivacije te funkcije i diferen-
cijala argumenta, sva pravila za deriviranje vrijede i za diferenciranje.
Tako za diferencijal konstante y = C prema dy = y’(x) -dx dobijemo:
dy=dC=0-dx=0
dC =0 - (6)
Diferencijal konstante jednak je nuli.
Isto tako za diferencijal zbroja, odnosno razlike funkcija imamo:

dlu(x) & v(x)] = du + dv M
PokaZimo, da pravilo za deriviranje produkta vrijedi i za diferencijal pro-
dukta. ‘

*) Vidi od istog pisca: Logaritamsko ratunalo, IV. izdanje, 1957. i Repetitorij elementarne
matematike, 111, izdanje, 1954. Tehnitka knjiga, Zagreb.
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Znamo: .
(uv) =uv + ou' [-dx
(u'v) dx = wo'dx 4 ou'dx
Po definiciji diferencijala imamo:
(uv)'dx = d(u-v); v'dx=dv i u'dx =du
Upvritenje daje:

d(u-v) = udv + vdu (8)
Analogno dobijemo: -
u vdu — udo
d(_;) - ot (9)

Primjeri

1. d(x* *sinx) = x*cos xdx + sinx - 3x*dx = x* cos x dx 4 3x*sinxdx =
= x*(x cos x + 3Isinx) dx

_x+3
2Y=aT3
doo (¥2+3) d(x+3)—(x+3) -d(x*+3) _(x*+3) dx—(x+3) -2 - dx
Y (= + 3)° (xT+3)¢ -
(x’+3—2x‘—'—6x)dx‘3-—6x—-x'dz
- (=% + 3 (x* + 3)°

3. Odredi dx iz 2x = .
Diferencirajuéi lijevu stranu po x, a desnu po ¢ dobijemo:
2-1dx=1-dt
a odatle je:

i

4. Odredi dr iz r?=a%cos 2 g.
Postupaju&i na isti natin dobijemo:
2rdr = —at® - 2sin2¢ - de¢
a odatle:
2at
a 81:1 29 de

dr = —

5. Odredi dy iz d’x%— a%y* = a®*
2b*xdx-—~2a%ydy =0
Qdatle:
' bix
aty

dy = dx

7. Diferencijali vilega reda

Sli¢éno tome kako je druga derivacija derivacija od prve derivacije, tako je
i drugi diferencijal d*y (&itaj ,,drugi diferencijal y*« ili ,,de dva y«) funkcije y = y(x)
diferencijal od prvog diferencijala, t. j.

dy = d(dy)

2 B. Apsen: Repetitorij vise matematike II dio 17



Uvritenje dy = y'(x)-dx daje _
d’y = d[y’(x) -dx]}

Imamo diferencirati produkt prema (8):
dty = y'(x)-d(dx) + dx-y"(x)-dx

Kako je dx, t. j. diferencijal nezavisne promjenljive x, veli¢ina uzeta po volji
i to neovisno o x, ona je konstanta, pa je prema (6)

d(dx) =0
Ostaje .
dy =y"(x) -dx* (10)

¥ Drugi diferencijal funkcije ili diferencijal drugog reda jednak
je drugoj derivaciji funkcije pomnozenoj s kvadratom diferencijala
argumenta. _

Na pr. za y = sinx
d?y = — sin x-dx® -

Podijelimo 1i formulu (10) za drugi diferencijal funkcije s dx* dobijemo

d' e
= ="(x)
,r dyy
i Y'(x) =52 (1)

Sada smo i drugu derivaciju formalno prikazali u obliku drugog diferen-
cijalnog kvocijenta.

Kako je druga derivacija funkcije derivacija od njene prve derivacije, mo-
zemo drugi diferencijalni kvocijent pisati i ovako:

d(‘_’z
dy _dy' d"_._) =9 (v (118
dx* dxr dx  dx \dx
Na pr. za y = sinx
d: d(sinx)’  d(cos x d .
.d;.’:—_: (dx ) (dx ) = 3 (008 %) = —sinx
Analogno dobijemo treéi diferencijal funkcije y = y(x):
dy =y"""(x)-dx* (12)
i tre¢u derivaciju u obliku treéeg diferencijalnog kvocijenta:
e d’
¥ (x) = 33 (13)
it d

Kako je ubrzanje (akceleracija) a druga derivacija puta s = s{’ t) po vremenu ¢,
‘pisemo je obitno u obliku:
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__dss
T drt
Ako je pak put s materijalne tocke zadan parametarski, t. j. svojim projek-
cijama u koordinatne osi X 1 Y.

x=x(t) i y=y(1)
tada su:

R dax _ dy

R T A

akceleracije gibanja projekcije tocke u smjeru osi X i osi Y, odnosno projekcije
akceleracije a u obje koordinatne osi.

8. Diferencijali sloZene funkcije

Neka je zadana slozena funkcija
Yy =y(u), gdie je u =ufx), t. j. y = y[u(x))

Prvi diferencijal slbzene funkcije graden je tako, kako da je u argument a ne
funkcija, t. j.

dy = y'(u) -du (14)
., dy : , du v
a kako je y'(u) =g anru= u(x) du = u'(x)-dx = P -dx, dobijemo
_dy du
Y =4y (15)

SloZena se funkcija diferencira tako, da se izraZuna njena derivacija pa se
pomnozi s diferencijalom argumenta.

Primjer
3—12¢ dr 3(1—4+%

{arCSIH( 4 )] v1”"“’"‘(3 t_4t3)3 VI —12(3—411)‘

Prelazimo na drugi diferencijal sloZene funkcije
y=2y(u), gdieje u=ufx)

dy = d(dy) = prema (14) = d[y'(u) -du] = prema (8) =
= y'(u) -d(du) + du-y" (u)-du

Kako u nije nezavisna promijenljiva, ve¢ je funkcija od x, du nije konstanta,
pa je d(du) + 0, ve¢ je d(du) = d*w. Imamo dakle:

d*y = y"(u) -du* + y'(u) -d*u (16)
Ako je u nezavisna promjenljiva, du = C, du = d(du) = dC = 0, pa je
dy = y"(u) -du*
a to je nasa formula (10).

Podijelimo li formulu (16) sa dx®, dobijemo izraz za drugu derivaciju
sloZzene funkcije: .

2 , d!u ]6
_g_?;_ =" (u)-(%%) +y (M) g7 (162)
X .
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Primjeri
1. Izracunaj d% za y = sinx% t. j. za y = sinu, gdie'je u = x%.
Rafunamo prema (16) uvrstivii 4 = x*

dPy = —sinx? * (dx®)? + cos x*- d*(x3) = —=sin x* {3x* +dx)t 4 cos x* - (x?)” - dx? =
= —sin x* *+9x* < dx® 4 cos x* - 6x - dx?® == 3 x (2 cos x> — 3 x*sin x*} - dx*

Jednostavnije dolazimo do istog rezultata, ako izralunamo drugu derivaciju zadane sloZene funkcije

pa jc pomnoZimo s kvadratom diferencijala argumenta, jer dy dobijemo iz dy tako, da taj kvo-

dx!
cijent pomnoZimo s dx®.
Nai primjer 1:
y = sinx®

s

xgz-=cosx‘ *3xt= 3x* 008 x*
dx

‘I
y"-%—x-;—S(—x‘ sinx? 3 x* +cosx® - 2x)
ili
d*y o 53 2
o= 3%¥(—3x*sinx* + 2c0s )/ -dx

d?y = 3 x(2 cos x» — 3 x* sin x%) - dx!

2. Izralunaj dy fza y = arc sin e
v1+x'
2x xt
Vl+x‘ ] X ——— v1+x‘—_—_____.
dy 1 2v1+x’ Vi + 2t Vi+xt
dx_'/l__ x* 1+ xt . |/|+xn__xa 1+t -
1+ x3
1+ x*emxt 1
14 xt 1+ xt
dy —1-2x, .,
- aFor ! ®
2x
2y o e ———— 2
d T+

Sada kada smo uveli pojam diferencijala i pojam derivacije kao diferencijalnog
kvocijenta, moZemo rijeSiti niz pitanja u vezi s krivuljama zadamm u parametar-
skom obliku, odnosno u polarnim koordinatama (vidi Dio I. § 51 § 3, 6).

§ 2. Jednadzbe tangente i normale na krivulju, kojoj je jednadiba
zadana u parametarskom obliku
Trazimo jednadibe tangente i normale na krivulju

x = x(t) ¢
y =y(t) !

u tofki T, parametra f,.

i

t=1, (a)

'S
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Ako bi jednadZba zadane krivulje bila zadana u’ obitnom obliku y = f(x),
tada bi jednadzba tangente u istoj tocki T.(x,, y,) glasila [vidi Dio I. formule
(90) i (91)): ,

Yy—wn=f(x:) (x—x) (b)

| f'(x) *¥'(1)
prikaZzimo f'(x) u obliku diferencijalnog kvocijenta

Kako je:

fi(x) = g{ (c)
pa prema (a) ratunamo: ‘
dy = y'(t)-dt
dx = x'(t)-de
Uvrstivdi to u (c) i skrativdi s dr dobijemo:
ey ¥ (t)
fi(x) = F(‘E)‘ (17)
a u to¢ki T, apscise x,, kojoj odgovara parametar ¢,
r y,(t‘)
) = d
f'(n) =250 @
Uvrstimo li u (b) jednadZbu (d), a takoder x, = x(z,) i y, = y(t,), dobijemo:
. _Y(t) — iy e A ‘
( y—y(t) _;T(”t‘_)[x x(t,)] ) ~e (18).
To je jednadzba fangente na krivulju
x = x(1)

tocki T, (t =t
y=x() | " (1=10)

Kako je normala okomita na tangentu, bit ée:

) = — I —sm)) e sy

jednadiba normale u istoj tocki T.(t,).
Primjeri

1. Napidi jednad?be tangente i normale na elipsu x = 6cos ¢
y=4sint

u to¢ki T, (tl = -g— = arc 30°) .

Prema (18) ratunamo:

x(t,) =6cos%=6.—vg—=3v7

v 1

y(t) = 4smT= 4-—2- =2



x(1) = —6sint; x'(1,) =—6 sin-—g- = —3

V(t) = 4costy y(t) :4cos__76:_=2 ‘[3

Uvritenje u (18) daje:
y—2 = z—ﬂ (x — 3}3) ... jednadZba tangente
a prema (18a):

y—2 = 3 (x — 3)/3) ... jednadZba normale

23

Nakon uredenja dobijemo:

y=— "3%' V3x+8 ...... jednadzbe tangente

ili za}/3 =173

y=—1,15x 8
3 9 >
y=ay3*T 2T
. V3 5 :
ili Y= A T e jednadZba normale
ili y =087x—2,5

Sve rac¢une vriimo pomoc¢u logaritamskog ra¢unala.

py
Toey)
L 490
’ te27
4] t-r t
S
I 1
f ir i : r
! 1 | 1 X
A X rt ry armw -

2. Napi§i jednadZbe tangente i normale na cikloidu u to¢ki T, parametra
t=1 1+

Cikloidu opisuje svaka &vrsta totka 4 na obodu kruga polumjera r, koji se
bez klizanja kotrlia po nekom &vrstom pravcu (vidi sl. 5).
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Uzevsi za os X taj pravac, za ishodiste koordinatnog sustava poletni poloZaj
te Cvrste toCke A, za parametar ¢ kut zaokreta ¢vrstog polumijera SA, imamo prema
slici 5 za ncku toCku T(x, y) cikloide:

x = AB— DS,
Uzevdi u obzir, da je AB == BT = rt, a DS, = r-cos (t — 90°) (vidi $ra-
firani trokut), dobijemo:
X =11—r-cos(t—90°) = rt —rcos(90° —t) =rt—rsint =r(t—sint)
Sli¢no prema slici 5 imamo:

y=r+ DT =r+rsinft—90°) =r—rsinf90° —¢) =r—rcost =
=r{l —cost)

Dakle:

x=r(t—sint)

y = r(l — cos ) jednadZba cikloide (19)

Za jedan luk krivulje uzimamo 0 = ¢ < 2=,

Primjecujemo, da Evrsta totka B, koja leZi unutar kruga, koji izvodi cikloidu,
opisuje prikracenu cikloidu, a ¢vrsta tocka C, koja leZi izvan toga kruga,
opisuje produljenu cikloidu (sl. 6).

Kotrlja li se izvodni krug ne po ¢vrstom praveu, veé po &vrstoj kruZnici,
tada Cvrsta tocka 4 na obodu kruga opisuje epicikloidu, odnosno hipocikloidu,
ve¢ prema tome, da li se krug kotrlja po kruZnici izvana ili iznutra.

Kao primjer epicikloide navedimo kardioidu, koju opisuje potetna tolka A
pomiCnog kruga, ako pomicni i &vrsti krug imaju isti promjer a (vidi dalje sl. 50,
u kojoj je takoder prikazana jednostavna konstrukcija te krivulje).

Prelazimo na racunanje jednad?bi tdngente i normale na cikloidu

x =r(t—sint) . _
y = r(1 — cos t) u tocki T.(t =t,).

y 23
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Prema (18) racunamo:
y(t,) =r{l1 —cost,)
xX'(t) =r(l—cost); x'(t,) =r(l—cost,)
¥(t) =rsint; ¥ (1) =rsint,

Uvrstenje u (18) daje:
r sin ¢,

;—(—r_-'—“‘-c(*);—t:j [x— r(tl—Siﬂ tl)]

y—r(l —cost,) =
ili
.t ¢
2sin =L . cos—=
2 2 .
v—r{l—cost) = [x —r(ty—sint,)]
2sin=~_2‘- ,

ili
y—r{l —cost,) = ctg-%'—[x —r(t,—sint,)] — jednadiba tangente.
Prema (18a) dobijemo:
y—r(l—cost) =—1tg _{21. [* —r(t,—sin ¢,)] — jednadibe normale.

s

t

}

!

7o i < 2%
sl 7.

Na pr. za cikloidu, kojoj je polumjer izvodnog kruga r = 2, dobijemo u tocki

T, (z. =’2‘_) uzevii u obzir, da je coslzt-=0, ctg;: tg;— =1, a sinlz‘-= :

y—2=1 [x—z(_’z‘_—;l)] .... jednadiba tangente
y—2=—1 [x—Z(-;-—l)] ... jednadifba normale
ili y=x—mn+4
i y=—x+m=
ili uzevdi u obzir da je =« - 3,14:

y=x+ 0,86 ... jednadiba tangente
y=—x+4 3,14 .. jednadiba normale

(Vidi sl. 7).
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§ 3. Jednadibe tangente i normale na Isriv_uiiu zadanu u polarnim
koordinatama

Trazimo jednadzbe tangente i normale na krivulje r = r(g) u to&ki T\(9,, r\)
(vidi sl. 8). '
Opet polazimo od jednadzbe tangente na krivulju y = y(x) u tocki 7,(x,. v,):

y—yi=y(x)(x —x,) . (a)
Prema slici 8:

Xy, = r, COs CP[

¥, = 7, 8in @, (b)
Kako je:
, d
ga=y'(x) = a—i
raCunamo dx i dy prema:
X =1-C0S P Sl 8.

y=1r-sine

po pravilu za diferenciranje produkta (8), jer r nije konstanta, ve¢ je funkcija od ¢:
r=r(¢):

dx = —rsin ¢-de + cos @-1-dr

dy = rcos ¢-d¢ + sin ¢-1-dr

ili ako iz desnih strana tih jednadibi izlucimo cos ¢ -de dobijemo:
dr
= S . d (.—.—. rt )
dx = cos ¢-de go -+ de

dy=cos<p-d<p(r+tgcp--§%)

Na3a je krivulja zadana u obliku:

r =r(9), pa dr je derivacija r t. j dr _ ‘(9)
=r(e) p 3-5’ ) Po%-l-d—?—"'?
Uzmemo li to u obzir i uvrstimo li gornje izraze za dx i dy u y'( x)z% , do-
bijemo:
, _dy r+4rge
yi(x) = v ;,7:__“-’,—;5? (20)

a u tocki Ty(1, 1), (%1, ¥1)
71 + T}_'_t_g @l
r,' i 81 tg @1

Formule (20) i (20a) daju gradijent tangente na krivulju » = r(¢) u nekoj
tocki T, odnosno u zadanoj tocki T',.

(208)

y(x) =
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Uvrstenje (b) i (20a) u (a) daje:

rg + r'tg @, (x —

P 71COS @) (21)

y—rsin @, =

To je jednadZba tangente na krivulju r = »(¢) u tocki T,(gi, r).
QOdatle slijedi jednadZzba normale u istoj tolki 7,:

1 —1ilg ¢ (x — r,COS @) (21a)

— r,Sin @, = — ;
Y ' e rirotg oy

Smjer tangente na krivulju r = r(¢) odreden je ne samo kutom «, $to ga
tangenta zatvara s polarnom osi, odnosno s osi X, ve¢ i kutom B, koji tangenta
zatvara s radijvektorom povudenim u diralite (vidi sl. 8), Prema toj slici

imamo:
a=pf4+¢ (22)
(« je vanjski kut trokuta)
Odatle:
| P=a—29o (22a)
ili

tg B = tg(x — @) = prema poznatoj trigonometrijskoj formuli =

_ tga—1ige
T l4tga-tge @)
Znamo takoder, da je:
tga =y M%—~ (b)
a prema slici 8:
Y
g o = —J—C- ()
i .
rt = x*+y* (d)

(Poznate formule prijelaza od pravokutnih.‘kbordinata na polarne).
Uvrstenje (b) i (c) u (a) daje:

dx
b4 =~

dy ¥y
x

tgp = &y

dx
ili ako brojnik i nazivnik pomnoZimo sa x-dx, dobijemo:

xdy —ydx

xdx + ydy ©

gp=

Sada izvr§imo prijelaz na polarne koordinate najprije za bro;mk, a zatim za
nazivnik formule (e). :
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Iz (¢) tg ¢ __i. slijedi:

o = arctg_i—

Diferencirajmo tu jednakost po pravilima za diferenciranje kvocijenta (9) i
slozenih funkcija (15):

1 x-dy —y.dx
do = y 2 yxly
oE
x
il
_x.-dy—y-.dx
dcp-— x=+ys

Odatle:
xdy — ydx = (x* + y*)do
a kako je prema (d)
x? + yr = r?
dobijemo:
xdy — ydx = r*do )

To je brojnik formule (¢) u polarnim koordinatama. Prelazimo na nazivnik.
Diferenciramo li (d)

rt = x* 4 y
dobijemo:
2rdr = 2xdx + 2y dy
QOdatle:
xdx 4+ ydy = rdr ()

To je nazivnik formule (¢) u polarnim koordinatama. Uvritenje (f) i (g) u (e)
daje:

__ride
= r.dr
ili
_ de
tgﬁ—"'—dT (h)

Rekli smo vec malo prije, da je za krivulju » = r(g)

r = Er__
de
ili recipro¢no
de 1
dr 7
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Uvrstimo li to u (h), dobijemo konacno:
,
g = (23)

Prema tome jednadzbu tangente na krivulju r = r(¢) u tocki T\(e., r\) mo-
2emo obzirom na (21) napisati i u obliku:

y—rsin @ = tg(Br -+ @) (x — .08 1) (24)

jer je v'(x.) = 1ga, = prema (22) == 1g{P. + @.), a kut B, se odredi prema (23)
iz tg B, - {—‘-

1
Primjeri
1. Napidi jednadzbu tangente na Arhimedovu spiralu r = a9 u tocki- T,
amplitude ¢,.
Tocka opisuje Arhimedovu spiralu, ako se polna poluzraka, t. j. poluzraka
“kroz pol. okreée jednoliko oko pola, a po njoj se jednoliko giba ta tocka.

Najprije izta¢unajmo nekoliko todaka spirale i naridimo je uzevsi za konstantu
a neku vrijednost, na pr. 2.

P r=2¢
0 0
45° 2 arc 45":—-2-—3—=-;,;=l,57
90° 2 arc 90° = %f‘—n=3,l4
180° 2 arc 180° = 27w - 6,28
270° 2 arc 270 =2 . —32-— = 3m - 9,42
360° 2 arc 360° =2 . 2w . 12,56
360° + 45°| 2 arc (360° 4 45%) = 2 (27: +-§-) = 4r +_’2‘-i_
— 12,56 + 1,57 = 14,13
360° 4+ 90°| 2 arc (360° + 90°) == 2 (27: + ;) —dr 4+ =
= Sm - 15,71

1 e d
Vidi sl. 9.

Iz krizaljke s vrijednostima za ¢ i 7, a takoder iz slike vidimo, da radijvektori
Arhimedove spirale r = a¢, koji pripadaju istoj polnoj poluzraci, ¢lanovi su arit-
metiCke progresije, kojoj je diferencija d = 2an (Vidi Repetitorij elementarne mate-
matike, I, § 12).
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Tako na pr. Arhimedova spirala r = 29 odsjeca’ na polarnoj osi radijvektore
0, 2:2m, 2-4n, 2-67,..., a to je aritmetiCka progresija diferencije d <= 4x —0 =
=8t —4n =12n—8n = ... = 4n =

= 2-2n (vidi sl. 9). r=Qyp
Primijetimo jo$, da linearna funkcija (@=2]
r od ¢, t. j. r = ap, predocuje u polar- y

dok linearna funkcija y od x, t. j. y = ax,
predocuje u pravokutnim koordinatama

)
nim koordinatama Arhimedovu spiralu, :
[
|
pravac kroz ishodiste. :

Prelazimo na izraCunavanje jed-
nadZbe tangente na Athimedovu spiralu
r = a¢ u tocki 7T, amplitude o,.

Ra¢unamo prema (21):

r=a9; r.=ap

rY=a;, r,=a

Uvrstenje u (21) daje:

— inog =P taBe,
y — a®, sin ¢, S T aeitg o (x — apicos ¢,)

ili

gy sing, = KXo twed o
Yy —ae, sin ¢, = al = org 9 (x—a ¢,cos ¢,)

ili, ako svedemo na zajednicki nazivnik

Y1 — p11g @) —a pasin @il —@atg py) =(p + 1 )X — (@1 + 12 @1)-a P, COS P,

Odatle uzevii u obzir, da je tgo, = %—z—', dobijemo: :
1
coS @, — @, Sin (Pl-——acp sin @ COS @, — @, sin ¢, _
COS ¢, ! ' COS @,

1 €O i in @,
:_?i_csq”"'smq" x__qzlcosq>,+smq> . @ 91008 Py
cos @, COS @, _

ili
y(cos @, — @, 8in @,) — a @, sin ¢, cos @, + a P,*sin*p, =
= (i1 cos @, -+ sin @,)x — a ¢,* cos*@, — a ¢, sin ¢, cos ¢,

a odatle:
y(cos 9. — @:sin @,) — (9; €Os @, + sin @,)x + a @,*(sin® ¢, + cos* ¢,) = 0
i konaéno:

(sin @1 + 9, €05 Py)x —(CO8 @; — @, 8in @)y — @ ¢,*=
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To je trazena jednadiba tangente na Arhimedovu spiralu r = a¢
u tocki T:(CPl)

Za nas sludaj r = 2 @, na pr. za totku 7, amplitude ¢, = —g—, imamo:

T 3,14
Pr= = = 0,52

@t = (15) — 0,52t = 0,27

6
. . . o 1
sin ¢, = sin — = sin 30 -—-—-7::0,5
cos ¢, = cos%= Y;—_-l-’—;’—g‘ = 0,87
a=2.

Uvritenje u jednadZbu tangente daje:

(0,5 + 0,52-0,87)x — (0,87 — 0,52-0,5)y — 2-0,27 = 0
ili
0,95 x — 0,61 y — 0,54 = 0

a u eksplicitnom obliku:

0,9 . — 0,54
Y 79,61 0,61
y = 1356 x — 0,89
(vidi sl. 9).
Izratunajmo za vjezbu i kut f za tu tolku T, (cp, = %)
Prema (23):
tgﬂ=£=?: a za tocku T,(@l=lt—)
a 6
tg By = o1 = %éo,sz.
Odatle:
B, = 27,5° = 27°30’
(vidi sl. 9).

Izratunaj za vjetbu jednadibu iste tangente po formuli (24).
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2. Napisi jednadzbu tangente na hiperbolnu spiralu r = -g- u tocki Th(p = ¢.).

Uzevsi da je konstanta a jednaka na pr. 10, izraunaimo nekoliko to¢aka spi-
rale i nari$imo je (vidi sl. 10).

" y = 10
N4
0 l(—) nema smusla, ali lim -l—(-) = oo
0 ¢—>o P
o 10 40
4
10 20
90 | = =315~ 676
2
10 10
180 = 314 3,18
10 20
270° 39,24 2,12
2
10 5
o — —
360 R W A

Iz nasih racuna, iz slike 10, a takoder iz lim = =0 vidimo, da hiperbolna

oo P
spirala tezi polu 0, kad ¢ tezi u beskonacnost. Kaze se, da je pol 0 asimptotitka
tocka hiperbolne spirale.

Odredimo sada, ¢emu tezi ordinata

y hiperbolne spirale, kad ¢ tezi nuli. Asimptota y=a

a .
r=—/[.sin ¢
P . o
. sin ¢
rsinp=a
¥ X
Uzevsi u obazir, da je r -sin ¢ =y, - Polarna os =
prijedimo na limes pustivsi, da ¢ —0:
SL 10.
limy=a-limm=a-l=a (vidi Dio I. § 7).
p—>0 ¢—>0 P

Vidimo da ordinata y tezi k a, kad ¢ teZi k nuli (vidi sl. 10), tj. y = a je asim-
ptota hiperbolne spirale, dok u polarnim koordinatama njena jednadba glasi:

a e . ;
r = Sin g (vidi dio I. drugo izdanje, § 9).
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Primjetujemo jo§, da razlomljena racionalna funkcija r = -g- predotuje u

. . . . . a .
polarnim koordinatama hiperbolnu spiralu, a u pravokutnim y = - istostranu

hiperbolu. Odatle potje¢e naziv spirale — hiperbolna.

Prelazimo na raunanje jednadibe tangente na hiperbolnu spiralu r =

€|n

u tocki 7', amplitude ¢@,.
Ratunamo prema (21):

a a
r=— 3 T T e—
¢ P
, a ’ a
r —_3——? 3 7, =--———’
@ P
Uvrstenje u (21) daje:
a_ t
y—.—..iSin? —_ ?P1 (PI gcpl X——COos ¢
q)l 1 a a ) 1
—— P
P K3
"
B .
__asing, P (\_ a cos q).)
P l -\ P
— + g ¢
7. g e
ili
__asing, _ @.cos@,—Ssin @, (x_a cos q;,)
P COS @, + P.5ingQ, P

ili
a sin @, Cos P,

y(cos @, + @,sin @) — o

—asin®* @, + (@, cos ¢, — sin ¢,) x —

a sin 9, Cos @,
L'

=0

—acosie, +
1 konac¢no

(1 cos @, —sin @,)x + (cos @, + @.sin @)y —a =10

trafena jednadiba tangente na hiperbolnu spiralu r=-%- u tocki

Ti (1)

3. Napidi jednadibu tangente na logaritamsku spiralu r = &% u tocki
Te = 9u).
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Konstruirajmo spiralu uz a = 1.

P r=¢?
0 e =1

I ==arc p=arc 57,3° et =e 2,72
2 = arc 2 p = arc 114,6° e 7,39
3 <=arc3p=arcl71,9° e _._ 20,09

1

— 1= arc (—p) et = — 0,37
—2=arc(—2p e—2=%=____0,l4
—3 =arc(—3p) e—3=%=‘=0,05

Osim toga vidimo: ako <p prima redom vrijednosti 0, 2x, 4=, 67, ..., r prima
1

vrijednosti 1, 27, eir, ™, ..., a to je geometrijska progresija kvocijenta ¢ = — =
ein s e . . . o .
iab et e?m, t. j. radijvektori logaritamske spirale r = es®, koji pripadaju

istoj polnoj poluzraci, élanovx su geometrijske progresije kvocijenta g == elan
(vidi sl. 11).

Da pokazemo jo$ jedno svojstvo logaritamske spirale, izratunajmo prema (23)

1 _
B =arctg = = konstanta

L. j. tangenta na logaritamsku spiralu zatvara s radijvek-
torom u svim tolkama spirale stalan kut f ili, drugim
rijedima: sve polne poluzrake sijeku iogantamsku spiralu
pod istim kutom .

Odredivsi za zadanu logantamsku spiralu taj stalni
kut B, moZemo za uzete po volji kutove ¢ izratunati pri-
padne r, pa prema navedenom svojstvu logaritamske spi-
~rale konstruirati tangente u tim tofkama splrale, a i samu
spiralu.

Prelazimo na ra¢un tangente prema (21):

Y =qe® ; r, = aew
Uvrstenje u (21) daje:

39 + aesntge,

— el . §1 =
Y ¢ el aed® — e tg @,

(x — e cos @y)
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ili

i +atg (P'(x—

— %%« . §j ==
y et sin gy =———

e4%1cos @,)
ili '
cos ¢, -+ a sin @,

— e9% .5in @, = ;
Y P =G cos 9; — sin ¢,

(x — e%%: cos @;)

ili
y(a cos @, — sin §,) — a e sin ¢, Cos @, + e*®isin® @, — (COs @, + asin @,)x +
+ e . cO8? @, + aednsin g, cos ¢, = 0
ili konacno:.
(cos ¢, + asin ¢.)x + (sin ¢, — a cos ¢,)y — % =0

Jednad?ba traZzene tangente na logaritamsku spiralu r =e%% u
tolki Ty(9p.).

Izratunajmo jo§ kut B za spiralu r = e,

Prema (23):
ev
tgh=— = 1
Qdatle:
B = 45°

Sve tangente na spiralu r = ¥ zatvaraju s radijvektorima povulenim u
diralista kut B = 45° (vidi sl. 11).

8§ 4. Zakrivljenost krivulja
" 1. Zakrivijenost kruZnice
Iz slike 12 vidimo, da je zakrivljenost kruZnice stalna u svim tolkama iste
kruZnice i da je zakrivljenost to veca, §to je polumjer kruznice » manji. Drugim

rijeéima: zakrivljenost & kruZnice obratno je
razmijerna njenom polumjeru v, t. j.

k =— = konstanta (25)

zakrivljenost kruZnice polumjera r.

Pravac moZemo smatrati kruZnicom polu-
Sl 12. mjera r =oco, pa je zakrivljenost pravca k =0.
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Zakrivljenost moZzemo takoder mjeriti kutom zadkreta tangente. Qd totke 7,
u kojoj kruZnica ima tangentu ¢, prijedimo na neku susjednu tot¢k u7’, kruznice
s tangentom ¢,. Kako se vidi iz slike 13, tangenta se kod toga zaokrenula za kut Aa,
koji je jednak sredidnjem kutu TST,, Oznacivsi duljinu luka 7'T, s As, imamo:

As =r-Aa/ : A (vidi Dio I. § 4)
As
Ax T
ili recipro¢no:
1 Aa
r  As

SL 13.

Kako je —:- = k, dobili smo nov izraz za zakrivljenost kruzZnice:

1 Ao kut zaokreta tangente
k== " As  pripadna duljina luka konstanta (252)

2. Zakrivljenost krivulje zadane u pravokutnim koordinatama

a) Jednadzba krivulje zadana je u eksplicitnom obliku y = y(x)

Za sve krivulje osim kruZnice zakrivljenost nije stalna, ve¢ se mijenja od toke
do tocke, ona je, dakle, funkcija od x. Prema tome odredimo zakrivijenosti zadane
krivulje y = y(x) u jednoj zadanoj to&ki T apscise x.

Postupajmo kao kod kruZnice, t. j. odre-
‘ dimo prema (25a) kut zaokreta tangente i pri-
by padni luk.

. . ) Aa o
Prema slici 14 imamo: e ali to nije vi-

8¢ zakrivijenost zadane krivulje u to¢ki 7" ap-
scise x, ve¢ samo srednja zakrivljenost
luka TT, krivulje, jer vrijednost tog kvoci-
jenta ovisi ne samo o zadanoj to¢ki T, veé i o
po volji uzetojtocki T,.

Da dobijemo pravu zakrivljenost kri-
vulje y =y(x} u toki T apscise x, koju ¢emo

SL 14,

.y . . PR
slitno kao kod kruZnice oznadivati s —, pam-

tei, da p nije konstanta ve¢ je funkcija od x, pustimo da totka T, idudi po
krivulji teZi prema toCki T, t. j. pustimo da As teZi nuli, i odredimo grani-

¢nu vrijednost kvocijenta -—-A-;—t.
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Tada je
1  Ax . da

— =i

4 a0 DS ~ds ®)

trafena zakrivljenost krivulje y(x) u tolki T apsciée X.
Odredimo sada d« i ds.

Prema slici 14 « je kut, §to ga tangenta ¢ u tofki T krivulje zatvara s 4 osi X,
dakle je: .

¥(x) =1ga
odatle
o == arctgy’(x)
Diferenciramo:
1 , 1 o y'(x)
= _.d = cdx =——o—2 d b

Za kvadrat diferencijala luka imali smo ve¢ formulu (3):

dst = dx* + dy?
Odatle:

ds? = dx? (1 -+ dy')

. A\ 4.a
dy

a kako je dr y'(x), dobijemo konatno

ds = VT +y"%(x) - dx (©)

Uvrstenje (b) i (c) u (a) daje:

ili

P c).
p T+ @I VI Ty - ds

y"(x)
T+ 5 ()T @0

To je zakrivljenost krivulje y(x) u toZki T apscise x.
Uzmemo li ispred drugog korijena predznak +, predznak zakrivljenosti —:-

ovisit ¢e prema (26) jedino o predznaku y”’. Prema tome krivulja ima u nekoj svojoj

todki T pozitivnu zakrivljenost, ako je u toj tocki konkavna (kao na sl. 14), odnosno

negativnu zakrivljenost, ako je u toj tocki konveksna (vidi Dio I § 15, 3).
Primijetimo jo$, da u totkama infleksije krivulja nije zakrivljena, jer je u tim

totkama y" = 0, pa je prema (26) zakrivljenost —lp— =0.:

1
P
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Uzmemo li recipro¢nu vrijednost formule (26), <obijemo:

_ Ly @n
T y(x)

To je polumjer zakrivljenosti krivulje y =y(x) u tocki T ap-
scise x, koji ima naravno isti predznak kao i zakrivljenost %, ali se obi¢no uzima
po svojoj apsolutnoj vrijednosti,

Ako je y'(x) tako mala velitina, da je moZemo zanemariti, formula (26) prima
jednostavan oblik:

1
—=y"(x)
o y

t. j. zakrivljenost krivulje u nekoj njenoj tocki priblizno je jednaka vrijednosti
njczine druge derivacije u toj tocki, ako joj tangenta zatvara malen kut s osi X.

Na pr. progib optereCene grede prakti¢ki je uvijek toliko malen (ne smije
prekoraciti /| duljine grede), da tangente na elasti¢nu liniju, t. j. na savinutu os
nosaca (spojnicu tezidta popreinih presjeka grede), zatvaraju sa spojnicom leZaja
grede vrlo malene kutove ©, pa je y'(x) =tg©.-0, a zakrivljenosti =y". Ta
formula se uvijek upotrebljava u &vrstoi za odredivanje jednadibe elastine
linije nosaca,

1z teorije savijanja poznato je, da je zakrivljenost grede u nekoj njenoj tolki

M

1 —
e EI

gdje je M moment savijanja grede, a EI njena krutost,

1 .
Uvrstenje r =y daje:

, M
Y =g7
ili _
ds M
=7 (28)

To je diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije nosata. (Primjer za elasti¢nu
liniju vidi dalje § 10, 3).

Primjeri

1. Odredi zakrivljenost i polumjer zakrivljenosti lanZanice y = ch x u nekoj totki T po
volji apscise x.

Ratunamo prema (26):

¥y =chx
y =shx
yu=chx
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Uvrdtenje u (26) daje:

L.._ ch x
)

V{1 + shfx)p

a kako je V1 + sh’x = ch x [vidi Dio I. formula (62)], imamo:

1 chx
° chix
ili
11
p ch'x
Odatle je:
p =ch®x

zakrivljenost lanZanice u nekoj tolki
T apscise x.

polumjer zakrivljenosti u toj totki T.

2. Odredi zakrivijenost i polumjer zakrivljenosti parabole y* = 8 x u vrhu i u gornjoj kraj-
njoj totki parametra 2p = 8, t. j. u totkama (0,0) i T, (2, 4) (vidi sl. 15).

Racunamo prema (26):

2

.

Sl 1s.

Uvritenje vrijednosti dobivenih za y' i ¥” u (26) daje:

V2 V2

|4
=

V—
’ b
v_

1
e

el

2xV;c— (1+
zZ_ _

2 \x (x+2)

VS,
xVx

1

T 2V(x+ 20
Dakle:
1

RS
P

V2(x + 2)3

Va2rx +2)2

To je zakrivljenost zadane parabole u bilo kojoj tocki T apscise x.

U vrhu 0, t. j. za x, = 0 dobijemo:

l -_— 0’0884

V2(2+2)’
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Dobili smo za zakrivljenost 1 negativnu vrijednost, jer je zadana parabola u to&ki T, kon-
. ‘
veksna. Da smo trafili zakrivljenost u donjoj totki Ty (2, — 4) parabole, morali bismo ispred
drugog korijena uzeti predznak minus, da dobijemo za-‘:— pozitivnu vrijednost, jer je parabola
L

u todki T, konkavna (vidi sl. 15).
Polumijer zakrivljenosti p; u tolki T,:

pr=8V2 = 11,31 . (vidi dalje sl 18).
b) Jednadiba. krivulje je zadana u _parametarskom obliku

x = x(t)

y = y(t) t1§_t5t-g
Prema (26)
1 (%)
p (1 +y*(x)h
ratunamo:
Kako je prema (17)
Fie) =) =2
x'(t)
imamo: -
ey 1 L YN X)) + ()
L = e T )
Qdatle '

. 's(t)Th
[1 + y2(x)phe = 20 t)x:*'_(f) (1))

ili ako uvedemo Newtonovu oznaku:

() =x; y()=y
dobijemo:
(1 + y'3(x)]' = Q‘_'i’i!'i (@)

x

Sada racunamo brojnik formule (26) za —;—:

y'(x) = d'gx(:c) = prema (11a) =Hd?[y'(x)] =d;‘x(i?3) =El;d(.:7(3) -

1 x(z)-dly ())]—y'(e) - dx'(¢)] _

= prema (9) = 473

o X(e) -y (t)de—y(t) - & (t)dt
= uzev$i u’ obzir, da je dx = x'(¢) -dt = () dE
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ili kona¢no, ako skratimo s d¢:

' i xl t . e t — ’ t '. rxd ‘
yo(n) =2 YOS (0 20 29)
a uz Newtonovu oznaku: x"'(t) =x i »'(t)=y it d
y'(x) =Q_T;_u (29a)
X

Uvrtenje (29a) i (a) u (26) daje:
___—-——-"‘.’5;—?;".‘. (30)
(x* + y*)'h

To je zakrivljenost krivulje, kojoj je jednadZba zadana u para-
x = x(t)

1
4

metarskom obliku u nekoj tocki parametra .

y=y(t) |
Reciprotna vrijednost formule (30) daje pripadni polumjer zakrivljenosti:
X! 71 )h
P L b A @31)
xy — yx

Primjeri

, | , _
1. Odredi zakrivljenost i polumjer zakrivljenosti krivulje ; - :, u nekoj todki T para-
metra 1.

Ratunamo prem (30):

x‘=’= l, .x.==0
y=3tt y=6
Upvwrdtenje u (30) daje:
6t

1
o (A +9)h

a odatle je:
. (1 4+ 9¢8)*h
e 6

Na pr. u tofki T, parametra ¢; = 3, t. j. u totki T (%, = 3, y; = 3* = 27) zakrivljenost

1 63 18 18

o (A +9-39h 730h 19700 0,000914

a polumjer zakrivljenosti:

19700
Pr = —18—«- 0954

Ratunaj pomoéu logaritamskog ratunalal

Naridi zadanu krivulju iz ; : :,l dajudi ¢ vrijednosti po volji. Dobit ¢ed kubnu parabolu, jer

uvritenje t = xuy = r* daje y = x* (vidi Dio I. sl. 31).
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X=gacost
y==>bsint

t. j. utockama A (1 = 0), B (1 = T), C(z - %) D(z.—.%") (vidi sl. 16 i Dio I § 5, 2).

Ralunamo prema (31):

2. Odredi polumjere zakrivljenosu elipsc' ’ 0=t<2n u njenim vrhovima,

x=acosr;:2=-—-—-asint; X = —acost ‘ ty
. . S
y=bsint; y=>bcost; y=—bsint
Uvritenje u (31) daje: Cit=¥)
3 {a®sin?? 4 b2cos?r)h _ 2
P T asns bsnt+ bcost -acost s a_ |Hi® a ] X
(t~7) A
_ (a*sin’t + b2cos® t)%h _ (a’sin®z + b*costt)% ’,j T'b 5 (t0).
" absin®t + abcos®t  ab(sin®r 4 cos?r) _ s
ili _ Dit= )
_ (a®sin*r + b*cos*t)*h
puvthu A (1= 0) :sin*0 = 0, cos20 = |
) . 3 - 2
L SL. 16.

ab a
puvrhu B(t = xn) :sin*n =0, cos?n = (—1)2= 1{

b

a

YL

Ps=

puvrhuC(t--—-% ; sin.’—’f—ml; cos’-—;—no

S’

2
2.8
PTG TS

Im 3n 3x
= e——f in?2 — = e 2______ 2 !—=
puvrhuD(t 2), sin® = (—1 1; cos 2 0

a® a?
Po= 5T

(vidi sl. 16).

Dobili smo poznate nam formule 2a polumjere zakrivljenosti u vrhovima clipse (vidi Repe-
titorij elementarne matematike, IV, § 9),

3. Zakrivljenost krivulje zadane u polarnim koordinatama r = r(¢)

Da odredimo formule za zakrivljenost —:- i polumjer zakrivljenosti p krivulje,

kojoj je jednadZba zadana u polarnim koordinatama r = r(¢), uvrstimo u formulu
(30) t = ¢, jer je t kao i ¢ nezavisna promjenljiva, o0 kojoj ovise x i y, pri ¢emu
prikaZzemo derivaciju u obliku diferencijalnog kvocijenta, t, j. mjesto x’(z) piSemo

’ dx . . . " ds ]
#(g) = go» miesto y”(1) pifemo y"(g) = % —itd
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U tom sluééiu formula (30) prima oblik:

— = 32
" @) @7 -
de de
Sada racunamo sve derivacije u (32) prema poznatim formulama prijelaza od
polarnih koordinata na pravokutne:
X = 7 COS ¢
y=r sin @

pri emu pamtimo, da r nije konstanta, ve¢ je funkcija od @, t. j. r = (%), pa deri-
vacije raéunamo po pravilu produkta: ,

X =TrCos ¢
dx . dr
a?)——rsmcp—}—c_oscp--a? (a)
dx _ — r cos ¢ — sin ar -+ cos dr & sin
Ecp_’ = ¢ @ - do ¢ do*  de : ?
iti
d2x . dr dr
dcpa———rcoscp-—2sm<p--a§+cos<p-w (b)
y =rsin ¢
dy . dr
aa—--,rcoscp—}-smcp-aa; (0
dty . dr . d» | dr
dot r sin ¢ -+ Cos @ -—d_(;—{- smcp-d—cp—, +-c-ﬁ—) .+ COS @
ili
dy . dr . d*r
d?,‘———rsmqa+2coscp-a+smcp-d(p’ (d)
Uvrstivéi (a), (b), (c) i (d) u (32) i uredivdi dobijemo:
_1_ - r:(cp) + 2[’"((?) - 1’(?) * T"(Q) (33)
P [r*(e) + r"* ()
zakrivljenost krivulje r = r(p) u nekoj to¢ki amplitude ¢.
QOdatle je:
(r 4 )" (33a)

AR R o p—
pripadni polumjer zakrivljenosti.
Primjeri
Odredi zakrivljenost i polumjer zakrivljenosti u nekoj to¢ki amplitude ¢:
1. Arhimedove spirale r = a ¢ (vidi sl. 9).

Radunamo prema (33):
. r=aeg; r=a; r=0
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Uvrstenje u (33) daje: . .
a’e’+ 2a®  a¥@®+2) _ a(et+ 2)
@i+ ayh  (JaieF+ D) @t + D

d__92+2
p__a(p’+ Iyh

LI
-

ili

Odatle:
N d(Q2 + I)’Il
_——____._qﬁ 3

Na pr. za ¢ =0 p=—;—.

2. Logaritamske spirale r = ea® (vidi sl. 11).
Na isti nadin:
r=e3%; r' =% .qa=ar, jerje eav =r -

H
r"=a-r =a - ar=ar

I _r*+2a—r.a*r (1 +a?
' (r2 + a®r?s A0+ adh
ili
1
P rVT—Ta"!
Odatle
p=rV1+a?

Napr.za =0 r=ea0="g0 =1

4. SrediSte i kruZnica zakrivljenosti

Povutemo 1i u to¢ki T'(x, y} zadane krivulje ¥ = y(x) normalu na tu kri-
vulju u smjeru njene konkave (vidi sl. 17) pa nanesemo li na tu normalu polumjer
zakrivljenosti p, izradunat za tu todku prema
formuli (27), dobit éemo na toj normali totku l
S, koja se zove sredifte zakrivljenosti Y
krivulje u to&ki T. Sredifte zakrivljenosti
S za tofku T krivulje definira se kao grani¢ni
poloZaj sjecidta normale na krivulju u tocki 7'
s normalom u jednoj susjednoj todki T, kri-
vulje, kad to¢ka T, iduéi po krivulji te#i tocki
T kao limesu. ‘

Ako oko totke S kao sredifta opidemo
kruZnicu polumjera p, dobit ¢emo kruZnicu i
zakrivljenosti za to¢ku T(x, y) zadane kri-
vulje. Ta kruZnica zakrivljenosti identitna je
s kruZznicom oskulacije. KruZnicom osku-
lacije u totki T krivulje zovemo grani¢ni poloZaj kruZnice, koja prolazi totkom
T i jo¥ dviema susjednim totkama T, i T, krivulje, kad toke T; i T, tee tocki
T kao limesu (vidi sl. 17).
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Kako kruZnich oskulacije, a dakle i kruZnica zakrivljenosti ima u tofki T sa.
zadanom krivuljom,-kako se kaZe, tri beskonalno bliske zajedniCke tocke (dvije
krivulje imaju u zajedni¢kom diralidtu samo dvije takve toCke), kruZnica zakrivlje-
nosti priljubljuje se uz zadanu krivulju pa je redovito dira i sijece, te je vrlo dobro
aproksimira u okolisu tocke 7.

Prema slici 17 lako moZemo izratunati za tolku T krivulje y = y(x) obje
koordinate & i v sredidta § kruZnice zakrivljenosti, odnosno oskulacije.

Iz pravokutnog ASAT slijedi (3 AST =a kao kutévi s okomi¢nim kracima):

x—E=0p. .sina

nN—y=1gp- C0Sa
a odatle je:

E=x—psina

nN=y+pcosa ()

Izrazimo sada sina i cosa pomoéu tgea = y'(x). Prema poznatim gonio-
metrijskim formulama (vidi Repetitorij elementarne matematike) imamo:

1 _tgta+ 1 yrT 41

:1+Ctg’u=1+tg1'

sin®a o g y't
i
1 _1_+_Mtza..‘_.1+ 2
cos'a g = Y
a odatle:
: y y
sSsma = = Y
BTV TRy AR
. (b)
08 o == 1 1
VT+yr dT+y%
Uvrstenje (b) u (a) daje:
£ x—prD
1 + 23y,
(1 +5') 39)
—y o
K| ¥y P(1+y")'l:
(] 'f.
ili, ako jo$ uzmemo u obzir, da je prema (27) p = g—l-—t%’-:-)-— dobijemo:
£ = x— Q y+ ¥
(34a)

1 ‘2
2 =y(x) + j?_

To su koordinate srediita S kruZnice zakrivljenosti za totku T
apscise x krivulje y = y(x).
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Primjeri
1. Izratunaj koordinate srediSta zakrivljenosti S, i 8, za vrh 0(0,0) i totku 7(2,4) parabole
»¥ = 8 x i naridi objc kruZnice zakrivljenosti (vidi sl. 15).

U primjeru 2. totke 2, a) ovog paragrafa ve¢ smo izratumali za tu parabolu prvu i drugu
derivaciju te smo dobili:

y’=%

By

L VECTE ey
E—x+—-—~——~v—3———x+2x(l+-§—)—3x.-i-4
Zxﬁ
2 2
1+ = (1+ )2V
x x (x+2)2xVx
n=y V2 y 2 y V2 y (xfl-)V
2 %

a kako iz y? = 8x slijedi, da je y = |/8x = 2 /2%, imamo:

=2V —(x + DV = V2 —x—2) = —xVZx = — |26

Imamo dakle:

Za vth O (x = 0) dobijemo:

B=4=2 1| 5,40
Mo = 0 =

S,(18-4)
a za to¢ku T, (x; = 2):

EL=6+4=10

5,10, — 4
m=—V2-8=—4 ' ..ig.___z

S, 18.

Na sl. 18 prikazane su obje kruZnice zakrivljenosti. Vidimo, da u vrhu krivulje kruZnica sakrivlje-
nosti samo dira krivulju. '
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2. Isto za lan€anicu y = ch x u to¢ki T, (x, = 0).

Prema (34) ratunamo:

vy=chx; y =shx; y' =chu,

1

>

Sk 19. Vidi sl. 19.

Y azax,=0:y=1; =0, /=1
yschx Uvritenje u (27) i (34) daje:
_a+ 0)'s

i =1

0

Ei=0 ] ——eee = 0
1 +0)

( ) S0, 2)

n1=l+l-%=2

5. Evoluta i evolventa

Ako se to¢ka T sklize po krivulji ¥ = y(x) zauzimajuéi redom poloZaje T,,
T, T, it d. (vidi sl. 20), tada moZemo zamisliti, da se zajedno s njome kotrlja

po krivulji i pripadna kruZnica zakrivljenosti,
'pri ¢emu se uvijek mijenja polumjer zakrivlje-
nosti p primajuci redom vrijednosti pi, s, ps»
it. d., a takoder i poloZaj sredidta zakrivlje-
nosti § — 8, Sy, §, i t. d. Sredi$ta zakrivije-
nosti S opisuju na taj nacin krivulju, koja se
zove evoluta, a zadana krivulja y = y(x)
obzirom na evolutu zove se evolventa.

Prema tome moze se ukratko kazati: evo-
luta je geometrijsko mjesto sredista
zakrivljenosti zadane krivulje (evol-
vente).

Kako evolutu tvore sredi$ta zakrivljenosti
niza uzastopnih kruZnica zakrivljenosti zadane
krivulje. y = y (x), formule (34a) za koordi-

nate sredi$ta zakrivljenosti daju istodobno parametarsku

y*y(r)

Sk 20.

lute za krivulju y = y(x), pri ¢emu je x parametar:

_ Y (x) +y"(x)]

S=x ¥ (%)
_ 1+ y*(x)
n=y (x) + yn(x)

jednadZbu evo-

(35)

Ako nam uspije ukloniti iz tih jednadZbi parametar x, dobit éemo jednadZbu

evolute u eksplicitnom v = f(£) ili implicitnom F(£, n) = 0 obliku.
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Postanak evolvente moZemo predoditi tako, da' zamislimo nit namotanu
na evoluti. Ako tu nategnutu nit odmotavamo ili dalje namotavamo, opisivat ¢e
kiajnja tocka niti, gdje je drZimo, krivulju, koja je evolventa za zadanu krivulju
— evolutu. Odatle potjete naziv yevolventae, t. j. krivulja, koja se odmotava (vidi
sl. 20 i 21). '

Kako nit, koju odmotavamo, odnosno namotavamo, moZe biti po volji duga,
zadanoj evoluti odgovara bezbroj evolvenata, dok iz formule (35) vidimo, da za-
danoj evolventi odgovara samo jedna evoluta.

Iz navedenog jasno slijede dva svojstva evolute:

l. Tangenta na evolutu je normala na evolventu,

2. duljina luka evolute jednaka je razlici polumjera za-
krivljenosti, koji diraju evolutu u krajnjim totkama toga
luka.

Na pr. prema slici 21:
. fl—T:=Px—Pz§ Tﬁa=Pz—P, it d.

ili

ﬁ‘s = P17 Py

Kako je u toki infleksije ” = 0, bit ée prema (35): ’ij:| t. j. to¢ki
infleksije evolvente odgovara grana evolute, koja ide u beskonanost. Primijetimo
jo8, da vrhu evolvente odgovara $iljak na evoluti (vidi dalje sl. 22 i 23).

Ako je jednadzba krivulje (evolvente) zadana u parametarskom
obliku: : ‘

x = x(t)

L=<t
» = y(t) ’

parametarsku jednadZbu evolute dobijemo iz formule (35), ako u tu formulu uvr-
stimo izraze (17) i (29a), u kojim su y’ i y* izraeni pomodu parametra ¢:

ey

y 1+T X e »
E = x(t) — ( ") —x(r) =22 ¥ )
x(xy—yx) Xy —yx

(1+1;) - x et 01

N =y(t)+ ...x =y(t)+—x.-(73.£i.3—f.—)-*
xy—yx Xy —yx

Prema tome je:
Xy —yx
n = y(t) +——~——-—’£(JE’ + )
Xy —yx

(36)
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x = x(t)

y=y(t)’ pri ¢emu je ¢

parametarska jednadiba evolute za krivulju

parametar, a sve su derivacije uzete po ¢.

Zada 1i se jednadiba krivulje (evolvente) u .polamim koordinatama
r = r(g), dobijemo parametarsku jednadzbu na nalin naveden u tolki 3. ovog
paragrafa:

(r* + r'2) (r'sin ¢ + rcos @)
rt 4+ 2r's—orr”’

£ =rcos ¢ —
: (37
(rt -+ ¢'*} (r'cos ¢ —rsin ¢)
42"t —rr"

= rsin ¢ +

Parametarska jednadiba evolute za krivulju r=.r(cp); P je para-
metar, pa su sve derivacije uzete po .

Uklonimo li iz jednadZbi (36) i (37) parametar ¢, odnosno ¢, dobijemo jed-
nadsbu evolute u obicnom obliky, t. j. u obliku 7 = f(&), odnosno F(&, 1) =0,

Primjedba: Nije moguce dati postupak, koji bi vrijedio za sve slucajeve,
da se jednadzba evolute dobije u obliku v = f(), jer taj postupak ovisi o obliku
~zadane jednadibe evolvente. Ipak. u mnogim slutajevima dolazimo do cilja na

slijede¢i nalin.
Korak 1. Ratunamo £ i v.

Korak 2. Obje jednadbe rjeSavamo po x i y, odnosno po ¢ i r, izraZavajuci
ih. pomotu § i 7. . _

Korak 3. Izraze za x i y, odnosno ¢ i r, dobivene na taj natin, uvritavamo -
u jednadbu zadane krivulje — evolvente.

Primjeri
1. Odredi jednadibu evolute za parabolu:

yi=2px

Korak 1. Prema (35) ratunamo:

b4
2 V2ex VZPx

, _P 2 V2= _
y= 2px 2px\2px
Uvritenje u (35) daje:
p? )
1+
? ( + 2px P (2px + pP 2px
E=x+ ] x4 3

4 ‘ 20x - p

2px

2px Y2px
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ili

@)

E=3x+7p
. .
1+ 2
20% _ (2% + p%2pxY2px
- 2px - p?

a kako je 2px = 3% a Y2px = y, imamo
Ot ph -y _Py—y—2oly
p? »t
‘]
n=—=z ~ ®)
V2pxy? ‘
(©)

ili

n=— pg

Jednadzbe (a) i (¢) daju jednadibu evolute zadane parabole u parametarskom obliku, x je para-

metar. . .
Korak 2. Iz (a) i (b) ralunamo:
x = ::_P_sié
@

= —(p* )

Korak 3. Jednadibe (d) uvritavamo u y2 = 2 px:
2p(E—p)

(ot = 2252
Kubiramo:
8 — !
ton? — P
odatle
8

s % g
" =55 (E—2)

ili ako mjesto § piSemo x, a mjesto v pifemo y:

To je traZena'jednadiba evolute za parabolu y*=2px.
Ta krivulja nosi ime polukubne (semikubne) ili Neilove parabole.

4 B. Apsen: Repetitorij vile matematike
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Njen 8iljak )c u tolki § (p, 0). Vidi sl. 22,
2. Odredi evolutu za elipsu 32 x? 4 g?y? m g2 b¢

y=%%ﬁ3§ )

ratunamo prema (35):

b b X

=—-——-—u_...=—-_.

2 2Vat—2xt a Va’—x! (

| Lo

r.

Iz (a) imamo:
SL 22, V_—'ag_ *F o %‘J’

Uvrstenje u (b) daje:’

Bx

y=—21% C(©
Odatle: ’
v B y—x.y
V== T
Uvritenje (¢) daje:
"w_ bt L bt _ bt  aly? 4 bixt
yo= aeyz( +a’y)——a’y3' a'y
a kako je
_ b*x* + aty? = g*b* (jednadiba elipse)
dobijemo: '
v b
Y= @

Uvritenje (c) i (d) u (35) daje:

b x*
o (1 + 25)

E o x—

Odatle:

x(a‘yl+ bl x!)
E=x— at bt

@yt + bty
h=y— at bt
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Uvrstimo li u prvu jednad?bu y = % Va®—xtau drugu x'= —:— Vot — y%, dobijemo:

?

E=x—

at bt
2
[a*y? + B¢ - 256" — ]y
n=y— Py
ili
£ x(a'bi—a2btx?+ bixh)
— a‘ bt
(aty? +albt—atdlyh y
n=y— at bt
ili :
_atblx—athix + athix — b X
- at b?
- a!bly_aCya__albly + d!b!yﬂ
atbt
ik
{(a® b2
e
( 2 b') 3 (a)
a —07)y
N=—
b‘
Korak 2. Odatle:
at ¢
x= a’-—b’)
L ak/ I} ;
y=— bg

ili ako uvrstimo a®—- b* = ef, gdje je e linearni ekscentricitet elipse, dobijemo :

a‘*8\$
X = 7
b\
AR -cT
Korak 3. Uvritenje u jednadZbu elipse:
x! y!
Yo
dnje:
0‘5 + b\ _
Wil bt (
ili konaéno:

()t + ) -

To je traZena jednadZba elipsine evolute.

Sl 23.

Kako se vidi iz slike 23, ona ima &etiri Siljka Sy, S,, §3 i S., kou odgovaraju vrhovima A,
B, C i D elipse, pri ¢emu je AS; = BS,; = %, aCS8;=DS§, = b » kako smo to pokauh u
primjeru 2 totke 2, b) ovog paragrafa.
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Pomocu jednadibi (a) moZemo izraziti jednad¥bu elipsine evolute u parametru ¢, t. j. u
parametiu, u kojem jednadiba clipse glasi:

X == @ cost
¥y =bsint

(vidi Dio L § $).

Oé,t<2n

Uvrstimo li te jednadZbe u (a) i uzmemo li u obzir, da je a®*— b* = ¢2 gdje je ¢ linearni ekscen-
tricitet elipse, dobijemo zamijenivii £ s x, a v s y paramectarsku jednadibu elipsine evolute u
obliku:

et
x = —cos*t
a

. 0t <2nm

y = % sin® ¢
(¥ je uzet s predznakom, 4, jer ¢ ratunamo od + osi X idudi protiv kazaljke na satu).
3. Odredi jednad2bu evolute za cikloidu:
x=r(t—sint)
(vidi § 2, primjer 2). y=1r (1 —cost)

Obzirom na (36) ratunamo:

x=r(l—cost) x=rsint
y=rsint y=rcost

Uvritenje u (36) daje:

rsint[r2(1 — cos z)* + r2sinte}
rt (1 —cost)cost=—rtsinte®

=r(t—sint) —

(1—cost)[r¥(1 —cos )+ rtsin®e)
r2(l—cost)cost—rigints

'n=r(1—cos-t)+r

Odatle
1—2cost + cos®t + sin?:
cos t — cos?t -—— sin?s

E=r(t—sint) —rsint

(1—cost) (1—2cost + cos®t + sin®t)
cos r —costs —sin¥t

7 =r(l-—cost) +r

a kako je sin?z 4 cos?z = 1 dobijemo uz zajednitke nazivnike:

rtcést—-sintcost——t+sint—Zsint+2sintcost
cost — 1

E::

=l —cost)2+ (1 —cost)(2—2cos1)
—(l—cost)

n=r
ili
, t{cost— 1)+ sint(cost—1)
cost— 1

N=—r(—1+cost+2-—2co8¢)
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i konacno
E=r(t+sint)

n=—r(l—cost)

(®)

To je traZena parametarska jednadZba evolute za obi¢nu cikloidu.

IzvrSimo prijelaz od naSeg koordinatnog sustava §O0’x na novi koordinatni sustav XOY,
kojemu su osi usporedne sa prija$njima, a ishodidte je pomaknuto u totku Q (— wr,—27r)

Prema slici 24 imamo:

E=x~—nr ; m=y—2r (b)
Uvedimo i nov parametar: ¢ =t 4+ w, a odatle je:
t=¢f—m=x (c)
Uvritenje (b) i (c) u (a) daje: Yihn)
X—mr=r[t'—m + sin ( — n)] ag
Y 2r = 1 [l — o8 (1’ — 7)1 WV !
“~ 1
a odatle imamo: ' \i '
. o 2r Y Nt
X TTr =171 —Tr—rsint l
y—2r=—r—rcost’ 0 T X -
ili
Sl 24.

x=r(t'—sin?’)
y=r(l—cost’)

Usporedimo li jednadZbu evolute u tom obliku s jednadZbom zadane cikloide (evolvente), vidimo,
da je evoluta cikloide opet cikloida, pri {emu je kruZnica, koja je izvodi, identi¢na s izvodnom
kruZnicom zadane cikloide (vidi sl. 24).

4. Odredi jednadZbu evolute za logaritamsku spiralu r = e® (sl. 11).
Korak 1. Prema (37) ratunamo:

r=¢¢ ; rr=¢¢=r , r'=e=r
Uvritenje v (37) daje:
2réi(rsin ¢ + rcos )

§ = rcosp— oy
2 e
n = rsing+ 2r (rcos;:;-2 r sin @)
QOdatle:
= —rsin ¢
7 =7rcos ¢ (@)
To je evoluta logaritamske spirale r = e% u parametarskom obliku, ¢ je parametar,
Korak 2. Iz druge jednadZbe imamo: ‘
r = ki .o
- COS @
Uvrstimo u prvu: :
E=—ntge
Odatle je:
3
g9 n
pa je
3 .
¢ == arctg (———) b)
|
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Kvadriramo li i zbrojimo obje jednadibe (a), dobijenyo:
£ + n*="r*(sin? ¢ + cos? ¢)
r=|E4nt )
Korak 3. Uvritenje (b) i (c) u r = ev daje:

VEF = e (=5)

ako tu jednakost logaritmiramo po bazi e, dobijemo:

ili

in VEEF 97 = arctg (— %) @

To je traZena jednadZba evolute za logaritamsku spiralu r = % u pravokutnim koordinatama.

Izvrdimo prijelaz na novi polarni koordinatni sustav, koji dobijemo tako, da polarnu os
zaokrenemo oko pola O za 270° (vidi sl. 25).

U tu svrhu uvrstimo ¢ = 270 + ¢ u poznate formule:
x=EFE=rcos ¢
y=mn=rsing¢
Dobijemo:
E = rcos (270° + §) =.r sin ¢
N =rsin(270° 4+ ) = —rcos ¢

270°

To uvrstimo u {d) uzevsi u obzir, da je

InYr?sin®y + ricos* = arctg(tg ¢,

SL zs. a kako je Vr¥sin® + ricos® =r, a arctg(tg §) = ¢ (vidi
Dio 1. § 6) dobijemo:

Inr=14¢

Odatle po definiciji logaritma imamo:

r=c¢d, gdjeije ¢ =0 —270°

To je opet logaritamska spirala, koja je sukladna sa zadanom (evolventom). Evoluta logaritamske
spirale je dakle ista logaritamska spirala zaokrenuta prema evolventi za 270°.

§ 5. Neodredeni integrall
1. Pojam neodredenog integrala i primitivne funkcije

Dosada smo zadavali funkciju, na pr. sin x, pa smo traZili njenu derivaciju:
D, sin x = cos x ili njen diferencijal: dsin x = cos x-dx. Sada ¢emo problem
okrenuti: zadavat ¢emo diferencijal funkcije, na pr. dsinx = cos x dx, a traZit
¢emo funkciju samu. Drugim rije¢ima, vrdit éemo inverznu (obratnu) operaciju
od diferenciranja. Ta se operacija zove integriranje, a oznaCuje se znakom

54



integrala {. Integriranje je dakle inverzha operacija od diferenciranja, kako je na pr.
oduzimanje inverzna operacija od zbrajanja, dijeljenje - od mnoZenja, vadenje
drugog korijena - od kvadriranja i t. d.

Znamo, da jedna veli¢ina ne mijenja svoje vrijednosti, ako nad njome izvr-
$imo redom dvije operacije: direktnu i inverznu, ako je na pr. pomnoZimo, a zatim
podijelimo istim brojem. Sli¢no tome ¢e i funkcija ostati bez promjene, ako je
diferenciramo, a zatim integriramo. Prema tome je na pr.

fdsinx =sinx
jer smo nad sin x izvr3ili redom dvije operacije: direktnu - diferenciranja (d) i
inverznu - integriranja (f). S istog je razloga:
fdx = x (38)
ili opcenito »
fdf(x) = f(x).
S istog je razloga
dff(x)dx = f(x)dx
D, {f(x)dx = f(x)
Rezultat svake inverzne operacije kontrolira se uvijek pomoéu pripadne di-
rektne operacije. Na pr. Y9 = + 3, jer je (£ 3)* = 9. Isto tako se rezultat inte-
griranja kontrolira na taj nacin, da se taj rezultat diferencira ili derivira: Na pr.

[ cos x dx = sin x,
jer je dsinx = cosx*dx ili D,sinx = cosx
Vidimo, da smo pravilno izratunali taj integral, jer smo nakon diferenciranja
dobili zadani diferencijal cos x-dx, a nakon deriviranja zadanu podintegrainu
funkciju ili integrand cos x.

' Iz navedenog slijedi: izratunati integral za zadani diferencijal f(x)dx ili za
zadanu funkciju f(x) znac¢i odrediti takvu funkciju @(x), Cija je derivacija jednaka
zadanoj funkciji f(x), t. j.

Jf(x)dx = o(x), ako je D,p(x) = f(x)
Pokazali smo, da je [ cos x dx = sin x, jer je D,sin x = cos x, ali je takoder:
f cos xdx =sinx + C, '
gdje je C bilo koja konstanta, jer je:‘
D, (sinx + C) =cosx + 0 = cos x .
Iz toga vidimo, da svaki neodredeni integral sadrZi konstantu po
volji C-konstantu integracije, jer se ona gubi pri deriviranju.
Opéenito imamo dakle: » T
[f(x)dx = 9(x) + C

Konstanti integracije C moZemo dati bilo koju konstantnu vrijednost, ona je
nepoznata, neodredena, a stoga se i integral zove sneodredenic.

Primitivnom funkcijom za zadanu funkciju f(x) zove se ona funkcija .
@(x), ¢ija je derivacija @’(x) jednaka zadanoj funkciji f(x), t. j. ¢(x) je primi-
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tivna funkm)a za funkcuu f(x), ‘ako )e ¢'(x) = f(x). Na pr. za funkciju cos x
primitivna funkcija je sin x -+ C, jer je D,(smx <+ C) = cos x. Isti rezultat smo
dobili za fcosxdx

Iz toga primjera, a takoder iz definicije neodredenog mtcgrala i pnrmtwne
funkcije jasno vidimo, da se pojmovi neodredenog integrala i primitivne funkcije
posve podudaraju, pa moZemo kazati: izralunati neodredeni'integral za
zadanu podintegralnu funkciju f(x) ne znaci nista drugo, nego
odrediti primitivnu funkciju za tu funkciju f(x).*)

2. Osnovni integrali

To su integrali, kon se ne ratunaju, ve¢ piSu po smislu, t. j. po definiciji
integracije kao operacije inverzne od diferenciranja, odnosno deriviranja. Jedan
od tih osnovnih integrala ve¢ znamo, to je:

= {3 c
feos xdx = sinx + C (atm= dinr g
Na isti nain dobijemo sve osnovne integrale,
| fsinxdx = —cosx + C (40)
jer je D (—cosx + C) = sinx
dx 1
fcos'x=fcos'xdx=tgx+c (41)
jer je
1
Dx(tgx + C) - COé’x
f sin'x sm’xdx =—dagx+C (42)
jer je .
1
Ds("'Ctgx+ )—m
Takoder: , '
fshxdx=chx+C (43)
fchxdx=shx 4+ C ' (44)
(Pazi na predznak rezultata!)
—sg—f—_.thx+c | (45)
ds .

Prelazimo na jedan od najvaZnijih neodredenih integrala:

. xml

© *) Zapravo se neodredem integral definira neito drukéije. O tome e biti rije kod odredemh
integrala.
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jer je

D(""+'+c)—~ 1) it = g
*\n+ 1 Thnr1 V ' T —

. Ta formula vrijedi za sve n cijele i razlomljene, pozitivne i negativne, ali ne
vrijedi za n = —1, ‘
1
fx1dx =f—dx=f2= Infx|+C
X X
jer je
' 1
D(n|x| + C) =+
U rezultatu uzimamo | x|, t. j. apsolutnu vrijednost od x, jer, dok je inte-
grand % definiran za pozitivne i negativne vrijednosti x, funkcija In x definirana

je samo za pozitivhe x.

Dakle:
fd?x=ln|x|+c (48)
Primjeri
frim =g v
f"’d"= ;Tl =%:+C
fxsdx=i‘6'—+c_

Eksponent od x jednostavno prepisujemo u nazivnik rezultatal

+1 +
[Veas=frtas =2 AFE 2,5 o
?+l 3'+—

: +
JVrar=fobar = BIL A3 i, o
3

)
Vo= fobae = X2 sy, o
sty o3 T
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Y e [x—2dx = _
x fr—tdx 24+1 ~1 +C
dx x—6 1
Y e —Tdy =5 = —
f * dx — 6 6x'+C
+
fi’c_:; —;dx_l_li_i_mx_l*:z T+ C
x — — ——
7t7 2
dx _ x—¥++ xF 7
x 7T 1
iif‘__;x——%dx=_x_:_2%=_.;%.._l_+c
Va? -3 Vxr
! oL
NapiSimo sada ostale osnovne integrale: ( e"‘ = C
ferdx =e* 4+ C (49)

Primitivna funkcija za ¢* opet je ¢, jer je derivacija funkcije ¢* jednaka samoj
funkciji. ‘

x

T — a )
farde=7—+C | (50)
.. - L
jer je | 42" o
ar : 1 z .
Dx(m-l—C) =%z @ -lna=a
——dx———arcsinx—.}-c jer je D(afcsinx+C)——¥-——l———
f]/l—x' _ ’ * y1—x*
ali takoder:
dx = —arccosx + C, jer je D(——arccosx+C)=———l—-—
J’ 1 —x2 ‘ ’ * A yl1—=x
a osim toga znarno, da je arcsin X = — aIC COS ¥ + [Dlo I. formula (70)].

Vidimo, da je isti integral izraZzen na dva nalina; prakt:ékl se najtedée uzi-
" ma prvi rezultat:

J‘—-lfv_dé.—x—‘zarcsmx+c (= —arccos x + C) | (51).
Na isti nacin- dobijemo:
dx ' |
fl—i—x* arctgx + C ( arc ctg x + C) | (52)
dx . .
—————=(Arshx + C) = In(x + |1 %"+ C 53
sttt O =i+ T + (53
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l .
VI + =
Prakticki sc obi¢no uzima drugi rezultat s In (vidi Dio 1. § 6, 2).
=(Archx+C)=In{(xt})x»*—1+C (54)

. dx
1—x’ JT—¢

jer je D, .(Arshx 4+ C) =

=

Kako derivacije funkcija Ar th x i Ar cth x imaju isti izraz

ima dva rczultata ve¢ prema tome, da li je x| < 1ili |x| > L

flffzz(Arthx+C)=-;—l :+"+C (55

itoza|x| <1, jer je funkcija Ar th x definirana samo za x| <1 (vidi Dio I.
§ 6, 2).

T (Arcthx+C)-»—ln

ito za |x|> 1, jer je funkcija Ar cth x definirana samo za | x| > 1.

To su svi osnovni integrali. Njih moZzemo lako nauditi napamet ukoliko ih
vezemo s pripadnim formulama derivacija. Na kraju knjige nalazi se uz ostale
formule i popis tih integrala i pripadnih derivacija. Taj je pOpiS popunjen ni-
zom drugih integrala, koje ¢emo Kkasnije izvesti. Ti integrali nisu doduse osnowni,
jer su iz njih izvedeni, ali njihovo znanje je takoder bezuvjetno potrebno, da se
ubrza integriranje.

Pazi! Znamo raCunati samo te osnovne integrale, pa se &tav postupak inte-
griranja sastoji obi¢no u tome, da se zadana- podintegralna funkcija tako transfor-
mira, da se raspadne na niz elementarnih funkcija, koje zatimi integriramo prema
formulama za osnovne integrale,

3. Pravjla integriranja

Prvo pravilo. Konstanta, koja mno?i podintegralnu funkciju, stavi se uvijek
ispred znaka integrala:

fR-f(x)dx = & [ f(x)dx (57)
Primjeri
f4x’dx=4fx?dx=4-%=%x'+c

sin x 1 1
f 3 dx = 5 51nxu~—imx+c

fsdx=5[dx=5x+C

Drugo pravilo. Integral algebarskog zbroja funkcija jednak je algebarskom
zbroju integrala tih funkcija:

SUAlx) + fil(x))dx = [ fi(x) dx + f fu(x)dx (58)
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Primjer
' ]

I(Sx‘-—-3x+-v—s;———8———+ +¥3)dx=5fxdx dx—3f xdx +~ [ xbdx —
5TV : 5
. 2 [dx x o 1 %t x—t
—Sfx 1}d.a:-—j.ae—-'idx-i-—3—-/‘—3‘--{—V"§‘|'¢:1x=-.5..-5.&......3._2_4.?.—7___ .__ — +
3

3 3
_1n|x|+V'3 "“"s"‘T"JrzoV—‘ 5 V— 2",-i- ln|x|+xV_+C

Kako nema formula za integriranje produkta, kvocijenta i po-
tencije funkcija, treba sve te operacije, ukoliko je to moguce, svesti
na zbroj, odnosno razliku funkcija.

Primjer
3 ]
J(ZV_-—SxV‘) JsVF-—s.4x-5xV?'+3-2V’£'25x-v;_lzsx=-xdx_
R
& &
" ' 3
8 Vx*— 60x* - xt + lSOx'V-:_cV;'—IZSx‘dx -
3
. V<
" 8xb — 60x* . xb 4 150x3 - xF - xb —125x¢
= — dx ==
J «*
[ 8x¥ —60x2++ + 15052 +¥+4 —125x
= " dx =

= svaki &lan brojnika dijelimo s nazivnikom i integriramo &an po dan =
=8 fxt—}dx—60fxt—Fdx + 150 fx* —Hdx — 125 fxti—Fdx =
= S_Ix'z'irdx-—-GOfx‘de +150 x4 dx —125 f x¥dx =
«th . L

=8'-i—l--—-60 29+150 3 125-1—8-=

10 15 30 s

_ 10 19 4500
T EirT) B+ 5 Ve — S V-
30 3
10, V3 20, Yo + 00 V_x'.’—%z';—x'v'x‘ +C

Treée pravilo. Pravilo supstitucije.
PokaZimo to pravilo na nizu vaZnih primjera.

[sin 2x dx = ?
NajbliZi osnovni integral je (40):
[ sin x dx = — cos x
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Da zadani integral svedemo na taj osnovni, uvedimo supstituciju:
2k =1¢ | (a)

Cim smo uveli supstituciju ¢, treba s ¢ izraziti sve x, koji ulaze u integral,
a takoder dx. Ako to ne uspije, supstitucija ne vrijedi.

. t . .
Iz 2x =t imamo: x = 5 - Diferenciramo:

dx = 1. de )

Uvrstenje (a) i (b) u zadani integral daje:
jsin2xd3c =fsiht-—;—dt =-;—fsintdt = prefna (40) =--—-%cosr (c)‘

Nakon izvréenog integriranja, mora r i$eznuti. U tu svrhu treba u dobivenom
rezultatu 7 izraziti s x.

Uvrstenje (a) u (c) daje:

fsin2xdx=——%cos2x=-—-c°.—;—-2x+c

Izralunaj na isti nadin [sin 3x dx.

Mora¥ dobiti:
cos 3x

3+C

[sin 3x dx = —

Opéenito:
cos (nx)

fsin (nx) dx = — +C (59)

U daljnjem ¢emo sve sli¢ne integrale ratunati neposredno po formuli (59):
Na pr.

. [sin8xdx = --°°388x e
Poétupaiuéi na isti na¢in dobijemo:
[ cos 2xdx = “‘-‘22" +C
fcos 3x dx =sin33x +C
IzraCunaj te integrale!
Opcenito:
f cos (nx)dx = 22025) 4 ¢ (60)
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Na pr.
sin 7x

7+C

feos 7x dx =

Sli¢no se ratunaju integrali oblika:
fsin(ax + b)dx = ?

Supstitucija:
ax +b=1 (a)
Diferenciramo:
a-dx = di,
odatle:
de
== (b)

Uvritenje (a) i (b) u integral daje:
j'sin(ax-!-b)dx——“fsint-%f-————;-jsint-dt=—-—;l-z—c08t=

= uvrstimo (a) = —-——i—cos(ax +b) = —c—o'i-a-;—-ﬂ +C

Na pr.

__3)
= — 2 cos (-;——3) +C

funfg o=

Izratunaj taj integral pomocu supstitucije!
Doka%i na sli¢ni nadin, da je:

\0[ ot Nl .

foos (ax + by dx =S2(EFD) 4 ¢

Znajuéi izratunati integrale oblika (59) i (60), moZemo lako izralunati dva
integrala od velike praktitke vaZnosti, samo ako se sjetimo poznatih trigonometrij-
skih formula:

1 — cos 2x = 2 sin*x

1 4 cos 2x = 2 cos*x

‘To su:
1 jsin'xdx=f1;§—°sﬁdx=%[[dx—[c032xdx]=
x sin 2x
=z +C _ (59a)
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2. _[cos’xdx=f-}—_t%ixdx=%[j'dx+_[cos2xdx]=

x sin 2x ' (60a)
= 7‘ + 3 +C
2. [e*dx=?
Svodimo na najbliZi osnovni integral (49):
| e 'dx =e* 4+ C
Supstitucija: '
ax =1
Diferenciramo:
a-dx=de
Odatle: ,
ax =
) a
Uvritenje u integral daje: ‘
,odr 1 1 1 Pl
ax —_ b = ¢ =_ = e b — L oo
[e¥*dx = fe 2 aj'edt prema (49) 2 ¢ ae‘ a+C
. P d
Je* dx = +C (61)

Prakti¢ki sve integrale toga oblika ratunamo neposredno po formuli (61).
Na pr.

1. | | fedx = i;f +C
IzraCunaj taj integral pomocu supstituéiie!
dx : s 1
- —_— 3 e T e e —Sx =
2, feSx fe5*d® = prema (61) —3 5
S

Sesx
Dokazi, da je: :
[et+8dyx = —g—e*"‘*‘s +C

3. f(x— 5 de =2

Supstitucija: ]
’ Ix—5=1:
Diferenciramo: ' :
3dx = d:
Odatle: .
: de
dx =5
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To uvrstimo u integral, pri ¢emu konstantu stavimo odmah ispred znaka

inleglala:
(3x -_— 5)1 dx = —-—] t’ dt == ——I ——I, = —*-“l (3x -_— 5)' + ‘:

b2

Supstitucija:
7— ;— =
Diferenciramo:
-—-;—dx = dt
Qdatle:
dx = — 3de

Uvrétenje u integral daje:

=—-3jt"*dt= —3.

Izraéunaj integrale:

5 » l 5 10
f(s—_x)dx _“_5'5'(3'“7") +c)
[VE=T ds — V&= + ]|
dx 3 1
V(5 —= 5—x
foem
x+a

Supstitucija: %t a =t
Diferenciramo: dx =dr

dx de . |
J'xia= & — prema (48) =In|s| =In|x xa| +C

dx .
fxia—M|xia|+C (62)
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Primjeri
"

1. _‘_j__x5=prema (62) =In|x—5|+4+C

X

[ dx

= ?
3—x

2.

Pazi kod primjene formule (62): x mora imati koeficijent +1. Ako to
nije, treba taj koeficijent izluditi.

Na3 primjer:

dx dx 1
f3_x——fx_3——prema(62)—-—-1n|x-—3l—+ln-|x—:~§T+C
dx 1 dx 1 2
3. f2_7x——~7—J 5~ = prema (62)——Tln x-——;’—I +C

X — =
7
Taj rezultat moZemo prikazati u drugom obliku:
| . 2 1 Tx —2 1
—ginfs—F |+ = —gia| FFE {4+ O~ — 7l 2| -
—lT+C=—ln|Tx—2|+ln7+C=

= pribrojimo li konstanti po volji C broj % In 7, dobit éemo opet konstantu po

Izratuna;:
" dx [ 1 4 1
" dx i 1 3. 1
Y3 —5x:

Svodimo taj integral na najbliZi osnovni (51): |

f dx :grcsinx-i—C

1—x?

5 B. Apsen: Repetitorij vile matematike 65



U tu svrhu izlu¢imo —%—, da koeficijent kod x* bude — I:

dx 1 dx _
h@:ﬁ‘yyhﬁ?:;_
5

3. . 1/3
"?“k’k“b?

1 dx
:V?fvm

Vidimo, da sve integrale oblika zadanog integrala moZemo svesti na J.

- Stavimo:

Rl)eéxmo jedan put za uvijek taj integral:

dx 1 dx
f m k J i (x T
Ji-G)
Supstitucija:
. .
- =

Diferenciramo:

% dx =d:
Odatle:

dx =k - dt

UvrStenje daje:

fr=-+=

= prema (51) = ﬁrcsint =

—arcsm?, jer je t =-;-:-
Dakle:
dx = arc sin — + C (51a)

Sada dovriimo ratunanje zadanog integfala:

= prema (5la) =

J‘dle dx=1f—dx
WV?JV%TV?V%———
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=Farcsm—-—-— a kako je k= I/i=——5—arcsin—%
l"s_

= ~v1_5__ arc sin (xvg_) +C

-Sve mtegrale bblika J v____ ratunat ¢emo odsada neposredno po for-
a—
muli (51a).
Na pr.
dx 1 dx 1 dx
o = = —{——-— = prema (5la
J== ZJ v [
v
1 1
k =—a-, k—T
1 X 1 x 1
= 731‘(: Sln? ETarCSInT —2—arcsm(2x) +C
\ 2

dr rema (5la) = = arc sin— = arc sin * +cC
J‘7—x’ P ka-—x- -k V7

Izvedimo sli¢ne pro$irene formule za osnovne integrale (52) — (56):

fettam [y
k* 4 Xt k® x\* o
| 1+ (%)

. Supstitucija je ,‘ista.r

f;-=t, odatle x = kt, a dx = k dt

R & | 1 x
= F.[T—-F_; = prema (52) =—-arc tg—k—+ C

==

k'+x' '7:"

d 1 dx 1 x
J‘,’ —}-xSx’ =5 |7 = prema (52a) = arctg
El l‘ K “ K]

|

arc tg% +cC (52a)
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1]/5 5 1 ' ]/5
LA e ) == ——arct el C
5V arctg(xV7) ‘,-—-358 g(x 7) +

_ prema (52a) = I arc tg x
114 x Vil V11

E=11; k=\11

f%j—iy—“-:
1+ (3)

+C

k
- :i =prema (53) =In(r+ YT+ ) + C =
£2

:I“(“E‘+V‘+£;) S oR P L Y A

—Ink+C=In(x+ V= + #) + C,

jer je (—1In k + C) opet neka konstanta po volji C,.
Dakle

dx
h@f§=hﬁ+WFﬁﬁ+a

Ne ubacimo li konstantu — In 2 u konstantu C,, formula glasi:

(53a)

d.x V 3 2 .
fﬁ:ln(x—}-Vk’—}-x')mhlk:lnx-}- : +x + C (53a)

Na pr.

= 1 dx __ rema (53a) =
e -
R

9
7=k

2 4 ] 2 2 2

= ! ln(x+l/~9—+xz) = lln(x+———~|9—f—4xi)= 11n2x+ h29+4x‘+

C

d«  _ ! ““‘E—— = prema (53a) = ! In 1 x*
== /A e+ o)+
o 7

C

— — j1
5 k
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Postupajuci na sli¢ni nacin, dobijemo:
= In(x + Vx> —%%) +C, (54a)

gdije je C,=—1Ink +C
ili

dx . e v il Xt Vx’—-k' .
f____xz:_kzmm(xi-vx k] —Ink=In z + C  (54a)
Na pr.

dx
—_— — 54a) = In { V=*—3) + C
\[F*—_S prema (54a) (x + Vx ) +

Obi¢no se ispred drugog korijena uzima predznak +

J‘VT f Vx_:ij_“i = prema (54a) = %ln (x + i/ x'——;—) + C

5
1
!_,___
k_S
fdx 1 dr
kt—x Rt 1___(:!:)=
3
%:t; %dxz-dt; dx = kdr

Lzaje| < 1, tj.za{| <1, odnosno za | x| < | k| imamo prema (55):

14+
_ 1l 1 14+t 1 k _ 1 k+4x
TE T T s TR 1 C
&

2.za|t|> 1, 1. za ‘—E— > 1, odnosno za | x| > | k| imamo prema (56):

69



Dakle:

de _ 1kt
Bt—x* 2k k—x
dx 1, x+k
fk’—x’—fkln Py SLEE za |x| > | k] (56a)
Izvedimo jo dva integrala slitnih (55a), odnosno (56a):
I, R+ x
m=—fk, ——prema(SSa) ﬁ?l“k___x*‘(’:
1, k—x
=gz tC  =lxl<l||
ili : 7
1 + k
_j’m_—fk: ; — prema (56a) = ﬁln;ﬁ+0=
1, x—=&k
=y r ¢ za|x| > |k|
Dakle:
dx 1, k—x
v mlETE TG mlxi<lkl G
ppay il i S (56b)
Na pr
dx 1 dx 1 dx v—s‘
5—4x=_TJ S ._Tf“gr?_‘;i—za le<——§— prema (55a) =
——X
4
k’=—5~; =£
4 2
E_l_x
Vs Vs _ -aE" V‘—
2
_d 5 1 2
5—x4xz= za | x| >gprema (562) = v._lnzxiyr__+c
dx 1 VT—x
———— = prema (55b) =
w—7 P (35b) .zﬁlnﬁ.{-x'*'c za|_qc|<v"‘7—
1 x——VT
= prema (56b) = In +C a | x 5
prema (56b) T TV |x| >V7
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Izracunaj prema formulama (51a) do (56b):

dx

d« ] dx dx dx dr
fV’]__Tx_z’ J7--—llx" J.llx'—}-?’ f\fllx’-&—?’ ,'.VIII'—'T Illx’—?

6. 15x¢ — 8x®* 4+ 14x — 1
3x° — 2xt + Tt —x + 1

dx =

opazamo, da je u brojniku derivacija nazivnika, pa-stavimo nazivnik
I  —2x* + Ixt—x+ 1 =1¢ .
Diterenciramo:
dr = (15x* — 8x* 4 14x — l)dx = du,

a to je brojnik izraza pod integralom,
Uvrstavamo:

:f_d[‘_ ~ prema(48) = In|z|=In|3¢ —2¢ + Tw*—x + 1|+ C

Dakle, ako se u brojniku integranda nalazi derivacija njegova
nazivnika, supstitucijom »nazivnik = t« svodimo zadani integral
na osnovni integral (48):

$_1n|z|+c
Na pr.
smx
ftgxdx cosx
cosx =t; —sinxdx =de; sinxdx=—dz
ds 1
= — T——lnlt|———ln]cosx|-- W+C

Pokazi na isti nacin, da je:
Jagxdx = ln|smx| +C

cos* x .

Kako je d sin x = cos x dx, stavimo sin x = t, a da moZemo izraziti s ¢ sve x
u integrandu, piSemo cos® x u obliku:

cos®x == cos*x - cos x = (1 — sin*x)* - cos x, jer je cos*x = 1 — sinx.

3 dx = 3 3

cos® x cos‘x-cosx-dx_j-(l-—sin'x)'-cosxdx_
J‘ Vsin®x J sin®x sin®x
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uvritenje sin x = ¢ i cos x'dx = dr daje:

=J>(l—-3-¢=)=dt =J>l——2:'+t‘=jtj_;dt_2jt-—idt + fetde =

Ve :
- 3 3
ST ST W T
s S S Ve
3 1 s 33
=__§.3—~———6vm+—7— sinx + C
sin® x

IzraCunaj na isti nacin

sin® x

2 1
dx — — —Z cos® = cost
Vcos—x [_ 2Vcosx(1 Scos x+9cos x)+C]

J‘ s’ x dx

5

cos® x cos x (Rezultat kontroliraj deriviranjem),

7. Jer+ Ve dx =
de

eT = t; dt = & . dx, odatle dx=d—-e:,akakojec’=i,dx=—‘—

2 v (o ¢ ¢
=f(t +Vt).%:jtdt+f—;idt=-2—+]¢—}dt=-2—+fi_=
2
e?x

Izratunaj na isti nadin:

3 2 3 1
J'(V’g?‘:c—Seaa+5——)dx [=_;_m—_§.e3=—-§_,——-+c

Vo=
8. Da se pogodi supstitucija, bezuvjetno je potrebno znanje

napamet formula deriviranja!
Na pr.

Kako ie D‘afCSinx—'*-F, supstituc:ja pm u odi:

] — &2
1

arc sin x = ¢, odatle dt=-—l-————dx
_xi
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Uvrstenje daje:

(arc sin x)° — (s __(arcsin x)*
f_li_:d j: dr = -2 4c
dx t”"‘ 1 1
= - e = 4 C
f(Arthx)’(l—x’)—f I ft zdt"" ¢ Arthx+
dx

Arthx = ¢; dt_l--—x'

Izratunaj na isti nadin:

dx
=-—Inlarccosx| +C
f\/l——x’-arccosx . | I ? I ]

9. Rjedavajuci sloZene integrale, Cesto dolazimo do integrala slijedeéih oblika:

xdx
fl—x'
1 —x?=1; —2xdx =dt; xdx'--'-—-;—-dt

2
ili
J‘ xdx
1 4+ «?
14+ x2=1¢; 2xdx=dt,xdx=%dt
z..;,.fflt_‘.-__;_ln|q=%_1n|1+x=[=1nV1—x"+c
ili na pr.

fx)3x"—T dx =

3x' —T7 = t; 6xdx = dt; xdx==—é—dt

3 °
=—;-fv7dt=-;—ft}dt = %—%e—;—V(3x'—7)‘+C
2
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Txdx
Irm:
: VS—?x’_

S§—Txt=1¢; — l4xdx = d¢; xdxs—'—dt

14
1 E_’_ 1 _ 1 3
v 2
3
3
= 238 (35— 7x) +

Obratimo paZnju na to, da se uvijek supstituira radikand, a nikad
sam korijen.

Cetvrto pravilo..Pravilo parcualne (djelomi¢ne) integracije.
Znamo, da je prema (8)

d(u'v) = u-dv + zJ'du
Integriramo li obje strane te jednakosti, dobit ¢emo:

e fd(u-v) =uv=fu-do+ [v-du
a4 0qQatic;
fudv =ww— v du (63)

To je formula parcijalne (djelomiéne) integracije.

Ta formula daje moguénost izraziti | u dv, koji ne znamo izradunati, pomocu
{vdu, koji izratunati znamo. lz toga jasno slijedi, da taj drugi integral | v du
mora biti lak$i od zadanog integrala { u dv.

Nadinom parcijalne integracije racunaju se obitno integrali, koji sadrZavaju
produkt funkcija ili logaritamsku funkciju ili arkus-funkcije, odnosno Area-funk-
cije.

Primjeri

I [xsinxdx
Stavimo:
u = x; odatle du = dx
dv =sinxdx; v=[sinxdx =-—cosx
Jasno je, da ono, $to oznalujemo s dv, mora sadrZavati dx!
Uvritenje u formulu (63) daje:

fx- smxdx-—x (—cosx)—j(—cosx) dx—
« | dv . 14

=.—xcosx+fcos_x:dx=—xcosx+s1nx+c

Vidimo, da smo pomoc¢u formule parcijalne integracije sveli { x sin x dx, koji
nismo znali izralunati, na osnovni integral | cos x dx = sin x.
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2. Kadsto treba nekoliko puta redom parcijalno integrirati.
Na pr.
fx*cosxdx = -
w=x% du=3x¥dx; dv = cos xdx; v = fcosxdx = sinx
= prema (63) = a*sinx — [sin x-3x"dx = x*sinx — 3 [ x*sin x dx =
Zadani integral smo sveli na laksi, jer smo snizili eksponent od x (imali smo
x°, a sada imamo x%), _
Ponovo parcijalno integriramo:

u=2x* du=2xdx; dv=sinxdx; v=[sinx -dx = — cos x
= x* sin x — 3(— x*cos x + 2 [ cos x-x dx) =
= x*sinx + 3x?cos x — 6 [ x cos x dx =
treCi put parcijalno integriramo:
#=1x; du=dx; dv=-cosxdx; v={cosx *dx = sinx
= x°sin x 4 3x* cos x — 6(x sin x — | sinx dx) =
= x*sinx + 3x*-cosx—6xsinx —6cosx =
= (x* — 6x)sin x + (3x* — 6)cos x + C

Izracunaj na isti nadin
§x*sin x dx
[== — ' cos x + 4x?sin x + 12x* cos x — 24x sin x — 2408 x + C]

3. Jx-lnxde=

Postupamo kao prije prema (63):
¥ =x, du=dx

dv =Inxdx; v={lnxdx

Dosli smo do teZeg integrala » = [In x dx, jer smo radili formalno ne vo-

dei racuna o tome, $to je podesnije oznaditi s # a §to s dv. Prema tome drat
¢emo se pri parcijalnom integriranju pravila:

Uvijek treba s do oznalivati ono, 3to se da lako integrirati,
pri femu treba paziti da | » du bude lak$i od [ do.

Ponovo raCunamo na$ zadani integral:

fxlnxde= [lnxxdx =
u dv

. 1
#=1Ilnx; du =—;—d:

x?
dv = x dx; 'p=§xdx=-—2—

it tdr =i — L frar=

2 2
x* 1 ¥ X 1
=—2—lnx——-2—-—2—=—2—(lnx—T):l-C
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fln x dx moZemo izralunati, ali naravno izvan okvira parcijalne integracije:

. Jlnxdx=

w dv
u=Inx; du==—l-dx
X

do=dx; v=x

= prema (63) = lnx‘x—-fx -?lc-dxlenx-—-x-%C

Izra¢unaj na sliéni nadin:

fh‘",d." [=-—--:—(1nx+l)+C]

X

Navedimo jod dva primjera za taj slucaj:

1. fxtarctgx dx = farctg x-x*dx =
“ dv
dx
u = arctg x; du-—-m

dv = x?dx; v=fx’dx=-§-

= - x? 1 , dx
= prema (63) = arctgx._?,_ fo TF 7
x? 1 x?
da izratunamo taj integral, podijelimo brojnik s nazivnikom:
x
I -AS kbt
—_—x

dakle:

3 1 1 xdx -
3 )x+1
xt41m=i1; 2xdx=ds; xdx-lid:
—-xaarct x—-l x’+l IJ'dt___
=Fucwr—g gty | =
1

3
=-’—c3-arctgx——-g,- ’+%ln|x’+,l| +C
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Izracunaj na isti nadin:

x*—1

fxArth x dx [z Arthx +-’-‘-+c]

2 2
2. fefxtdx =

u=¢x; du=exdx

3
dv = x%3dx; v = [x?dx = ."1;_

x? 1
—_— ez'—?*?fx:'e‘dx

Dobili smo integral teZi od zadanoga, jer se eksponent od x poveéao za
jedinicu.
Rjesavamo nanovo promijenivsi redoslijed funkcija i oznaku:
Jefxtdx = [xtefdx =
u==x2 du=2xdx
dv = exdx; v = [exdx = ex
=xtrefm2fef xdx=x"e*—2[xe*dx =
dobili smo laksi integral, jer se eksponent od x sada 'snizio za jedinicu. Ponovo
parcijalno integriramo:
#=x; dy =dx
dv = exdx; o = fexdx = ex
= xte* — 2(xe”* — [e*dx) = x'e* —2xe* + 26* = e*(x* —2x + 2) + C

Izratunaj na isti nadin:

fe*xdx [= e*(x*—3x* + 6x — 6) + C]

[xte=dx, [=—e*(x*+ 2x + 2) + C]
. _ e (x 1

farxds |- = (5 —gra) +¢]

4. farcsinxdx =

Kako ispred dx stoji samo jedna funkcija, moZemo uzeti samo ovako:

. dx
u=arcsinx; du =
Vl-—x'*’
dv=dx; v =x

dx

Vi—= "

=xarcsinx+V1—x’ +C

= prema (63) = arc sinx»x—jx-

xdx

\/l—x7

= xarc sin x —

(vidi Trece pravilo, tocku 9).
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Izratunaj na isti nadin:

{arctg x dx [=xarctgx—In|1+x* + C)

5. Na kraju navedimo jo§ dva integrala, koja se ¢esto susreéu u tehni¢kim
radunima, na pr. u elektrotehnici.

To su integrali:
IL={fe*-sin(bx)dx i [Jo= fe&**.cos(bx)dx
Mozemo ih izralunati zajedno, kako skijedi:
I = [e** -sin (bx) dx =
u = sin (bx); du = b cos (bx) dx
do = eardx; v = [esdx = prema (61) =-‘%"-

= sinfbx) - £ —

-g.-'ufl-":-ms(bx) - dx, a to je I,

Dakle:

er . b
| I‘, == sin (bx) — I, (a)
Sada ratunamo na isti nacin I,:
I, = [e** .cos(bx)dx =
u = cos (bx); du = —bsin (bx) dx

eax

L .' e ;
= cos (bx) -e—;— +%f¢?‘?ﬁsﬁ1 (bx)dx, a to je I,,
Dakle: | |
e b

Dobili smo dvije jednadibe (a) i (b) s dvije nepoznanice I, i /,. Rijesimo te
jednadZzbe nalinom determinanata (vidi Repetitorij elementarne matematike, I,
§ 11) prethodno napisavsi ih u obliku:

b 2l
I; +-II!=-—;-sm(bx)
b e
—;I,-——I,=——-;-COS(bx}
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e sin (bx) i
a a
ar az b ar
— % cos(bx) —1 —. e‘_; sin (bx) + - .% <ps (bx)
L= | b~ | _ B =
al o al
i —1
— %; [ sin (bx) ~— b cos (bx)} S
- P — ~FTH |a sin (bx) — bcos (bx)] + C
—T e
, et .
1 —-sin (bx)
b e°* ! € cog (e L €5 o
; " — - cos (bx) —; cos (bx)y — o e sm (bx)
2 = 3 E——
1 ' i : -} -'—-b-—
a
2 —1
a

— _ea_2 [a Cos (bx) + b sin (bx)] az

= T =T [a cos (bx) + & sin (¥x)] + C

a!

Dobili smo dakle:

al

fe‘” - sin (bx) dx = :; b,fa‘:sin (bx) — b cos (bx)} + C

(e“ . cos (bx)dx =

-

g lotos(bx) + bsin(bx)} + C

a

Izrafunaj na isti nacin integrale:

'cos 2x dx’

Je* . sin(5x)dx; fe—*cos(dx) dx; 5

J e (sin 2x — cos 2x) dx

kontrolirajudi rezultate prema formulama (64) i (65).

(64)

(65)
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4. O konstanti integracije C

Sada kada veé znamo nefto integrirati, ka¥imo nekoliko rije¢i o konstanti
integracije C, kojoj, kako znamo, mozemo dati bilo koju vrijednost, dakle bes-

konaCno mnogo vrijednosti.

Medutim, u svakom konkretnom slu¢aju moZemo odrediti vrijednost kon-
stante integracije C, ako nam je poznata vrijednost neodredenog integrala za neku

vrijednost promjenljive.

Pokazimo to na primjeru.

Odredi funkciju y, koja ima za x = 2 vrijednost 6 i kojoj je prva derivacija
y = 3x*—2x + 3.

Kako je integriranje inverzna operacija od detiviranja, traZena funkcija bit ¢e:

x3 x*
y = [(3x* —2x 4 3)dx =3"3_—'2'.'2_+ Ix+C

il

y=x*—xt+3x+C
a kako je y = 6 za x = 2, imamo:

—8—4+4+6+C

Qdatle:
C=—4

pa traZena funkcija glasi

y=x*—xt+ 3x—4

Neodredeni integral y = x* — x* + 3x + C, koji smo dobili u tom primjeru,
predo¢uje familiju kubnih parola, koje se dobiju paralelnim pomicanjem (trans-
lacijom) jedne od njih uzduz osi Y.

Sada je jasno i geometrijsko znalenje neodredenog integrala,.

Kako svaki neodredeni integral ima oblik:
[f(x) dx = o(x) 4+ C

to on predotuje geometrijski familiju krivulja, koja ovisi o jednoj konstanti po
volji C ili, kako se kaZe, o jednom parametru C. Svakom toékom ravnine (X, Y)

prolazi jedna krivulja familije, pa zadamo li koordinate jedne tocke, mozemo
odrediti jednadbu one krivulje familije, koja prolazi tom tockom.

Konstanta integracije se pojavljuje i kod kompliciranijih problema, koji su
u vezi s integriranjem, naime kod rjelavanja diferencijalnih jednadibi.
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Mozemo veé ovdje navesti dva takva jednostavna primijera.

1. TraZ se jednadzba krivulje, kojoj je gradijent tangente u svakoj tocki
krivulje jednak omjeru apscise i ordinate te to¢ke s predznakom minus.

Znamo, da je gradijent tangente na krivulje y = y(x)

tga =y = g—x‘x
Prema zadatku:
&y __*
dx y
Iz toga slijedi:
ydy = —xdx

Integriramo lijevu i desnu stranu jednadZbe:
fydy=—fxdx+C

Nema smisla dodavati konstantu integracije C, i lijevoj strani jednadZbe, jer
bismo uvijek mogli tu konstantu C, prebaciti na desnu stranu jednadZbe, pa bismo
dobili C—C,, a to je jedna konstanta po volji, jer razlika ili zbroj dviju kon-
stanata po volji jest jedna konstanta po volji.

Integriranje daje:

Y __* ¢/
F=—7 tCl?
%t +yt=2C @

Dobili smo bezbroj koncentri¢nih kruznica polumjera po volji Y2C sa sre-
dijtem u ishodiitu, ili, kako se kaZe, familiju koncentri¢nih kruZnica sa
sredidtima u ishodi3tu, jer svakoj po volji uzetoj pozitivnoj vn;ednosu kon-
stante C odgovara jedna kruZnica.

Na pr.
za C= }imamo x*+3y*= 1; r =
za C= 2 » X'yl r=2
z22aC= 4 , x+y'= 8 r=y8=2Y2=282

I
F -9
ws

zaC= 8 » X4 y*=16; r=24¢4
za C =18 » Xx?+ y* = 36; y =
(Vidi sl. 26). it d

Vidi se, da smo i ovdje ‘dOblh familiju knvul)a, koja ovisi o konstanti C, ali
se te krivulje vise ne dobiju paralelnim pomlcan)cm jedne od njih u smjeru osi Y.
No i ovdje prolazi svakom totkom ravnine jedna takva krivulja.
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Pretpostavimo, na pr., da na$a traZena krivulja ima pro& totkom 7'(3, 4).
Uvritenje x =3 i y = 4 u (a) daje:
To uvrstimo opet u (a):

/)1 ] 5
Qy Dobili smo kruZnicu polumjera §
/ (vidi sl. 26).

Primijetimo: ako jednadzba, koju
integriramo, ima oblik g—xj-’-=f(x), t j.
na desnoj strani nema y, dobijemo fami-
SL 26. liju usporednih krivulja, koje izlaze jedna
iz druge translacijom uzduZ osi Y.

Kao primjer odredi jednadZbu krivulje, kojoj je gradijent tangente u svakoj
tocki jednak dvostrukoj apscisi i nari$i nekoliko krivulja te familije.

9+16=2C

~r

ili |
2C =25

>

[_d-’l’z > y..—.:x’-‘—C]

U drugom primjeru pokaZimo fizicko znacenje konstante integracije C.

2. Odredi zakon, po kojem se giblje tijelo, koje slobodno pada iz stanja miro-
vanja u zrakopraznom prostoru (vakuumu).

Uzevsi u obzir, da je ubrzanje (akceleracija) derivacija brzine v po vremenu ¢
(vidi Dio I. § 16) imamo:

dv . m .
o5 =& gdje g = 9,81 P ubrzanje sile teZe.
Qdatle
do =g . d:
~Integriramo:
v=gt + C, (a)

Tijelo je polelo padati iz stanja mirovanja, t. j. u pofetni moment ¢ = 0 po-
Cetna brzina bila je v = 0.

Uvrstenje u (a) daje:
0 = 0 + Cl
C1 = 0
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To uvrstimo opet u (a):

v =gt (b)

To je zakon, po kojemu se mijenja brzina slobodno padajuceg tijela. Vidi-
mo, da je brzina v linearna funkcija vremena ¢.

Znamo, da je brzina » derivacija puta s po vremenu ¢, t. j.

0= ds
T
Uvrstenje u (b) daje
ds
ds = ge de
Integriramo:
tl
S=&-— + C, (©)

Tijelo je potelo padati iz s:anja mirovanja, t. j. u pofetni moment ¢ = 0 po-
Cetni je put bio s = 0.

Uvrstenje u (c) daje:

To uvrstimo u (¢):

$ = ge* (d)

Dobili smo poznati zakon slobodnog‘ pada.
Iz (b) slijedi

Ty
[
w|e

Upvrstenje u (d) daje:

1 v: o
TIN e T
QOdatle: '
v = |2s (®
Brzinu v slobodnog pada prikazali smo kao funkciju prevaljenog puta s.
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5. Upute i primjedbe obzirom na ‘integriranje

Svakome je poznato, da je inverzna operacija uvijek teza od direktne: lakse je
zbrajati nego oduzimati, mnoziti nego dijeliti, potencirati necgo vaditi korijen ili
logaritmirati. Kako smo vidjeli, postoje samo &etiri gore navedena pravila za racCu-
nanje neodredenih integrala. Iz toga ve¢ naslucujemo velike teskode, na koje naila-
zimo pri integriranju. Kako da svladamo te teikoce?

Preporucujemo:

1. Cvrsto znanje napamet formula deriviranja i potpunu sigurnost u diferen-
ciranju;

2. ¢&vrsto znanje napamet osnovnih integrala i nekih integrala njima bliskih, da
se pri ra¢unanju sloZenih integrala ne izgubi u sitnicama (ti integrali su nave-
deni u posebnom popisu formula, koji se nalazi na kraju ove knjige);

3. proraditi §to vi§e primjera za integriranje metodom supstitucije i parcijalne
integracije, jer su to osnovne metode, pomocu kojih se rjefavaju i najtezi
integrali.

Tek kad su te metode posve usvojene, moZe se prijedi na teZe integrale, koje
smo dalje podijelili u tipove, jer samo viezbanjem, mnogokratnim vjeibanjem
moZemo posti¢i brzinu i sigurnost u ralunanju integrala,

Iz navedenog nikako ne slijedi, da éemo uz najbolje poznavanje svih metoda
integriranja moéi izradunati svaki integral. Znamo, da vrSeéi nad racionalnim
brojevima racionalne operacije, t. j. operacije zbrajanja, oduzimanja, mnoZenja i
dijeljenja, uvijek ostajemo u podruéju racionalnih brojeva i da nas tek vadenje ko-
rijena i logaritmiranje vodi izvan tog podrudja, pa se podrudje realnih brojeva
prodiruje iracionalnim brojevima.

Sli¢ni slu¢aj imamo kod integracije, Derivirajuéi poznate nam elementarne
funkcije dobijemo uvijek kao rezultat opet elementarne funkcije u svim moguéim
kombinacijama. Medutim, integriranje elementarnih funkcija vodi é&esto izvan
okvira tih funkcija pa traZi uvodenje novih funkcija, da se integriranje moZe izvesti.
Kako ratunanje tih novih funkcija ¢ini mnogo tefkoéa, u tehnikim se discipli-
nama zadovoljavamo obi¢no pribliznim raiunanjem tih integrala, da ostanemo u
podrulju jednostavnih elementarnih funkcija.

sin x

Na pr. f — dx ne moZemo izraziti konaénim brojem elementarnih funk-

sin x

cija, jer nema nikakve elementarne funkcije, kojoj je derivacija jednaka > pa

taj integral raunamo pribliZno i to tako, da podintegralnu funkciju f—lgf razvi-
jemo u beskonacni red potencija i taj red integriramo &lan po ¢lan. Potanko o tome

bit ée govora kasnije (pokusaj izradunati f gdx parcijalnom integracijom uzevii na

pr.u=sinxido= -::—dx Nakon drugog parcijalnog integriranja dobit ¢e§ 0 = 0).
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6. Predtipovi ncodredenih iniegrnln

Prije nego prijedemo na tipove integrala, navest ¢emo posebno pod imenom
»predtipovi¢ tri vrste integrala. Ti integrali spadaju zapravo u tipove integrala,
o kojima ce biti govora kasnije. Ipak ¢emo ih izdvojiti i to s razloga, $to su od oso-
bite prakti{ne vaZnosti i $to se daju jednostavnije raCunati, nego na naline, nave-
dene kasnije pod »Tipovi neodredenih integralae.

Predtip A
Ovamo spadaju integrali oblika:

J a5 = | aamn
ax*+ bx + ¢ ] kvadratna funkcija

t. j. integrali, koji imaju u brojniku samo dx, a u nazivniku samo kvadratnu funk-
ciju. Integrali toga oblika svodimo na jedan od poznatih nam integrala:

J k‘ixx’E%HCtg%+C (524)
ili

[ dx 1, k—x -

J¥—% —ﬁlnk_-—i——; +C (55b) [ili (S6b))

\

Postupak pokaZimo na konkretnim primjerima.

| - —
: Ix*—2x+ 5

Prvi korak: Izludimo koeficijent od x2:

1 dx -
3 x’——2-x+—§—

3 3

Drugi korak: prva dva llana kvadratne funkcije nadopunimo na potpuni
kvadrat prema poznatoj formuli: _

2 2
x4 px + ¢ = (x :i:—g-) —({L) 4 ¢ (vidi Dio I. formula (34))

_ IJ’ dx _ 1J’ dx
T3 1\ 1 5 3 1\* 14
("“T) —3t3 ("—“3") Ty

Treci korak: Supstitucija:

i

X——=

e . 14 /14 Vi4
F=tdx=dr, k-——g—,k-— 5

—§-=

_IJ‘ e _
T3 ) FR
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Cetvrti korak: Integriramo prema (52a):

(x——L) 3
—-.L-—!—arctg— -1 —3—arctg 3, . arc tg l‘+c
3% E 3 \ia V14 14 Y14
dx

2. 3x — 5t
Prvi korak:

. 1 dx _

> x’—--:—x

Drugi korak:

Treéi korak: Supstitucija:

3 9 3
o=t dxr=ds k=g, k=15

x— 100’ T 10

Pazi! S k* ne smijed oznadivati negativnu velitinu, jer bi & bio imaginaran,
pa integral ne bi imao realnog znaéenja

s It'—--k'

Cetvrti korak:
3 x +
1 1 Rh—¢ 1 10, 10" 710
_prema(55b)—**"?‘2_1;°lnk+t—_-l_(_)w5-lni+x—. 3"
10 10
1 3—10x+3_ 1 6—10x
T30 —3 = 7 oz
3
S 10x 10x
B T =0 (il A TS (I
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Izratunaj:

dx r 2 2x + 1

—_— = ——arc C
fx‘+x+l V3 « V3 + ]

[ dx [ 1 7x--4 +V—_ ]
| oy e prema (56b) . zv—— 7x—-4-—V_
(& (56b) '—mx“4+c]

) ¥ —7x 713 Prem® =t y=3

Predtip B

dx dx
fraf+bx+c'“ V kvadratna funkcija

Integrali predtipa B razlikuju se od intégrala predtipa A samo u tome, 3to se
kvadratna funkcija nalazi pod drugim korijenom.

Svodimo na jedan od integrala:

- s
.v.k%=ln(x+v_ k42 +C (53a)
J'vx._d"__ﬁ=m(x+vx-' ) +C (S4a)

~ Postupak je isti kao kod predtipa A, imamo dakle napraviti ista Setiri
koraka.

Primjeri

1. J' d* -
Viez =1

Prvi korak:

1 | dx 1 dx _
e e

Pazi! Ne smijemo izlutiti » jer integral ne bi imao realnog znalenja!

1
==
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Drugi korak:
1 dx _ 1 ¢ dx
VTJ ~ Ly 1 1 VT} 13 %
V=[l=+4) ~5%—] % +5)

Treéi korak:

—

13, Vis | B
§E=k, k=——"6-—, t~—x+3-, di = dx
- 1 d: _
V?ka’—t*-
Cetvrti korak:
1 .
(x +--)'6
= prema (SIa) =-—1—arc sin——t— =—l—arc sin—b— =
P V3 Y Vi3
-_—_-—-l—arcsin * t1 +C
5} V13
5 J‘ dx _ 1 dx _
V1 —3x + 2 VEJVJC’—%H”-;_—

= Viffwgik’ =lprema (54a) =%§m(z +V}'i__—ks'=

iduéi u nadim radunima natrag vidimo, da je

r’—k==x‘——3—x+-lm

2 2

pa imamo

1 3 3 1
= —In x-————l—V-_._.._ __)+c
V2 ( 4 Ty¥ gty |
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Izracunaj:

’ dx i 1
_ —lGx 4+ +fEFrFD+C
Vxr +x 4 1 i 2
dx [ 1 2 4
—_— =—_——Infx + -+ + 1 — +C
fVZx+5xz WE ( 5 "*5") ]
Vd‘gf“s = 15— arc sin — 2 +C ]
x — Jx?
dx 1 | ] 5
[]ﬁlr’m4x-—-5 —-Eln(x 7‘+Vx ——x-——-) +C]
Predtip C

Ovamo spadaju integrali:

fYax + 8% ¥c-dx = [}/ Kvadratna funkcija - d

Na pocetku raCunamo na isti nacin, kao kod predtipova A i B, t. j. izlu¢ujemo

kocficijent od x*, nadopunjavamo prva dva ¢lana kvadratne funkcije i provodimo
istu supstituciju, t. j. svodimo zadani integral na jedan od oblika:

Y=k dy; [YE—r.deili [V T & de

Kao daljnje rjeSavanje tih integrala trazi jo§ mnogo posla, oznatimo odmah

zadani integral s 1.

Primjeri

1. I=I|/3x”——4x—5-dx
Prvi korak: kao kod predtipova A i B:

I :;/T“/xe—f;—x—g dx = Vs‘fl/(x—%)'——;———% cdx =

_ ﬁj]/(x—%)‘—lg? dx

Supstitucija:

(a)



Da mnotitelj |/ 3 ne smeta pri daljnjem ratunanju, stavimo:

f[Ye —®.dt =1,
1=\3.1, | (®)

=IVﬂT.k1.d[

Kako osnovni integrali imaju korijen iz kvadratne funkcije u nazivniku,
mnoZimo i dijelimo integrand s V £* — k*, da taj korijen dode u nazivnik, pa dije-
ledi svaki ¢lan brojnika s nazivnikom dobijemo:

pa je

Drugi korak:

7 - f_ii::_’id,z _id_‘_,__k-f__d‘__
! Ve — 2 ,[Vt'—-k' Vt'-l—k‘
1, A

i
I; == I'—‘k'la (C)
gdje je: .
erde dr
I = ————, a8 L= | ——= d
==t === “@
Treéi korak: Ralunamo teZi integral I, nadinom parcijalne integracije.
U tu svrhu pifemo 7, u obliku: .
L=t tde
tl_k!
u=t; du=d
do tde tde _
pop—yy Ve —F°
O —hte=z; 20ds = dr; :dt-—;—d:
1 dz 1 1 s%
—_— — = """ [ -—-= == —
3 IV? 2f de =g - g=Vs=yr—F¥
2
Dakle:
v=}er*—k?
Prema (63) |
udv=wo— [odu
imamo:

L=tYo—Rr—fYr—k&
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ali

dakle

To uvrstimo u {(c):

QOdatle

To uvrstimo u (b):

Cetvrti korak:
Prema (54a)

f[Ye—F. . d=1,
I, = tVt'——k'——I,

I, =tv.t'—k'—1,—k'-l.
21, = tVt"—k'——k'-I. [:2

¢ k?
Il"""‘_z t'_k‘—i I.
t k?
1=|/3 [__z_l/ __kl__z_._[‘] (e)

. o dr -
L=vidi@ = [ (==~ lng + PR + C.

Uvritenje u (¢) daje:

I =V'3_[-;-|/:'—k'—§ In (¢ + VE—FS] -{-C.-

Peti korak:
Uvrstimo (a) u I:

(c.= +V§fzimk+c)

4 S
ik A 18 ( '*'V”' —’"'""“)]"'C
2. I=_|'Vr’—x'-dx

Prvi korak: otpada

Drugi korak:

= [ e fVTxa IVTx'

I =.1"I|— I, (a)
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Treéi korak:

- [

u =x; du—=dx

do — xdx R xdx
¥ x? = p; —2xdx = dr; xdx =v—%dt
1 de 1 ;
_M?J‘WTM_T._T__V._?-—'_ r—x
2

To uvrstimo u (a):
I=rl +xyrr—xt—1I

Pazi: I se nikad ne ukida! Ako bi se u tvom raCunanju ukidao, traZzi po-
gredku u predznaku pri oduzimanju 7,!

Odatle
2l =1l 4 xYrr—x [:2

2 _
1= 4+ Xyr=e (b)
2 2
| Cetvrti korak:
dx

Ilﬁ g e——
,[Vr‘——x"

= prema (5la) = arc sini:—

Peti korak:
Uvrstenje u (b) daje:
r? . Xx X  p———
I = > arc sin - + —i-Vr’ —xt* +C

ili

1 . x
I = ~2—(r' . arcsmr;_—.+ xfr*—x%+C
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fV 7 =% dx mozemo rijesiti jednostavnije uz supstituciju

x=rsint

] X
odnosno sin¢ = —

-
. X

odakle I = arc sin .

i dx = rcostde

Uvrstenje u integral daje:
I'=fVr—xdx=rf}fr* —risintcoscd: = r [cos* e dr =

t sin 2¢
= prema {60a) = r* (-2- + ——4—-—) =

2
= [arc sin——x— + —I—sin (2 arc sin -f-)]
2 r 2 r
Prema sin 2o = 2 sin ot COS ¢  iMamo;
. . X \ . X . X
sin (2 arc sin —r—) = 2 sin ( arc sin —r—) cos (arc sin ——) =
= prema formuli (73 a) iz 1. dijela Repetitorija =

:2%005 (arcsin—?—)=2i:—cost=2$V1—sin’t=
XV (E) 2 E e
=2 r V] (r) 2 r r—x

Uvrstenje u I daje:

ili

Iz—%arcsin-i:u+—’2‘—Vr'—x’+C

Na isti natin moZemo rijediti integrale:

f Va: +xdx =a f l/ 1+ (%)’ dx uz supstituciju

“;_C_ =sh ¢, jer je Vi"—? sh*t = ch¢

f Vx*—atdx =a f V(%—)' — 1 dx uz supstituciju

_2 = chz¢, jer je Vch't--—l =sht¢
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Integracija je_ vrlo iednostavna, mnogo vile vremena traZi transformiranje
izraza dobivenog integriranjem, kako smo to vidjeli iz gornjeg primjera.

Rijedi na taj drugi natin navedena dva integrala.

3. I=Iyx’+x+lm=fﬂx+-;-)’—%—+ldx=

[V

L g 3 6
8+—2-==t, dx=dt, —4—-”, 7 (a)

R de
I=J.v‘, k*-dt = : f —_—
+ IV:’+k’ Vt=+k' Vo + &

1,

I=I+k1, (b)

#u=1¢t;, dyumdt; v== —v-t,——'—_’_-——;-,“'z

tde 1 fdz 1 st
.,_f.__- .E_v;,m—p
2

B4+ RR=z; 2tdtm=dy; tde ==-;—-dz

L=t Voe+e—[Yo+k d
I
Uvrstimo u (b):

I=¢tfe+B—I+RkI
z kt

Iz:fv't'_-_l—_ki prema (53a) = In(z + Y&* + &%)

Uvrstimo u (¢):

—LVFFE+ S me+FFm+C

Upwritenje (a) daje:

1 1 — 3 1 -
=—2-[(x +T)V:?’—~F_:':_-l- i +-j4-—ln(x +3 +v;—+m)] +C

94



Izratunaj integrale:

[Vix*—35x - dx
‘=“§"[(x_14)V_7 196 ( +Vx' —")] +C}

fo——x'dx [ —%~arcsm(x—l)+ (x-—-l)V_fxTx'-b-C]

Y32+ 10x + 9 dx

A [N s e U SRR S o P

Integrale predtipa C moZemo rafunati i na drugi natin. Vidi dalje ,,Pose-
bni oblici integrala tipa III«, sludaj a).

Preporuduje se poletniku, da na posebnom arku papira ispide
§to spada u svaki predtip, odnosno tip integrala, i ukratko naznaci
pojedine korake racunanja.

7. Tipovi neodredenih integrala

U tom poglavlju navest ¢emo deset vrsti integrala i pokazat ¢emo, kako se
ti integrali ratunaju. Prema tome treba dobro pamtiti, koji integrali spadaju u
svaki pojedini tip i kako se svaki pojedini tip integrala racduna. Iz toga nikako ne
slijedi, da treba svaki integral, koji spada u jedan od tih tipova, ba¥ tako radu-
nati, kako je za doti¢ni tip naznaceno. Ne, najprije kusaj rijediti svaki integral $to
jednostavnije bez obzira na tip, u koji spada, na pr. pomocu zgodne supstitucije,
i tek kad to ne ide, potraZi tip u koji spada, pa ga rjeSavaj kako je tamo naznaleno.

Tip I

fR(x)dx = f Sm((’;)) dx = f (razlomljene racionalne funkdije od ) - dx.

To je najvaZniji tip integrala, jer se na nj svode gotovo svi ostali tipovi.
Karakteristika tipa I:

x nigdje nije pod korijenom!

U tip I. spada zapravo na$ predtip A. Izdvojili smo ga, jer se mnogo jedno-
stavnije ratuna, kako je tamo pokazano, a u sludaju, kad su nultodke kvadratne
funkcije, koja je u nazivniku, konjugirano kompleksne, i ne da se drukgije rijesiti

Pri raunanju integrala tipa I treba se strogo drZati pojedinih koraka rau-
nanja, koje ¢emo odmah ilustrirati primjerima.

Prvi korak: Izlu¢i se koeficijent najvide potencije od x u nazivniku.

95



Primjer 1.

P 3 1 2x—3
JSx—4 ?J—j*
Drugi korak: Integrira se samo prava razlomljena racionalna funkcija,

t. j. funkcija, u kojoj je stepen polinoma u brojniku niZi od stepena polinoma
u nazivniku. Ako je funkcija neprava, t. j. ako je stepen brojnika jednak ili
veéi od stepena nazivnika, treba brojnik podijeliti s nazivnikom, prethodno po-
redavdi ¢lanove polinoma po padajudim ili rastuéim potencijama promjenljive x.
U naSem su primjeru brojnik i nazivnik polinomi istog (prvog) stepena,
dakle dijelimo brojnik nazivnikom, pri ¢emu ostatak dijeljenja podijeljen divi-
zorom pribrojimo rezultatu (vidi Repetitorij elementarne matematike I, § 2, 3).

7
4 s 7 1
(2x —3) : (x —?) =24+ -y =2 7
8 T YTy
+ 20 F oo
—
-

U nasem jednostavnom sludaju moZemo vec integrirati:

1 7 1 1 7 dx
I = -—5——‘ {\ 2 _—5— —““‘—4" dx == :5— 2"‘ dx —"5—- [77 =

v *Ts 3
1 7 4
Primjer 2.
. 2x3 + Tx® 4 4x 4 2
Iﬁf 2x + 3 dx
Prvi korak:

2 3 dx

I—~1— 2x* +Tx* +4x + 2
x+‘—2'—

Drugi korak:

(2x’+7x'+4x+1):(x+—;—)=2x’+4x——2+ 53
X+
2
1 5
I=—2— 2x'+4x—2+————? dx =
x+—2—
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:_;_ 2fxtde +4fxdx—2fdx +5 d"3 =
) ' x+.§.—
. (2 P Py | +3|)—
,_~2_. _.3_ ..2 nix _f.—
X 5 3

Primjer 3.

S5x —1
I'= fx(2x‘——4x—-6)d"c

Prvi korak:

1 5x —7
I-zj(x’—Zx—3)dx

Drugi korak: Ispunjen je, jer je u brojniku polinom prvog stepena, a u na-
zivniku — treceg.

Kako zadani integral ne moZemo na dosada poznate nam nadine izraCunati,
dolazi:
Tredi korak: Rastavljanje u parcijalne (djelomiZne) razlomke.

U tu svrhu treba najprije nazivnik rastaviti u linearne faktore, t. j. u fak-
tore oblika (x + a), a to se vr¥i u velini slutajeva tako, da se odrede nultolke
nazivnika.

U naSem je primjeru prvi faktor x ve¢ linearni faktor, a kako je drugi faktor
(x? — 2x — 3) kvadratna funkcija, treba je rastaviti u linearne faktore (vidi Repe-
titorij elementarne matematike I, § 11, 3).

Stavimo, dakle, x* — 2x — 3 = 0 i rjefavamo tu jednadZbu:
Xns =1+ U1+3=1:’:2

x1=3; x|=—'l
Slijjedi:
W —2x—3=(x—3)(x+1) (a)

Prepisemo sada podintegralnu funkciju uzevsi u obzir jednakost ()

Sx—17
x(x—3)(x+ 1)

i prijedimo na rastavljanja u parcijalne razlomke.
Svaka realna nultotka nazivnika, t. j. svaki linearni faktor nazivnika, daje
konstanta A

jedan parcijalni razlomak oblika i fakior X L o’
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Drugim rijecima: ako su nulto¢ke nazivnika-realne, broj parcijalnih
razlomaka, a dakle i broj konstanata 4, B, C, D..., koje treba odrediti, jednak
je stcpenu polinoma u nazivniku.

U naSem sluZaju dobijemo tri parcijalna razlomka, jer je u nazivniku poli-
nom treceg stepena:

S5x — 7 - A B C
x

x(x—3) (x + 1) et (b)

To je identitet, t. j. jednakost, koja vrijedi za sve vrijednosti x.
Da odredimo konstante A4, B, C..., uvijek mnoZimo taj identitet s nazivni-
kom lijeve strane, da se rije§imo svih nazivnika.

U naSem slucaju mnozimo dakle s

x(x—3) (x+>l)

Dobijemo:

Sx —T==A(x—3) (x + 1) + Bx(x + 1) + Cx(x—13) ()

Ima viSe nacina za odredivanje konstanata A4, B, C,...
) vedimo dva nacina, koja se najviSe upotrebljavaju.
@aéin: Metoda neodredenih koeficijenata
IzmnoZimo sve zagrade u (c) uzevdi u obzir jednakost (a) pa skupimo

zajedno <lanove istih potencija x, poredavdi te skupine po padajuéim potenci-
jama x, a lijevu stranu identiteta uvijek prepisujemo.

Sx — 7= Ax* — 2Ax — 34 + Bx* + Bx + Cx* — 3Cx
S5x —T7=(A4+4+ B+ C)x*+ (—24+ B—3C}x + (— 34)

Ako su dva polinoma identi¢ki jednaka, tada su jednaki koeficijenti istih po-
tenctja x.

Izjednatimo te koeficijente:
1) A+ B+ C=0,
jer u lijevoj strani identiteta nema élana s x%, pa je njegov koeﬁcijenf 0.
2) —24+B—3C=35,
jer je koeficijent od x na lijevoj strani 5.
3) —34 =—1,

jer je ¢lan bez x na lijevoj strani — 7.

Dobili smo tri linearne jednadZbe, iz kojih odredimo tra%ene vrijednosti kon-
stanata 4, B i C.

Iz 3) slijedi:
7
A=5
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Uvrdtenje A = 7 u 1) i 2) daje:

3 ‘
7
29
?—xxm 5

4C = — 12 C=—3

Kona¢no iz 1) imamo:

B=—A4—C=—mtt3=2l

B =

w| 0

II. nadin

Kako identitet (c)
5x —T=A4A(x—3) (x+ 1) + Bx(x + 1) + Cx(x—3)

vrijedi za sve vrijednosti x, uvrstimo redom sve nultofke nazivnika:

x=0; x=3 1 x=—1

Dobijemo:

za x=0, —7=—34, odatle: Az-;—
8 2
za x=3: 15—7=3B(3+1), odatle B=l—2=-3..
12 .
za x=—1;: —5—T7=—C(—1—3), odatle C-——-Z—:—.s

Kako vidimo, II. nadin je jednostavniji i brZze vodi cilju nego I. naéin. To
vrijedi svakako za one slutajeve, kad su nultocke nazivnika realne i razlidite.
. Medutim, ako nultotke nisu sve realne i razliCite, festo je zgodnije primije-
niti I. nadin. To ¢e se vidjeti iz daljnjih primjera.
Upvrstenje u (b) vrijednosti dobivenih za A, B i C daje:
2 1 3
3 x—3 x+1

x(x* —2x—3) 3

Cetvrti korak: Integriramo:
_ IJ' Sx —17 [ J'dx 3f dx | _
2 x(x’--—-2x---3) x—-—3 x4+ 1]
117 2 ;
——f[j—ln]xl+—§-ln|x——3]—3ln|x+1;]+C

5x—17 7 1
u —+
X
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ili
7 1 3

Taj rezultat moZemo pisati u obliku:

6 3
I=ln)x+h{x—3—I{(x+1)+C

6

. l/x’(x—S)’
I =In W+C

xt dx
Ixfx=—2x=—9x+ g

ili

Primjer 4.

Prvi korak: ispunjen.

Drugi korak: isto.

Treéi korak:

X0 —2x* —9x + 18 = x*(x —2) —9(x—2) = (x—2) (x*—9) =
=(x—2)(x+3) (x—3)

xt A B
(x—2)(x + 3)(x—3)=x—‘2’+x+ 3T %

S =D E+NE—) @

x=A(x +3)(x—3) + Bx —2) (x—3) + Cx — 2) (x + 3) (b)

Primijenimo II. natin za odredivanje konstanata 4, B i C.
Odredimo nultoke nazivnika:

2 —2x'—9%x 4 18 =(x—2)(x + ) (x—~3) =0
Odatle:

Xy=2; Xg=—3; x43=23

Uvritenje u (b) daje:

Za x = 2; 4 =—354 A=__:;..
zax=—3: 9=30B B—3
) o 10

zax=3: 9=6C C=-g—
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Identitet (a) glasi sada:

x® 4 1 3 1 3 1

X — 2xt — Ox + 185—'5"'x--2+1_0'5c+3+7'}‘1_§

Cetvrti korak: integriramo:

4 3 3
I=—<hjx—2|4+Ghnlx+3|+5h[x—3]+C

Izracunaj integrale:

x* dx x* xt x? Xt x i
{“3“;“:—3 [:TE"TE+'"9"“'6‘+"§'"'§'1“"‘+1|+C]
x4+ 1
fx‘—53c=+4dx

1 , 1 5 5
[:—Tlnlx-——l|+w3aln|x+1|+-171njx—2|—-ﬁ1n|x+2|_+C]

(u nazivniku je bikvadratni izraz, treba dakle rijediti bikvadratnu jednadbu, vidi
Repetitorij elementarne matematike I, § 11, 4).

U svim predadnjim primjerima nazivnik je imao samo realne i razlidite nul-
tocke. Uzmimo sada:

IT. slucaj: Neka su nultodke nazivnika opet realne, ali neka nisu
sve razlitite, t. j. nazivnik ima takoder vi$estruke realne nulto&ke.

U tom slucaju ima linearni faktor, koji potjete od n-struke realne nultolke a

nazivnika, oblik (x-—a)*" i daje n parcijalnih razlomaka, u kojima su brojnici kon-
stante A, B, (..., a nazivnici {x — a)*, (x —a)—1,..., (x—a).

Primjeri

dx
' 1= [t
Prvi korak: ispunjen.
Drugi korak: isto.

Treéi korak:

1 A B  C D E
x’(x-{—l)(x—l)EF+?+?+x+l+x—l @)

A

X

C

Da smo prva tri parcijalna razlomka napisali u obliku + g + = izgu-

bili bismo dva parcijalna razlomka, jer je:
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= jedan narcijalni razlomak, pa broj parcijalnih razlomaka ne bi bio jednak ste-
sznu polinoma u nazivniku (5).

D=ij= se postupa kao prije. MnoZimo, dakle, obje strane identiteta (a) s na-
z-mikoo Lijeve strane,

== A{ 1) + Bx(x*—1) + Cx*(x* — 1) + Dx*(x — 1) + Ex*(x + 1) (b)

‘Zonstante A, B, C... odredimo na I. nadin, t. j. na¢inom izjednadivanja koefi-
cijer ata kod istih potencija x. Uvritenjem nultodaka nazivnika u (b) ne bismo
mogli odrediti sve konstante, jer nazivnik ima i videstruke nultotke (ispitaj to!).
Jasno je, da bismo mogli uvrtavati za x u (b) bilo koje vrijednosti; na pr. 2, 3...,
ali time bi I1. nacin 1zgubm svaku prednost pred I. na¢inom (napravi to!). Moguce
je najzgodnije primjenjivati u sli¢nim sluéa;evuna IL. nain kao kontrolu vrijednosti
kocficijenata izraCunatih po I. nafinu.

1 = Ax*— A + Bx* — Bx + Cx* — Cx* + Dx* — Dx* 4- Ex* + Ex?
l=(C+D+E)x*+ (B—D+E)x*+ (A—C)x*+ (—B)x + (— A)

C+D+E=0 Shijedi: A4 =—1

B—D+ E=0 B=0 . D+ E=1
A—C =0 C=—1 —D4+E=0
—B =0  2E=1 Er—%
— A =1 "
2D =1 Dz--v--z—
Prema (a):
1 1 1 1 1 -1 1
+ + 5

e —0  x© x ' 2 x+1'2 x—1

Cetvrti korak: Integriramo:

e e A s o s
T ) e —1) 2 x+l x—1
Odatle
i 1 1
I—ﬁ_z— |x|+71n|x+1|+—-2—ln|x—1]+c
i
1 Y —1
-—-E-I*ln po +C
2 1 x dx

(B3x* § 15x + 18)
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Prvi korak:

[— 1 f _ xdx
9 ) (x* + 5x + 6)
Drugi korak: ispunjen.

Treét korak:

x* 4+ 5 +6=0, odatle x;,=— 2; x3==—3
(x2 + 5x + 6)* =(x + 2)* - (x + 3)*
x A B C D
GIHGIy -—GiD 12 @i Tiy3 @

x=m A 43+ B+ x+3+CE+ 2+ DE+2 @ +3)  (®)

Konstante 4, B, C i D odredimo ovog puta na II. nadin primijenivii ga u
nesto prosirenom obliku.

Uvritenje nultoCaka nazivnika daje:

Xy, ===2; —2=4; A=—2
Xx3=—3; —3=C; C=—3

Kako je jednakost (b) identitet, pa vaZzi za sve vrijednosti x, uvr§tavamo u (b)

bilo koje vrijednosti x, na pr. x =0, x =1, x==—4, i t. d., da odredimo B i D.
Uz A=—2 i C=—3 dobijemo:
za x = 0:

0=—29+B-2:9—3-4+ D43

Odatle
18B+ 12D =30/ :6
3B4+2D =35 (©)
za x = —4:
—4=—2'14+B(—2)1—344+D4(—1)
QOdatle
2B+4D=—10/:2
B+ 2D —=—5 (d)

Rijedivii zajedno jednadZbe (c) i (d) dobijemo:
B=5 D=-—5

Uvritenje u (a) daje

x 2 + s 3 5
(x*+5x+6 (x+2¢ x+2 (x+37 x+3
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Cetvrti korak: Integriramo:

1 dx dx
I-——§—[—2J--(—x—_|_—i)—2+5 -ln]x+2|—3f—(m—51n‘x+3|]

Pomod¢u supstitucija x + 2=1¢,; de=dr i x + 3 = z; dx = dz dobijemo
konaéno:

1 2 3
UL Bl — — ! >
I 9[x+2+51n]x+2|+x+3 51n\!x+3|]+(‘

IzraCunaj integrale:

J‘ dx | [_ 1 +lnx—-—-l +C]

T x x

X — 1 3 4
GF» ["_2(x+2)=+x+2"'"‘“"‘+2|+C]

¢aj:) Nazivnik integranda ima takoder kompleksne nul-
g znamo, dolaze uvijek u parovima kao konjugirano kompleksne

Svaki par konjugirano kompleksnih nultofaka nazivnika daje jedan par-
cijalni razlomak oblika

Ax + B
kvadratna funkcija, kojoj su nultolke konjugirano kompleksne’

gdje su A i B konstante, koje se odreduju na prijadnji nalin I. ili IL

Budu¢i da par konjugirano kompleksnih nultolaka nazivnika daje samo
jedan parcijalni razlomak, slijedi, da u slu¢aju, kad nazivnik ima kompleksne nul-
tolke, broj parcijalnih razlomaka je manji od broja nulto¢aka, odnosno stepena
polinoma u nazivniku, ali broj konstanata 4, B,C..., koje treba odrediti,
uvijek je jednak stepenu tog polinoma. |

Pazi! Kvadratna funkcija dolazi u nazivnik parcijalnog razlomka samo. u
tom sluéaju, kad su njeni korijeni kompleksni, pa je ne.moZemo rastaviti u realne
linearne faktore!

Primjeri
) 0y
x(x* + 2x + 5)

Prvi korak: ispunjen.

Drugi korak: ispunjen.
Tre¢i korak:
*+2x+5=0

x,’2=—lj:|/1— =—li2i
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1 A+ Bx +C
x " x*+2xF5

(x4 2x + 5)

/xw+h+$

1= A(x*+ 2x + 5) + (Bx + O)x
»Koeﬁcijente A, B i C odredimo po I. nacinu:
1 = Ax* 4+ 2Ax + 54 4+ Bx* 4 Cx

ili

= (A4 + B)x* + (24 + C)x + 54

odatle
A+B=0 A=—;~
’ 1 2
244+C=0 B=——¢ C=—3%
54 =1
__1 _2
R N ST 11 x+42
x(* +2x+5) 5 x  x+2x+5 S\x ¥ +2x+5

Cetvrti korak: Integriramo:

1 x4 2
1_‘3“[1"""—fx'+2x+sd"]

|
=-5—[In|x|—l,] (a)
f x + 2 J‘ xdx +2f dx
L= x’+2x+5 *+2x+5 X 4+2x+5
I; Il
L =1, 4+ 21, b

I, lako rijeSimo kasnije, jer spada u predtip A.

Obratimo osobitu paZnju na nadin rjefavanja I,.

I__J‘ x dx
Tl +2x+ 5

Stavimo nazivnik x4+ 2x+5=1¢
Odatle (2% + 2)dx = de ©
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Da dobijemo u brojniku integranda I, derivaciju njegova nazivnika, t. j.
. (2x 4+ 2), brojnik x izjednaCimo s 2x - 2 tako, da (2x 4 2) podijelimo s 2, a zatim

oduzmemo y =1:

ox A= 2
2x + 2 1 e
2 Z \
pa to uvrstimo u /,: = _/_L_ ( ’LK-‘P P
2-
2x + 2
[ — 2 . J‘(Zx 2) dx f
‘ yx2+2x+5 o »+2x F5 04 2x + 5
1,
Uvrstenje (¢) daje:
‘ 1 de !
B e —— — e —— ! |.._
I, 5 f - I = * Inic I,
ili
L= Inlxt 2+ 5[ —1,
To uvrstimo u (b):
£ 11=-%—lnix'+2x+5i—-—fg+21.
Qdatle:
I;=—;~ln|x2+2x—§-5f+1, ()]

I, = J‘ o9 rema predtipu 4 = f ol
T ¥ ¥2x+s5 P predipt 2= ¥ ¥4

x+1=1¢; dx=dr; d=4%k* k=2

¢t 1 x+1
I, —fﬁ arctg z—-nmz-arctg >
Uvrstenje u (d) daje:
I, = ~+~1n|x=+2x+5| + —l—arctgx—w-—;- l

pa j¢ konacno prema (a)

1 I 1 + 1 .
I=—5—[ln|x|—-§—ln|x’+2x+5|-~—2—arctgx 3 ] +C

ili
1 x+1

1
=+ |In d ct
S[Vm“+s 7

[V

-
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‘ dx
> - [

Prvi korak: Ispunjen.
Drugi korak: Ispunjen.
Treéi korak:

Hr—=l=—=DE+D=c—DxE+ D"+ 1)
x’+l=0 x3,|=ii o

1 4 B Cx+ D 2
DG+ DEF D=1 51 o+ =D+ D+ 1)
=A@+ D 4+ D+ Bae—1)(x+ 1)+ (Cx + D) (x— 1) (x + 1)

A, B, C, i D odredimo na II. nacin:

1

za X, = 1: 1=24-2-2, odatle A=—4—
za xq = —1: , 1=B:-(—2):2, odatle B=—-—-—3—
x = 0: I—L 1—1(——1)+D(——1) ili 1—1+l——D
za x —= 0: =7 = . =4+
Odatle D——1
2
‘) —lc . l. . l .
za x = 2 1_71-35 TS-{-(CZ —2—)3
15 5 3
ii 1 —*4—"""2—'*‘ 6C —2-, odatle C=0
Slijedi
i I 1 i 1 1 1

@t —— — e 3 ————— T e

Cetvrti korak: Integriramo:

1 1 1
I=TM|x—1|—Tln|x+1|——i—arctgx+C
ili
4
I = ic—-—;-l——*l—arc:tgx +C

x + 1 2

v
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3. _fx’—{—l

Prvi korak: Ispunjen.
Drugi korak: Ispunjen.

Treéi korak:

*+ 1=+ DE"—x+1)
x1=—'1

x*—x+1=0

-5 x5t

x A

e

2
Bx 4 C

(x + 1) (x* — x—{—l) Ex +1
x=Ax*—x+ 1)

x*—x + Il D —x+ D)

+ (Bx 4+ C) (x + 1)

Zax]:——-li
l=Ad-3 A=—)
= ; =—
za x = 0: 7
1 : 1
za x =1
1—--—14—(B+1) 2, odatle B =— -\
3 3]~ 3
Slijedi:
1 1
x 1 1 +“’3"‘+“3‘
¥ +1  3x+1  wv—x+1
Cetvrti korak: Integriramo:
I——~——ln|x+l|+3fx, x+1+ Ix’—x-i—-l
Il I'
I=—Ltwx++tnsls (a)
3 3ty
x dx
= w2 ®)
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x*—x+4+1=
(2x — 1)dx = de ©
2x — 1 1
> t7
Uvrstenje u (b) daje:
1 2x — 1 o1 dx
I”"—Z—fx’——x+ldx+"fj-x'—-x+l
. I,
Prema (¢) imamo:
1 de 1 1 |
11——2“]—:—+—2—]"=—i~1ﬂ|t|+—2—'1.
ili
L= dn(e—x+ 1)+ 41
1 -"—-2- n{x X : —2— 2
Uvrstimo to u (a):
I=— 2|+ 1+t m@—x+n+Lrns Ly
= -'g- nl X l -6-- X X ‘*6— 3 '—3—- s
iti
1 ' 1 1 :
. I:_—‘ln|x+1I+Tln'(x’—x+])+‘i-ll (d)
2 2x — 1
I = f iz--_—:u;l—i = prema predtlpu A —-—V;-_3—arc tg~7r
Uvrstenje u (d) daje konacno: -
1 1 1 2x —1
I=—_—In|x+1]|+—=In(xt—x 4 1) + —-arct —+C
IzraCunaj integrale:
J.ﬁ—_}ixT-_F—idx[::ln]xl‘-{—%_ln(x’+x 1)+v“arctg£—xr_*__——l+0]
xdx 1 .14
[ [*T‘“ﬁ—:ﬂ“’]
xt 41 2 I 1 2x +1 ]
f;cs_;—fdx[— —3—111|x—1[+—6~1n(x’+x+l)-—v—3—arctg V3 +C
(2x* — 3x — 3)dx
(x —D(x* —2x + 5)
3 | x—1
[——=—1n|x-—-1|+71n(x’—2x+5)+—§—arctg +C]

Uzmimo konatno najopéenitiji
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IV. slutaj. Nazivnik integranda ima realne i kompleksne nul-

tocke, pri ¢emu su svi ili neki parovi konjugirano kompleksnih
nultocaka videstruki.

Postupamo na sliéni nadin kao u sluaju viSestrukih realnih nulto¢aka, pam-
tedi, da je broj konstanata A4, B, C,..., koje treba odrediti, uvijek jednak stepenu
polinoma u nazivniku.

Primjeri

| I_ﬁJ‘x‘—l—x‘—~4x’—2
’ " - xs(xs_|_1)z

Prvi korak: Ispunjen.
Drugi korak: Ispunjen, jer je u brojniku polinom $estog, a u nazivniku
3 4+ 2:2 =7. stepena.

Treéi korak: Stavimo li (x* + 1)? = 0, odnosno (x* + 1) (x* + 1) = 0 dobi-
jemo x == + 1 — dvostruki par konjugirano kompleksnih nultotaka nazivnika:

X fx'—4x*—2 A B C  Dx+E  Fx+G sfut 2
“E@%ﬂr_zF*GT“?+w+nﬁ'r+l'“x+”

Xt 4 xt—dxt — 2= A(x* + 1)* + Bx(x* + 1)* + Cx¥x* + 1)* +
+ (Dx + E)x® + (Fx 4+ G)x*(x* + 1)

Za odredivanje konstanata primijenimo I. nalin, t. j. nalin izjednativanja
koeficijenata.

Nakon uredenja desne strane identiteta dobijemo:

x‘+x'—4x2—ZE(C+F)x‘+(B+G)x‘+(A+2C+D+F)x‘+
+QB+E+Gx*+(2A+Cl*+ Bx+ 4

Odatle
C+F= 1
B+G= 0 Slijedi:
A+2C+D+F= 1 B =0; A=—2; C=20
2B+E+G= 0 F =1; G =0; E=0
2A+C=—4 D=2
B= 0
A=—2

dx 2x dx xdx
'L”dfF+fw+w+ff+1

Pomotu supstitucije x* +1=1¢; 2xdx=dt i xdx = -;— de dobijemo ko-

naéno:
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1 .

ili
1

I=m+an’F+1+c

I—f dx
ST )xGe - x F 1)

JednadZba (x* + x 4 1)* = 0 daje dvostruki par konjugirano komplcksnih
nulto¢aka nazivnika.

Kako su 1. i 2. koraci ispunjeni, prelazimo na treéi korak:

[ x(x* + x + 1)?

1 A+ Bx + C Dx + E
x(x* +x + 1 x (x’+x+1)’+x’+x+1

l=A(x*+x+1)*+ (Bx+C)x + (Dx + E)x(x* + x + 1)
Nakon uredenja dobijemo:

l=(A+Djx*+ (2A+E+ D)x*+ (A+244+ B+ E+ D)x* +
+(124+C+ E)x+ A4

A+D=20
2A+E4+ D=0 Odatle:
34+B+E+D=0 A=1; D=—1; E=—1
24 +C+ E=0 C=—1; =—1;
A=1
_ [dx x +1 x+41
I‘f?? f(x=+x+1)'d" fx=+x+“1d" @
Supstitucija:
b 1 =1t
SN (b)
(2x+ 1)dx = de

Da dobijemo (2x + 1) u brojnicima drugog i treéeg integrala, izjednatimo
(x + 1) s (2x + 1) tako, da (2x + 1) podijelimo s 2 i pribrojimo -;-;

_2+1 1
x+l—-—-2‘—'+—i“
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Uvrétenje u (a) daje:

I=ln|x]-—-l (2x 4+ 1) dx J' I(Zx-i—l)dx
2 (x’+x+l)' (x"+x l)‘ 2 )y«
1 ___,,_d"
2)x+x+2
I,

Odatle obzirom na (b) dobijemo:

1 (de 1 fde 1 1
e I ¥ s S

1 1 1

. 1
2(x? +x+l)—_fm(x +x+1)__2_1’......__2_11 ©

ili

=lnfx|+

Na$ je zadatak sada, da

I = f __dx
: (x* +x + 1

dx
x4+ x4+ 1
rije$imo, jer spada u predtip A.
U tu svrhu postupamo kako slijedi:

svedemo na I, =f » L j-. izvr$imo t. zv. rekurziju, dok I, lako

p J dx dx
1= 1" 1 1 =J 1y 37
[(H—;—) —"4*“]' [("““7) +7]
Supstitucija:
Lo 3 g V3
x+7—~—t, dx—dt,—a—“— > -"'—2—' (d)

L e

Sada mnozimo i dijelimo integrand s k*, zatim brojniku dodamo i oduzmemo
t* i kona¢no, podijelivi brojnik s nazivnikom, rastavimo I, u dva integrala:

krde (B* ) —er
f(tz + k) '];TJ‘ (r* + kl)a e de =

J‘ e de
13 + ks (t’ + ks)s
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, . o . dx . dr ..
Kako je uz supstituciju (d) 1, = f o T f PR rckurziju smo

izvrsili, jer smo I, sveli na I,:

rtdr i
L= f(r=+ L ©

I, rijesimo nadinom parcijalne integracije:
J‘ rtdr ; tde
(r* + kz): I (rr + ko)

tde tde
u=t,; du—dt, d‘l—-mga f(£+ka)

[t’ 4+ Rkr=z; 2tdi=dz; tdt =—21—dz]

1 fdz -1 1 1 1
—2)F 0 2 e 2 e+k
x+% l
IS= 2([3 k2)+ J‘Ez +ka_prema (d)z—ﬂz(xz +x+|)+'§"'11
il
. 2x + 1 1
L= 4(x*+x+ 1) +—§_Il
" . 3
Uvrstenje- u (e) daje uz &* =7
4 2x +1 2 . 2x + 1 2
I'—'eTI‘+3(x=+x+1)_"3‘1"‘3(x-+x+1)+'3'"

To uvrstimo u (c)

! Lt x+)—

T=ln|x|+ 5y 3

4l 1, 1
6 +x+1) 37

2
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Uredimo:

I=lix e~
1 . ) 2x + 1 5
_7ln(x + x4+ 1) ACETES)) —6—1.

dx dr
szx""—{-x-{-l-“prema(d):jt'+k'“
—-larCt = arctyg * 11
TERTEET TR

Imamo konacno: v
] 1 ] . 2x + | .
1_.lnlll+2(x2+x+l)—Tln(x+x+l) 6(x*+x+1)
5 2x + 1 ‘
— —arctg———— + C
W3 - 3

Izracunaj integrale:

fx“+x’+5x”+3x+4

¥ +4x +4x dx

-

[r«-ln{x]——
x*dx

S5xt — 12 d
(¥ —6x -+ 13)

1 x 3 x
2(x=+2)+2(xf+2)+2|/5a’“gT+CJ
1 (2 —3¢ 3 w—] '
(3 +cC
{ 4(1("-—-1 +21"x=+1) ]
1Bx—159 53  x—3 ]
[_8(x' —&x+13) 168 TC

Iz gornjeg tumaclenja i iz primjera vidimo, da u slutaju, kad nazivnik inte-
granda ima viSestruke (n-terostruke) parove konjugirano kompleksnih nultolaka,
parcijalni razlomci imaju opdenito oblik:

Ax + B
o+ ox T By
pa imamo izraunati:
Ax + B f x dx J‘ dx
= A
[eratoe GETFES) R KRSy

114



Prvi integral i to:

J' x dx
G F ax + B
svodi se na nadin, prikazan u primjeru 2., na drugi integral:

’" dx
JP4ax +B)"

Iz toga slyjedi:

1. Ako podintegralna funkcija ima u brojniku lincarnu funkciju ili konstantu
(na pr. 1), a u nazivniku kvadratnu funkciju, kojoj su nultocke konjugirano kom-
pleksne, pri ¢emu ta funkcija moZe biti dignuta na neku cijelu potenciju, tada
otpada rastavljanje podintegralne funkcije u parcijalne razlomke,
jer je ona ve¢ parcijalni razlomak.

dx
2, Integral I, =
g ” (x2+ax+ﬂ)"’
dimo nacinom rekurzije prikazanom u gore navedenom primjeru 2. na:

koji imamo rijesiti u tom slucaju, svo-

I . J. dx
T (x4 ax + B!

dx

P koji lako ri-

pa taj postupak nastavimo, dok ne dodemo do I, = J.

jedimo prema predtipu A.

dx
Primijetimo, da mozemo rijediti na¢inom rekurzije i u
IS f(xa+ax+a)" o ’

tom slucaju, kad su nultotke kvadratne funkcije y =x*+ox + 8 realne,
premda u tom slu¢aju postoji mogucnost rijesiti taj integral rastavljaju¢i pod-
integralnu funkciju u parcijalne razlomke.

dx

Rijesi za vjezbu [, = J(-’-c-,—-—l—), nadinom rekurzije, a zatim rastavljanjem

u parcijalne razlomke.

U oba sluc¢aja dobit ¢e$ isti rezultat:

x 1, x—1

IR A R

+C

pa ¢ed vidjeti, da se naCinom rekurzije mnogo br2e dolazi do traZenog rezultata.
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Primieri

| 7 R x dx
' ) @x* + 6x + 5)°
Prvi korak:
1 r x dx 1
(X‘z + 3x + —2-)

Drugi korak: Ispunjen.

Treci korak: Kako je u brejniku linearna funkcija od x, a u nazivniku kva-
dratna funkcija, kojoj su nultocke konjugirano kompleksne, otpada rastavljanje u
parcijalne razlomke, pa odmah prelazimo na rafunanje integrala:

x dx
[, = 5.0
(xz + 3x +T)

x’+3x+~;—=t v (b)
(2x + 3)dx = d¢

2x+3 3
X =

Stavimo:

2 2

To uvrstimo u {,.

]o = ‘Tl?:'“ (2x + 3) dxs a__;—. dx 5 3 = Pfema (b) =
(x=+3x+~—~—) (x‘+3x+—)
. 2 2
Im
1 [d¢ 3 1:t—2 3 [ = 11 3
=5 75 3 ‘m =?:—2_'§' 1 —_'"4—7;'“*7 I
pa opet prema (b):
1 1 3
I, = — 5\ ———2—Im (©)
(x' -+ 3x + —2—-)
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Supstitucija:

3 I [

— - N — - b2 — N
x+—2——.t, dx == dr; 7] kR, &k 3 (d;
o de N R+ —r
Iy —J ¥ ) HFJ\W de =
1 [J‘ dr __J‘ rdr ]
k? (22 + k) (t* + RY)?
Iy 15
1
I ’7-‘-*];?(111 — 15) ()
. f R — dg =
U NS S Ay
1 [J‘ de ___J’ 2 der ]
SR e +E (2 F &)
I, I,
Iy = ! ([y—1) | (f)
= . {
To uvrstimo u (e):
! —i[]'1m1‘~[]
T | U 2) s
a uzevsi u obzir, da je prema (d) 7;-; = 4, dobijemo:
IUI == 1611"-' 1612—'413 (g)
f fdr ¢ de
(2 + k° ).! - (tz -+ kz)a
¢ dr 1 [dz I 1
W du=ds v fm_“z“ E Y oot
do«
024 k*=z; 2tdr=dz; rdr =5
[ I dr
b st T e
Iy
t I
b=—termtah



Uvrstenje u (g) daje:
t
Iy = 6 — 161, —{«'WF__.. Iiy
Ovamo uvrstimo (f), uzevdi u obzir da je k* = 4.

I[” == ]6[[ - l613 """"411+ 4]1

4
+ (I! _+_ k't)!
ili

I + 1284 — 121, (h)

!
IGEL3)

i de . 1 1 de
]t_ajm»shcno Iy — m+7f,:.+ki

I
l 1
L=—sp=mtaz"
To uvrstimo u {(hj:
[ 6r
Iy = (r* + k%)° + t + k2 + 6l
i dr 1 { , .
Uvestenje (d) 1+ 1) == fm = = arc tg—- == premd {(d) == 2 arctg(2x 4 3)
daje:
I = 2=+ 3 S\ + 302 + 3)5 < 12arctg(2x -+ 3)
2'(36’ + 3x +7) x4 3+ 5
Uvritenje u {c) daje:
Iu ::—"‘.._l._ ! —3—. 2X+3 —

, R )
4(x’+3x+—;—) (x’+3x+—;—)

___3_ x+3 I8 arc tg(2x + 3)

x* 4+ 3x +_,§.

Uredimo 1 I, i uvrstimo ga u (a), dobit ¢emo konacno:

. 1 3 2x+3
B2x*+ 6x+ 5 8 (2" + 6x + 5)*

I =

9 2x + 3 9 .
ﬂ—s-2x2+6x+5—-?arctg(2x+ 3)+(4
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2. Lih#“%,

Prva su dva koraka ispunjecna.

Tre¢i korak: rastaxl;an)e u paru;alne razlomke nije moguce, jer je podmte-
gralna funkcija vec parcijalni razlomak (u brojniku je konstanta 1).

Prelazimo ravno na raCunanje [ == Ijj:

=5 %‘i tT H(rﬁ+9)* '(x-’-S:sn]
Iy :
I = (t— 1) (9)
e I st ey (if.%;)"]
Iy = (E—1) (b)

Uvritenje u (a) daje:

111
Iy = 9 [’9— (1 - I)— I’]
ili '
1 1 1
IIII = [ e [ —— I (C)

gt' 81°* 9

I ﬁx_zfx._x;‘i_

=l ¥y = + 9y
u==x; du=dx f =..l_. i.zn__l____!_
’ T 2)= 4 + 9

x4+ 9=2; 2xdx = dz; xdx=—;—dz

X
I'"_W+Tf(x-'_~|-_§‘)?
Ill
L=— o+ 1
M YR ) S

Ovamo uvrstimo (b):

x 1 1
h=—gmroptwl— %"
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To uvrstimo u (¢):

1 1 X 1 P
LI R L 2
sili gk Ty el it

x 1 1

il Int = 3g0x 1 9¢ 108 L+ 153 /i @

IIII =

x*dx - x
I, -~ (;;_m_shcno I, = — m+ fx‘+9
l

x 1
IZ=——m +‘2‘“11 (e)

Uvrstenje u (d) daje: ,
x x 1 1

60 197 T aT6Ge 79y 216 1+ T 108

Illl = 108

iy dx 1 x
ili uz —_ - = —
P L x+9 3 arctg 3

X X

Iy =1 = Ta6e 19 T

I
67 T Oy arctg3 +C

Izracunaj integrale:

" dx [_ 15x% + 40x* + 33x 415 15
J (x* + 1) 48(x* + 1)° 48

C 342 i [ 3x—24 26 = 2c—3
J (x* —3x + 3)? 3(x‘—3x+3) V_ V3

i dx
] & F 2= Loy

[zﬁis{ 18(x + 1) n I(x + 1) x-;—l}_*_(;]

(x* + 2x + 10} x‘+2x+l_0+

x 41
(x* + 4x + 6)°

[_(:{(xS(x+4) 6 (x + 2)

dx

arctgx+C]

+0]

32 e B
T Ax T 67 T wrdxge TV ac ﬁ}+ ]

Primjedba. Iz gornjih primjera vidimo, koliko vremena i truda stoji

rjela-

vanje integrala razlomljene racionalne funkcije bilo nainom rastavljanja u parci-
jalne razlomke, bilo nadinom rekurzije. Ve¢ sam na pocetku tumacenja o tipovima
neodredenih integrala spomenuo, da se svaki zadani integral najprije kuda rijeSiti
na neki jednostavniji nain i da se tek tada, kada toga nac¢ina nema, prijede na tipove
integrala. Ta uputa vrijedi naravno i za raunanje integrala razlomljenih funkcija.

Navedimo nekoliko primjera.
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Primjert

. ;:f_iﬁw
(3x  5)°

Kako je D, x* == 3x?, a u brojniku je x*, stavimo:

3x* - 5 ==¢; 9x*dx = dr, a odatle x:dx = %
Uvrstenje daje:
1 fde 1 g2 1 1 1
R I =t S T
x’dx - |
& ’“f@tﬁ

. . . de
Kako je D' = 4x°, a x” = x*-x?, stavimo x* = t; 4x°dx = dt, x*dx = -

7
x3dx r-de 1 t
I”Juun" J«—7‘EJ__7d“"

pa dobijemo:

A
7%
1 7 de 1 1N
"W6Jd+4j 7 ’EO+4m' T“*
t R
4
1(,, 7.1, 1
“m@‘+fmx“7)+c
dx
3 I fx‘(x‘-{—l)

Kako je razlika eksponenata od x: 6 — 5 = 1, stavimo:

x* — 1; 5x*dx = di, a odatle dx = 5%; » pa dobijemo:

: dr 1 dr de
fz?fwaiﬁ:?ﬂﬁw+n=ﬁﬁ+”

Nakon rastavljanja u parcijalne razlomke dobijemo konalno:

I:_—;{——Sln|x|+ln|x‘+l|+c
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Izracunaj na taj nacin integrale:

ol !d . 3 —— 1
xf_f,— [z In{»—1+C
x"dx x* ",——'———_—- 1

J x° +T [—-—6-—'—1[[\(2!' -i‘l‘f-(:-

dx 1 ]

e : —_— e — 3 3 _

| s =1 [ = In x* 4 In(x 1 4 C-

Prelazimo sada na racunanje integrala algebarskih (iracionalnih) funk-
cija. Svi ti integrali, ukoliko se daju clementarno rijediti, svode se pomocu po-
desnih supstitucija na integrale racionalnih funkcija, t. j. na tip I. Drugim
rijeCima. vr$i se racionalizacija integranda.

Tip 1L
y ) ]/ax + b
fR(x,Vax + b dx; JR(x, cx+d)dx

Kako znamo, slovo R je oznaka razlomljene racionalne funkcije.

Prema tome u taj tip spadaju integrali, &iji se integrandi sastavljeni od

x, Jax + b, odnosno l/ g—;—:—z— i konstanata kona¢nim brojem racionalnih

n
operacija, t. j. zbrajanjem, oduzimanjem, mnoZenjem i dijeljenjem. U x i Yax - b,

n

odnosno l/ j: —_:: Z integrand je racionalan, ali u x samom nije, jer je x pod ko-

rijcnom.

Karakteristika toga tipa: pod korijenom je linearna funkcija, odnosno kvo-
cijent linearnih funkcija.

Postupak pri raCunanju integrala tog tipa:
Prvi korak: Supstitucija:
’ ax + b

ax + b=1t, odnosno cx+d=t

Drugi korak: Iz tih jednakosti ratunamo x izrazivii ga s ¢.
Treci korak: Racunamo dx.

Cetvrti korak: Ostale x izrazujemo s ¢.
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Peti korak: Sve to uvritavamo u integrand pa dobijemo integral racionalne
funkcije od 1, t. j. f R(t)dr, a to jé tip 1.

Time je provedena racnonahzac:;a integranda, pa integral rjeSavamo na
ve¢ nam poznati nacin.

Sesti korak:

Uvrstavamo ¢ = \/ ax + b, odnosno ¢ = ?;-‘1:-%
Primjeri
1. ]—J‘v ldx
1) 2x+ 1=zt
2) 2x + 1 = % x=t,—2-_l
3) de =1rd:
t. P
5) I = —(}T:-}Ftdt—4f(t’—__—i-)—.-dl
- | I,
I =41, (a)
t’
I —*J‘-Gt_—l—).dt
i & A B
(t’-——l)’_(t_ 1 —10 @+ 1)y + t+1 +
“ |
ti_l ]
to—=my ( )

z'_,=_A(t-———l)*y-{— B(t—D*t+1)+C(t+1)*+ Dt + 1)t —1)

za £ = — 1: + 1 =44 A=+%
1
zat= IL: 1 =4C C=+_4_



1 1 | 1
za ¢ == 0: Orff+—4——+B+—4——'D: B—D.=_‘2‘

1 9 1
za t = 2; 4=+ #3843 +9D; BH3D=-y

1 1

1 de 1 de 1
L_+TIU¢ﬂT%ZL77+TI v th‘
1

1 1

t +1
1 t—1 -+t +1 e—11 1 2t t—1
z{— ) +mpu]“7[2ﬁj+m7¢d
6) Prema (a):
[ —a] 2]/2x+ i J2x4+1-—-1
TR s 2x + 1 —1 v—+1
i
|/2x+1 ]/2x+ —1
I=—1a_ " +C
x [/2x+ +1
2. I=J1+Vx—-l
3
l—}x—1
3
1) fx—1=1¢|*
2) x—1l=1z; x=1+1
3) dx = 3:2d:
4) otpada
5) I=3 1+tt=d:=——3fﬂ+t'dt=
1 —1¢ t—1
(& + ) (t-—l)--t'+2t+2+—2l
tS
_=-—-3[—j—+r’+2t+21n[t—1|]
3 3 2
6 I= [ (x—1) x—1 x-—l-——l) ] + C
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3
3. I = f Tx J/x =4 dx

3
Ly Yx—4 =]

2) X—-4:: [3,‘ x;;;la-f—4
3) dx == 3r2ds
4) otpada

5 I= 7'3f(13+4)-t-l’dt = 3 + 84—2—-=3(£’ + 7)) =3 + 7)

3. ‘ 3
6) 1=3Y(—4 (x—4+ 7 =3x—4(x—4)(x + 3)

3
[ =3x*—x—12)Yx—44+C

4, 1 =J —l— *t l(:1:’:
xt X
[ ¥ 1 :
1) l/ *+ l— =1
X
x+1 o . . _ 1
2) x-—'—t- _x+l—tx, tx—-x—-—l, x—t—’—:-l-
— 2t
3) d.! S (l—'z_'::—l—)-?d[
1
4) X% = =1
5) I=—2 =1t di=—2 frar = —2 5
- (2 —1I)? 3
[E P
3 X
Posebni slu¢aj integrala tipa II pokaZimo na primjerima:
4
, J _VE
: 3
Va+Va

4
V_ == x 't Supstitucija: x = *,
f/; = b gdje je .n najmanji zajednitki nazivnik razlomlje-

. nih eksponenata.
l/; = x"

Za na$ sluéaj: x = **
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Dalje se postupa kao prije.
‘ dx = 124 dt

1’ 2[ ? omdr=12] 4 !Zf—t“d
=1 ,z‘+t‘t L= ft‘(l+t’)t_ PR et

ot DN=— =1+ 1

_1
41

1—12(, t7+ts—ta+x—artt)
TE\9TT I T <8
12

Iz supstitucije x = ¢ slijedi, da je ¢ = {x

4 4 1212 1212 4 12 12
=TV§"—-—‘7~~V;"+-B—V:F——4V;+12V7c--—12arctgﬁ+c

5 P xdx
. —— 3
J-Vx-}-l—l/x-i-l

/ ‘}9;
lx+l < (x + 1)V x4+ 1=1¢3 x=1"—1; dx=6dr
YrFT= o+ 1y

. e ' —1 5 1.
I_6jz=—t'tdt—6f}7(—l:—t—)'tdt"

_ 6J‘t’(t—-1)(c’+t‘+t’+z’+t+1)_
= — 1 =

' o ! ¢ e t

=—4?+?+?+?+?+7]
, 6

Kako je ¢ = }/x + 1, dobijemo konalno:

3 6
1= =2 T — VG F O =G T T —x + D —

6 6

3 3
-5 (x + V(x+1)’+C

Ocito je, da gore navedena supstitucija

n

Vax +b =1t
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vrijedi samo u tom slucaju, ako se pod n-tim korijenima, ukoliko ih ulaze vige u
integral, nalazi uvijek jedna te ista lincarna funkcija. Nalaze li se pod korijcnima
razli¢ite linearne funkcije, moramo dotiéni integral rijesiti na neki drugi naéin.

Navedimo primjer.

IZIV?TdeH[}

Brojnik i nazivnik pomnozimo s

EE R E
f(]f;—-i-_l—v?‘)dx=fmdx_fﬁdx:
2
3

x+1—x
=36+ =2 = (T —yF) 4 C

Izracunaj integrale:

J

] =

xdx

I+V1+x

| [=(1 + %) (_—‘;'-VT‘I-“;—I)+C

P IR UL L et 21 N
== in - C
Jx+D}Yl —x [ V2 1 )YT=—x+}2 + ]
r X 33 1 2 1
7 dx —-——~V(2x+l)"-~(21+l)2——(2x+I)} +C
8 8 5
J V2x+l . A
r 1 — T Fx—)T—x — 1
— : xdx [zln I+ ! + arcig —l——-—i-i-(,'
Jxl1l+x J1+x+Y1—x l +x ]
o dy 4 e
- [=2Yx—4Vx + 4l + |3) +C]
dV;+ X
) Jr_ [ .
X 5— dx =6 In VI;._I +C
J x)x —x)x Vx
[Vx + 1 —)x—1 [x’ xlff xt — 1 1 ]
— - — e+ —=—1In | V."—l
4Vx+|+\[§-l'.x 2 2 Rl J

Uputa: brojnik i nazivnik integranda pomnozi sa brojnikom:

Tip III.

JR(x, Vax* ¥ bx + o) dx
Integrand je racionalna funkcija od x i drugog korijena iz kvadratne funk-
cije, t. j. integrand je sastavljen od x, drugog korijena iz kvadratne funkcije i kon-
stanata konatnim brojem racionalnih operacija. U x samom integrand nije
racionalan, jer je x pod korijenom.
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Karakteristika tipa III: U integrandu je drugi korijen iz kvadratne
funkcije.

Ovamo zapravo spadaju nasi predtipovi B i C. Izdvojili smo ih, jer su po-
sebni slucajevi tipa III, pa se mnogo jednostavnije rjedavaju kako je to pod B 1
C navedeno.

I. Osnovni postupak za rje3avanje integrala tipa IIL

Taj postupak sastoji se u racionalizaciji integranda pomocu Eulerovih
supstitucija. Integrand, koji nije racionalan u x, svodi se¢ na racionalnu funkciju
od nove promijenljive t, pa se dobije [ R(t)dt, a to je tip L.

Pri toj racionalizaciji razlikujemo dva slucaja:

1. sludaj. Koeficijent od x? kvadratne funkcije, koja je pod korijenom,
t. j. a u Vax* + bx + ¢ je pozitivan

U tom sludaju postupamo kako slijedi:

Prvi korak: Supstitucija:

Vax’+bx+c=v_a~x+t

gdje je r nova promjenljiva, u kojoj treba izraziti sve x, koji ulaze u integrand, a
takoder dx. Prema tome:

Drugi korak: Iz supstitucije ralunamo x, izrazivii ga s 1.
Treéi korak: Ratunamo dx, izrazivZi ga s t.
Cetvrti korak: Pomodu supstitucije izrazujemo kvadratnu funkciju s ¢

Peti korak: Sve to uvritavamo u integrand, vrdimo sva moguca kracenja pa
dobijemo j'R{ ¢)de, t. j. tip I, koji racunamo na ve¢ poznate nam nadine,
Sesti korak:

U izracunati | R(t)de uvritavamo ¢ = Yax* + bx + ¢ -— \'a - x dobiven iz
supstitucije.

Primijeri

1. I=j dx
xVx’+2x+3

a =1 > 0, dakle slucaj 1. .

1) Supstitucija:

Vet +2x + 3= V1. x + ¢t (a)
2) R+ 2x+3=x*+21x+ 1!

x? se ukida, pa moemo x prikazati kao racionalnu funkciju od ¢:

2x—2tx=1*=—3
2x(1 —0) =t—3

12—73
X

Y =) ()
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/

1{d—0 2t + (n—3)d:_ _LZ:--Z:'+ $2—3
2 (11— T2 (t— o)t

k)] dx =

1 —t*42¢—-1

dr =5 —a—

4) (b) uvrstimo u (a):

3 __ S Y
o P S 3 PR 3+2:—2

21 —1) 2(t -1
Ve i3 12 —t24 21 —3
B4+ 2x+2 = S0 —1

5) Sve podvuleno uvrstimo u zadani integral:

*'=f dx 1 =2 42t=3) 21— 2(1—0)
xVxir2x+3 2 A—0f@i—=3)(—1"+ 21— 3)

»~~'[R(t)dt

Nakon kracenja dobijemo:

dt =

ﬁ

=2 [ % = proma (S6b) =2 —=In" 1—V3

1
=—1In
2V3 +V3 V3 +V3

6) Iz (a) imamo:
t = Vx* + 2x + 3 — x, pa uvrStenje u I daje konani rezultat:

. 1 Vx’-+-2x+3-—x—v
I=— +C
V sz+2x+3——x+v

5 J'Vx +1—1,
' YT+ 1 ks
a =1 > 0, dakle sluaj 1
1)) Va2 + 1 =x 4 t}2 (a)
2) x241=x242tx + t?
t2—1
T (®)
1e- Zt——(t—l)
3 dr = — 5 1t
t? 41
dx_—«—irdt
4) Uvrstimo (b) u (a):
12—1 —t 41 4 2¢
2z == ==
*+1 2wt b7

2
Ve 1=

9 B. Apsen: Repetitorij viSe matematike 129



5) Uvritenje podvucenog u I daje:

]
(I +l——1)(t2+1)
2t
I=-= T+ 1 de =
(2 &1)2:‘

1 j'(l’—-Zt + D@2+ D
—_— de

1
S YEBL *_TIR”)‘"

Podijelivii brojnik s nazivnikom i uzevsi u obzir, da je 12+ 2z + 1 = (¢ + 1)%, dobijemo:

1 1 4 —12 4+ 21— 1
__"fﬂuff Far &

Nakon rastavljanja u parcijaine razlomke imamo:

1,1 1 4 8 5
I*—Tz-{-?f(_ﬁ_’_ t“(t+1),’)dt_
1 1 4 B+ 12—91r—1
~——2—t+-52+21n|t|+t+1-21n|t]-—- XGE D

6) prema (a):
t={x2+1—

Nakon uvritenja i uredivanja dobijemo konatno:

2 —— 2
I=21n(]’__x’+1—x)+x + 2x 2x+2Vx +1+C

Izratunaj integrale:

f dx [=anx’+x+l—x—l+C
sVarra il T S G
[ N e
x+ Yxt+ 1 4 2 -
f dx [_ L xt+ l-—xVx’ +V—
(x2+ DYx2—4 2\/’3 g 1—xvx=-—4—-V'§

2. slucaj

Koeficijent od ¥% t. j. @2 u |ax* + bx + ¢ je negativan. U tom sludaju raciona-

lizaciju 1ntegranda ne mozemo provesti pomocu supstitucije slutaja 1., jer je VT:
zaa <90 1magmaran, a uvijek se trazi realna vruednost xntegrala Prema tome

je supstitucija u tom drugom slucaju drukdija.

Prvi korak. Odredivi nultolke x, i x, kvadratne funkcije, koja je pod korije-
nom, rastavljamo tu funkciju u faktore po poznatom pravilu ax® + bx + ¢ =

= afx — x;)(x — x;) pa piSemo supstituciju:

(uzeto da je a = — a’)

V—a'(x —x)(x—x:) = Ja'(xs—x)(x —xs) = t(xs—x) ili t(x —x,), gdje

je ¢ nova promjenljiva,

Daljnji postupak je isti kao u slucaju 1., pa vidi tamo korake drugi, tre¢i i t. d.
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Primjeri

' dx - )
1. 1=f
xY—xt4+3x—2
= — ] < 0—glutaj 2.
1) — x4+ 3x—2=0; x*—3x+2=0: x,,,=—;-+l/-3———2
=2 xp=1; —x?+3x—2=—(x=(x—1=(2—x)(x—1)
2) Supstitucija:

Vea—xGx—1D =1t2—x1 (a)
R=x)(x—1)=1r{2—x)?
Vidimo, da su obje stranc jednadZbe dicliive s (2—x). Da se vidi to pojednostavijenye jednadzbe.
rastavili smo kvadratnu fukciju u faktore. 7

x—1l=1*Q2—x)

x—1=201—1x

2 + 1
rEE (b
@+ DH—QC+DHU A 42— |
3) dx = @TF ) dt = 2t WG dt

21
== 4
eyt

4) Uvrstenie (b) u (a) daje:

20 4 1) 2 4 2—200—]
—_x? —D = pu— =
V=xT+3x—2 t(2 r=+1) Pt

: ¢
— 2 — =
V—x%+ 3x—2 pra—

5) Uvritenje podvuienoga u I daje:

LU DE+D d o odr
I= (1'+l)‘(2t’+l)-tdt_2f2t’+l J

1
L R
t+_2

= prema (52a) = LI

-l—larc tg l 2arctg (1) 2) (c)
V: Vi

l'___V(.vc—l)(Z—::)a__= x—1
o 2—x 2—x

6) 1z (a) imamo:

Uvritenje u (c) daje.

—1
2—x

I=V_Zarc‘tg(v3 x )+C
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_[im==
2 "fx+vr:;“

a=—1 < 0—slutaj 2.
1) l—xt= (¥l = —(x+ Dx— )= —x)(x + 1)
2) Vi—x)G+ D=tx+1)]: (a)
—=x(x+ D =1(x + 1)

l—x=8x+n

1L |
It | (b)
_ P+ D2 —0a'— 2t
k)] dx = — @ F D de
44
dx = —(t—a_"_—l)-'df (c)

4% Uvritenje {(b) u (a) daje:

FI
iti Vl-x==£—~l- (d)

3 (d) i (¢) uvrstimo u I:

2t
(l'——-:-———)4't
/= — 1+ 1

(1 +;;%) @ + 1)

P2t + 1) 1 t—1)t-t
"—"—4.[(1"( ; d'“'"‘f(t e dt

dt =

+ 2+ D+ 1) F -+

Integrand rastavljamo u parcijalne razlomke pa nakon integriranja  dobijemo konalno:

1 1
’_4l“r+ 17 2(*+ 1) —MCtgt] te
gdie je prema (a):
2= Vi—x
x+1
Izralunaj integrale:
dx Vﬁ —_
f [a[nl x— 23 + 2 |+C]
T=x—2d Pl—x—2x'—2x¢ + |
dx |
f =_t£_i+c]
xfd4x — x? 2x
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[=§l§{—9ln(t-‘ + lj-——lZakctgt«l— 3in(t+ 1)+

f dx
3x+ VS + 8x — 4x*

+5In@—35)} +C, gdjejet = Vs + 8"-;41']
2(x+ --2-)

I1. Posebni oblici integrala tipa III.

Pomoéu gore opisanog osnovnog postupka moZemo racionalizirati svaki
integral tipa III, t. j. moZemo ga svesti na { R(r)d¢ (tip I), a time dokazati, da se
taj integral moZe elementarno izratunati, ukoliko se nazivnik racionalne funkcije
dade rastaviti u realne faktore prvog i’ drugog stepena.

Medutim, taj nacin vodi u vecini slucajeva do toliko sloZenih integrala racio-
nalne funkcije R(t), da ih je prakti¢ki teko izralunati, jer je rastavljanje funkcija
u parcijalne razlomke previSe komplicirano. S toga razloga navedimo jo8 druge
nacine za rjelavanje nekih posebnih oblika integrala tipa III. Ti nadini brZe vode
cilju, pa se uvijek primijenjuju za te oblike.

a) Podintegralna funkcija ima oblik razlomka, pri ¢emu se u brojniku cijela
racionalna funkcija, a u nazivniku drugi Korijen iz kvadratne funkcije.

Integral ima dakle oblik:

! J‘a,,x"—}-a,,'_,x"—'+...+a,x'+a,x’+a.x+a.dx
- Vax* + bx + ¢

Stavimo:

= (Apa X'+ Ay 2324+ 4+ A, x+ Ax + Ao) Vax* + bx + ¢ +

4 dx
+ ",[Vax’+bx+c

gdje su A,, Ay, ..., Ay, A, nepoznate konstante.

Da ih odredimo, deriviramo obje strane gornjeg identiteta po x pamtedi, da je
D, f f(x)dx = f(x), a zatim mnoZimo s [ax* + bx + c. Na taj natin dobijemo
dva identi¢na polinoma, pa usporedivajuci koeficijente istih potencija od x tih poli-
noma dolazimo do (n -+ 1) linearnih jednadibi, iz kojih odredujemo nepoznanice
Aes, Ay As,..., A, postupamo dakle kao pri rastavljaniu razlomljene racionalne
funkcije u parcijalne razlomke (vidi tip I).

Primjeri

1. l=f—_—5:-———dx
VI—Z.‘!:—::z

Kako je u brojniku polinom drugog stepena, stavimo:

dxz(A,x+A.)V1—2x—x'+A;f

xt dx
'=fv1...z—x—_x= Vi @
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Deriviramo po x:

X mAxt A= VTl —x A+
Vi—2z—xr  2fT—2x—x ‘
4

+ ]/1—-;-2::_-:_:?z
VT—2x—x
=4, x + AY(—1—x) + (1 —2x—x) - A, + A,
= — A x—Ag— A 2 —Agx + A;—2A4, x— A1 x* + A,
xt=—2A, 3+ (—3A4,—A)x+ (A4 + A, — Ay)
Slijedi: | |

—24,=1; A, = —-—%—

3 3
‘—'3A|'—Ao=o; -uz-—A.:(); A°='-2"

A2+A|—A°=0; Az=2

Uvritenje u (a) daje:

(vt .3 i _dx
1—(—-2x+ 2)]/1--2::-:: +2I

1 —2x —x?
1,
ili
I=n! G—xV1—2x—x2+21, ()]

®)

' VT —2x—=* V=[x + DP—1 —1] Vi—(x + D¢

x+1=1t; de=di; 2=4k% k=V2

J‘ de .t . x4
o= = arc sin—— == arc sin
l/kz__tz k vZ

Uvritenje u (b) daje konatno:

!=l(3—-x)Vl—2x-—-x‘+2msinx+ ! +C
2 V2

2. I—J. x+ 5 dx
J Vox*46x+2

Kako je u brojniku polinom prvog stepena, stavimo:

[ = 2%+ 3 deA.V9x‘+6x+2+A1f—-—-—d—’—‘——— (a)
V9x’+6x+2 V9x'+6xf2

PDeriviramo:

2 4+5 4 +E 4, |'-V9x"+6x+2
Voxt +6x + 2 2Vox* + 6x+2 JIs*+6x+21

2x+5=£9on+(3Ao+A|)
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2

9Au=2; A°="§-
Uvritenje u (a) daje: _ )
2 13 dx
I_=-—-V9x2+6x+2+—J‘ b
9 3)Voxrvrex+2 ®
, I,
I =j dx = predtip B=—1— dx -
Voxt+ 6x +2 3 . 2 2
‘ X+ —=x 4+ —
. 3 9
1 dx _ ,__1_]'_L de
3 == 1-[:v:+3—t, dx—dt,k—9 =3 Vm
l/(”?) ty

=—%—-ln(t+|/t‘+k’)=—;-ln(x+ -;T+Vx’+—§-x+—;-)"

= G +1+ V9 F65F2) —In3 +C
D —

C,

w|

Uvritenje u (b) daje:
I = —;-V9x‘+6x+ 2+!9}!n(3x+-l +Voxt +6x+2)+C

Na taj natin moZemo izrafunati i integrale predtipa C. Da ih svedemo na
oblik a), mnoZimo i dijelimo podintegralnu funkciju s drugim korijenom iz za-
dane kvadratne funkcije.

IzraCunaj na taj nalin sve integrale navedene kod predtipa C.

Izralunaj integrale:

V%ildx [=VeFT+Sinx+ Jx+1) +C]
X

Izratunaj taj integral i na drugi nalin i to tako, da ga rastavidu dva integrala, podije-
livii svaki ¢lan brojnika s nazivanikom. ‘

x34+2x+5 [ 1 -

- = dx = — (x?— 5x + Vet dx—5—

Vx*+4x—5 3( 4 :
-—34ln(x+2+Vx’+4x——-5)+C]

x dx (1 5 - 3

Ve | [’ (?"”‘?")”" *"*?‘“"‘*""*"*"]

b) Ima li integral oblik:
I(a,,x‘ + a,,_1x""' + e + ax + a.) Vax’ <+ bx + cdx,

tada mnoZeci i dijeledi integrand s Yax* + &x + ¢ svodimo ga na preda$nji
oblik a). :

135



Primjer

I= fo8+x-—x’dx=

x(8+x—x') J‘—x‘+x'+8x
dx
Vé+x-—x’ V8 + x—=x?
Stavimo:
— x% + xz 4+ 8x dx
I= de(Ax*+Ax-+A.)V8+x-—-x‘+Af ®)
Deriviramo:
—x? t 48 1—2
V:,‘B_::xx +xzxE(Azxz“l‘Alx"*‘Au);"‘é‘v.—-*-_%“"vs+x—x'(2A3x+Al)+
43
" |- 2)8 + x—2x?
V8 + x—x?

— 2 4+ 2x" - 16x=(Ax* + Aix+ A1 —2x) + 2B + x~~xN(2A4,x + A) + 24,

Nakon izjednalenja koeficijenata i rjelavanja jednadZbi dobijemo:

1 1., 6l 33
Ag—-?, Al _-l_i, Ao——'z—4: A!‘ﬁ

Uvrstenje u (a) daje:

(e x 61 ., 3 dx
I’(3"12"'24)U8+"—"+16f‘/——8+,,_xz

Rjesivii taj poshednjt integral po predtipu B dobijemo konaZno:

x* x B7 33 L 2x—1
(2 _ T+ B = +cC
(3 12 24) 8 + x— + Joarcsin T3

Izralunaj:

| IEZx-—-S)VZ+3x—x’dx
[= (%xl——-3x+ )l/2+3x——x +17arcsm-——+c]
¢) Ima li integral oblik:
dx——-——-—-
(x— k)" Jax* + bx + ¢

gdje je n prirodan broj, a k bilo koji realan broj (¢esto nula), moZemo ga pomocu
supstitucije:

1

x — [

4

svesti na oblik a) ili na osnovni integral.
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Primjeri

dx
1. =
(x — 1P)3—2sF
1 1 ds 1
x—l—-——t‘—, x=—+4+1; dx=----t—', t prammg (s)
J = — ; dt -—[ czit - -
2, 1 1 : -
t ,;]/3—2(?+1) ,l/a-;,-—-t-—z
_ J‘ t*de
yii—at—2
I,
a to je predadnji oblik a).
Stavimo: I=—1, (b)
2
Le [ =29 =+ a)fr—dr—2+ A,J'—d‘——- ©
Vit —4r—2 . ’ Vie—a:—2
Deriviramo po t:
L 2t—
e = (A, t + A +Vti—ar—2-4
Ve —at—2 Y2y —ar—2 '
+ =2 | yr—ar—2
Vt’-—-4t-—-2 .

P=t+ A)(t—2)+ A, —4t—=2) + A,
P=A12 4+ Agt—2 A1t —2A, + Ay t*—4A4,t—2A4, + A,
=24, +(—64,+A4)t+(A,—24,—24,)

1
2A1—'1) Al—"i"
— 641+ A, =0; Ao=3
A2—2A3—2A0205 Az=7

Uvritenje u (¢) daje:

r,_(—t+ )V"‘:Tt‘:’i+7f ____“_,.

I, = (-;_ + 3)v:=—4t'-—z+ 71,

predtip B =

dr
I =1
: fv:=—4z—z IV(:-:)*
t—2=2z2; dt=dz; 6=FR?
dz
==IV;_:____s=ln(z+Vz’—6)=ln(t-—-2+Vt’-—4t—-'_2)

Uvrstenje u (d), 4 zatim u (b) daje:

I=——(-;—+ 3) Vie—4t—2 —Tln@t—2+ Vrr—4:r—2)

(d)
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Konacno uvrstimo ¢ =

I prema (a):

I'=— ((x—l) l/(x-m--l)2 x-——l 2_7m(x I“2+

TN 7/ R N—

(Z(x-—-l)z x—l)v 7ln( =B ==

x—1

1=J’ dx
x+DY1—2

1 T, ar

'_t_,_':

Uwritenje u I daje:

[ = d: - de _
B 1 i ? J '/ 1.2
z--— e  § —— — re— Ll
Jt =) (t 1) tf1—g+ 51
+1 dsz
A—1=3; t=’2 3 dt=g

1 dz 1“’ ~1 1
= e —— —_— e e — z 2dz=-—-——-
ZJVZ 2 2
_]/ 2 3_]/2—-:—1

x+1 x+1

l—x
I=— T+=x

w8

—+C

3. Rije3imo integral naveden na str. 132.

1=J.__d_"__
xYdx —x*
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Onaj, koji je taj integral rijesio pomoc¢u Eulerove supstitucije, opazit ¢e velike prednosti
racunanja fog integrala kao posebnog oblika c).

dx
4 1=f
x)xc—1
1 | 1
_x=-t—, dx——-;;dt,_t-; (a)

I = ‘ de - f——dt——-—arcsiht
J‘IZ.L k!_., vl—tz

Prema (a):

I=s-—arcsini + C
X

1zralunaj integrale:

-

dx x
—_— = In ——me————
xyxi+l ' [ P1!+l+l+c.

dx 1 x 1
— =—hn— - +C
JxV5—2x§ [ V? V_5+V5—2x7' ]
J‘ dx [, —l-—arc s'm_._xi-_é.._ + (',‘q
(x—2)YxT—6x + 1 V7 V8. - (x—2)

. . — 2__ )
[=_Vx5 :x+l+2ml 2x+: 4x+l)+c

J‘ dx
x"’in—llx + 1

J’ dx
xVx+ 2x+3

dx
foxz-i-x-i-l

Rezuitate vidi na str. 128, 130, 131 132,

J‘ dx
x V—x§+ Ix—2
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Poseban slucaj oblika c¢).

Ako faktor (x — k), koji se nalazi u nazivniku ispred Vax* + bx + ¢, nije
linearan, treba najprije provesti rastavljanje u parcijalne razlomke, a zatim integral
rastaviti u vide integrala. Cesto vodi taj naéin brZe cilju nego primjena Eulero-

vih supstitucija.

Primjer

[=J' dx
(E=D)1—x

rastavimo u parcijalne razlomke (vidi tip I):

x¥ -l
1 . 4
X—1" x+.1 xel
I=A—D+B(x+1)

|
zZax=1; 1=208; B=-§

x4+ Dix=1)

zZax=—1; 1l=—24; A=.._.%..

1 1 1
= 3=

X 1 w2(x+l)

To uvrstimo u I pa ga rast_avimo u dva integrala:

jo_1 f dr 1 f e _ 1
2)x+DV1T—%# 2 x—DY1r—xF 2
I ’,

]lz-_f dx -]/l —x
x+ DYT— %2 1+ x

I __J‘ dx
2 x—DYT—

(—h+ 1) (@

(vidi primjer 2. na strani 138)

T —— d— e ou—
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Uvritenje u (a) daje:

1
’m-f( 1+x ¥V T—x

—x l+x)=I(Vl—xhyl+x)=%l—x—|~x

2\Ir+x == Vi=xt

lzratuna):

f dx [— ! arc sin — 1 2%
(12—9)v5-i—6x—712 —GVI(S ("_'B)V_‘T—

! arc sin 12z —2
676 x+ )1

Na isti nadin moZe se izraunati integral, ako je podintegralna funkcija
I
Vax? + bx + ¢
pomnozena s nekom razlomljenom racionalnom funkcijomn
P.(x)
Qn(x)

U tom slu¢aju takoder rastavljamo R(x) u parcijalne razlomke, a sam integral
u niz integrala oblika c).

R(x) =

Rijesi na taj nadin:
3x—35
(x— 1) x?+ 4

i 3x—5 "
rastavivii u tu svrhu [CE=)a u parcijalne razlomke.
x ——

3 _ . z
[___i.]/x 4,17 x+4—V5.Vx +4+c]

5 x—1 5V’§ x—1

a takoder: f x dx
(x— 1)1 4 2x — &2

ﬁ+Vl + 2x — x?

]l —x

dx

[M V1 +2x——x2__1_1n
T 2(I—x V2

Ako je R(x) ve¢ parcijalni razlomak, moramo primijeniti Eulerove supstitucije.

]

Tip IV. Binomni integralij
To su integrali oblika
fx"(ax‘ -+ b)" dx
gdie su aid realni, a p,q i r racionalni brojevi.
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Ako je r razlomak, a to pretpostavljamo, tada binomni integral moZemo ele-
mentarno izracunati, t. j. izraziti ga konainim brojem poznatih nam elementarnih
funkcija, -samo u tom slucaju, ako je:

p+1

D cio broj ili nula
ili

2) -?,__'qt_l + r cio broi ili nula,

Ako ti t. zv. uvjeti integrabilnosti nisu ispunjeni, integrand ne moZemo
racionalizirati, a dakle ni integral rijeSiti. '

Supstitucija:
u slucaju 1) ax*+b=r
u sluéaju 2) ax? + b = t’x*?

Tu je 7 nova promjenljiva, s eksponent korijena, odnosno nazivnik u r, koji
se u oba slucaja uzima s predznakom .

Primjeri
1. I= __x_sil_x_—_‘= J-:a:’(:c‘| + l)—% dx
Vx+1 ‘
=5; ¢g=13 r-—-—-l—' s=2
P=2; g=3 T= 2+ 5=

E%l- = 2—%—1— = 2 cio broj —-ispunjen je prvi uvjet integrabilnosti, imamo sluZaj 1).
Supstitucija prema ax? 4 b =5 x4 1=1p? (@)

‘ 3x*dx=2¢tds

x%dx = —i—tdt

Kako nam treba x°dx, mnoZimo posljednju jednakost s x°:

x-"dx=-§-t-x‘dt ®)

1z (a):
x¥= 1

Uerienje u (b) daje:
Sdx =2 (=Dt ©

Uvrstenje (a) i (¢) u I daje:

1=%f‘—(f:-l)dz=-‘;'—(f-—z)=%t(ﬁ—3)
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Iz (a) imamo
t= yx*+ 1

Uvritenje u I daje:

I=—§—(x3-—2)Vx"+ 1+C

dx |
I=|————= | x" Y2+ D }ax
fx‘Vx’+l f )

pt+1  —441
q 3

= — 1 = cio broj — slucaj I).
Supstitucija:
41 =12 =VYx+1 (a)

3x%dx = 2td:

x2%dx = —g—tdl. (b)
dx . .
I = [—-m: = brojnik i nazivnik mnofimo sa x* =
J s+ 1 -
x? dx

Jc‘ﬂ/.v::3 + 1

(©)

Prema (a):
=212

xt = (27— 1) {(d)

Uvrstenje (a), (b) i {d) u (¢) daje:

j‘ tde FE ds
=73 (zz—l)‘z'_ 3J @ —1)¢

Nakon rastavljanja u parcijalne razlomke dobijemo:

11 1 ] 1
- 3[[ T +1)z+?z+1 +74'(z--1)1_"4'z—1]d’

Integriramo:
2 1 1 1 1 ] 1
L= =]——. —iIn]t g | ——— —
3[ T it anlt el — g — it 1|]
ili
i 1 1 Yoot 41
I-*—6(z+l+z-—l)+*6hln:-—l
ili -
1 ¢ 1 t + 1
S iy B e

143



Uvritenje (a) daje konacno:

1V +1 1 L+ 1 +1
= — — + —Iin +C
3o« 6 Vi +1—1
IzraCunaj;
R .
.....x_d_'f_... [=__l_(x!+2)yl__;l+C]
Vi—x 3
3
3. [ = -ﬁ’i.%=fx'(x-+n)-idx
Vx

p=13 q=28; f=-——;—; s=2

1 3 1 . . .. . T .
’—,-_—:—= % = —;— # cio broj — prvi uvjet integrabilnosti nije ispunjen.
g+ 1 1 1 . . . . L, . . .
~a +r= 55 = 0 —ispunjen je drugi uvjet integrabilnosti, imamo slulaj 2).

Supstitucija prema ax? + & = 5 x¢:

41 =2x] Xt
1 +x—8=g¢ (a)

/= Hdx  p x*dx _ J‘ xdx - dx (b)
Vx‘+l Jl/x,(l+_l_) x‘Vl+x-8 le+x-—l
xl

Prema (a): = 8x—9dx = 2t dt
odatle: x"s-x-ldx=-——1—tdt
Iz (a):

x—8 =t ]

Uvrdtenje daje:

dx 1

2 ]) . ot = e —

{t 1) po 4t de

dx 1 ¢

il - ©

Uvritenje (a) i (¢) u (b) daje:

[ = _l_f edt =.=__-_l_ de —-—-llnt—l=prema(a)-=
TT 4 ) (=1t 4 J =1 8 t+1

L, Vi 4+ x-8—1 1, V2 +1—x

= «— —In
8 Vitzt+1 _8 Vmiisw
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L
4. ]=fx dx= x.'(f-}—x:’)—id‘t
X

e

P=4;9=3;r=——-—i-;s:2
£+_1 =4_:t__l. = i + Ccio broi
q 3 3 Oba uvjeta integrabilnosti nisu ispunjena —
p+1 - 5 1 7 . . integral ne moZemo ¢lementarno rijediti
4+ r =2 — == = — ¥ cio broj
q 3 2 6
5. = f—jf—z f(l + )" hdx = fx"-(l + x)—Fdx
Vi+x
1
p=0; ¢=3; r=—5; s=2
p+1 041 1 i broi '
7 3 3 ¥ cio broj Isto! Kasnije ¢emo taj integral priblizno 1z-
ratunati rastavivsi integrand u binomni red.
pt b L Gobro (Vidi dalje tocku 8. ovog §).
q 3 2 6
1zracunaj:
? 7 h
J’xSVZ—Bx‘dI ['==—--l——?—44(2—3x")V2—3x°+C
f dx [_L (2x‘—l)Vl+x’+C-
AY1+ 2 3 x* )
x*dx Va4 —
Vies e

Primijetimo, da se kad$to binomni integrali dadu izracunati jednostavnije bez
primjene gore navedenih formula. PokaZimo to na primjeru.

3
Primjer I= J'xs\/(l + x%)?* dx
3
I= J.x3V(l + x)xidx =

1+x*=t ; x3=t—1

3I2de =dr ; x’dx=-;-dt

,_;.j(t—l)]??d:= %f(ts”—t%)dz-

3 3
*%(%‘slg_%-t%)_____;_ (l+x"——;-|f('-l+x’5+c

. . x*dx .
Isto tako moZemo gore navedene binomne integrale V—_l=.-—-__--2-l
— x

7 .
Ix‘[/ 2 —3x°* dx mnogo jednostavnije rije$iti uz supstitucije, uzevsi neposredno
za prvi integral 1 — x* = ¢, a za drugi 2 — Ix® = 1.

10 B. Apsen: Repetitorij vise matematike I1 dio 145



Dovriavaju¢i time nasu diskusiju o integralima iracionalnih funkcija, koje
mozemo elementarno izratunati, moramo naglasiti,” da sa time nisu iscrpljeni svi
slutajevi tih integrala. Cesto se moZec integral iracionalne funkcije, koji ne spada
ni u jedan od navedenih tipova, izratunati transformiraju¢i podintegralnu funkciju
1 pogodivsi podesnu supstituciju. Ocito je, da taj postupak traZi od ra¢unaéa mnogo
snalazljivosti, a u prvom redu vjezbanje.

Primjer
[ = "‘ dx
J Vix—1)3x+2)°
[ = r'4 dx - cfx
(x—1)(x + 2)° s x—1\?
2
-,V G+2° *+2) (x+2)
™ dx - dx
1l = " = : =
2) — 3713 2 3\
HERET Jes i)
u(x+) 13 (x+2) 1 pryra
x4+ 2=¢; dx=dt
de
= r =
3 3
2 -_—
¢ (1 ‘)
3 3du
l——~u,0daﬂet=__.:", dt-—(l—u).
_ du _L du__i If‘
=3 0 —u v_a_;;J‘ET.—Bu
(r—uyp ¥
4
4 3 4 y/x=—1
L AT L T i

Izratunaj integral

J‘Vx*+1-c-lfvx=~—1

Uputa. Racionaliziraj nazivnik integranda!

[=—} Va1 +Vx’-l)+:li-ln

x+Vx2+l +C
x+Vx2--l

Tip V. Elipti¢ki integrali

U tip III svrstali smo integrale, koji su sastavljeni od x, konstanata i drugog
korijena iz kvadratne funkcije, t. j. polinoma drugog stepena, konatnim
brojem racionalnih operacija. Ako je pod drugim korijenom polinom treéeg ili
Cetvrtog stepena s realnim i razli¢itim nultodkama, imamo tako zvani elipticki
integral, koji ima dakle opéenito oblik:

1= fR(x, Vax* + a:x® + axt + ax + a,) dx
[za a, =0 imamo P,(x)].
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Integrand eliptikog integrala ne mozemo racionalizirati, a prema tome ne
mozemo aj integral elementarno rijediti, t. j. izraziti-ga u obliku konac¢ne sume
poznatih nam clementarnih funkeija.

Prakticki dosta &esto dolazimo do elipti¢kih integrala, na pr. pri izracuna-
vanju duljinc luka elipse (odatle i potje¢e naziv tih integrala), pri odredivanju
vremena njihaja matemati¢kog njihala i t. d. U tim slu¢ajevima razvijemo integrand
u beskonaéni konvergentni red pa ga integriramo ¢lan po Clan. Rezultat integri-
ranja je dakle opet beskonacni red, ¢iju sumu aproksimiramo parcijalnom sumom
od toliko ¢lanova reda, koliko je to potrebno s obzirom na trazenu to¢nost. O rjesa-
vanju integrala pomocu razvoja u red i o integriranju beskonacénih redova bit ¢e
govora kasnije.

Moze sc pokazati, da se svaki elipti¢ki integral dade predotiti kao kombinacija
triju osnovnih eliptickih integrala, koji se zovu Legendre-ovi integrali (¢itaj Lezandr)
prve, druge i trece vrste, Normalni ili kanonski oblik integrala prve vrste ozna-
cuje se s F(o, k), druge vrste s E(g, k), a trece vrste s Il (o, m, k) i u gonio-
metrijskom obliku glase:

P

P
. de :
P((P’k):f\[l—kzsinch’ E(eo, k)=fﬁ—~k sin®* ¢ - do
0 0

(65)
de

¢
= ~l‘(l + msin* @)y 1 —k*sin? @
0

1 (p, 1, k)

gdje je k& realna pozitivna konstanta manja od 1, a zove se modul eliptiCkog
integrala, dok je m neka reaina konstanta.

Ako je gornja granica prve i druge vrste integrala ¢ = 5 integrali se zovu

potpuni i oznatuju se s K i E.

Ima tablica za elipticke integrale, iz kojih se vrijednosti tih integrala vade
po argumentima ¢ 1 «, gdje je sino = k, a za potpune — po argumentu a (vidi
na pr. Hiitte, svezak I).

Oznac¢imo elipticki integral prve vrste s u = u(¢) i prijedemo na inverznu
funkciju ¢ = ¢(«). Tu inverznu funkciju Jacobi je nazvao samplituda wuec
i oznacio s am u, ili am(u, k) gdje je & modul eliptitkog integrala:

o(u) = amu = am(u, k)

Uzmemo li od ¢ = am # sinus i kosinus, dobit ¢emo-dvije Jacobijeve osnovne |
elipticke funkcije:
sin ¢ = sin am # = sn u (sinus amplitude %)
cos ¢ == cos am u = cn u (kosinus amplitude )
Ag = |1 —k*sin® ¢ = Aam u = dn u (delta amplitude u)

To su nove neelementarne funkcije, koje se pomocu elementarnih funkcija
mogu izraziti samo beskonainim brojem racionalnih operacija, na pr. u obliku
beskonacnih redova.

I za vrijednosti Jacobijevih eliptickih funkcija postoje tablice.
Prelazimo na integrale trascendentnih funkcija.
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Tip VI
I = fR(sin X, cosx)dx

U taj tip spadaju integrali, u koje ulaze sin x, cos x i konstante, pri éemu su
integrandi racionalni u sin x i cos x, x sam ne ulazi. (Ako ulazi x, kusaj rijesiti

taj integral naCinom parcijalne integracije, kao na pr. u slucaju f x-stn dx i sl.).

Postupak. Pomodu supstitucije, koja slijedi, svodimo zadani integral na f R(1)de,
t. j. na tip I.

Supstitucija:
x
te —— = '
g5 t (a)

Odatle prema poznatim trigonometrijskim formulama dobijemo:

2tg =
. . X x x x &7
SiInx =2sin—+ .08 =~ =2tg—.co8? - = —— = =
2 2 2 2 x
1 tgt
2
2t
= prema (a) = TTa
—tpr X
x .2 X 2 X s X I—t 2
COSx = Cos* - —siN" = = |1 —tg’—) .cos* - = ——__ =
2 2 2 2 x
1 4 tgt—
| 2
1—
= prema (a) = T
Prema (a)
—g—=arctgt ili x=2arctg:
Diferenciramo:
2d:
dx = o
Dobili smo dakle: '
sin x ——-—2t
T 14
I — ¢
CosS X -n—-i-*+—t’ (b)
, 2de
d =7 +
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Na pr.

2de(1 + 1) dt
f-s-;l—x—-prcma(b) m—-ft =Inj|t|=

= prema (a) = In J tg%—l

dx

x
soe o n tg—z- +C (67)
dx ) _ 2de(1 +22) de 1 I +¢
jc'()sx—prema ®= s (1--:2)“41-—1222'?1"I1-—:'=
]
1 +1g 5 tg 5 +1g
= prema (a) = In x =In po ==
s (5 3)
t t
[prema tg (x +B) = i f_o:gt -gtg B]
dx /1
Jaz=nle(3+5)[+c o
Primjeri
_ 1+ sinx
I I—fsinx(l~+cosx)dx
Prema (b):

2t 1’4 2u+1

1+smx=l+l+ﬂ— s
1—¢2 2
l+cosx—1+7 l+t"'
. 2t 2d:
sin x = 3

1+ 2’ d"=|+z2

Upvritenje u I daje:

,=f(t’+2:+1)2-(l+t’)(l+:’)dt__l_f:*+2:+ldt.
T+xOHA+5-2t-2 -2 - =

1
=72

1 /2
(t+2+ )d ='i-('—2'*+21 +ln]t|)
Konacno prema {a):

1

S P SR x
I 4.tg2+tg2+21nltgzl+c
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2 I""f cos x dx

I+ cosx
Prema (b):
1— 1 2
!+c°sx—l+l+t3—l+t’
=120+ "fl—tz _ g—l,
I= (l+t")(l+t')-2dz_ l+t’dt— r’+ldf"
(f2— 1): (12 4+ 1) = l-———z——
2+ 1
——-—f(l-- 2 )dr——t+2arct ¢{ = prema(a) =
B 2+ 1 N E¢="P -
X X X X X
—~—tg3-+23rctg(tg—f)—2-—:-2-—-—rg-2—#x——-tg-i- +C
x x Cger g
[arctg(tg —zv) =3 vidi Dio 1. formula (733)]
Izracunaj:
dx 1 x N
53 conx [—a-z-arctg(Ztg—z-)wL(,‘
dx p Byt
[iv5as =gl +¢
+ Scosx tg > —2
2 _
sinx - dx _ 2 +x CT
1+ sinx o x +
l+tg-—2-
1 4 2cosx _ 3 x 7 2 X 1 A
fsinx(s-—cosx)d" ["2"“‘@2 —g w3 +"2'I*C_
Primjedba

Pomod¢u supstitucija (a) i (b) moZemo racionalizirati i one integrale, &iji su
integrandi racionalni u sin"x i cos"x, ali prakti¢ki vodi ta racionalizacija do veoma
slozenih integrala racionalne funkcije od ¢, pa je uputno, da se ti integrali izrd¢unaju
pomocu neke druge podesnije supstitucije. ‘

Primjer

I,_j‘ dx
~ J 3—5sin?x + 8cos®x
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Podijelivii brojnik i nazivnik s ¢os?® x, dobijemo:

dx dx . dx
/- cos?® x _ cos? x cos? x

S+ —stgx+8 | 1T—21%x

cos’x*;s{gzx*-s

. . .o
(uzcto je u obzir, da je 7= =1+ tg? x)
cos? x
Supstitucija:

dx
cos?x

gx =1

tivritenje u I daje:

—— 2

. de
1—'/-1]%2[2* Jll = prema (55a) =
2

LYz TP VT +VZ s
2 2V1n I 88 Vii—V2- -tgx

[zradunaj:

dx ==-l—~arc 3 .
7 cos® x + 3 sin® x V_Z_l tg'( T +C.

dx 2+3,gx
f4cos’x-—-9sin2x [ 24 2—-3igx +C..

dx 1 1 .
fsinzx-—llcoszx—7 : [——Gﬁarctg (ﬁtgx)+c-

Na sliéni nacin mogu se ratunati integrali oblika
1=fR(sh %, ch x)dx
jer se daju racicnalizirati pomocu sli¢ne supstitucije:
th— = ¢ (a)

Obzirom na formule za hiperbolne funkcije [vidi Dio I. formule (63) i (65))
1mamo:

R Ny LA C L . S B
th—zSh-—2—°Ch-§———2th2 Ch 3 ——2th2 2x
2
2t
=prema(a)=—l-—~:—t-2-
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i . . |+th=—’2‘-
chx=ch’-f—+sh'—=(l+th’—-)-ch’——=—'——"—-é=
2 2 2 2 x
] —th?—
2
2
— prema (a) = 1,
1 —1t
Iz th-> = ¢ slijedi
2
X
x = 2Artht¢
2d:
dx#l—-tz
Na pr.
dx  [2de(l~—¢) [ dt _ _ I .x|
Jth_ (1—2t + =t =prema(a) =Injth5|+C

U mnogim slucajevima vodi supstitucija e* = ¢ brze cilju i daje jednostavnije
rezultate.

Na pr.

ex-dx = d¢t; dx =

dt

I= —-=2J‘—-Ei—:—=2arctgt=2arctge‘+c
( l) 142
A

Izratunaj na dva nadina, t. j. pomoéu supstitucije thizc— = t, a zatim pomo-

due=t¢
J‘ dx
2+ 5shx
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Tip VIL
= [ sin (mx) - cos (nx) dx
I= fcos kmx) - cos (nx) dx
1 =fsin (mx) - sin (nx) dx

Produkt trigonometrijskih funkcija svodimo na njihov zbroij, odnosno razliku
pomodu poznatih formula:

sina - cos B = -;-[sin(a + B) + sin(ax — B)) (a)
cos & - cos B = —;T [cos(a + B) + cos(x — B)] (b)
sina -sin § = % [cos(x — B) — cos{x + B)) (©)

Primjeri

1. fcos 8x : sin 3x dx = fsin 3x + cos Bxdx = prema (a) = lzf[sin 11x + sin(— 5x)] dx =

_ 1 cos 11x cosSx)
= prema (59) = 5 (—— T .+ 5, + C

2, f sin (2x — 3) - sin{x 4 '4) dx = prema (¢} =

sin(x—7) sin(3x+ 1)
2 6

3. fcosx 'cos( 4)dx-- prema (b)—-——f [cos(2x+ +cos( :)]dxa

s} (21—}-3-)
R A Y N
2 2 2

+C

=%f[cos(x—-—7)—cos(3x + D] dx =

P2

1 . ”
-x]— T(stx . cosT 4 cos 2x - sin 7)

=-i-(SIn2.X"—V—;—'+C032 _Vz:_ v—z,x)_ﬁ(sian-i-cost-i-Zx)*‘C

Tzracunaj:

9

[gsmllx sxnx+c

f cos S5x - cos 6x dx

ol

[= _cosl4x cos4x+c'

fcos9x-sm5xdx 78 + 8 ]

féinSx-sin(Sx-—-l)dx [==-!—sm(2x l)—Lsm(Sx--l)+C
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Tip VIIL

I, = fsin"xdx; I, =fcos" x dx
n je cio pozitivan broj.

Postupak: Integrand rastavljamo u faktore tako, da je drug1 faktor sin x dx,
odnosno cos x dx, iza toga parcijalno integriramo, pri ¢emu racunajuci prvi mtegral
uzimamo cos’x = 1 — sin®x, a za drugi mtegral sin?x = 1 — cos*x. Pri racunanju
tih integrala zgodno je dat I indeks, koji je jednak eksponentu od sin x, odnosno

COs X,

Na pr.
I,=fsin’xdx fsmx smxdu

u =sinx; du = cos xdx

dz = sin x dx; v:fsinxdx:Hcosx
1,‘=—sinxcosx+fcos’x-dx
I, =——sinx-cosx+f(1——sin’x)dx
I; z—sinx-c05x+fdx—fsin’xdx
I
[, = —sinx-cosx +x— I,
2l, = —sinxcosx + x

[ - X _sinxCOsx_ X 2 8in X CoS x x sin 2x
N 2 2 2.2 2 4

f sin? x dx = T — sm42x +C (59a)

Postupajuéi na isti nacin dobijemo:

f cos? x dx =5 B B, R sin 2x +C (60a)

Izvedi to!
Do istih rezultata dosli smo ve¢ prije na drugi nacin.

[Vidi (59a) i (60a) na str. 62 i 63].
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Primjeri ‘
1. I,==jcos“dx=jcosax-cosxdx
u=cos?x; dwu=-—3cos?x +sinxdx
do =cosxdx; v = _fcosxdx = sin X
I, =cos’x -sinx + 3_fsin"’x » cos? ¥ dx
I, = sinx - cos¥x + 3!(1 — cos52x) *cos?x dx
I,=sinx -cos®*x + 3fcoszxdx—3jcos‘xdx
I, =sinx -cos®x + 3J,— 31,
41, = sinx - cos®>x -+ 3/,

14=-;—sinx'cos3x+%12 (a)

I, sveli smo na I, t. j. snizili smo za 2 cksponent od cos x. Kaze se, da smo izvriili rekurziju.

Prema (60a): - f 2 gy o X sin2x
I, cos?x dx 5 I

Upvritenje u (a) daje:

a 3 3 .
L—Tsmx cos x+—8—x+l—6-snn2x+C
2. I, ~—.-J'sin3-x dx

I, =J'sin2x * sin x dx
u = sin?x; du = 2sinx * cos x dx
dv = sinxdx; v = -—cosx
I; = —sin?x » cos x + ZIsinx - cos?x dx
I, = —sin2x *cos x + ZIsinx(l — sin? x} dx
I;= —sin?x -cosx + 2_[sinxdx—2j'sin3xdx
I,= —sin?xcosx+ 21, —2 L

31, =-—sin?x *cosx + 2 I,

1 . .2
I; = —-----:;—sm%ccosx+TIl

Opet smo izvriili rekurziju, jer smo snizili za 2 eksponent od sin x, pa smo sveli /; na

I = j'sinxdx = = COS X

Iy = ——%sin*xcos x—--g—cosx+C

Racdunajuéi na navedeni nacin f sin"xdx 1 f cos® x dx dobijemo t. zv.

mule rekurzije:

for-
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. . n—1 :
I, = fsm“ xdx = ——sin"" x - cos x + sin™* x dx
n n

(69)

1 : n—1
1, = fcos" xdx = —cos"'x - sinx + - cos™* x dx
n

Primijenjujuct vise puta te formule moZemo ne integrirajuéi izracunati
f sin® x dx i [ cos™ x dx za bilo koji prirodni eksponent n.

Izracunaj ne upotrebljavajuéi formule rekurzije, da stekned vecu
sigurnost u integriranju:

) 1 . 3 3sin 2x ]

4 — e 3 — — e
J-sm x dx [__ 4sm x CoS x 8x T + C
1 . 2 . ]
cos® x dx =Tsmx-cos=x +Tsmx +C
fsin’ d [-——l (s'n‘x+ 4sin’x+8) 0S +Cq
X ax I 3 ) cosx j
. - 1 4 8\ .. '
cos® x dx ==z cos‘x+—3-cos’x —|—7 sinx +C

Primjedba. Ako je cksponent podintegralne funkcije sinx, odnosno cosx ne-
paran, integral toga tipa moZemo rijesiti mnogo jednostavnije uz supstituciju
cos x ==/, odnosno sin x = ¢.

Na pr.
I, = | sin®xdx = [ sin? x-sin xdx = f(1 — cos? x) sin xdx =
® 1

=—f(l—tz)dt=~—t+%=—§~cos“x—cosx+C‘

Tip IX

1, =ftg"xdx; I, = fctg"xdx
n je cio pozitivan broj.

Supstitucija:

. de
za I;: tgx =¢, odatle x =arctgst i dx = I_?F (a)
. de
za Iy ctgx =1¢, odatle x =arcctger i dx = — (b)
Primjeri
| I=ftg°xdx=prema(a)= £ dt =
' 1+ &t
L4 1) = t e
P +1
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Izratunaj:

f g x dx

—ftdt f‘d’ _'3 lfgf—ﬁ']—ll =
2+ 1 3) 73 -7hiz]=

t’-+l=z, tdl=sz
—ﬁ-——]—ln(l+t2)— 1'ema(a)——1-t2 -I—l (1 +tg?x) =
T2 2 =P R A T g x
1 T .2 -
ztg x—an1+tgx-2tg x-—lncosx =
1 1
:~2—tg'~’x—(ln1—lncosx)-—--z-tg’x+lncosx+C

(uzeto je u obzir, da je 1 4 t1g%x = coslzx tdajelnl = 0)

[
fctg x dx = prema (b) = ---f l,-{-di?

1

€ . (42 = %12 —— —
24+ =1 1?41 7T

AR
= ———5-+T-—-t--arcctgt = prema(b) =

=_._;- ctg® x + %ctg’x—ctgx——xi-c

[arc ctg (ctg x) = x, vidi-Dio 1. formula (73a)]

[= 1 tg4x—-%-tg2x—lncosx + C]

4

[=__l;_tgvx_._l_t55x-+—;- glx—tgx + x + C]

5

1 1 4 1
[—- '—""6"“36! +TCIB x—-i-

Tip X.

In=f dx.- _J' x
sin® x’ cos

n je cio pozitivan broj.

ctg?’x — Insinx + C]

157



Postupak: Integrand rastavljamo u dva faktora tako, da je drugi faktor

dx dx . .
———, odnosno . Iza toga parcijalno integriramo, pri ¢emu raunajuci prvi
sin*x’ cos® x ga parcy Br » P juctp
. . COoS x . . ..
integral uzimamo ctgx = Sn i cos’x = 1 —sin’x, a za drugi integral
sinx . .
g x = i sin*x=1]-—cos’x
COosS X
Primjeri
dx 4 dx
]. I: = ey = T e
sin® x sinx sin*x
1 ' cos x
W = — > U = == ———
sin x sin’x
dv ___dx ] f___dx ct
= - 3 = n = e X
sinx’ sinZx g
1 Cos X
I, = —— 'ctx-—-fctx'. d
: sinx CE BX Snix
cos x cos?x
l; = = = —f—.-—rdx
sin? x sin® x
f ] —sin’x
Iy =— s
] sin sin® x
cos x dx dx
Iy = = e | ——— + :
sin®x sin® x sin x
1, I,
cos x
Iy = — —— + I,
sin?x

1 cosx 1
I’——-2_ sin’x+_2“1‘

Izvriili smo rekurziju, jer smo [; sveli na I,.

Prema (67):
‘ dx x
L= fsinx =In 87
Uvrstenje u I, daje
1 cosx 1 x
Ii=—7 ozt Th|teg |+ C

: he [ - [
5 cos®x cos® x cos2

1 + 3cos’ x-sinx sin x
= 3 du= e dx =3 —;
cos’x cos cos*x

dx
do = oix 77 tgx
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sin x
I = —
s = ooy tgx—3 ftgx e xdx
sin x sin? x
) L, 2=
7 costx 3 .[ cos-"xdx
sin x 1 — cos® x
I =
7 costx 3,[ cos® x
sin x dx dx
L el
> costx 3,/‘cossx + 3./'cos.sx
I I
al, S”S‘," + 31
I sinx 3
1 = - 2
T oz T d £

Tzvrdili smo rekurziju 7 na L.
dx 1 dx
Iy = - = .
cos’x cosx cos’x
u dv

Nakon parcijalnog integriranja i uredivanja dobijemo:

1 sinx 1
[3:7 cos’x+ 2

I,

Opet je provedena rekurzija I, na I,.

Prema (68):

‘—.[cos lg(z +—})

Uvrstenje u I; daje:

1 sinx

1 x
Ii=7 ozt 2'n tg(?-}- T) l
aul:
1 sinx 3 sinx 3 x T
L= 4 otz T 3 covis +-g—lnltg(—2— + -4_)l +C
... . v x dx . .
Racunajuci na navedeni nadin | —— i -— dobijemo rekurzivne for-
sin® x cos™ x )
mule:
dx | cos x n—2 dx
In = .Y == ) [P | + C— ;)
sin"x - #n—1 sm*™x #n-—-1]Jsin"*yx
(70)
I J‘ dx 1 sin x n—?2 dx
27 Jcos"x  nm—1 cos"™x 'm—1J cos"2x
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Izratunaj ne upotrebljavaju¢i formule rekurzije:

" dx 1 cosx 2 ]
féin“x [_ T3 sinx Ty clex +C.
dx _1sinx | Ssinx  ISsinx 1S (x jgl '
fcus’x [M—(i_cos°x+§3cos‘x+4_§cos’x +3—8!n'tg 2 + 4 +CJ
J’ dx [__lcosx__3 cosx+31 . c
sin® x T T A snx S etk TR EFT

Tip XI.

f sin™ x - cos™ x dx

m 1 n su cijeli cksponenti, pozitivni ili negativni.
Postupak integriranja pokaZimo na primjerima za pojedine sluéajeve.
1) Oba cksponenta m i n su pozitivna, pri ¢emu je jedan paran, a drugi ne-
paran.

1. [ =fsin2x ccos’ xdx = fsin’x-cos‘x-cosxdx =

= f sin?x - (1 — sin?x)? « cos x dx

sinx = ¢, cosxdx =dt

1=ft=(l-—-t*)‘dt=J(r*——2t‘+t‘)dt=—;—2%‘+—;—=
=-§-sin3x——§-sin’x+%sin’x+c
2. i=fsin3x . cos’xdx=fsin’x -cos*x - sinx dx =
=f(l—cos=x)c;>s=x-sinxdx=
cosx =1¢; sinxdx =—dt
=—fu—mﬁm=—fw—mm=~§+%=

=———;’—cos’x +-—;-cos’x +C

160



11 B. Apsen: Repetitorij vise matematike IT dio

2) Jedan eksponent (m ili n) je pozitivan i neparan, a drugi je negativan.

1 sin® x _ [sin*x -sinxdx _ (t —cos*x) - sin x dx
) cos* x cos® x cos* x
cosx =1,y sinxdx=—d¢

B (l—t’)dt__Jdt+fdt_.l 1
Y - ra 3 Tt

1 i
Jcos*x cosx

J’cos‘xdx _J'cos x - cosx | J'(l —sin? x)? - cos xdx

sin*x sin®x sin® x

e

sinx =ty cosxdx =d¢

U_:—_‘;l_'ﬂ:j_—-——“‘zt"“' —f—*zf%£+f‘d‘=

1

. | .
e — 4 — 2 +
3 s’ ZInlsmx] 7 sin‘ x C

1 2

3) Jedan eksponent (m ili #) je pozitivan i paran, a drugi negativan.

L J’c9s‘xdx _ (l-—:sin’x)z _J‘ J‘ .dx "
sin’ x sin® x sin® x sinx

+ f sin x dx = prema tipu X i (67) =

1 cosx 1 x x
=~ nx Tlnltg‘z"l—““ltg‘z‘}_"“" =
1 cosx 3 x
"’z“m-ilf‘\‘g‘ﬂ‘“""s”c

4) Oba eksponenta m i n su jednaka, pozitivna i nepartia.

1. fsinx-cosxdx=

sinx =1¢;, cosxdx=d:

= a=l = lgnx+c
-2 T2 *
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2. fsin3x-cos3xdx=fsin3x'cos2x~cosxdx=

= fsin"x(l —sin?x)cos x dx =

sinx =t; cosxdx =dt

=Jt3(l—t2)dt=ft3dt—ft5dt =.‘:.....‘.°. =
4 6

1
4

sin‘x—-é—sin‘x +C

5) Oba cksponenta m i » su jednaka, pozitivna i parna.
I =f sin* x + cos* x dx
Prema 2 sin x cos x = sin 2x imamo:
16sin® x cos® x = sin* 2x

sin‘ 2x

sin? x cos* x =
16

Uvrstenje u [ daje:

1
= e in? ==
I l(3fs1n 2x dx
1
2x = ¢; dx=——i—dt (a)

= 315] sin’ ¢t d¢ = prema tipu VIII uz uvrstenje (a) =

| 1 3 3
oS em—— A H 3 —— e 1
32[ ) sin® 2x cos 2x - y x ]6sm 4x] +C

6) Oba eksponenta m i n su jednaka, negativna, parna ili neparna.

J __J' dx _ SJ‘ dx _ dx
~ Jsinxcos’x 8sin®xcos®x (sin 2x)®
2x =t} dx=-;-dt (2)

dt
= 4 - == i $ i =S
J’sm-"* ; prema tipu X uz uvritenje (a)

=4(—-—l- €os 2x +—%—ln|tgx|) +C

2 sin?2x




7) Oba cksponenta m i n su razlitita, pozitivna i ;v
I I = f sin® x - cos? x dv - f(sin X - Cos XY osind w e

Prema trigonometrijskim formulama

2 sin x cos x  sin 2x,

a odatle
: |
(sin x cos x)? - T sin® 2x
1
l — cos 2x = 2sin®x,
odatle
sin? x = -;—(l — Cos 2x)
imamo:
i . 1 . 1 ) . .
I = T sin®2x - (1 — cos 2x) dx = < sin? 2x dx——? st 2
Supstitucija:
1 . 1
2x = t; dxz—i—dt i sin2x =z, cos2xdx - 5 d-
I = ! fsi trde : z*ds — prema (59a1) -
=g ) Sn 16) #ds P -
1 (t __sin 2:) 1 e B _sin 4x__sin“2x s
C16\2 4/ 1603 16 64 g
2, I = f sin® x - cos® x dx ::f(sin X Cos x)* - cos*x dx

1
(sin x - cos x)? = T sin? 2x

I 4 cos 2x = 2 cos®x, odatle cos*x = (I + (;08 2x)*

I = 1—16- f sin®2x (1 4 2cos 2x + cos?2x) dx =
= ‘17176' [j sin® 2x dx + 2f sin®* 2x cos 2x dx + J. sin? 2x cos® 2x dx] =

1
16

[fsin’Zxdx +2fsin=2xcos2xdx +—i-fsin"4xdx] =

um—y
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11 sin 4x sin* 2 1 sin 8x
*“[ ("“ 3 )+ 3 --+‘E(2"" 3 )]‘

sin 8x
8

= (Sx + —§~sin° 2x — sin 4x —

)+c

Primijetimo, da se integrali oblika .7) mogu izralunati i na drugi nadin.

Primjer

fsin‘xcos‘xdx =
=f(l-—-cos’x) + cos* x dx

= fcos‘xdx——-fcos'xdx =
= prema tipu VIII = I, — I, = prema (69) =

= I.-—-]]S—cos‘x ~sinx-——5—I.=

6

= %—14—-% cos® x * sin x = vidi primjer 1. na str, 149 =

_ 11 . s 3 3 . 5w
= 6(4 sinx - cos®x + 8x+16sm2x—-cosx slnx)+C

8) Oba eksponenta m i n su razlitita, negativna i parna.

1 J‘ dx _J’ 1 dx
) sin‘x - cos*x J sin‘x cos'x
Prema
|
—_ s
sin® x 1 +cgtx
imamo:
1 1+4tgx
sin*x | tgix

I (14 tgx)e
sin‘x  tgtx

(a)

Uvritenje daje:

[+ tgrx)r  dx
I_f 1g*x  cos'x
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Supstitucija:

gr=1; =
EX=15 ostx
(l+t?)2 de dr
dr = 'z—(+2 ';;-+ de =
2 1 2
= “5?3"?+‘—“3‘?gﬂ“:g—:c+‘g"‘

=tgx——2ctgx—-%ctg3x +C

dx
2 J dx _ cos?x _ 1 1 dx
’ sin?® x - cos® x sin* x cos* x sin*x cos'x cos’x

Prema (a) i

s— =1 tg°x imamo:
cos?x

(1 +1g°x)° 2 42
f gix - (1 +1g%x) cos?x
Supstitucija:
dx
tgx =1, m = dr

24
I = f(—l—-%—t—)— dr = prema binomnom poucku (Repetitorij elementarne mate-
matike I, § 10) =

[l 44246 4 4

- dr =
- d‘+4j“‘+6fd:+4fz*d:+Jz4dz~—
1 4 23 e
=—'ﬁ—7+6t+4—3~+-5——

= ——%ctg-”x—‘lctgx 4+ 6tg x +%tg’x +-§-tg’x +C

9) Oba eksponenta m i n su razliCita, negativna i neparna.

[ = dx
sin® x cos x
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firoinik 1 nezivnik integranda mnozimo s cos x:

I - cos x dx cos x dx _
sin® x cos? x sin® x (1 — sin*x)

sinx =1¢t; cosxdx = d¢

___J‘ de ____J‘ de _
B s i

1 _vijanja u parcijalne razlomke (vidi tip I) dobiiemo:

ey de 1 1
J';‘a’"*f? ”“fhu zft_n —yptlalel—

1 1 1
P - — —Inlet— e i —
21n}t-+l| 2lnlr 1] 28in2x+ln|smx|
——-ll]s'n -{-—I]—lln sinx—1| =
5 nismx 5 | x =
1 n sin x c
~ 2sin’x Vsin? x — 1 +

10) Oba eksponenta su negativna, pri ¢emu je jedan (m ili n) paran a drugi
neparan.

isti postupak kao pod 9).

__J' _J‘ sinxdx sin x dx
sin x - cos2 sinx cos?x J (1 —cos?x)cos?x
cosx =t; sinxdx =—dt
= f de = f de == nakon rastavljanja u parcijalne razlomke =
T lea=n " )= janja u parcij =

___J'dt___lf J‘
- rg t+1 2 =1
1

1 1

4
——l—ll o+l+llncs-—1—
= o5 x -j—rl[csx | 5 | cos x | =
1 cos X
cosx+ l"ncos;vc-i—l'_*_C
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[zraCunaj:

1 1 |
jsirﬁx-cos“xdx [=—-?cos"x+7cos’x +C
N ‘3 I b
L—(.)j ¥ dx [m —_— = .l +C
sin® x 3sin*x  sinx
sin* x sin x 3 x kid ) 1
fd [— Toosx Z M| (7 +’4*)| tsinx +C|
sin® x - cos* x dx ' = isin‘ x ——l— sin® x + —l—sin“’ x+C
! ‘ ~ % i T ]
' . 1 in 4 ]
) sin? x - cos? x dx [I 3 (x __sm4 x)+ C‘
dx
f Sinix - cos [=—2c2x +C]
) ‘ x sind4x  sin®2x ]
112 4 . q S e —
‘ sin? x - cos*x dx [ i a + a8 +C‘
dx | ]
— = — 2tg x —ct
U‘.sin’x-cos“x [ 3tgx+ B ng—l—C‘
dx | l costx — 1 ]
J sinx - cos*x [_ 2 cos? x +1n cos x I +C.
[ | dx [: .l +—l—ln anx+l|+c
J sin? x cos x sinx = 2 sin x — 1 ]

8. Integriranje beskonalnih redova

Ako zadani red, kojemu su &lanovi neprekinute funkcije od x u zatvorenom
intervalu [a, b], konvergira uniformno u tom intervalu [a, b}, tada smijemo taj red
integrirati ¢lan po ¢lan, i suma tako dobivenog reda integrala jednaka je integralu
sume zadanog reda.

Sjetimo se, da se za deriviranje beskonalnih redova traZi uniformna konver-
gencija i dobivenog reda derivacija (vidi Dio L, § 20, 7).

Kako red potencija konvergira uniformno u svakom zatvorenom intervalu,
koji lezi u nutrini intervala konvergencije [— R, + R] (vidi Dio I, § 20, 11), re-
dove potencija smijemo integrirati ¢lan po ¢lan, pa ¢e tako dobiveni redovi konver-
girati za sve x, koji leZe u nutrini intervala konvergencije.

Iz toga slijedi: ako funkcija, &iji integral ne moZemo izraziti konanim brojem
elementarnih funkcija, prikaZemo u obliku konvergentnog reda potencija, tada
integrirajuéi taj red ¢lan po ¢lan dobijemo konvergentni red potencija, pomocu
kojega mozemo integral zadane funkcije aproksimirati po volji to¢no.
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sin x
Prije smo spomenuli (vidi str. 84), da f AX ax ne moZemo elementarno

izra¢unati. Sada na temel;u navedenog teorema o mtegriraniu beskonalnih redova
mozemo ga prikazati u obliku beskona¢nog konvergentnog reda potencija pa taj
red integrirati ¢lan po ¢lan.

Znamo Mac Laurinov red za sin x [vidi Dio I, formula (150)]:

) x? x* x!
Slnx=x—3—! +-§-——7~!- 4+ — ...,

koji konvergira za — oo < x < + oo,
Podijelivéi taj red s x + 0, dobijemo red
sinx _ x? x* x*

Pl TR T 1 B

koji takoder konvergira za — oo < x < + oo,

Kako taj red, kao red potencija, konvergira uniformno za sve x, koji leze u
nutrini intervala konvergencije, smijemo ga integrirati ¢lan po ¢lan:

J'smxd'\ C+fdx—“fx’dx+S,J."'d"_%fx‘dx-{»—-',_

smx I x | 'S 1 X

ili

sin x

Uvritenje x = 0 daje C = 0 uz pretpostavku, da je f dx=0zax =0,

pa kona¢no dobijemo:
smx 1 x 1 x* 1 x
f R e Tk

Taj red konvergira takoder za sve x od —oo do + o0, ima dakle radij kon-
vergencije R = oo, te predoluje cijelu transcendentnu funkciju (vidi Dio 1., § 20,
11). To je nova funkcija, koju ne mozemo prikazati konaénim brojem poznatih
nam elementarnih funkcija. Ona se zove integral sinus i oznatuje se sa Sifx):

1 x° 1

. x* 1 X
Sl(x)=-x—-ﬁ—3—+5! ?_?—7-4‘.

Na isti nacin dolazimo do druge nove transcendentne funkcije, koja se zove
integral kosinus, a oznatuje se sa Ci(x).
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Podijelivii s x Mac Laurinov red za cos x

x? x1 x*
cosx =1 — 37 +H—a-+...

koji konvergira za — o0 < x < + <o, [vidi Dio I., formula (152)], za x + 0 do-
bijemo:

cos x 1 x3 s
T x wmta et
a odatle
. cos x I x? 1 x |
“‘(")‘f =y~ st T e T

Konstanta integracija C = 0,5772... je iracionalan broj, a zove se Eulerova
konstanta. Ta konstanta integracije je odabrana tako, da funkcija Ci(x) teZi prema
nuli, kad x tezi prema neizmjerno ($to ovdje ne mozemo potanje obrazloZiti),

Konaéno na sli¢ni natin dolazimo do Gaussova integrala pogreSaka:

1=f e dx

Uvrstiv§i — x* mjesto x u Mac Laurinov red za e*

x2

=1+4+x + + + + . [vidi Dio 1., formula (147))

3l

dobijemo red za integrand e*’

x4 2 X
=) —x? 3> T
=t=x 4=y tat
koji konvergira za — o0 < x << 4 00
Integriranje ¢lan po ¢lan daje red:
1 x* 1 %7
x‘?*‘?—ﬁ7+-

koji takoder konvergira za sve konalne x.

Postoje tablice za funkcije Si{x), Ci(x) i Gaussov integral I (vidi na pr.
Janke-Emde, Funktionentafeln).

Govoredi o elipti¢kim integralima, naglasili smo, da te integrale moZemo izra-
ziti pomocu elementarnih funkcija u obliku beskona¢nih redova.

Navedimo primjer rjeSavanja elipti¢kog integrala razvojem u red njegova inte-
granda.

qu\/ﬁ““ f(l + %9~ dx

169



o | . . . .
Uvritenje m = — i x* mjesto x U binomni red -

m(m—1)(m— 2)
1-2-3

m(im—1)

A4+x)"=1+mx+ T3

x* + x4 ... (@

koji, kako znamo, konvergira za { x| < 1 [vidi Dio I., formula (155)], daje

1 3 5
J_Ih: —— 2 — x® e ¥? —
(1 + x?) 1 2x—}—sx l6x+

Integrirajuéi taj red ¢lan po ¢lan dobijemo:

I taj red konvergira za | x| < 1.

U dijelu I. Repetitorija naveli smo Mac Laurinove redove za arkus-funkctje,
pri ¢emu smo spomenuli, da se te funkcije najjednostavnije razviju u red inte-
gralnim putem (vidi Dio 1., § 20, 9). Stvar je u tome, da razvijanje u red potencija
po Mac Laurinovoj formuli ¢esto vodi do vrlo sloZenih derivacija visih redova,
pri ¢emu se teSko dode do opceg oblika koeficijenata reda. Medutim, ako se za-
dana funkcija, ¢iji razvoj u red trazimo, moZe prikazati u obliku integrala, iji se
integrand lako dade razviti u beskona¢ni konvergentni red potencija, tada integri-
rajuci taj red ¢lan po ¢lan dobijemo trazeni red za zadanu funkciju.

Razvijemo na taj nadin u red potencija, odnosno Mac Laurinov red funkciie
arc sin x i arc tg x.

Znamo da je

= arcsin x

=

arc sin x = fl—‘_ii?:f(l — x*)—="dx (b)

ili

Uvrstenje m = — i — x* mjesto x u binomni red (a) daje
1 t-3 1-3-5
—_— )Y — 2 €
(1 —x¥)-" l+2x+2.4x‘+2.4_'6x+...

konvergira za — 1 < x < + 1.

Budu¢i da taj red potencija konvergira uniformno u svakom zatvorenom
intervalu, koji lezi unutar intervala (— 1, + I), smijemo ga integrirati ¢lan po
¢lan, pa dobijemo obzirom na (b):
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. I x* 1-3 X I.-3-5 ¥
arcsmx--C%—x4—7-7-}-2—Z ?-;--.4_6.___,._;,”
Uvritenje x — 0, daje C = 0, jer je arcsin0 = 0.
Dobijemo konacno:
arc sin x — x & 1 x’+l~3 xs+l-3‘5 x’+
M =*"T5"372745 "2°4-6 7 7

konvergira za | x| < 1.

Pisuci kocficijente ¢lanova reda na taj nalin, moZemo napisati svaki daljniji
clan reda, jer smo dobili opéi oblik koeficijenata reda, odnosno (7 + 1)-vi Elan
reda:

1-3-5..... 2n—1) x**
2:4-6..... 2n 2n + 1

Kako je arcsin % = arc 30° = %—, uvritenje x = -;- daje red
©~ 1 + 1 1 1 1-3 1 1
6 2 2 3 227245 2
pomocu kojega moZemo izracunati broj w po volji tocno.
Na isti nacin dobijemo red za arctg x.

arctgx=f-l—%=f(l + xHdx (c)
Uvrstenje m = — 1 i x? mjesto x u binomni red (a) daje:

(1 +x)r=1—x2+4xt—=x"+—...
taj red konvergira za —1 < x < + 1.

Integriranje daje obzirom na (c):

x»*  xX X
arctgx = C + = +—3—.——-;7—+—...

pri ¢emu za x = O opet dobivamo C = 0, jer je arctg0 = 0.
Imamo konalno:

x* ¥ X
arctgx—x——j- +—5-""’T+—...
konvergira za | x| < L
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Postupaju¢i na isti nain dobijemo redove za Arshx.i Arthx:

3 . 5 - 3. ?
e L @2 V3 e 135 X k<]

Arshx—f T 53 45 2-4-6 7

5 7
Arthxﬁf 3+5+"+.. 2a |x| < |

Izvedi to!

§ 6. Odredeni integrali
1. Pojam

Utrodili smo mnogo vremena, truda i papira, da nau¢imo ralunati neodre-
dene integrale, ali jo§ nigdje nismo primijenili nae znanje. Sada ¢emo vidjeti,
kakvim ée bogatim i raznolikim plodom uroditi na§ trud. U tu svrhu izvedimo
pojam odredenog intcgrala.

Neka nam je zadana funkcija f(x) neprekinuta, pozitivna i jednozna¢na u
zatvorenom intervalu [a, b]. Slika 27 predocuje tu funkciju.

Interval {a, b] podijelimo na

y-ftx)  bilo koji natin u n jednakih ili ne-
jednakih dijelova, u svakom tom

dijelu intervala odredimo minimal-

nu i maksimalnu ordinatu zadane
funkcije i uzevsi te najmanje i naj-

vete ordinate za visine konstruira-

th x mo niz nutarnjih i1 vanjskih pravo-
kutnika, kako se to vidi na sl. 27.
Sl 27. Jasno je, da je povrSina S%,

koju odreduje luk zadane krivulje

f(x), odrezak ab osi X i ordinate krivulje u krajnjim to¢kama x =a i x = b in-
tervala, veéa od zbroja S, povriina nutarnjih pravokutnika, ali je manja od zbroja
S, povrsina vanjskih pravokutnika, t. j.

/

S, <8<5S,

Medutim, ako broj dijelova n, u koji smo podijelili interval [a, b], teZi u bes-
kona¢nost, tada ¢e svaki pravokutnik postajati sve uZi i uii, jer ée osnovke pravo-
kutnika teZiti nuli, dok ¢e njihov broj » rasti u beskonacnost, pa nam zorna pre-
dodzba kaZe, da ¢emo na granici imati:

limS, ='lim S, = S (a)

n—»w h—rw

pri éemu Ye zbroj S, povrSina nutarnjih pravokutnika teZiti prema povriini S,
ispod luka krivulje rastudi, a zbroj S, povriina vanjskih pravokutnika — padajuti.

Izratunajmo sada S, i S,. U tu svrhu uzmimo bilo koji dio ¢ intervala [a, B},
koji ima opcenito oblik prikazan na sl. 28.
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Neka je u tom i-tom intervalu duljine
X, —x;_, = Ax;
m, — minimum funkcije f(x)
M; — maksimum funkcije f(x)

b (F,,)—- vrijednost te funkcije u bilo kojoj
tocki apscise &; tog intervala.

Prema tome je
m'<f(Ei) <Mf| M Ax

Prema slici 28 vidimo, da je

Axj=x; -y, , —pd

Sl 28.

m; - Ax; povriina nutarnjeg :-tog pravokutnika s osnovkom Ax,
M, - Ax; povriina vanjskog i-tog pravokutnika s osnovkom Ax,
f(€) - Ax; povriina pravokutnika visine f(E,) i osnovke Ax,.

Protegnimo sada gornju nejednakost na é&itav interval [a, b] zadane funkcije
f(x), t. j. izvrSimo zbrajanje tih povrina mijenjajuci ¢ od 1 do n-

Zm Ax, <2f(E)Ax <2M Ax; (b)

Prema gore navedenom je jasno, da je

Zm; - Ax; = S, = zbroj povriina nutarnjih pravokutnika

i=]

IM,. Ax; = 5, = zbroj povriina vanjskih pravokutnika,

f=1]

Ako n teii u beskona¢nost, tada na temelju nade pretpostavke, da je
funkcija neprekinuta u zatvorenom intervalu, lako dokazemo, da razlika gornje
sume S i donje sume S, teZi prema nuli, pa stoga te sume imaju isti limes,
a onda i srednja suma u (b) teZi prema tom istom limesu, t. j. prema povréini S?
ispod luka krivulje f(x) od x = a do x = b (sl. 27).

Imamo dakle:

St =1lim Zf(E)- Ax,
n—+oa f=]

li ako razvijemo tu sumu uzimajuéi za i redom 1, 2, 3,..., n:

Se=Hm[f(E:) Ax, + f(E) Ax, + f(E)Axs + ... + f(E)Ax,] (<)
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Suma ima » ¢lanova, a kako » tezi u beskonatnost, suma ima beskonalno
mnogo ¢lanova. Svaki ¢lan te sume sastoji se od dva mnozitelja, od koiih je jedan
vrijednost funkcije f(x), a drugi duljina Ax n-tog dijela intervala [a, b], u kojem
lezi ta vrijednost funkcije.

Kako svi Ax teze nuli, kad broj intervala n tezi u beskonacnost, svaki ¢lan
sume tezi takoder nuli. Imamo dakle osobiti granicni prijelaz, koji se bitno razli-
kuje na pr. od sume beskonalnog reda, jer traZimo grani¢nu vrijednost od sumg,
koja ima sve vise ¢lanova, pri ¢emu svaki pojedini ¢lan tezi nuli.

Sada napustimo zornu predodZbu, kojom smo se dosada sluzili, i kazemo:

U svakom slucaju, kada postoji grani¢na vrijednost (c), t. j. postoji

lim [f(E) Ax, + fo(Ea)Axa + f(Bs) Axs + ... + f(E) Ax,]

n—»0

i ako je taj limes nezavisan od toga, koje smo funkcijske vrijednosti odabrali u
pojedinim intervalima i kako smo vr3ili razdiobu u intervale (ako samo svi intervali
teZe prema nuli), ima funkcija f(x) odredeni integral u granicama od x=a
do x = b i vrijednost tog odredenog integrala numericki je jednaka vrijednosti
navedenog limesa.

Ako luk krivulje f(x) u zatvorenom intervalu {a, b} omeduje dio ravnine,
koja je osim toga omedena odreskom a, b osi X i ordinatama krivulje f(x) u kraj-
njim tockama a i b intervala, tada definiramo plostinu S® toga dijela ravnine i mje-
rimo je odredenim integralom funkcije f(x) u granicama od a do b.

Odredeni integral pi§emo simbolicki u obliku

b
[ 1) ax

[¢itaj: integral od @ do & f(x)dx].

a i b su donja, odnosno gornja granica odredenog integrala, {a, b} je interval inte-
gracije.

Prema tome je

b
ff(x)dx — lim [ £(E) Ax, + (E:) Axs + f(E) Axs + ... + f(E) Bx)] = Sa (7))

n—rx

Odredeni integral je dakle limes sume, koja ima sve viSe ¢lanova, pri ¢emu
svaki pojedini ¢lan te sume tezi nuli.

Geometrijski predoduje odredeni integral povriinu ispod luka krivulje, ali to
je samo geometrijska predodiba odredenog integrala. Kako smo odredeni integral
definirali kao limes sume, slijedi da u svim tim slutajevima, kada dolazimo do
ratunanja grani¢ne vrijednosti sume, koja ima beskonalno mnogo ¢lanova, koit
tefe nuli, radunanje toga limesa svodimo na rafunanje odredenog integrala.

Treba podvuéi, da odredeni integral nije suma, iako se oznatuje sa znakom
razvuenog slova S, veé¢ je limes sume, pri &emu broj ¢lanova te sume mora
biti beskonacan, a svaki ¢lan mora teZiti nuli. Pomocu odredenog integrala ne mo-
%emo dakle racunati sumu od kona&nog broja &lanova ma kako velik bio taj
broj, a niti sumu od ma kako malih ali konalnih ¢lanova.
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b
Izraz: povriina S! = f f({x)dx mozemo prakticki prikazati ovako: zamislimo
a

dio povriine S ispod luka krivulje, kojemu je osnovka dx (vidi sl. 29). Smatrajuci
dx beskonacno malom veli¢inom u smislu, kako smo to naveli govore¢i o vrijedno-
stima diferencijala dx i dy (vidi § 1, 4), dobijemo beskonano mali djeli¢ povriine §
ili, kako se kaze, element te povriine, koji moZemo smatrati da je pravokutnik,
pa je njegova plodtina ili diferencijal povriine

dS = f(x) - dx

Jasno je, da tih elemenata ima u povrdini S be-
skona¢no mnogo, a kako je plostina svakog elementa
beskonacno mala, t. j. tezi nuli, iz definicije odrede-
nog integrala slijedi, da je

'
)
:

g a «xdx

b N
povriina S§ = ff(x) dx Sl. 29.

Pojam odredenog integrala postavili smo bez ikakve veze s neodredenim
integralom, koji smo definirali kao funkcju, &ija je derivacija jednaka podintegral-
noj funkciji. Sada je na$ zadatak, da tu vezu uspostavimo, ali prije moramo iz-
vesti teorem srednje vrijednosti integralnog rauna, jer ¢emo ga primijeniti pri
rjcsavanju postavljenog zadatka.

2. Teorem srednje vrijednosti integralnog racuna

Neka je zadana funkcija f(x), koja je neprekinuta i1 jednoznacna u zatvorenom
intervalu [a, ). Iz slike 30. vidimo, da je povr$ina ispod luka krivulje od x =a

b
do x = b, t. ). ff(x) dx, veca od

povriine pravokutnika ABCD, ko-
jemu je visina minimum m funkcije
f(x), ali je manja od povrsine pra-
vokutnika ABEF, kojemu je visina
maksimum M zadane funkcije, t. j.

QY

]
m(b—a) <ff(x)dx < M(b—a)

Kako je funkcija f(x) neprekinuta u zatvorenom intervalu [a, b], ona prima
u tom intervalu sve vrijednosti, koje leZze izmedu minimuma m i maksimuma M
funkcije (vidi Dio I, § 8, 6), a dakle prima za neku vrijednost x, apscise x takvu
vrijednost f(x,), da je
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, .
[ £ix)ax = f(xo) - (b—a), (72)

gdje je m<flxe) <M, a a<x,<b.
Pri tom apscisa x, i ordinata f(x,) nisu to¢nije poznate.

To je teorem srednje vrijednosti integralnog racuna; f(x,) zove se srednja
vrijednost funkcije ffx) u intervalu [a, ).

Iz slike vidimo, da se taj teorem svodi geometrijski na pretvaranje povriine
ispod luka krivulie u pravokutnik ABGH = f(x.)(b — a) jednake povriine.

Vidi primjer 4. na strani 180.

3. Veza izmedu odredenih i neodredenih integrala

Najprije uo¢imo bitnu razliku izmedu odredenog i neodredenog integrala.
Dok je neodredeni integral funkcija od x, na pr. f sin x dx = — cos x + C, odre-

deni integral je konstanta, jer daje mjerni broj povrsine ispod luka krivulje, na pr.
20 cm?, pa je derivacija odredenog integrala nula, jer je D,C = 0.

Medutim, ako gornju granicu b u odredenom integralu neke funkcije f(€),
b
t.j. u f £(&) d¥ na¢inimo promijenljivom x, a donju granicu ¢ ostavimo da je Cvrsta,
a
povréina ispod luka krivulje ovisit ¢e o toj promjenljivoj x, jer ¢e se s promjenom

x mijenjati i vrijednost povrsine, ona postaje dakle nekom funkcijom F(x), a odre-
deni integral je sada funkcija svoje gornje granice x, t. j.

‘ [ £B)E = Fix)
y £ y=H(§) A

Da se ne pobrka gornja granica x integrala s
argumentom integranda, uzeli smo ga u koordinatnom

Iy sustavu £Y, pa mijesto f(x)dx pidemo f(E)dE. Vidi
§ } sl. 31. Kako je f f(E)dE nije vide konstanta, veé
ot a X % 206 funkeija F(x) i to neprekinuta funkcija, potraZimo
SL 31 derivaciju tog integrala po njegovoj gornjoj granici
x, t. j. odredimo
d ... AF . F(x+ Ax)—F(x)
21w =Fw =tim 32 = im )
Kako je F(x) = j f(E)dE = povriina ABCD (vidi sl. 31), bit ¢e prema istoj
slici: )

176



x+Ax

AF = F(x + Ax) — F(x) = [f(§)d& — [ f(E)dE = povrsina AEFD —

x4Ax

— povrdina ABCD = povrsina BEFC = _[ f(E)dE

Primijenivii teorem srednje vrijednosti (72) za posljednii integral, dobijemo:
AF = f(x,) - Ax

gdje je f(x.) — srednja vrijednost funkcije f(x) u intervalu od x do x + Ax.
Podijeliv3i gornju jednakost s Ax, dobijemo kvocijent diferencija

AF
K;=f(x°)

£
a prijelaz na grani¢nu vrijednost daje traienu derivaciju integrala f (E) dE po
gornjoj granici: ‘
X
d . AF .
&) O% = (ae = un e
a

Iz slike 31 vidimo, da kad Ax — 0, x, te%i prema x, pa f(x,) teZi prema f(x),
jer smo pretpostavili, da je funkcija f neprekinuta.

Dobijemo zamijenivi u integrandu £ s x:

e =F 0 =100

Ta jednakost daje traZenu vezu izmedu odredenog i neodredenog integrala.
Neodredeni integral smo definirali kao funkciju, ¢ija je derivacija jednaka pod-
integralnoj funkciji. A $to kazuje gornja jednakost? Ona kazuje: ako odredeni
integral funkcije f(x), kome je gornja granica promjenljiva x, deriviramo po toj
gornjoj granici x, dobijemo podintegralnu funkciju f(x), a to je ba$ definicija ne-
odredenog integrala. Dakle: odredeni integral funkcije f(x), kojemu je
gornja granica promjenljiva x, jest neodredeni integral te funk-

cije f(x):

[f(x)dx = [f(x)dx=F(x) +C @

12 B. Apsen: Repetitorij vide matematike II dio 177



Time smo uspostavili vezu izmedu odredenih i neodredenih integrala, jer smo
neodredeni integral definirali kao odredeni integral, kome je gornja granica pro-
mjenljiva.

Ta veza daje mogucnost izracunavati vrijednosti odredenih integrala pomocu
pripadnih neodredenih integrala.*)

4. Racunanje odredenih integrala

b
Trazimo vrijednost odredenog integrala f f(x)dx.

Pripadni neodredeni integral prema (a) glasi:

Y [f)ax=F)+C )
y: X 2

Uvrstenje x = a u (b) daje:

Z / [f(x)ax=F(a) +C
S| fddx a
//&///a/ %Ab x

o a kako je prema slici 32

Sl 32. “
[fx)ax =0,

jer povrsine nema, dobijemo:

0 = F(a) + C,
a odatle je
C=—F(a)

Jednakost (b) prima sada oblik

[ f(x)dx = F(x) —F(a)
Uvrstimo sada ovamo x = &

b
[ f(x)dx = F(b) —F(a)

*) Strogo uzevii, neodredeni integral se definira upravo kao odredeni integral (dakle kao
limes sume) s promjentjivom gornjom granicom. Naprotiv, primitivna funkcija je definirana kao
funkcija, kojoj je derivacija zadana funkcija. Ta su dva pojma, dakle, razli¢ito definirana. Za
funkcije jednostavmnih svojstava, kako se javljaju u primjenama, ta su dva pojma stvarno iden-
ti¢na, kako smo vidjeli. No ima funkcija s kompliciranim svojstvima, gdje to nije tako. MoZ¢ da
postoji neodredeni integral (definiran kao limes sume), a da njegova derivacija nije svagdje
jednaka integrandu, ili da ¢ak ta derivacija ne postoji u svim tofkama doti¢nog intervala. Moze
postojati i primitivna funkcija, a da ne postoji limes sume, dakle ne postoji neodredeni integral.
No u primjenama u prirodnim naukama jedva da se javlja ta razlika. Mi ¢emo stoga pojmove
primitivine funkcije i neodredenog integrala smatrati identi¢nim.
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Dobili smo pravilo za ralunanje odredenih integrala. Odredeni
integral ratuna se tako, da se izraCuna pripadni neodredeni integral, u koji se
uvrsti najprije gornja granica, zatim se napiSe minus, pa se uvrsti donja
granica.

To se pise ovako:

b b
[ Fx)ax = lF(x) | = F(b) — F(a) (73)
a a
Primjeri
1. 1zralunaj povriinu omedenu lukom sinusoide i osi X od x = 0 do x = =.
Prema (71):
b 3
S=[fxax=[ya
a a
pa obzirom na (73) za y = sin x imamo:
r n
§= [ sinxdz = |—cosx | ——COS R (mC080) = —(—1) + 1 =1 +1 =
0 [}

= 2 kvadratne jedinice.

‘To znadi: povriina ispod jednog brijega sinusoide sa-
dr2i tolno dva kvadrata stranice 1 (vidi sl. 33).

2. Izraunaj povriinu omedenu lukom parabole y = x*
iosi Xodx=—]1dox=2

Prema (71)
b
S = J’f(x) dx imamo za y = x*
a

1
3

xl

3 (22— (1) =

2
S=-:|.lx’dx=

—1

= % (8 + 1) = 3 kvadratne jedinice. (Vidi sl. 34).

3. Zaito se prirodni ili Neperovi logaritmi zovu takoder
hiperbolni logaritmi?
Da na to pitanje odgovorimo, odredimo povriinu

omedenu lukom istostrane hiperbole y = % iosi Xod
od x =1 do x = a (vidi sl. 35).

a a
S=[+dr=|nx| =tna—1n1 = Ina
x m—
1 S 1
Povriina omedena lukom hiperbole y = -:Tod

x = 1 do nekog x = a numericki je jednaka prirodnom 1
logaritmu toga broja a. Zato se prirodni logaritmi zovu
takoder hiperbolni logaritmi.

Sk 135
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4. Odredi srednju vrijednost funkcije y = sin x u intervalu od x = 0 do x = =,
Prema (72):

]
ff(x) dx = f(x,) * (b—a}

imamo uzevsi u obzir, da je za nat sludaj f(x}) =sinxidajeb—a=n—0= n:

s "

“sinxdx = f(xe) - ™, a kako je Isinxdx =2
‘0 o
(vidi primjer 1), imamo:
2=f(x) " x
odatle -
5
fix) = =

5. Pravila za odredene integrale

1. Ako u odredenom integralu gornju granicu nainimo donjom, a donju
gornjom, integral mijenja predznak:

b a
[fx)dx = — [ f(x)ds (74)
a b

To pravilo slijedi iz definicije (71) odredenog integrala. Pri izvodu te defi-
nicije il smo od a do b, pa smo s Ax oznalili razlike ,,veéa apscisa — manja
apscisa” (vidi sl. 27 i 28). Svaki Ax u formuli (71) bio je dakle pozitivan. Integri-
ramo li od desna na lijevo, t. j. od b do a, svaki Ax postaje negativan, jer se sada
od manje apscise oduzima veca, pa su svi ¢lanovi sume, &iji je limes odredeni inte-
gral, negativni, te je i sam limes negativan.

Iz iste definicije (71) odredenog integrala slijede i slijede¢a dva pravila.

2. Odredeni integral zbroja, odnosno razlike funkcija jednak je zbroju, odnosno
razlici integrala tih funkcija.

b

b ]
J Uitz & fax))dx = [ fi(xyds £ [ fu(x) ax (742)

a

3. Konstanta, koja mnozi integrand, stavi se ispred znaka odredenog integrala:

b b
fk-f(x)dx=kff(x)dx
Na pr.. Izracunaj povrinu omedenu lukom parabole y = 1 — x — 2x? od
x=—1 dox-———l—iosi X.

2
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4. Iz slike 36 i obzirom na definiciju (71) odredenog integrala shijedi:

fbf(x) dx = fcf(x) dx + fbf(x)dx (74b)

To zna¢i, da odredeni integral moZzemo podijeliti u viSe odredenih integrala.
1 obratno: zbroj od vise odredenth integrala istog integranda mozZemo svesti na
jedan odredeni integral tog integranda.

J’*/’[U

gf//%//// :
Sl 36. SL. 17.

5. Dosada smo pretpostavljali, da je funkcija f(x) u intervalu integracije [a,b]
neprekinuta i pozitivna. Ako uzmemo, da je funkcija u ¢itavom tom intervalu ili
u nekom njegovom dijelu negativna, t. j. krivulja prolazi potpuno ili djelomi¢no
ispod osi X, tada povrsina, koju odreduje taj negativni dio krivulje i os X, ulazi
u rezultat integriranja s predznakom minus. To znali, da odredeni integral daje
algebarski zbroj povriina, pa prema slici 37 imamo:

b
[f(x)dx ==,

I to pravilo slijedi iz definicije odredenog integrala (71), jer su sve ordinate
f(x) onog dijela krivulje, koji lezi ispod osi X, negativne, pa su Clanovi sume,

Ciji je limes odredeni integral, takodeér negativni.

Kako se obifno trazi zbroj apsolutnih vrijednosti povriina, postupa se u tom
slucaju tako, da se za dijelove povrsine, koji leze ispod osi X, stavi ispred znaka
integrala minus ili se integrira od desna na lijevo. Na taj na¢in izbjegava se kompen-
ziranje pozitivnih povrSina negativnima. Postupa se, dakle, za slucaj prikazan
na sl. 37 ovako: >
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S=fcf(x)dx——-fbf(x)dx=8.+8,
ili ’ )
S=fcf(x)dx+f‘f(x)dx=8.+Se

Primjeri
2r

1. S——-fsinxdx::?
0

X .. .
m 7 T Ne .ra‘éunajuén taj mtegral,- mozemo
=5 prema slici 38 neposredno napisati:
2
SL. 38. fsinxdxzs.—-Sgr:O

0

jer su obje povrdine po apsolutnoj vrijednosti jednake, pa se poni§tavaju.
Da dobijemo vrijednost povrdine, t. j. §, + S,, pos'tupamo ovako:

Si+ 8, = 2fsinxdx= —ZIcosx‘ =—2(cost—cos0) = —2(—1 —1) =4
0 0
Iz istog je razloga
2n 2n
f sindx dv = 0 (vidi Dio L., sl. 127), f sin® xdx = 0
0 0
ili opéenito
n
f sin®®' xdx =0
0
a takoder 1
27 2 2r 2n
f cos x dx = 0, [ cos*txdx = 0, ali fsin"'xdx #0 i fcos"‘xdx 0
0 0 0 0

jer krivulje y = sin® x i y = cos*" x prolaze iznad osi X dirajudi je u nultockama
funkcija sin x, odnosno cos x.

Na pr.
2n . 2 2 2 S' 4
. _ _|x _sin2xf 2x  sindm
{sm ¥ dx = prema (59a) = 3 — 5 -3 0 T

Posljedica. Kako su neparne (lihe) funkcije simetriéne obzirom na ishodiste,
a parne (take) obzirom na os Y, bit ¢e
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za neparnu funkciju

+a

ff(x)dx=o

a za parnu funkciju
+a a
ff(x) dx = 2ff(x) dx
-a 0

Na pr.
+3

fsinxdx =0

T

2

all

Ik

™
2

f sxdx—2fcosx dx=2-1=2.

]

IzraCunaj to!
2. Izracunaj povrSinu, koja je omedena lukom kosinusoide

i

X :-i— 1 osi X (vidi sl. 39).

y=€0s5X

SL. 40.
hud x L3
2 2 ) 2
fcosxdx-{— cosxdx =|sinx| 4+ |sinx| =
rx S5n
6 4

. T - . T . 5w . o . o . o _
=sm7-——sm?+sm7—smi——2sm90 —sin 30 sin 225° =

P TIN SRR )2 _ V2 _ 1 5
=21 — +sinds® =2— 7+_2_ 7+—2——7(3+V7—)
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3. Izratunaj povrinu omedenu parabolom y2:==2px od x =0 do y = xe.
yr=2px
y=x V2px

Kako je parabola simetricna obzirom na os X (vidi sl. 40), ralunat ¢emo
gornju polovinu povriine, t. j. povriinu ispod grane y = + V2px, dok je

[Vimas + [ (=T dx =0

Xe
!

Vo] = 2 Y2 (A —0 =2 Y25 x Vm

0

S 2 Vi
T_Txo 2PXo/'2
S=—§—x°-2 V 2px,

Kako prema y = )/ 2px jest [ 2pxo = yo, imamo

2
S=—'3—x°'2yo

Time smo dobili vaznu formulu za povrSinu parabole, koju mozemo prema

slici 40 izraziti ovako: povriina parabole jednaka je T umnodéka visine-i osnovke

parabole, t. j.
Povriina parabole S = —3;'— b h (75)

6. Pravilo parcijalne integracije

b b b
fudvzlu'vl—f vdu
a a a

Na pr.

kad

2 J
0

0

n
2

jxcosxdx=

b4
2
si

nxdx =

x-sinx

u=1x; du=dx; Qv =cosxdx; v=gsinx
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L3
2

=T L cos - —cos0=—0 —1=0,57079. ..

+1—0 4 |cos x 5 3 5

?

7. Pravilo supstitucije

Znamo, da se odredeni integral ratuna tako, da se izratuna pripadni neodre-
deni integral, u koji se uvrste granice integracije. Ako taj neodredeni integral rjesa-
vamo nacinom supstitucije, moramo svakako rezultat papisati u prvobitnoj pro-
mijenljivoj, jer &im uvodimo supstituciju mijenjaju se i granice integracije, pa bismo
za svaku novu supstituciju morali racunati granice integracije, a to bi bio suvi§an
posao.

Samo u tim sluéaievima, kad je povratak na prvobitnu promjenljivu tezZak,
ostavljamo rezultat u novoj promjenljivoj, ali tada moramo prilagoditi granice
integracije toj novoj promjenljivoj.

Primijetimo, da funkcijska veza izmedu prvobitne i nove promjenijive (supsti-
tucije) mora biti jednoznacna.

Navedimo primjer.

Odredimo povrsinu kruga polumjera r (vidi sl. 41).

b
S=fydx

Jednadzba kruznice:
x2 4 y? =r?

odatle:

y= 4 |[r*—x*

S T _ Sl. 41.
—2~=f Jr2— x*dx (a)
Imamo rijes$iti neodredeni integral f V r? — x?dx, koji smo ve¢ prije izracu-

nali po predtipu C (vidi primjer 2. na str. 91) natinom parcijalne integracije i
supstitucije, pri ¢emu smo rezultat mogli lako izraziti u prvobitnoj promjenljivoj,
tj. u x: .

J‘Vrz—-x?dx (r’*‘arcsm-—-+x Vr’—x’)

Upvrstavamo granice:
s_1
2 2

. X
r2arc sin— + x |[/r2 —x®
; +xV

bt 4

1 . .
== r?arc sin 1 +r1/r2—r2~——-[r°arc sin(—1) —r Vr’—r']} |
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Kako je arc sin 1 =_2’5, a arc sin (— 1) =—_’2‘— (Dio I, § 6, 2), dobijemo
mnoZeéi obje strane jednakosti s 2:

S=r2.£_+7'2.w1_t_

2 2
S = r2x
Medutim f Jr*— x?*dx mozemo rijediti na drugi nadin i to pomodu supsti-
tucije
X = rcost

Kako je odatle dx = — rsin ¢ d¢, dobijemo:
f r2 — x?*dx = —err"'———r”cos“t-sintdt =
=—r2f\/l~—-cos2t -sintde = —-—-r*fsin?tdt =

= prema (59a) = —r? (—g— — 2342) (b)

Sad je teSko izvrSiti prijelaz na prvobitnu promjenljivu x. Ostajemo pri ¢,
pa ratunamo nove granice integracije prema na$oj supstituciji

X = rCost

Uvrstenje granica integracije daje:

donje granice x = —r: —r=rcost
cost =—1
t=rm
a gornje granice x = r. r=7rcost
cos ¢ =1 )
t =0

Prema (a) 1 (b) imamo:

+r o
S = [yr—sar = —p) £ 02| _
2 2 4
20—} ™
r(O 2) r 5
a odatle
S=rrn
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.. . . . x%: 2
Izracunaj na ta dva nadina povriinu elipse o + %% = 1, odnosno

y=iiﬁﬁ?

[S = abrx].

§ 7. Primjena integralnog raluna

1. Racunanje povriina

a) U pravokutnim koordinatama

1. JednadZba krivulje je zadana u eksplicitnom obliku y = f(x)

&
Povrina S:ff(x) dx = fy dx

b

a

Ve¢ smo naveli mnogo primjera za taj slucaj. Navedimo jo§ nekoliko.

1. Odredi povrSinu § omedenu kubnom parabolom y = x® i pravcem y = 2x

(sl. 42).

Najprije odredimo apscise sjecilta zadane krivulje i pravca, t. j. rje§imo za-

jedno po x njihove jednadibe

y = x3
v = 2x
2x = x°
1
x(x2—2) =0
x120
x2—2 =0

Xg3 = = V2. + 1,41

Kako su obje funkcije neparne, imamo:
povrS. OCAQO = povr§. ODBO, pa je § =2
povrs. OCAO = 2 (povr§. OEAO — povrs.
OEACO) =

Vz Vz
=2(f2xdx-—fx3dx) =
0 0

2
x? x1
=2‘2~?—-a— =212 —1) =£

0

Sl 42,
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Isti primjer moZemo rijediti i na drugi jednostavniji nacin. Izracunajmo dife-
rencijal dS trazene povrsine, t. j. povrinu elementa $irine dx, koji mozemo smatrati
da je pravokutnik.

Iz slike 42 vidimo, da je visina elementa

Vi— Y2 = 2x-——x’,
pa je
dS = (2x — x*)dx

Odatle uzevsi u obzir, da racunamo dvije jednake povr§ine, dobijemo

V2
S :2f(2x-—-x’)dx =2
0

xl
xt— —
4

2
=22 —1)=2

0
Povriina iznosi dakle 2 ¢m? ako su jedinice na koordinatnim osima bile 1 ¢m.

2. Izratunaj povrsinu, koja leZi iznad osi X, a omedena je polukubnom para-
bolom y? = x*, odnosno y == x% i pravcem y = x (sl. 43).

Qdredimo apscise sjecidta, odnosno granice integracije:

yz=x3
y=x
x? = x?

xz(x-:-l)zo

Xz = O; x.,, == O

x— 1 =0; x,z‘l

Primijenimo drugi nacin za racunanje povrsine:

dS = (¥, —y)dx = (x — {2 dx

t
S= [ (x—xh)dx =
/

—_— xz— 2 5/2 —_— l _ 2 . l
T2 T E YT T T T
0
SL 43. (cm?, ako su jedinice 1 em),

b b
Kako znamo, formula S = f f(x)dx = f ydx daje numeri¢ku vrijed-

a a
nost povrdine, koja je omedena krivuljom y = f(x), a lezi uzduz osi X.

Trazi li se povrsina, koja lezi uzduZ osi Y, tada treba prijeéi na inverznu funk-
ciju x = ¢(y), pa vrijeanost povriine racunati prema:

d d
povrsina uzduZ osi Y: S =fcp(y) dy = f x dy (76)

<

Navedimo primjer.
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3. IzraCunaj povrSinu omedenu parabolom y = x20d y = 0 do y = 9. Prela-
zimo na inverznu funkciju v
x =+ \y
Prema formuli (7o) i obzirom na sliku 44. imamo:

9

4 4
=_3_V§5=_3_
[1}

PR
f
u] FN
w
e
I
w

9
S=2[|yd =2l%y’rz
0

Kako su na slici 44. uzete y
razli¢ite jedinice, povrdina pri-

kazana na toj slici jednaka je povr- C / g
$ini od 36 pravokutnika osnovke |
1 visine 1. Ako je na pr. jedinica
na osi X 1lem,anaost YV O0,5com,
tada je nasa jedinica za mjerenje te i,

povréine 1 ¢cm- 0,5 cm = 0,5 om
pa povrdina iznosi 36-0,5 cm® =

i
|
|
]
|
|
|
i
I :
|
Kontrola racuna prema (75): :
Povrsina parabole | /
| i
_ -3

W o o cwr v v e e e o = -
.

== 18 cm?.
X
2 2 -
S——i—b-h=—3—-6-9=36
2. JednadZba krivulje je zadana u parametarskom obliku
U tom slucaju jednadzba krivulje glasi:
x = x(t
(t) LErste, (vidi Dio I, § 5).
y=y(t) |
Racunamo
dx = x'(¢) dr
pa uvritenje u
[

S=fym
daje povrsinu

Ty

S = fy(t) - x'(t) dt (17)

f

gdje je
t=1¢ 23 x=a, a t=1t, za x=0b.
Primjer

Izra¢unaj povr$inu jednog luka cikloide.
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Jednadiba obitne cikloide u parametarskom obliku (19):

x=r(t—sint) 0<1<2n

y=r(l—cost)
Racunamo:
x'(t) =r(l —cost)

pa prema (77) imamo:
2

S=fr(1~—cost)r(l—cost)d£=
0

2r 2n r

=rﬂfﬂ(1—cost)’dt =r’(_0[dt,——2.[costdt+_0[cos’t'dt)

Kako je drugi integral jednak nuli (vidi str. 182), imamo prema (60a):

2n

=r(2x+n+0)
0

S = 3rin

t sin 2t
t+ 5+

— 2
S=r 2 3

Povriina jednog luka cikloide jednaka je trostrukoj povrdini kruga, koji izvodi
tu cikloidu.

Ratunanje povrsina zatvorenih krivulja zadanih u parametarskom obliku vidi
dalje: Krivuljni integrali.

b) U polarnim koordinatama

Izvedimo formulu za povrdinu S sektora krivulje zadane u polarnim koordi-
natama r = r(¢) (vidi sl. 45).

Trazi se povriina S sektora OAB, koji je omeden lukom AB zadane krivulje
r = r(¢) i radijvektorima OA amplitude ¢, i OB amplitude @,. '

U tu svrhu izratunajmo povriinu dS' elementa
OTT,0, koji mozemo smatrati da je kruzni sektor
polumjera r i sredisnjeg kuta de. Kako je povrsi-
na kruznog sektora jednaka polovini umnoska kva-
drata polumjera i sredisnjeg kuta u lu¢noj mjeri,
1mamo: '

dS = rdy (78)
a odatle je
1
—_ 2 .
S = [r(®-de (78a)
P1 .
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Primjeri
1. Povriina lemniskate »? = a? cos 2¢.

1zralunajmo nckoliko toaka zadane krivulje uzevdi na pr. dajea = 2: r'= 4 2 Vcos 2¢
(sl. 46). '

Rafunamo 1 nana$amo izralunate tocke:

@ r= 4 2{cos2 ¢

;t,2Vcos = 4+ 2
2
izl/cos§=izl/VT_=i_2Vo,n=gcx,63
l/ r
+ 2 cos7=0

3
+ 2 l/ cosTn = 4+ 2VY—0,71 imaginarno

................................................

o3 la s

.................................................

3m l/ in
Py + 2 / cosi = {0

s + 2 coslgz +2V0,71 = + 1,68
T + 2 VCOSTTE =42

Kako je lemniskata simetri®na na polarnu os i na pol O, izratunat éemo &etvrtinu traZene
povrsine.

Uvrstenje r2 = g® + cos 2 ¢ u (78a) daje

T T

z =

S a? a’

22 de = £

42 f cos2¢ - de = 3
0

at {1 a?
=7(3—°)‘T

S =a?

I

sin2q)!
2

a odatle

(povriina kvadrata stranice a, vidi sl. 46).

2. Povriina jednog zavoja Arhimedove spi-
rale (vidi sl. 9).

r=a9¢ S1. 46.
Prema (78 a):

3 2
%|= . 8m

Nari$i kardioidu r == a (1 — cos ¢} uzevii na pr. a = 2 i izralunaj njenu povriinu

'(S = % nat, vidi dalje sliku so).
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¢) Povriina sektora krivulje zadane u- pravokutnim koordina-
tama

Polazimo od jednadzbe (78a)
P2
S = ! f r2d

U tu svrhu izvriimo prijelaz od polarnih koordinata na pravokutne. Znamo,
da je

= x% 4 5t (@
y
t T ——
g9 <
a odatle
¢ = arctg Ed
x

Diferenciramo:

1 xdy —ydx xdy —ydx

de =

y R FEY ()
I + g
Uvritenje (a) i (b) u (78a) daje:
S=—;~J-xdy——ydx (79)

Integrali toga oblika ratunaju se tako, da se jednadzba krivulje napiSe u para-
metarskom obliku.

Kao primjer odgovorimo na pitanje: za$to se inverzne funkcije od hiper-
bolnih funkcija zovu Area-funkcije? (area znaCi povriina).

U tu svrhu izratunamo povréinu S sektora istostrane hiperbole x* —y* = 1
(sl. 47) ili u parametarskom obliku

x=cht
y =sht
i to od 0 do ¢ (vidi Dio I, § 5).

‘Racunamo prema (79):

dx = shr de

dy = che de
pa uvritenje u (79) daje

t
1 1 t
= - 2 — 2 = e = —
S—z‘[(cht sh?) de 3 t 5
: ()
a odatle je
t=28
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t. j. parametar ¢ hiperbolnih funkcija broj¢ano je jednak dvostrukoj povrsini sektora
istostrane hiperbole, pa se stoga kod prijelaza na inverzne funkcije smatra, da je
area, t. j. povriina (vidi sl 47).

d) Povr$ina =zatvorene krivu- by
lje. Krivuljni integrahi

Trazi se povr§ina §, koju odreduje 1
zatvorena krivulja y = y(x".

Neka diralista C i D tangenata po- < X
vudenih na tu krivulju usporedno s osi 0 1
Y dijele krivulju u dva dijela: gornp CED
jednadzbe y,(x) i donji CFD jednadzbe
ya.(x). (Vidi sl. 48).

Prema toj slici imamo:

S = povriina ACEDB — povriina St

ACFDB =fby,dx—-fbyzdx =

b a
= prema (74) = fy; dx + fyz dx
a b

1z slike 48. vidimo, da smo integri-
rajuci izvrsili potpuno obilazenje krivulje
u negativnom smislu, t. j. u smislu
kazaljke na satu (povrsina pri tom obila- S1. 48
Zenju bila je uvijek na desno!), pa kazemo, S
da je povrSina zatvorene krivulje
zadane u pravokutnim koordinatama jednaka krivuljnom integralu
uzduz zatvorene krivulje u negativnom smislu i simbolicki pisemo:

S = gf,ydx (80)

Krivuljni integrali rjeSavaju se tako, da se jednadzba zatvorene krivulje napise
u parametarskom obliku.
Primjeri
1. Povriina elipsec.

/ Jednadibu elipse u parametarskom obliku znamo:

X = agcost
. 0t <2
y=ubsint

Odatle dx = —asintde, pa prema (80) imamo obi-
S1. 49. laze¢i krivulju u negativhom smislu, t. j. od 27 do O:
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0
S=-—-fbsint-as’mtdt=

2n
2r . e
= +abfsin2tdt= prema (59a) = ab L__sind2t) br
[
Izratunaj pomocu krivulinog integrala povriinu kruga!
2. Povriina elipsine evohute.
JednadZba te evolute glasi
2
x = 27 costs
a ,
) 0sr<2m
y = —sind¢
(vidi str. 50 i sl. 23).
Prema (80) racunamo:
2
dx = —gzc—-coszt -sint dt
pa imamo
0 2 2 4 2r
3 3 )
C S = —fe—sin3t 2 cos?r - sine di = Lel—fsin"af ccos?tdt =
b a ab
2r 0
=< [{vidi primjer 1. totke 7) na strani 163} =
2x
3}t sin4r osin® 2 ge_‘ 2w
T ab |16 64 48 | T ab 16
0
_3me?
Bab

Povrsina omedena zatvorenom krivuljom, koja je zadana u po-
larnim koordinatama, racuna se prema (78) po formuli.

S = —;—§r‘2(@)dcp (81)

pri ¢emu se obilaZzenje krivulje vrdi u pozitivnom smislu, t. j. protiv kazaljke na
satu. (Dokazi to!).

Primjer

Povriina kavdioide (srcaste krivulje) r =a (1l — cos ili r = 2asin? * , odnosno
? )

r=a(l +cos ¢)ili r= 2ac052—q’-.
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{Vidi sl. 30, u kojoj je takoder prikazana jedno-
stavna konstrukcija te krivulje).

Prema (81)
2=
S — -;_fa’(l —cos 9)*de =
0

o 2t
;.‘;f(l—ZCOSq:—!- cos” @) de =
0
. 2
:gf{@———Zsmq;—{—g—%-gE;i =
0

Sl 50,

2. Ratunanje statickih momenata i koordinata teZiita ravnih likova

Pod statickim’ momentom nekog ravnog lika obzirom na neku os razumije se
umnozak povrsine tog lika 1 udaljenosti teZista tog lika od doti¢ne osi.

Prema tome, ako s M, oznalimo staticki
moment lika obzirom na os X, sa § povrsinu
lika, a s y, udaljenost tezista 7" lika od osi X,
t. j. ordinatu teziSta T (vidi sl. 51). tada je

M, =Sy, (a)
x Sli¢no: staticki moment tog lika obzirom
ar na os Y
Si. 51 M, = S-x, (b)

gdje je x, apscisa teziSta T.
Primijetimo, da je staticki moment lika jednak nuli obzirom na bilo koju os,
koju prolazi kroz tezidte lika, jer je tada udaljenost teZidta od osi jednaku nuli, pa
jo prema (a), odnosno (b) staticki moment jednak nuli.

iz (L) 1 (4) sijedi

M M,
n=" =g (©)
Na pr. staticki momenti pravokutnika (sl. 52) obazi- y
rom na osi, koje sc podudaraju sa stranicama pravokutni- b
ka, glase prema (a) 1 (b): \ P
N
/
M,o—ph T | h "g“\}f(T%?}
y === L -~ —— \
o 2 2 ,/ : N
/ = X
b WY U .
M =bh.— =~ cm®
7 2 2 Sl s2.
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Na isti nacin dobijemo staticki moment za trokut osnovke b i visine A4 obzirom
na os X, koja sc poklapa s osnovkom b

2
A4I ::S-y‘ :%’3._}:_;_ =?—2‘—m,

Mcdutim, aka koordinate teZista lika i njegova povr$ina nisu poznate, ralu-
namo A, i M, za element povrSine lika, a zatim integriranjem dobijemo traZene
staticke momente za Citav lik,

U tom slucaju statitke momente ratunamo po formulama:

M,=fde
s

(82)
M, = [xdS
S

gdje su x i ¥ koordinate teziSta elementa povrfine, dS povr§ina elemen-
ta, dok je integracija protegnuta preko Citave povrSine S lika.

Ako je zadani lik omeden krivuljom, kojoj je jednadZba y = f(x) poznata,
tada je prema sl. 53. povrSina elementa dS = y dx, a koordinate teZita elementa

jesu: x i—;— pa jednadzbe (82) primaju oblik

b
1
Mz == -i—-J. yz dx
. (82a)

M, =f xy dx
a

[
Podijelimo 1i jednadzbe (82a) s povriinom ¢itava lika, t. j. sa S = f y dx,

dobijemo prema (c) koordinate teZiSta toga lika:

(83)

Primjeri

1. Odredi stati¢ki moment povriine omedene
lukom sinusoide i odreskom osi X od x =0
do ¥ = = obzirom na os X.

Prema (R2a) 1 slici 54:

"
My == %« [ sin?x dx = prema (59 a) =
0
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n

1
2
o

r ~

x sin 2x

2 4

T n 314 3
T_Tz ) —0,7856’"

1
2
n
Podijelimo i My s povriinom S = fvsinxdx = 2, dobijemo prema (83) ordinatu te#ita zada-
0
nog lika:

My
A

SN

= = ’; 20,392 cm

Apscisa je teZista x; = 5 jer je-pravac x = —-0s simetrije, a teZiste uvijek lezi na osi simetrije lika.

2. Odredi stati¢ke momente M, i My i koordi-
nate te2ifta povriine omedene parabolom y? =

= 2px, koja je prikazana na sl. 55. ly
Prema (82a) i uzevdi u obzir, daje y = V 2px
imamo:
a a
Mx=——fy’dx=——f2pxdx=
2 X
[ 0 i
2 a 2
—plX =82 SI. 55
dEINE

2 2
Iz y? == 2px slijedi, da je poluparametar parabole p = 2%:-, odnosno p = %z 2a x =aiys=b,

Uvrdtenje daje:

2
Me=2
a -] a s a
M,=fxydx=fx-mdx=v2_pfxﬂf2dx=V?Z; J—‘siz =
0 [ 0 Y
0

=2 V5 Vé = Fa'V2ra

a kako je za x == a y = V 2pa = b (vidi sl. 55), imamo

M’ = %a’b

Podijelimo li My, i My s povidinom § zadanog luka uzevii u obzir, da je prema (75) § —%ab,

dobijemo prema (83) koordinate teZiita zadanog lika:

o233
tT5. 2k S
_“52'3_11,

Y=g 2ab 8
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3. Odredi staticke momente i koordinate teZiita lika omedenog polukubnom parzbolom
¥y = x*2 1 pravcem y = x (vidi gore sl. 43}.
U primjeru 2. na str. 188 ve¢ smo izracunali diferencijal povriine toga lika 1 samu povriinu:

dS = (x — xk) dx

=1
10
e . s . s e s . . Yty
Lizev3i u obzir, da teziSte elementa leZi u sredini, bit ¢e njegova ordinata y—-—-w-T- =
3
. /.
== f—%—if {vidt sl 43), pa imamo prema {82):
¥ 1 ! 3 4 ' 1 71 | |
x + x'h 3. I ; b x
Mos [T e [t e - 1 T Fl = 5 (5 ) o
4] { Q b
1 |
3 ] 1 2 1
g Ix — 3l Lo xe v s b
M, fx\x x '2) dx 3 '7- 3 7 7
0 2
0
Prema (83):
1
LMy 21 10
R T 7]
10
1
. Me 24 10
TS T T
10

Za mnoge likove odredivanje statickih momenata i koordinata tezista mozemo
pojednostaviti prijelazom na parametarsku jednadZzbu medasne krivulje.

Primjer
, . . x? ? .
Odredi koordinate tezista povriine omedene elipsom - + s i 1 i koordinatnim osima (u
a

prvom kvadrantu).
Prelazimo na parametarski oblik jednadzbe prvog kvadranta elipse {(Dio 1. § §5)

X = acCost T
Tllosisl
y = bsint 2
pa racunamo:
dx = —asintde
Uvritenje u (33) daje
k19 T
7 T
2 . 9 ab? . 3
—a%b [ cost - sin?r dt —5 sin®r dt
o . 0
Xy = . 3 yl k=—1 -
.2 2
——abfsin"’tdz _-abfsin%dz
0 0
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Kako je

k4

fcost-sin“zdt-:

0

- U
2 ud
N T ., 2 2
sinfrdr = ~—ysin tcost——; oSt | = ~3—(V1d: tip VIII, str,
¢ ' o
k1 T
._2_. Tz‘
. t sin 2¢ U
frde = 39a) = | - — | =
[ sin prema (59a) ! 5 i 3
0 0
dobagerno; .
a b2
o = 3 4a, _ 2 3 a4
T ™ T 3w’ FEE I g
4 4 -

Uzmemo i, da je a =

sin® ¢
3

(supstitucija sin ¢ = 2)

155)

Ako je medasna krivalja lika zadana v polarnim koordinatama r = r(%),
tada, kako vec znamo, element povrdine toga lika moZemo smatrati trokutom, ko-

jemu je povréina prema (78)

ds = —;r’dtp.

. : 2
Kako je teziste trokuta udaljcno od vrha za i

njegove visine, imamo prema slici 56:

Q. ~ T T e e e e o e e

X == 2 ¥ COS
¥ = ®
i X
2 . 0 X g
= - rsin
Y=y ¢ SI. S6.

Uvritenje u (82) daje staticke momente M, i M, lika, koji je omeden krivuljom
r = r(¢) i radijvektorima krajnjih tocaka te krivulje, kojima su amplitude ¢, i @,:

M, :fydsx—;—fr’sinqadw
Y

M, =

P2

Py

\¢3

dez%fr’coscpdcp

S @,

(84)
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a odatle prema (83) dobijemo pravokutne koordinate .teZita toga lika:

P2
Lfr’coscpdcp
3
X, = _.A.,.!..Z == 1
t S - "
1 J‘ N
5| de
o (84a)
P2
%—f r3sin ¢ de
M’ P2
Ye = S - P2
1 2
-—2—Ir d(P
)

Primjer
Qdredi pravokutne koordinate teZiita povriine omedene kardioidom r = a (1 — cos o).
Kako je kardioida simetri¢na obzirom na os X (vidi sl, 50), teZi¥te le%i na toj osi, pa je

y=20
Racunamo dakle M, prema (84):

2n
3
My = %—f(l—cos @) cos ¢ dg =
V)

2n

3
=-‘;—f(cos @—3cos?p + 3cosp—costq dg =

s 2r n 2r x
=%—[fcos<pdcp-—3foos’tpdcp+3fcos-"q>d¢p—fcos‘cpdcp]
[ 0 (] 0

Prvi i treéi integrali jednaki su nuli (vidi str. 182), a za druga dva dobijemo vrijednosti prema
(60a) i tipu VIII (str. 155):

n
-2 2 siﬂ%) (L-  cosd @ 4 - i )l
M,7—3 3(2+ 3 3 Sin @ cos ¢p+s'p+msm2¢ |
a 3 a® 15xn Saiw
My—?( 31!——8—°21t)=—-3-'—4-—-—— )
Buduéi da je S = = 7 a? (vidi primjer na str. 195) imamo:
Sadw

M 4 5

=——Z=— — e —

u=-g Inat ¢

2
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Ako je lik, Cije se teZi$te traZi, dio kruga, zgodno, je prijei na polarne koordi-
nate, jer jednadzba kruZnice polumjera R sa srediStem u polu ima vrlo jednostavan
oblik

r=R
(9 ne ulazi u jednadZbu, jer je za bilo koji ¢ radijvektor r jednak polumijeru R).
Primjer

Odredi koordinate teZi§ta T kruZnog isjetka polu- 1\
mjera R prikazanog na sl. 57. y

Kako jednadiba kruZnice u polarnim koordina- '
tama glasi # = R, a povriina krufnog isjecka ,,///

S = prema (78 a) i slia 57 =

x-—-ff’dq)_.

?-a /7 7/ +a
¥
R’(ﬂ T ) 47
== |5+a—=5+a)=Ra .4
2\2 2 i
imamo prema slici i (84a): S1. 57.
= 0, jer je os Y os simetrije kruZnog isjedka
T
M .
Ye= TS—S sin g d¢ (a)
T©
7=
E-i-z
()] =
Y == - 3R’ ‘cosvp|=—-——[oos( +a)— 0! z—a
L3
7-c
R sina
=—3—;(—sma—sma)——-—RT

TraZe li se koordinate tefifta polukruga, promijenimo u (84 a) granicc integracije i uzmemo u

: 4
obzir da je § = % ili. uvrstimo « = —721 u (a).

Dobijemo: .
X = 0

cos ¢ l-—z—g( 1—1)== 4R

2R
3 TS e ———
ye =3 szR sinpdo 3m
2

Integriramo li od 0 do % uzevli u obzir, daje S
ordinate teZifta prvog kvadrantz kruga:
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4R
SRR T

dok d; daje udaljenost teZifta od srediSta kruga:

4RV 2
dy= —l-%
ir

{zralunaj statiCke momente M, i Ay, a takoder koordinate teZiita:
1. poviiine omedene parabolama y = x% i y = I/E [x: = y;: = 0,45)

2. povriine omedene prvim lukom cikloide x = r {f —sint); y = r(l —cos?) i osi X,

[ %]
,67'

3. povrfine omedene prvim poluzavojem Arhimedove spirale r = a¢ i osi X.

[6a(4—-— n?) g (n?— 6)]

3
Fitd 2

3. Racunanje momenata tromosti (inercije) ravnih likova

Pod momentom tromosti ili inercije materijalne tocke obzirom na zadanu os
rotacije razumije se umnoZak mase m te totke i kvadrata njene udaljenosti od
0s1 rotacije.

Prema slici 58:

Y I, = m-y* = moment tromosti obzirom na os X

x

———————— m ) .
77 I, = m-x* = moment tromosti obzirom na os Y.

To su aksijalni momenti tromosti materijalne

|
!
!
A
oo tocke.
/' i Ratuna li se moment tromosti obzirom na zadanu
/s Py tocku, dobijemo polarni moment tromosti:
7 - . .
I, = m - r* = polarni moment tromosti
Si. 58. obzirom na ishodiste 0

Moment tromosti obzirom na zadanu ravninu zove se planarni moment
tromosti:
[pl = m'hz
Trazi li se moment tijela, tada se najprije izratuna moment tromosti za
clement toga tijela mase dm, t. j. izratuna se
di; =y*dm; dl, = x*dm,; dI, =r*dm; dI, = h*dm,

a zatim integrirajuci po volumenu V toga tijela dobijemo traZeni moment tromosti
za citavo tijelo:

L= [ydm; I=[xdm; L= [rdn I,=[hkdm
v | 4 Vv

vV
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Integriranje po volumenu traZi primjenu trostrukih integrala, o kojima je
rje¢ u trecem dijelu Repetitorija (vidi Dio III. str. 228 i si.). Medutim, mo-
mentc tromosti homogenih rotacionih tjelesa moZemo izratunati i pomocu
obi¢nih odredenih integrala (vidi dalje toCku 7. ovog paragrafa).

Racunaju li se momenti tromosti ravna lika, t. j. t. zv. geometrijski momenti,
tada ulogu mase m igra povrSina S lika, pa se momenti tromosti elementa lika
raunaju prema

dl_ ==y*dS
dI, = x*dS (85)
dl, = rdS

a integrirajudi po Citavoj povrSini S lika dobijemo traZene momente tromosti:

I, = fy’dS
aksijalne o
I,= [xds (85a)
5
polarni | I, = fr*dS
| 4

Prakticki se postupa tako, da se izratuna povriina dS elementa zadanog lika,
Koja se izrazi s v, odnosno s x, pa se izvr$i integriranje.

Primjeri

1. Izratunaj momente tromosti pravokutnika osnovke b i visine % obzirom na os X, koja
se poldapa s osnovkom lika.
Prema (85) dJ; = y*-dS ratunamo povréinu ele-

Py

menia (vidi sl 59): Y
d8 = b+ dy b
pa prema (85a) 1mamo: 4
A 3 k b 3
1x=fy*-b-dy———b|9’~ =2 s,
i3 3
o ' 0
ako su b1 A zadani. u cm,
Zamijenimo Ui b s A, a A s b, dobijemo:
hb®
Iy = =5 omt S1. 59.

Integrirajudi od ~— g— do + 5 dobijemo moment tromosti cbzirom na os X;, koja prolazi te#i-

Stem lika usporedno s osnovkom:

h h
+-2~ +?b ha hS bha
3
= [v by =0 = (T ) =y e
h h
-7 - 77
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2. Izratunaj moment tromosti trokuta
ty ‘ osnovke b i visine A obzirom na o0s, koja
prolazi osnovkom lika.

Povriina elementa, koji mofemo smatrati
da je pravokutnik:

dS = z - dy (vidi sl. 60),
pa je prema (85)
dly =y2%- zdy O]

Da moZemo integrirati, treba sz izraziti
s ¥. Iz sli€nosti trokuta slijedi:

z:b=(h—y):h

a odatle:

Upvritenje u (a) daje:

de=y2(b—%y)dy
a odatle:
b k 3 b 4
0 0
bR bw
T3 44 12

lzracunaj na slic‘:n} nalin momente tromosti tog trokuta obzirom na paralelnu os X’ kroz vrh
bh

trokuta (lx’ = ——) .

4

3. Izra&unaj polarni moment tromosti kruga polumjera R obzi-

rom na sredisSte kruga. =

Element povriine uzmemo u obliku vijenca polumjera p i Sirine

dp (vidi sl. 61), pa, ako ga prereZemo i uspravimo, moZemo uze-

ti, da dobijemo pravokutnik osnovke 2pm i visine dp:

Dakle:
dS = 2pm - dp
pa prema (85) ima:
dip = p2dS = p2- 2pn dp

a odatle:

Trazimo li polarni moment tromosti kruZnog vijenca nutnrnie_g polumiera R,
i vanjskog R, obzirom na sredite, tada treba samo promijeniti granice integracije.

Za vijenac:

Ry
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4. Primjeri iz fizike

1. Izratunaj silu, kojom priviali ho=

mogeni uspravni 3tap gustoée p, popret- lv
nog presjeka ¢ i duljine s, materijalnu — Ok f———X o]
tocku mase m, koja se nalazi u produljenju +X o—FT"7¢ Q- oo

osi 3tapa u udaljenosti a od jednog njego- S a
va kraja.

Polaze¢i od Newtonova zakona priviate- SL 62.

nja izmedu dviju masa:
A . . . umnoZak masa my - my
sila priviatenja = f fapecst zmedu mpR /7

gdje je f = 66,63 - 10—? konstanta gravitacije, t. j. sila, kojom se medusobno privlate dvije ma-
terijalne todke mase t g u udaljenosti 1 om, izraunajmo silu privlatenja dF izmedu materijalne
toCke mase m i elementa $tapa duljine dx (vidi sl. 62).

Volumen elementa dV = ¢ - dx
masa elementa dM = gustoéa X volumen = p dV = p- ¢ - dx
Prema Newtonovu zakonu:

P qdx-m
dF = f (x + ap?
Odatle:
: dx 1
F=f-pqu(x+a)'=_f.pqm|x+a =
1] ’ 0
SRS e — R
- PIMI\sya )= /P1 als +a) ala+s)
a kako je p - q - s = M = masa $tapa, dobijemo:
M-m
F=fa(a+s)

2. Posuda, koja ima oblik uspravna kruZpa stodca visine A i polumjera osnovke ¢, napunjena
je vodom. Nakon koliko ¢ée se vremena isprazniti posuda kroz otvor povriine a u vrhu stoica.
Pretpostavimo, da je za vrijeme dr istekao kroz donji ot-
vor element obujma vode dQ, koji moZemo smatrati da je valjak
by povrdine osnovke S i visine dy (vidi sl. 63):

dQ = S+ dy

U drugu ruku je pozmato: 2ko se zanemare svi otpori,
brzina istjecanja kroz otvor jednaka je brzini tijela, koje slobo-
dno pada s visine jednakoj dubini vode u posudi. Prema tome
brzina istjecanja kroz otvor Cestica vode, koje se nalaze u dubini
¥, bit ¢ée: ‘

v =V2gy, gdje je g = 9,81 m/sek?
[vidi (e} na str. 83].

Kako je protoka jednaka umnosku povriine otvora i brzine istjeca-
SL 63. nja, istei ée u jedinici vremena kroz otvor povriine g obujam vode:

a*v=al2gy

a za vrijeme d¢:

dQ=al2gy - dt
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Prije smo pokazali, da za to vrijeme d¢ istekao jc element abujma vode dQ = S - dy, pa imamo:
S:dy=al2gy-dt (a)

Da molemo integrirati, moramo promjenljivu poviiinu § osnovke elementa dQ izraziti s y.
Znamo, da se povrsine paralelnih presjeka stoica odnose kao kvadrati njihovih udaljenosti od
vrha:
S:mr2=y2: 4%

a odatle: ,
nr2y?
s=212

h

Uvrstenje u (3) daje:

2,2
f——r}-l-ﬂ-—y-—dy;—a 2gy - de
Odatle:

2.2

L

h*al2gy
2 y 2 ) h
1:_Jj_:fya/2dy=__£:__ 2._3 =

ah2]/2g0 ah*f2g | 3

2
0

_ 2wr? hslz_anQl/_h-
san?)/2g 5al 2¢

3. Brzina tijela dana je formulom v = |/ | + ¢ mfsec. Odredi put, $to ga je tijelo prevalilo
u toku 10 sekunada nakon podletka gibanja.

Znamo, da je v -g% (Dio, T § 18), pa

y & YT/ @

w

TETNTN ds=F1+¢-de
: T /";g/" ! 10
) t ';ff i o
Z e
: ://}// : 5=f}/1+tdt
1077 R 0
o ;// e
i 9
I I — i
o y/jy/ : Uz supstituciju }'1 + ¢ = z (vidi tip II na strani 122) dobi-
' X /// | jemo:
1-b4xA+ | x 10
0 ' 2ivavm|=2
7 s = _3[ Va+ 03 =5 (/1P—1) = 23,6 m
SL 64, 0

4. Homogena pravokutna plodica gustoée p = Bgfem3 debljine d = 0,3 ¢m i stranica
a= 50cm i b= 40 cm okreée se oko stranice ¢ kutnom brzinom ¢ = 37!-:-—2-. Odredi kineti-
¢ku energiju rotacije plocice.

. . .. . o muv? mr?w?
Kako je kinetitka energija Ex materijalne totke mase m jednaka 57> odnosno —

jer }¢ obodna brzina v = r - w, gdje je r polumjer rotacije, a @ kutna brzina, glasit ée kinetitka
encrgija za element plodice debljine dx u udaljenosti x od osi rotacije Y (vidi sl 64):

dm - x?w?

dE, = Hhadl
Eg 5
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Masa elementa dm = gustoéa puta volumen = p-a - d-dx, pa je

b
pra-d-w? pra-d-o b p-a-bd-e?
Ep = 2y A
k= fxdx 2 3 3 (a)
0

a kako je pabd = m = masa plodice:

m bt w?
Er = 3
Uvrstimo i u'(a) zadane vrijednosti izrazivéi ih u kg im:
= 8 glcm? = E;—‘1—0_—3k [m3 = 8000 kg/m?; d = 0,3 cm = 0,003 m
P— g (10_2)3 gm— g 2 - hd ¢ — Ny
a=50cm=05m; b=40cm=04m
dobijemo .
- - - . 2
En— 8000 - 0,5 0,2 0,003 - 9n — 11,32 kgm
Izratunaj za istu ploticu centrifugalnu silu C, koja za materijalnu totku mase m glasi C = m r w?.
[C m b m']
4

5. Odredivanje duljine luka krivulje (rektifikacija krivulje)

a) Opcenito

Pod duljinom luka krivulje razumije se grani¢na vrijednost opsega poligona
upisanog tom luku, kad broj stranica tog poligona tezi u beskona¢nost, a duljina
svake pojedine stranice tog poligona teZi nuli.

Buduci da ta grani¢na vrijednost opsega upisanog poligona predoduje jsto-
dobno duljinu nekog odreska pravca, odredivanje duljine krivulje zove se takoder
rektifikacija krivulje (rektificirati znali ispraviti). Iz te definicije vidimo jasno,
da se duljina luka krivulje definira pomocu odredenog integrala, za koji znamo
da je limes sume, koja sadrzi sve viSe ¢lanova, pri ¢emu svaki ¢lan te sume teZi nuli,

b) U pravokutnim koordinatama

1. JednadZba krivulje zadana je u eksplicitnom obliku: y = f(x)
Da odredimo duljinu s luka krivulje y = f(x) [vidi sl. 65.], sjetimo se formule
(3) za kvadrat diferencijala luka:
ds? = dx® -} dy? (a)

(Vidi si. 3).
Podijelimo Li tu jednakost s dx® dobit ¢emo: b — o2

ds\* _ (dy)2 o
(HSE) —1 + @) kako je — = y'(x),
imamo 0 '

ds =1 + y%(x)dx (86) SL 65.

>

Q
[ SRR
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To je i1zraz za diferencijal luka krivulje ¥ = f(x). Integriranjem do-
bijemo trazenu duljinu s luka krivulje:

b

s= [y PEOX dx (86a)

a
Kadsto je zgodnije uzeti, da je y nezavisna promjenljiva, t. j. prijeci na in-
verznu funkciju x =.¢(y). U tom slucaju podijelivsi (a) s dy, dobijemo na slitan

nacin:

d
s = f VT F x%(y) dy (86b)

(Vidi sl. 65).
Primjeri
1. Odredi duljinu luka lancanice y = chx od x = 0 do x = 1,12 (sl. 66).
Radunamo prema (86 a):

y=chx; y =shx

Aly
>
§ V1 +y2=V1 +sh®x = chx
£
1,12 1,12
. s=fcnxdx= shx| = sh1,12= 1,37
|
7 0 .
n : (vidi dio 1. § 4, 6).
¢ a >
0 7 I 2. Rektificiraj parabolu y2=2px od vrha do x = 7
Sl 66, oy ee " . . " y2.
Radi lakSeg integriranja prelazimo na inverznu funkciju x = Z—P iod-

redimo nove granice integracije.

Za x=-§y= zp-—‘z’—=p,azax=0iy=o. Po y integriramo dakle od 0 do p.

1z y? = 2px slijedi:

2
¥y . Y
=——5 X =
=2 ?
2 2 2
. Yy _p+y
l+x2=l+—£§— s

»
s = % f Vo2 + y?dy = prema predtipu C uz primjenu formule (53a) =
°

2
|y et

0
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1z, pfpteV2 9\ 2V2 p
“p(z PVI+ 5 InE= . 1:0‘1') 2 +21n(1+Vi)

Izradunaj duljinu luka jedne grane polukubne parabole y® = x3(sl. 43) od x = 0 do x = §.

-2
27

2. Jednadiba krivulje zadans je u paramectarskom obliku:

x=x(t)

LStSt
y=y() |’ *

B
Formulu (86a) za duljinu luka krivulje s = f VT + 7" dx izrazimo pomoéu
A .

parametra .
Znamo, da je prema (17): _
vy Y1)
y (x) - x'(t)
pa dobijemo:

vy o 1 o X)X 4+ ¥ () _ '+t
L+y%x)=1+7 =

() x(t) %t
gdje je x=x'(t)
y=y(t) .
Osim toga je
drx = x d¢
Uvritenje u (86a) daje formulu za duljinu luka s krivulje zadane para-
. x=1x(t)
metarski :
y=y(t)

s= (175 a | @7
4 :

uz pretpostavku, da vrijednostima x = a i x == b odgovaraju vrijednosti ¢ = ¢,
it=1t,. '

Primjeri
1. Rektifikacija jednog luka cikloide:

x=1r(t—sint)
y=r(l—cost) [vidi formulu (19) i sl. 5].

14 B. Apsen: Repetitorij vise matematike II dio - 209



Racunamo prema (87):
x=r{l—cost)
y=rsint
2n er

s=er(1—cost)’+sin'tdt= fﬁ—zc‘)ﬂ"'m"*‘sm"d"‘
0 0 !

2n 2n 2r
—-r|/3fV l-—-costdt=rﬁfy28in'—;— dt = 2r fsiné—dt=

[ [ 0 ,

2r
t
—COS_—z‘ o
=2r N =4r(—cos1r+cos°)-_8_.:
2

[1}

Duljina luka cikleide jednaka je osmerostrukom polumjeru krufnice, koja izvodi tu krivulju.
2. Rektifikacija kvadranta elipse

Da dobijemo duljinu luka elipse u obliku, koji slijedi,
o ratunat éemo parametar £ od osi + Y u smislu kazaljke
S na satu (vidi sl. 67), dok smo prije taj kut ¢ ralunsli
SN iduéi od osi + X u obratnom smishu.

Upvritenje

tl - —

2

X = g00817, . .
S 67. y=baing, (diDi0LE3)
daje parametarsku jednadibu elipse za taj nadin rafunanja parametrs r:

x=gsint

y=bcost 08t<2r

Racunamo prema (87):
Xx=qacost

y=—bsins
it + 9t = a*cos’ r + brsin?t w gt () —sint?) 4 bsintt =
= a’(l—sin’t+%:sin= t) = a'[l—sin't(l—%)] »-

= q* (l-—a';bzsin't) = g¥(] —¢*sint 1)
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:—
c=—:z— = —a—a—i—numenéheksanmutet,kbiue < 1 za elipsu.

T
—

:=afVT:_cTin'_z'dz
[+

Dobili smo elipticki integral u kanonskom obliku druge vrste, u kmem )e ¢ modul tog integrala
(vidi tip V, str. 146).

Znamo, da taj integral mofemo elementarno n)eim samo pribliZno i to tako, da integrand
razvijemo u beskonalni konvergentni red, koji integriramo &lan po &an.

Integrand V1 —¢e?sint¢z = (1 —edsins) L razvijemo dakle u binomni red:
mim—1) M1} (0 —2) XS4 e
1-2 1-2-3
konvergira za|x| <1 (vidi Dio I, § 20, 9).
Kako je na¥ | x| =e?sin®t < 1, red & konvergirati.

4+ =14+ mx+

2+

Upvritenje x = —¢?sin®t i m = —%—u binomni red daje:

e*sin®e + .-~

(=) 1(-1
]/l—:’sin'z=l——;-e'sin’z"-t-3——-‘——2——1:“$in‘t—2 2)

1-2 1
ili =

1 1 Y 1-3
—clsin?t =1 ——¢e?sin®f - 48int § w— Sgin®g ...
V1 —etsin®t =1 zssmt 2_4csmt 2-4-6““‘

Kako taj red konvengira uniformno, smijemo ga integrirati &lan po &lan (vidi § §, 8):

F]
- | : 1 . ]
- el 2 = ——3 : 4 4 —_—ee
s-—afl e*sin? s dt a[[dl 2:[ 2.4t[smtdt
0 0

[S1E
w]#
E

[1]
_ lo(Lom2)_ La(—Lare conr—daine-
=gq t——-zs 3 yy )’—2.4: 4sint cost —8-unt cos ¢t +
~
3 z 1 ] 3
x = T
rgt)—|=elF—ge Tt T I ]

il

s= = (1) 1e—(315) 3¢ (z—f‘;‘g‘é)'s‘.—'ﬂ
=

Upvrstivdi u red vrijednost poluosi a zadane elipse i njen numeritki ekscentricitet ¢ = _T_
gdje je @ > b, moZemo duljinu kvadranta elipse izratunati po volji to¥no.
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Uvrstimo li u red ¢ = r i € = 0, dobijemo:
$ = ’% > & to je duljina kvadranta kruZnice.

Rektificiraj kruznicu uzevsi njenu jednadibu u parametarskom obliku. [s = 2rm]

¢) U polarnim koordinatama
Jednadzba krivulje glasi r = r(g). :
Formulu (3) za kvadrat diferencijala luka krivulje
ds? = dx? 4 dy?

izrazimo u polarnim koordinatama.
Znamo formule prijelaza:

X =7rcos e odatle dx = —rsin ¢-de + cos @ -dr
y=rsing’ dy == r cos @-do + sin @-dr -
Uvrstenje u (3) daje:
ds® = r%sin*p d? — 27 sin @ cos ¢ de dr + cos¥p dr® +
+ r’cos?p dg® + 2r cos ¢ sin ¢ dg dr + sin*p dr? =
= r’deXsin?p + cos®p) + dr(cos?p + sin’e)

ili
ds® = r’de? + drt
ili
dr\? 2 ) _»
ds? = de? [#2 + 3 1= (r* + r't)de?
a odatle:

r* 4 r'2de

P2
s= [ (@) F ri(a)de (88)
L4

Time smo dobili formulu za rektifikaciju krivulje zadane u po-
larnim koordinatama r = r(¢).

Primjeri
1. Rektificiraj kruZnicu polumjera R: r = R.
Prema (88) imamo:
r=R; r=0

2 2r

:=flfR_*dq>=R ¢o|=2R=%
0 0
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2. Rektificiraj kardioidu r = (1 —cos-¢) (vidi sl 50). )
r’=gsin ¢
Uvritenje u (88) daje:
2” .
5 = fVc’(l —cos ) + a’sin*pdo =
[}

r ix
= J— 2 in? - — -
.[Vl 2 cos ¢ + cos vpl+sm ¢ de aﬁ‘[yl cos ¢ de

in
3.3 2= m%
=0V_2'fv2sin’-;—’- de = 2af8iﬂ";;_‘h"—2¢ e
0 ’ 0 2

']
= —4a(cos ® —cos 0) = —4a(—1—1)=8a

Izralunaj duljinu luka prvog zavoja Arhimedove spirale r = g .

[s=1ral/l T A+ 2 l@n + 11 +4n‘)]

6. Obujam (volumen) tijela

Obujam tijela racuna se obi¢no pomoéu dvostrukog integrala, o kojem je
rije¢ u trecem dijelu Repetitorija. Medutim, ako moZemo povriinu popreinog
presjeka tijela prikazati kao funkciju njegova polozaja ili ako je tijelo rotaciono,
tada obujam moZemo izraCunati pomocu obilnog jednostrukog odredenog in-
tegrala.

Slika 68 prikazuje tijelo, za koje pret-
postavljamo, da nam je poznata povriina Yy
S svakog njegovog poprecnog presjeka,
t. j. povriina popretnog presjeka zadana
je kao funkcija od x: § = S(x).

Element tijela visine dx moZemo )
smatrati da je valjak osnovke S(x); pa 7 ' 1
je njegov volumen: YH \

dV = S(x)dx \

a odatle: SL 68.
]
V= fS(x)dx (89)
gdje je S(x) povriina poprecnog presjeka tijela zadana kao funkcija od x.
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Primjer

Izratunaj obujam troosnog elipsoida. Troosni elipsoid je ticlo, kojemu je svaki presjck
elipsa, sli¢tno tome, kako je krug svaki presjek kugle (vidi sl. 69). ,
Rotacijom elipse oko njene velike ili rfale
osi ne nastaje troosni veé dvoosni ili ro-
$z tacioni elipsoid, kojemu su presjeci kru-
govi okomiti na os rotacije.
Da izralunamo volumen troosnog elip-
soida, treba povrdinu § popreinog pre-
sjeka. toga tijela izraziti keo funkciju od x.
Podto je taj presjck elipsa s poluosima
b i ¢ (vidi sl. 69), a povriinu elipse znamo
(S = ab =n), bit ¢e:

S=bc'n
Kako se vidi iz slike, d* je ordinata u
tolki apscise x horizontalne elipse s polu-
osims a i b, u kojoj ravnina ’XY sijede
elipsoid i kojoj je jednadZba §,+§.— 1
_odnosno »

N T
e
p=2ya—a (@)

Sli¢no je ¢ ordinata u todki apscise x vertikalne clipse s poluosima a i ¢, u kojoj ravnina XZ
sijete elipsoid i kojo) je jednadiba '

Xt 2t
ata=!
odnosno '
g="Va—=
a
pa je _
= £ at — x? ' (b)
a .
Uvrdtenje (a) i (b) u § = b’ ¢’  daje:
b ‘
S(x) =27 (@ —=)
pa prema (89) imamo:
bom [ 5 i
—_ _C_TC 2 y? = e : — e | T
V= a,f(a x%) dx S| 3|
—a —

_bexn a® a® berm 3_ ) _bcn‘ia_’
izl (o ] -7 o

at at a? 3

V=—;'—abcu

Da kontroliramo rezultat, uzmemo da jea=b=c=r.

Dobijemo V = —%r’ 7, a 1o je volumen kugle, koja pretstavija samo poseban slulaj elipsoida.
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7. Rotacione plohe i tjelesa

a) Jednadibe rotacionih ploha

Trazi se Jednadzba plohe, koja je nastala rotacijom krivulje y = f(x) oko osi X

(sl. 70).

Svaka tocka A krivulje, kojoj je apscisa x i ordinata y= f(x), opisuje pri rota-
cm kruznicu polumjera r = y = f(x). Da napiSemo jednadZbu tako nastale rota-
cione plohe, uzmemo na toj plohi to¢ku T'(x,y,2) po volji, pa je na$ zadatak, da

napidemo jednadZbu, koja veZe koordi-
nate x, y, z te tocke s onim, §to je za
plohu zadano.

Iz pravokutnog trokuta T T'A’ sli-
jedi:

rz___.y:_*_z:'

a kako je r = f(x), dobijemo traZenu
jednadzbu rotacione plohe:

U=yt + 2t (90)

koja je nastala rotacijom Kkrivulje
y = f(x) oko osi X.

Na isti naCin dobijemo jednadZbu rotacione plohe

[e(¥)]? =x+ 2*

rotirajuc¢i krivulju x = ¢(y) oko osi Y.

Primjeri

(90a)

1. Zadana je parabola y®= 2 px. Napidi jednadZbe rotacionih paraboloida nastalih rotaci-

jom te krivulje.

a) oko osi X;

ili

St

71.

b) oko osi Y (vidi sl. 71).

a) Parabolu ¥ =2 px rotiramo oko osi X.
Uvritenje 2 = 2 px = [f(x)]* u (90) daje:

2px =yt 4 2t
il
‘ yi4 2w 2px
b) Parabolu y®= 2px rotiramo oko osi Y.
Iz yt= 2 px slijedi:

]
= ;—’ = f(y)

Uvritenje u (90a) daje:

4
= x?
4?’ x* 4+ 2t

Y =4px*+ 2)
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2. Napili jednadZbu rotacionog paraboloida nastalog roucuom oko osi X parabole zadane
prema slic 72,

Najprije ‘odredimo jednadZbu zadane parabole.
Znamo jednadZbu parabole, kojoj je os simetrije paralelna s osi X

(y—0b)* = 2p(x—a)
gdje su (a, b) koordinate vrha parabole. U naiem sludaju jc g = 3; b = 0:
yV=2p(x—3) (a)

Da odredimo parametar 2p, uvrstimo u (a) koordinate totke (@, 2) ili tolke (0, — 2), koje leie
na paraboli.

Dobijemo:
4=2p(—13)
Odatle:
4
sy = -3
4 Uvrdtenjc u (a) daje traZenu jednadibu parabole:
. 4
1 yrm—(x—13)
X ili
7 3 o
0 ¥ o= % x+4
1-1
Sada moZemo odrediti jednadZbu rotacione povmnc
T Prema (90) imamo: .
— —;— x+4=y'+ 2t
Sl. 72. ili

4 + 3y + 322 —12=0

3. Napisi jednadZbe rotacionih hiperboloida rotirajuéi hiperbolu #? x? — g* yt=at b
a) oko osi X i ’b) oko osi Y (sl. 73).

a) Hiperbolu 5* x* — at y* = g? b* rotiramo oko osi X.
1z te jednadibe slijedi:

2 b 2 2 2
yr=—p(xt—at) = [f(x)]

To uvrstimo u (90):

b2
St —a) =yt + 27 18

To je jednadiba dvoploinog rotacionog
hiperboloida (vidi sl. 73).

b) Istu hiperbolu rotiramo oko osi Y.
Iz b% x?— a® y? = a® b* slijedi:

-

5t = (50 4 B = [g()F

sl. 73.
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Upvtdtenje u (90a) daje:
: ]
SO E M =ttt
” x’ y'
at b
Jednad2ba jednoplodnog rotacionog hiperboloida (vidi al. 73).
Napiti jednadibe elipsoida rotirajuéi elipsu b®x? <4 a®y? = g*p*
a)oko osi X i b) oko osi Y.
x% y! zl . xl yl ‘I
-—-+-b—;+3-,-=l, *;;'i"g;-l--;;-l]
Vidimo, da rotacione plohe imaju uvijek dvije osi.

Napii za v;eibu jednadZbe rotacionih ploha rotirajuéi na pr. y = x%, y = x¥i t. d. oko 08i X
i oko osi Y. (Vidi Dio 1, slike 25 i 31).

__.'l

b) Obujam rotacionog tijela

TraZi se obujam tijela, koje je omedeno plohom nastalom rotacijom oko osi X
krivulje y = f(x) od x = a do x = b (s 74.)

Kako svaka-tocka A(x, y) krivulje y = f(x) opisuje kruZnicu polum,era
r =y = f(x), svaki popre¢ni presjek rotacionog tijela okomit na os rotacije (os X)
je krug, kojemu je povrSina:

S(x) =nri=mny*=xn-[f(x)])
Uvrstenje u (89) daje trazeni volu-
men rotacionog tijela

b b
V=1tfy’dx=7tf [f(x)]2dx  (91)

Rotiramo 1i istu krivulju oko osi ¥,
tada je volumen rotacionog tijela:

d d
V=n'f x*dy =1tf[q)(y)]’dy (91a)

gdje je x = 9(y) inverzna funkcija od y = f(x).
Ako je krivulja, koja rotira, zadana u parametarskom obliku:

x=x(t) ‘
t, St st, tada formula (91

y=y(t) ! * @n

za volumen rotacionog tijela prima oblik:
" .
Ve=rx f yi(t) - x'(t)dt (92)
Y

jer je dx = x'(t) -dt = % -de
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c¢) Povriina rotacione plohe

Primijetimo, da se i povriine ploha ratunaju pomoc¢u dvostrukog integrala.
Medutim, ako je ploha rotaciona, njenu povriinu mozemo odrediti pomoéu jedno-
strukog odredenog integrala. y

Element povrine dS tijela, koje je nastalo rotacijom oko osi X krivulje y=f(x)
od x == a do x =&, moZemo smatrati kao da je plait valjka, kojemu je izvodnica
diferencijal luka krivulje ds, a osnovka ima opseg 2nr = 2ny (sl. 75), pa je:

'y dS =2ny ds
. ds y=f(x) a kako je prema (86)
/

1) ! \ , ds=JT+y%dx .

";.-f” ,’ imamo:
7 2 R R S ' g :

' ! ‘\ , S=21:nyl+y'dx==

& , o

=2x[f(x)- YTFIF(xJT ax
SL 7s. - .

~To je povriina tijela nastalog rotacijom krivulje y = f(x) oko
osi X.

. s N x = x(t) :
Posto je krivulju LStISt rema (8
oSto je za krivulj y#y(t) | :t P (.7)
~ds = /%2 4 yrds,
bit ée
tp '
S=21tfy(t) £t + ytde (94)
hH

povrdina tijela nastalog rotacijom oko osi X krivuljé zadane u
parametarskom obliku.

Primjeri
1. Napidi jednadZbu kugline plohe i izralunaj volumen i povriinu kugle polumjers r,
Kuglina ploha nastaje rotacijom oko osi X gornje

polovine kruZnice

x4 yt= gyt (vidi‘sl. 76).
a) Jednadzba kugline plohe
Uvritenje:
¥ =rt—x*=[f(x)]

u (90) daje:

' x! = yl + zt
il

x! __}_ yl + z! = rl
jednadZba kugline plohe. | Sl 76.
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b) Obujam kugle
Uvritenje y* = r*— x* u (91) daje:
+r ' +r
x3
V= nf(r’—x’)dx= T
—-r

r'x——-—s—

<) Povrfina kugle
Ratunamo prema (93):
Kako jednadiba polukruZnice, koju rotiramo, glasi

xt + y!‘ = ot

- y=)rr—=x

dobivamo deriVirajudi:

ili

Upvritenje u (93) daje:

X

+r .
S = Ztrf Yt —axt . —-—r——-dx= 2nr
. Vrt—xt

=2rr(r+r)=4rn

2. Odredi volumen tijela nastalog rotacijom oko ¢si X sinusoide y = sinx od x = 0 do
x =T

Uvritenje y* = sin®*x u (91) daje:

&

n
V= T!fsin’xdx = prema .(593) = ;__smfx _
]
l 3 1 - - . .
== -i- b4 =-§- . 9,87 2= 4,_93- (u kubnxm )edlmcama).

3. Izratunaj obujam elipsoida, Eoii je nastao rotacijom elipse 5*x® + aly® = a®b? ocko
osi X.

Upvritenje: y® = -f—’;(a' —x%) u (91) daje:

bt +o bt a+‘3

; n x
Veng [ @—a=Tr ""“?l‘
-—a —a

1 3 " - : 3 T
TP
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Proba: zaa=>5 =r:
V:%r‘u- obujam kugle.

4. Izralunaj obujam i povriinu tijela, koje je nastalo rotaciiom luka cikioide

x=7r(t—sint)

y = r(l—cost) oko osi X.

a) Cbujam
Ratunamo prema (92):
% =r(l—cost)
2r 2
V= nf r2(1 — cos D r(l—cost)dt = n - r’f(l —cos £)3ds =
0 °

n
= nr’f(l—3cost+ 3 cos?t — cos£) df =
z .

2 2r

n r
= nr'[fdt—-Sfcoszdr+ 3fcos’tdt—f cos’tdt] = (vidi str. 182) =
0 0 0 0

= mwrd [211:—0-{-3,%-{- E—‘;—z-! -—0] = xr¥(2x + 3x) = Sntyd

b) Povriina
Ratunamo prema (94):

x=r(t-—sint)
y=r(l—cost)
x=r(l—cost); y=rsint

n

S= anr(l—co_st)-Vr'(l—cost)'+t‘sin'tdtu-
0

in "2
= 21:r'f(l—cost) V21 —cosp) dt = an’IZsin'—;- . 2sin—;—dt-
0 (]

w
- 8nr’fsin’%dt @
1]

fsih’%dtn[%=z; dz-2dz]-2fsin’zd:-
= prema tipu VIII (primjer 2 na strani 155) = 2(-—-—;—- 8in® 7 co8 3 —

2 2 ., t 4 t
—?msz)w—-s—m TCOS 2——3-008—2— +C
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Uvrdtenje u (a) daje:
b3

2 .t ¢ 4 t
= —Z gint— —— e —_
S 8rrr'| 3311120032 30032

= 8nr’(+%+%) =%i nr
Odredi integriranjem obujam i povriinu
1) stodca nastalog rotacijom oko osi X pravca, koji spaja ishodilte s tockom A4 (3, 4).
[V=16m S = 20xn]) :

2) tijela nastalog rotacijom lg:a cikloide oko osi Y.

[V = 6n%?% § = 16x*rY

d) Guldinovo pravilo za volumen i povriinu rotacionog tijela

TraZimo volumen tijela, koje nastaje rotacijom oko osi X ravna lika, kojemu
je povrdina S, a teZiste u tocki T(x,, y,) (sl. 77). ‘

Rotiramo li oko osi X element lika povriine dS i koordinata (x, ¥), nastat &e
kruZni prsten popretnog presjeka dS. Prerefemo li taj prsten pa ga uspravimo,
dobit ¢emo valjak, kome je osnovka dS, a visina 2rny, pa je volumen elementa:

dV =dS-2ny
Integriranje po povrdini S lika daje:
V=2nfde=21cM, (a)
s

jer je prema (82)

f ydS = M, = stati¢ki moment lika obzirom na os X.

S
Prema (83) znamo izraz za ordinatu tefiita KA y
ravna lika:
MI
Ve = "S—
odatle:
M =y-S5 o
Uvritenje u (a) daje:
V=_58-2ny, (95) sL. 77.

gdje je S povrSina ravnog lika, koji rotira, y, udaljenost tefiSta lika od osi rotacije,
a 2ny, — duljina kruZnice, koja opisuje teite lika kod.rotacije, t. j. put tefiSta.
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Prema tome Guldinovo .pravilo glasi: obujam rotacionog tijela
jednak je umnosku povrdine lika, kon rotira, i puta teZiita lika
kod jednog okretaja. ‘

1z (95) slijedi:

| 4
2n. S

ordinata teZidta lika ¥y, =

(95a)

To znadi: ako znamo volumen ¥V rotacionég tijela i povréinu S ravna lika,
koji to tijelo izvodi, tada moZemo préma formuli (95a) izratunati udaljenost te-
zista tog ravnog lika od osi rotacije.

Na pr. rotiraju¢i oko promjera (os X) polovinu kruga, kojoj je povriina §=
= Zc-z— dobijemo kuglu, kojoj je volumen V —-% wr® (vidi sl. 76).

Uvrstenje u (95a) daje ordinatu teZifta polukruga:

—_ 3

3 T _4r
Ve = re 31:

2. o

Do istog rezultata dosli smo prije drugim putem (v. pr. na str. 20I).
Na sli¢ni nac¢in dolazimo do drugog Guldinova pravila, koje glasi:

Povr3ina S rotacione plohe jednaka je umno3ku duljine s luka,
koji rotira, i puta teZi§ta luka kod jednog okretaja.

S =s2ny, (96)
Izvedi to pravilo!
Qdatle ordinata teZiSta luka glasi:

Ve =5 (96a)

Na pr., ako tra?imo tezifte polukruZnice (luka!) y = + {rf— x5, tada je:
x, =0,

a y rafunamo prema (96a), uzevii u obzir, da rotirajuéi oko osi X polukruZnicu,
kojoj je duljina luka s = rx, dobijemo kuglinu plohu, kojoj je povriina S = 4r*x:

_ 4r'm 2r d
U T
(d=2r)

Primjeri
1. Odredi obujam i povriinu prstena (toruss), koji nastaje rotaciiom oko osi X krugs
(x—p)*+ (y—q)* =1
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Oba rezultata kontroliraj pomofu Guldinovih pravila (sl. 78).
Prelazimo radi jednostavnijeg integriranja na parametarsku jednadibu zadane krufnice:

X=rcost+p
y=rsint+¢ 05t<2x

a) Obujam
Ratunamo prema (92):
X=—rsint
i obilaze¢i kruZnicu u negativnom smislu [vidi totku 1. d)
ovog paragrafa] dobtjemo: 7
o
V= —n'f(rsint + @)rsintde =

F14

2n
= nrf(r’sin’t + 2rgsin?t + ¢*sinf) dt =
° .

SL 78

n r

n
= nr[r’fsin’tdt-{-2rqfsin’tdt+q'fsinldl] =
0 0 o

= (vidi str. 182) = xr

0+ 2rg (% — 311121

2n )
)+0|=nr-2rq- 1:——-2_1-_’1-'1
Kontrola po Guldinu (95): °
V=_8:2rny = nrt-2ng=2ntrlyg
b) Povriina
Ratunamo prema (94):
x=—rsint
_):' = rCosi¢
2r
S = wa(r sint + ¢) Yrtsin¥¢ + rfcos®t dt =
0

2r n n
=21trf(rsint+q)dtaan[rfsintdt+qfdt] =
0 0

= 2xr(0+ q - 2n) = 4ntrg
Rontrola po Guldinu (96):

S=s- 2xy; = 2rne - 2ng = 4nlrg
2. Odredi po Guldinu koordinate tefilta povriine lika,
koji j¢ omeden parabolom y*=2px od x = 0 do
x=aqgiosi X (sl. 79).
Ratunamo prema (95a):

Ve

28
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Prema (91):
. L]
v, = uf2pxdx a‘zupl-’;:‘- xatp
] ]

Prema (75)
Sp = —i—-ab, gdje je b= VZap = ordinata parabole za x =g,

pa prema (95a) imamo:

y wap 3ap
t: ——— e N—
Zn--i—ab 4

Iz b = |/2ap slijedi, da je p = 92;. pa je

yt=%b

Da odredimo x , rotiramo parabolu oko osi Y. Na tsj nakin dobijeme volumen V, tijela nastalog
fotacijom lika S, (vidi sl. 79), a kako trazimo volurnen tijela nastalog rotacijom lika S, oko osi Y,
odredit ¢emo taj volumen V; tako, da V,; oduzmemo od volumena V valjka polumjers a i visine 3,
t. j. od ‘

V=mnath

2
Iz y* = 2p x slijedi x = ;’—p, pa prema (91a) imamo:

b ]
S o . zil="_b’
Vimn [ 3y - 4p'l 51~ 209
[} 0
b!
Utvritenje p = % daje:
n bt nath
Vi=e—% ==
‘20'2-0—,
2
V,-—:V—szna’b—-";,b=ina'b
Prema (95a):
4 $
x‘= V:’ = 5 uab 214
S 2ne S 2.“._2_“ 5
3
X 3 a
£ = =
$

Iste rezultate smo dobili prije u primjeru 2. na str. 197,

Odredi pomofu Guldinova pravila volumen rotacionih tjelesa navedenih u primjerima
tolke c) ovog §, uzevii koordinate ravnih likova iz predainjih primjera.
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¢) Teziite i momenti tromosti homogenog rotacionog tijela

Teziste i momenti tromosti tjelesa ratunaju se pomocu trostrukih integrala.
Medutim, ako je tijelo rotaciono i homogeno, mnogo jednostavnije dolazimo do
tih velitina pomoéu obiénih odredenih integrala.

1. Teiilte
7Znamo iz mehanike: ako imamo sustav od n medusobno nevezanih mate-

rijalnih to¢aka masa mi, Ma,..., My, kojim su koordinate (x1, ¥1; 21), (X3 Y15 Za) e e 0s
(X,> Yn» 2,), tada koordinate teZidta toga sustava glase:

X, = mx, + mx, + ..o+ mx, =i§l i %
ml+m,+...+m,, im,-
§ml
sli¢no:
” n
EI m; -y EI m-z;
W= F =

i m; Z m'-
=1

H f=1

U brojnicima je, kako vidimo, suma umnoZaka mase tocke s njenom koordi-
natom, a u nazivnicima je cjelokupna masa sviju toaka.

Pretpostavimo li, da tih toaka ima beskonaino mnogo i da one &ine u svojoj
cjelokupnosti neko tijelo, pri ¢emu je dm masa svake tocke, t. j. masa elementa
tijela, tada koordinate teziSta toga tijela primaju prema gornjim formulama oblik:

[ xdm [yam [ zdm

_v oy =Y ; _v
Sam g | dam b [ am
v |4 v

pri cemu je svaki integral uzet po volumenu V tijela.
U drugu ruku znamo, da je:

Xy

(2)

gustoéa homogenog tijela p =vo!:$:13en = -';; == konstanta.
Qdatle je:
masa tijela m = pV = gustoéa puta volumen,
a masa elementa tijela dm = p-dV.

Uvrstimo li dm = pdV u formule (a) i uzmemo 1i u obzir, da je de =} =
= volumen tijela, dobijemo

15 B. Apsen: Repetitorij vise matematike I dio 225



pfde : fx-dV'
v v

X, = =

p- V- VvV
()
ydVv zdV
y =.‘[ : 2 =.'[
d v "’ ' |4

Primijenimo formule (b) za rotaciono tijelo, pri demu uzmemo u obzir:

1) da je tezidte rotacionog tijela uvijek leZi na osi rotacije, dakle na osi X,
ako je os X os rotacije, odnosno na osi Y, ako je os Y os rotacije. Prema tome
za rotaciono tijelo imamo racunati samo jednu koordinatu teziita, t. j. x,, odnosno -
¥, jer su druge koordinate nula.

2) da je prema (91) i (91a) volumen rotacionog tijela:

b d
V=mx f y*dx (rotacija oko osi X), odnosno ¥V = x f xtdy
a [4

(rotacija oko osi Y), i da je prema tome:
dV = wy?dx, odnosno dV = mxtdy.

Uvritenje u (b) daje:
b b b
nf xytdx f xytdx fx[f(x)]’dx
a ; —_ a 5 — a 3 (97)
m [ y'dx [z [y

X, =

apscisa teZziSta tijela nastalog rotacijom krivulje y = f(x) oko osi X.

. d d
fyx’dy fylcp (y)]*dy
¥ =1 = = (97a)

=3 a
“;5' [ xay [ o()1ray

‘\ .
ordinata tezista tijela nastalog rotacijom krivulje x = ¢(y) oko osi Y,

Primjer
Parabola y = x* rotira

.a) oko osi X od x=0dox=3
b) oko osi Y u pripadnom intervalu,

Odredi za oba slutaja koordinate teZifta paraboloida i narisi sliku dvaju paraboloids.
2) Rotacija oko osi X od x =0 do x= 3
y=x'=f(x)
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Prema (97):

3

3

f xdx xs 3
0 - 6 5
3 *|T%6|”
xtdx 5 0
0

Xt = =—-'3:—-_~a’-§.-

6

= —% visine racunajuéi od vrha paraboloida ili —é— visine od osnovke,

=0
ze=0

b) Rotacija oko osi Yody=0doy=9,ieriepremay=x'zaz=0y=0,azax=3y=9.

x=Vy=1eW
Prema (97a):
9
. 9
JELNE ;

o _13|-2 2 2 .
Ye="3 =15 T3 =3-'9=__="§- visine ratumajuci od vrha
Ty 0 vqe l . .

f ydy 2 y ili £y visine od osnovke,
']

Xg"——-o

zg=0

Primjedba. Ako su donje granice integrala, koji su u brojniku i nazivniku,
razlidite od nule, ne smije se kratiti rezultate integriranja tih integrala, ve¢ treba
granice integracije posebno uvritavati u rezultat integriranja brojnika i posebno
u rezultat integriranja nazivnika.

Izratunaj koordinate teliita paraboloida, koji su nastali rotacijom oko osi simetrije
a) parabole zadane totkama V (—3,0), 4(0,2) i B(0,—2) odx=-=3dox=2;
4 1
[y’ =S+ T (-3— o,o)

b) parabole zadane totkama V(0,3), A(2,6) i B(—2,6) ody=3doy=6b.
[~ 50— 1050

Izratunaj koordinate tefista stodca, koji je nastao rotacijom oko osi Y pravca —:— + %- 1. .
b  visina
[x‘ - 0, y‘ ] T == 4

2. Momenti tromosti

U tocki 3. ovog paragrafa postavili smo izraze za aksijalne momente tromosti /,
i I,, a takoder za polarne i planarne momente I, i I; nekog tijela:

I,=fy'dm; I,=fx'dm; I,-—-fr'dm; I, =fh’dm
v v

1 4 Vv

227



Malo prije smo pokazali, da je masa elementa tijela dm = p-dV, gdje'je p
gustoca tijela, a dV volumen njegova elementa, pa gornje formule primaju oblik:

1"=p.l[yadV; I, =p!x’dV; Ip=p!r'dV5 Iﬂ=p-‘[h’dV (98)

Ako je tijelo rotaciono i homogeno, moZemo u mnogim slucajevima izraunati
prema tim formulama momente tromosti pomocu obi¢nih odredenih integrala.

Primijeri

" 1. Izratunaj planarni moment tromosti rotacionog stofca visine k, polumjera
osnovke R i gustoée p obzirom na njegovu osnovku (sl. 80).

StoZac nastaje rotacijom oko osi X pravca
X 42 = = __3_’.)
R + 7 1, odnosno x R( 7
pa prema (91a) volumen elementa stoica glasi:
dV = nx'dy =nR? (l——‘;:—) dy

Prema (98) imamo, uzevsi u obzir, da je za element
h = ¥y .

' h
1 y 2y 1
3 — Al — L I — s | ==
. 0
h n
——-2_+_5—) 4x
}
ne R*A® nR*h R h*

T eettr— P —y —— o M J——
30 310 10 /’
) '
gdje je M = masa sto$ca = gustoa p puta volu- %’1/
nRA
l
men . ) »

3

2, Odredi moment tromosti valjka visine A, po-
lumjera osnovke R i gustoe p obzirom na os valjka

—->

|
|
|
}
|
i
debljine dr u udaljenosti » od osi valjka. Prerezemo zli: il Sl 0 N
\

(sl. 81).
Element valjka uzmemo u obliku cijevi (lupine) PETE E
1i tu cijev po jednoj izvodnici pa je razgrnemo, do- & l(': ¢ ;"‘,’
bit ¢emo pravokutni paralelepiped duljine 2xr, de- N
bljine dr i visine A, pa je:
dV =2nr-dr-h Sl 81.
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Prema (98) imamo:

R R R
. re I
I = p}[r’ ‘2nr-dr-h =21tph!-r’dr = Zﬂphl—ilo=—2‘ neh R =

1 s 1
—z—p-nR h-R: ——i—MR'

gdje je M = masa valjka = gustoéa ¢ puta volumen = R%.

Znaju€i izraz za moment tromosti valjka

obzirom na os rotacije 4

f(x)

I, = % MR? (99)

wetfy],

Wit

|

gdje je M masa valjka a R polumjer njegove
osnovke, moZemo postaviti opéu formulu za
momente tromosti bilo kojeg rotacionog tijela
obzirom na os rotacije, jer element rotacionog
tijela mozemo smatrati valjkom, kojemu je os
os rotacije, visina dx, odnosno dy, a polumjer
osnovke y = f(x), odnosno x = ¢(y.

Uit

a) Tijelo je nastalo rotacijom krivulie y = f(x) oko osi X (sl. 82). Masa ele-
menta tijela

dm =p-dV = prema (91) = p - my?de = p - ®[f(x)])* dx
Prema (99) dobijemo moment tromosti za element tijela

1 1 1
Y 2 . At 4
dl, = dm - yr = S5 PTY dx -y = 3 PTY dx

a za Citavo tijelo integriramo od a do &:

[] b
L=y en [yar = ton [ (o) ax (100)

b) Tijelo je nastalo rotacijom oko osi ¥ krivulje x = o(y).
Na sli¢ni nadin dobijemo:

d

: d
Iy=%Pﬂfx‘dy=-;—pwf[q>(y)l‘dy (100a)

<
Primjeri
1. Odredi momente tromosti paraboloida gustoée p nastalih rotactjom parabole y® = 2px

a) oko 0si X od x =0 do x = q,
b)okoosi Yody=0doy=2>

(vidi sL. 71 i 79).
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a) Rotacija oko osi X:

y=2px=[f(x))*

Racunamo prema (100):

= —:-p nplal =

xl
3

a
le = —’z—pnf4p2x*dx= 20 xpt
0

_2 2. -2
= 39‘n:pa pa = 3IMpa

gdie je M = masa paraboloida = gustoéa p puta volumen wpa® (vidi primjer 2 na str. 224)
b) Rotacija oko osi Y:

Prema (100a):

c\,
NI'“
-

_Semb _Spmb 5 mp ¥ 5 bt
= 52880 7220p°  12P20p P T2 P

S ‘ 2
20”,, Koii se dobije iz =2

gdje je M = masa paraboloida = gustoca p puta volumen uvrstenjem

a = (vidi primjer 2 na str. 224).

2
2p

2. Odredi moment tromosti rotacionog stoica visine 4, polumjera osnovke R i gustole
p obzirom na os stosca.

Prema slici 80 i primjeru 1 na str. 228 imamo:

-x(1-3)

Uvritenje u, (100a) daje:

Uz supstituciju 1 -—-—-Zh— = z dobijemo:

s k
1 "('—%)
T — —— 4 ==
1y 2‘:o'r:R 3
[]
loan‘h(—- l)—-ipnlvl‘h—i0 P- KI;""-R’=O,3MR’
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3. Odredi moment tromosti kugle polumjera R i gustoée p obzirom na bilo koji promjer
kugle kao os rotacije.

Rotiramo gornju polovinu krufnice y = + I/RE---.M2 oko osi X.

Prema (100) imamo:

+R ' +R

I -1 ﬂf(R’-—xz)’dx—-—l— r R'x 2}22--"£+is =

=7 -2° A

—R —R

1 s 2., R . 2. R’)__ 1 16,
3

1591:R”=—§—p—:-7rR’-R2=0,4MR'

4. Odredi polarni moment kugle polumjera R i gustoée p obzirom na sredifte kugle.

Zamislimo element kugle u obliku lupine debljine dr u udaljenosti r od sredita kugle.
Volumen tog elementa dV = povr§ina puta debljina = 4 r¥ 7 - dr.

UvrStenje u (98) daje:
R R

Ip = pfr’- 4rindr = 4np
0 0

4
5

np-R’=%~-p-—;—R’n-Rz=0,6MR’

s
s

IzraCuna;j

1. Moment tromosti prikra¢enog stoica, koji je nastao rotacijom oko osi Y pravca 4x + 3y —
—20=00d y =0 doy =4 i to obzirom na os rotacije. .

2062 h R —RS 3 RS, — R® .. .
[’y'—“s‘f”‘:"%'ﬁ— A TR Dy 8d'°’°"“"R*=5‘R==2]
2

2. Moment tromosti kuglina odsjeka (kapice) nastalog rotacijom oko osi X luka kruZnice
x*+ y?=R?0d x = R—h do x = R i to obzirom na os rotacije.

3
[Ix = p—%’;— (20R:— 15RA + 3kY = 0,1MkE

20R*— I5Rh + 3h']
JR—h

§ 8. Nepravi’integrali

Dosada smo pri raunanju odredenih integrala pretpostavljali, da su granice
integracije kona¢ne i da je podintegralna funkcija u intervalu integracije nepre-
kinuta. Ako jedna od tih pretpostavaka nije ispunjena, imamo t. zv. nepravi
integral, koji se raCuna tako, da se shvati kao grani¢na vrijednost (limes) pravog
integrala. .

Ako je taj limes konacan odreden broj, kaZze se, da nepravi integral konver-
gira i za njegovu vrijednost uzima se vrijednost tog limesa.

Pokaze li ra¢un, da takav limes ne postoji, tada ne postoji ni integral, pa se
kaZe, da nepravi integral divergira.

Promotrimo posebno pojedine sluCajeve nepravih integrala,
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1. Gornja ili donja, odnosno obje granice integracije su beskonalne.

U tom slucaju neprave integrale definiramo ovako:

ff(x) dx = lim ff(x) dx

X0

f f(x) dx = lim f f(x)dx

X =00

ff(x)dt = lim ff(x) dx + lim fxf(x) dx

X == =00 X~ < 0

(c je bilo koja tocka intervala integracije)

naravno uz uvjet, da ti limesi postoje.

Primjeri
dx
1. ——l ——=l'm‘——-—| hm —~—+l)
xl»n J‘xz xl-w xX=—bad —
i
0 (]
2. fe"dx = lim [ ¢*dx= lim |¢* = lim (1—eY=1
X i o) =0 X 0
-—0 x x
400 0 x
dx . dx . dx
> f:+x",,_l:‘f,]|+x' +,,_11T.f1+x==
—t0 x [}
= lim |arctgx|+ lim |arctgx
X~ — 0O x—»4
x 0
. . ] . I
= lim (0—arctgx) 4+ lim (arctgx—0) = -(—--—) 4+ ==
“ X—>-—c© ) X~>4c0 2 2 -
[ X
4, f1x= lim fd__x= lim jlnx| = lim{lnx—0) = lim(ln x) = 00
X X—veD x x—p x>0 X—so
1 1 ‘
Integral nema smisla (divergira).
5. fsmxdx— lim fsm.xdx lim | e=cos x —hm(—oonz+ 1)
l xX—r0 F 2 d -] °

Kad x — 00, cos x oscilira bez kraja i konca izmedu — 1 i 4 1 i ne tedi nikakvom odredenom
limesu, graniéne vrijednosti dakle nema, pa nema ni integrala (integral divergire).
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2. Podintegralna funkcija f(x) je prekinuta u nutrini, odnosno na krajevima
intervala integracije.

U tom sludaju neprave integrale definiramo kako slijedi, naravno uz uvjet,
da dolje navedeni limesi postoje.

a) f(x) — oo, kad x —¢, gdje je a < c < b.

ff(x)dx —-hm ff(x)dx+hm ff(x)dx

(--i
! c+ 8y

b) f(x) + oo, kad x—-a + 0, t. j. x tezi donjoj granici integracij¢ s desna.

fbf(x)dx;- lim f‘},(x)dx

x—+a+40

¢) f(x) o0, kad x -b—0, t. j. x tezi gornjoj granici integracije s hjeva.

ff(x)dx-— lim ff(x)dx

x—b—0
" Primjeri
+1
dx ?
3
Vat
-1 :
Iz slike 83 vidimo, da funkcija -31—-»00, kad x—0 s desna i slijeva,
vVt
+1 0—e 1
2 2
—gf— = lim J.x_fdx +lim | x Sdx =
v'? c—0 ey~ 0
. —1 O+e,
- [ 4
. 3
=lim|Z | +1lim | 2| =
£—0 _1_ 5 —0 _l_
3 3
e €

=3[ggr;(}717~f’:)+nm (V" V_) =3(1+D=6
+1
2. f%= ?
—
Funkcija -l- ima oblik slitan obliku funkcue 1 » jer je takoder pozitivna i teki u beskonafnost

V?

kad x — 0, ali:
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—t* ' 1
1 . 1
x £y—+0 x
pu } [

= = lim J J-—— == lim
0 c,—-ll >0

= lim (+~:——l)+lim (—-—l+;‘:)=o_o

e—0 ¢, —0

Integral nema smisla.

Pretpostavimo, da si nismo dali truda da predoéxmo tok funkcije % zax od —1 do + 1, pa smo

jednostavno integrirali:

Dobili smo ofito apsurdan rezultat, jer je funkcija Tl‘; pozitivna,

1z toga vidimo, od kolike je vaZnosti analizirati prije integriranja tok funkcije u intervalu integracije,

3. flnxdx=?

Kako in x —» — oo, kad x — + 0, prelazimo na limes:

Inxdx = lim In x dx = vidi primjer na str. 76 =
: x—++0
X
1
= lim |xlnx—x|=—1—lim (xInx—x) =
x~»4-0 x—-4-0

=-—1—Ilim(xlnx) + limx = — 1 —1lim (x - Inx)
x—>+0 x—+40 x—40

Taj limes ratunamo po L’Hospital-ovu pravilu (Dio 1. § 15):
1

. Inx . x \
lim (xInx) = lim nx_ fim —— = — lim x=0
x40 x—++0 L x—>+0__ 1 x—s40 =
x xt

Prema tome
1

flnxdx=—_l_

1 x x
dx . dx . "
4. = lim . = lim arcsinx | =
VI-—x‘ x+1—0 J Jl—x* x—1-—0
0 0 0
*
N . . "
= lim arc sinx = arcsinl = —
x—+1—0 l
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Zsinx X 2sinx N
3. s—dx = Im 5—dx = (uz supstituciju cos x = ) =
cos? x o cos® x
0 ™27
. 1 , |
= lim 1= lm [—s——1]=00
- cost x n cos? x —
3~ —=—0 _

Integral ne postoji (divergira).

§ 9. Odredivanje priblizne vrijednosti odredenog integrala
1. Numeritka integracija (kvadratura)

Pod numeri¢kom integracijom razumije se izraCunavanje priblizne numericke
vrijednosti odredenog integrala, t. j. povriine.

Cest je slucaj, da vrijednost odredenog integrala ne moZemo izralunati i to
s razloga, $to pripadni neodredeni integral ne moZemo izraziti pomoéu neke jedno-
stavne funkcije ili nije poznata jednadzba krivulje, koja omeduje trazenu povrsinu,
jer su mjerenjem odredene samo pojedine to¢ke te krivulje. U tim slulajevima
sluzimo se numeri¢kom integracijom, da barem priblizno izralunamo vrijednost
odredenog integrala.

Postoji vise metoda numeri¢ke kvadrature,

a) Metoda pravokutnika nutarnjih i vanjskih

Ta metoda sastoji se u tome, da se interval integracije [a, b] podijeli u n jedna-

kih dijelova duljine h = b—a’ u svim diobenim totkama povuku se ordinate

krivulje pa se konstruiraju nutarnji, odnosno vanjski pravokutnici, kako je 1o poka-
zano na sl. 84 (nutarnji pravokutnici imaju za visinu manju, a vanjski - veéu krajnju
ordinatu krivulje doti¢nog dijela intervala).

i
——-‘,f(am) :t‘{mZh)'
Ifa) |
L h o !
ol a a+sh  a+2h b-h b

Povr$inu § omedenu lukom AB krivulje y = f(x), odreskom osi X od ¢ do &
i ordinatama krivulje u tim krajnjim totkama intervala aproksimirano zbrojemn
povriina nutarnjih pravokutnika:
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b i h
S = ff(x) dx=h{f(a) +f(a+h)+f(a+2h)+...+f(b—h)] (101)

ili zbrojem povrSina vanjskih pravokutnika:

S =hif(a+h)+f(a+2h)+...+f(b—h)+f(b)) (101a)

gdie je b= b— (n = broj pravokutnika).

Jasno je, da s povecanjem broja n pravokutmka povecava se i tolnost povriine
izraCunate po toj metodi.

b) Metoda trapeza

Kako se vidi iz slike 84, mjesto pravokutnika konstruiramo po toj metodi
trapeze tako, da vucemo tetive AC, CD, DE i t. d., pa povrinu S aproksimiramo
zbrojem povriina tih trapeza. Posto je povriina trapeza jednaka umnoSku visine
trapeza (k) i poluzbroja osnovaka dobijemo:

b .
S=ff(x)dx—_'—h[f(“) +£(a+h) +f(a+h) +2f(a+2h)+

y Lo+ +ifat 3h) +'_._+f(b-—h;+f(b)]

ili

5= [f(a)+f()+f(a+h)+f(a+2h)+ +1—h| (0D

—a

gdje je h = b (n = broj trapeza).

Uzmemo li aritmeti¢ku sredinu iz formula (101) i (101a), dobit ¢emo trapeznu
formulu (102), a to se jasno vidi iz sl. 84.

c¢) Metoda tangenata

Opet podijelimo interval [a, b] u » jednakih dijelova duljine A = b— a, svaki

tako dobiveni djeli¢ intervala raspolovimo i u svim diobenim tolkama povucemo
ordinate zadane krivulje f(x).
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Iza toga konstruiramo u srednjim toCkama svakog djeli¢a intervala {a, b] tan-
gente na krivulju, kako je to prikazano na slici 85. Na taj nacin dobijemo n trapeza
visine # pa povriinu § izmedu krivulje i osi X aproksimiramo zbrojem povriina
tih trapeza, pri ¢emu povriinu svakog pojedinog trapeza ratunamo po formuli:
visina puta srednica.

S : dx=h k Sh +5 +f |6 h
\ =ff(x) x = fa+-2— +f “+"f +fla 3 +... -3

gdje je h=b—

(n = broj trapeza).

d) Simpsonova formula .

-

To je najvaznija i najto¢nija od jednostavnijih metoda numeritke kvadrature.

Da izvedemo Simpsonovu formulu, moramo najprije upoznati Cavalieri-
Gregory-evu formulu, koja daje to&nu vrijednost povr§ine izmedu parabole
y = Ax*4+ Bx + C i osi X (sl. 86).

b
S=f(Ax’+Bx+C)dx=
* b
- 4 3 B 2 _A 3 .Y

+2 (b —a) +C(b—a) =

= ”;“[2,4 (b* +ba +a?) +3B(b+a) +60] 7

Sl 86.
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Izraz, koji smo dobili za povr§inu S, moZemo transformirati u oblk:

b—a

S = {[Aa’+Ba+C]+4[A

(a+b)*
6 4

b
+B("“2L )+C]+

+[Ab’+Bb+C]}

a;bix=b, dobit

¢emo izraze, koji se nalaze u uglatim zagradama gornje formule za S, pa Cavalieri-
Gregoryeva formula glasi:

Uvrstimo li u y = Ax* 4+ Bx + C redom x = a, x =

S=b—6—a[y(a) +4y(a—;—b)+y(b)] (103)

To znadi: povriina izmedu luka parabole, kojoj je os simetrije okomita na
duljini intervala
6

-4 4 srednje + krajnja ordinata]. Vidi sl. 86.

os X, 1 osi X to¢no je jednaka puta [poletna ordinata parabole

Iz Cavalieri-Gregoryeve formule mozemo lako izvesti formulu (75) S = ~—§— bh

za povrdinu parabole, jer je za parabolu, kojoj je vrh u to¢ki (0, h) a nultotke

—~2%; +-bf,y(a)=0;y(b)=0;y(a;b)=hib—a=b-

2 2
Uvrstenje daje:

S=— 4h=—-bh

Primijetimo jo3, da Cavalieri-Gregoryeva formula daje to¢nu vrijednost povr-
gine i za kubnu parabolu y = ay® + a,x* + a.x + @, dok za parabole vidih ste-
pena — samo pribliznu.

Primjert
1. Izratunaj povriinu izmedu luka parabole y = x?—3x—10iosi X od x = —1 do x = 3
a=—1; yfa)=14+3—10=—6;
a+b —1+3 s fa+b
R _.1,y( 2) 1 —3—10=—12
b=13; yb)=9-=9—10=—10
b—a 3+1_2
6 6 3
2 2 128 2
S=?(——-6—4'12-—10)=-—--§-'64'=-'——3—--=—42—3—
Proba: '
? 1 3 y 27 1,3 2
f(x 3x—10)dx = |5 —5x* —10x| =9 =5 —30+ 5 + 3 —10= —d23
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2. Istozay=—x34 722+ 22x + 40 od x=-—3 do xm=1}
a=—3; y(a) =27+ 63— 66 + 40 = 64
a+b____—3+l__=_l;y(a+b

2 2 2

b=1; y(b)==—-l+7+22_+40=68

b—a=l+3 2

=

)=1+7—az+w-26

6 6 3
2 2 472 1
Proba:
1.
f(——x°+ 7x'+22x+40)dx=
—3
. 4 ' | 81
==X 4 1. 2 -t 7 2 —
4+3x+llx+40x' 4.-+3-i-ll+40+.4+63
—99 4+ 120 = 157—;—
Jl‘y
el
e ! ~ 8 -n
I/’ l' J I s
Al ) | AN i
! | I i
:/f(aL%) ! ! \T% 5
n
l' i : I f(o-$)
fa) | I ! fio-n) S
i I | \
|- | [ ; 1
. L 'p 'n Lk ! X
a a+h aw2h b-h b
ng La#,—" Lb"z'3
SL. 87.

Prelazimo na izvod Simpsonove formule (sk. 87).
Na pocetku postupamo na isti natin kao kod izvoda tangentne formule:

—a » svaki djelié

intervala raspolovimo i u svim tim to¢kama povucemo ordinate. Na taj nadin dobi-
jemo u svakom djeli¢u intervala po tri totke na krivulji, kroz koje zamislimo da
prolaze parabole (parabola, kojoj je os simetrije okomita na os X, jednoznaéno je
odredena s tri tocke, vidi teorem identi¢nosti polinoma, Dio I. § 4, 1).

TraZenu povr$inu S omedenu lukom 4B zadane krivulie y = f(x) i odreskom

osi X od x = a do x = b aproksimiramo zbrojem povriina tih parabola, pri &emu
te povriine ratunamo po Cavalieri-Gregoryevoj formuli (103).

Interval [a, b] podijelimo u » jednakih dijelova duljine k& = 5

239



Prema slici 87 imamo:

5= fbf(x) et 1@ +ar(a +5) +10a +m)] +

+_2'[f(a +h) +4f(a +%h) + f(a +2h)] + ...

. +—"6-[f(b—h) +4f(b—-;-—) —{-f{b)]

Uotimo li, da prva i posljednja ordinata krivulje dolaze samo jedamput, da
ordinate f(a + h), f(a + 2h),... po dva puta, jer se uzimaju kao krajnja, a zatim
kao pocetna ordinata dviju susjednih parabola, i da su sve srednje ordinate para-
bola mnozene s 4, dobijemo Simpsonovu formulu u konalnom obliku:

S—il;—-{ f(a) +f(b) +2(f(a+h) +f(a+2h)+f(a+3H)+ ...+

rio—m+4] s(a+5) +1 (a7 H) +olat g )+

=20}

b—a

gdje je h = (n = broj parabola).

Zanimljiva je &injenica, da je Simpsonova formula kombinacija trapezne i
tangentne formule: ako uzmemo jednu treéinu zbroja trapezne formule i udvo-
strucene tangentne formule, dobit ¢emo Simpsonovu formuly, t. j.

1
Simpsonova formula = 5 (trapezna formula +- 2 tangentne formule). (a)

Izvedi to!
Primjer
Odredi po svim metodama numeritke kvadrature povrdinu kvadranta kruga polumijera

r = 8 cm podijelivii interval u &etiri jednaka dijela, i izratunaj za svaku metodu procentualnu
pogredku dobivenog rezultata (sl. 88).

Ratunamo pomoéu logaritamskog raunala:

(1]

y =\ 64 — xt

. _ _
s=fV64-x"'dx- L;fsj-nsuésomm'
0 .

[

e e — o ——————

b—a 8-=0

. o P,

a=0; b~8; h=
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fla) = f(0) = V64 = 8,00
f(a + %) —f(1) =63 =194
flat+h) =f2=V60=175
f(a+—;—h) -f(3) = |35 = 7,42
fla+2h) =f(4)=V48 = 6,93
f(a+ —g-h) = f(5) = V35 = 6,24
f(b—h) =f(6)=V28=7529
f(b——%) =f(D = V13 % 3,87

f(5) = f(8) = V0 = 0,00
1) Metoda pravokutnika

a) nutarnjih:
S§=2(7,75 + 6,93 + 5,29 + 0,00) = 39,94 cm*

AS o 50,27—3994 033,
5 100% = —5557 100% = 5555 % = 20,5%

b) vanjskih:
S ==2(8,00 + 7,75 + 6,93 + §,29) = 55,94 cm?

AS . 5594—50,27 567
T 0% =Ty 1W0% mgey % mlli%

2) Metoda trapeza

§=2 (—8:99-;-‘1’% + 1,75 + 6,93 + 5.29)= 47,94 cm®
Proba:
39,94 42- 5594 _ 4204 ot
AS . 5021—4194 233, .
< 100% = 557 100% = 5537 % = 46%

3) Metoda tangenata _
S=-2(7,94 + 7,42 4 6,24 + 3,87) = 50,94 cm?
AS 50,94 — 50,27 67

—_— = . o
5 " 100% 50,37 100% = 5557

% = 1,3%
4) Simpsonova formula:

_—e%[s,oo + 0,00 + 2(7,75 + 6,93 + 5,29) + 4( 7,94 + 7,42 + 6,24 + 1,87)] = 49,94 cm®

16 B. Apsen: Repetitorij vite matematike IT dio 241



Proba prema (a):

%(47,94 4 2+ 50,94) = 49,94 cm?

AS . 5027—4994 33
S 100% = SRS 100% = g

S 50,27
Iz gornjih rezultata vidimo, da je toZnost svake slijedeée metode veéa od predadnje.

% = 0,66%

2. Grafitka integracija

Ako je funkcija zadana svojim grafom, povr§ina izmedu te krivulje i osi X
odreduju se grafickim putem. Graficka integracija temelji se na grafitkom odredi-
vanju vrijednosti povrsine § izmedu osi X i pravca y = ¢, koji je usporedan s osi X.
To se odredivanje vrsi tako, da se konstruira duZina, koja ima toliko linearnih
jedinica, koliko kvadratnih jedinica ima povr$ina S (sl. 89).

Analiti¢ko rjesenje:

St

81, 89,

S=f;-dx=fxc-dx=c|xlx=cx—ac_ (a)
e a a

S = e¢x — ac predoluje pravac gradijenta ¢ i odsjetka — ac na osi Y. To je
integralni pravac, jer svaka ordinata (BF) toga pravca sadrZi toliko linearnih
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jedinica, koliko kvadratnih jedinica ima povrdina pravokutnika izmedu pravca
y=ciosi Xitoodx=a do doti¢ne ordinate (povrs. pravokutnika ABDE).

Na slici 89 BF = §, = 6 cm, a poviS$. ABDE = 6 cm?.
Graficko rjeenje

Zadatak se sastoji u tome, da se grafickim putem dobije taj integralni pravac.

Postupak: Na negativni dio osi X nanese se duzina OP = 1, pa se tolka P
spoji s totkom G, u kojoj pravac y = ¢ sijete os Y. U toCki A4 apscise a povule se
pravac AF usporedan s PG (sl. 89).

Tvrdimo, da je taj pravac AF integralni pravac, t. j. njegova jednadiba glasi:
S = cx —ac

Dokaz: Iz slike 89 slijedi, da je gradijent pravca AF

tg o = -(—)—g =< = c
E*=oP 1 =
a iz sli¢nosti pravokutnih trokuta AOH i GOP imamo:
OH :a=c:1

pa je odsjetak na osi Y

y
|
: S=96cm
b 7 / E
a/ N 4! /-5-——-? _____ Fq,
P p:25cm |0 1 /A\\\\S:NG% X

Sl. 90.

Znajuéi odrediti grafickim putem povrSinu pravokutnika, t. j. povriinu iz-
medu osi X i pravca usporednog s osi X, lako moZemo odrediti i povriinu izmedu
osi X i poligona, kojemu su stranice usporedne s osi X i osi Y.

Kako se vidi iz slike 90, povrsina izmedu poligona ABCDEF i osi X raspada
se u tri pravokutnika, ¢iju povriinu odredujemo na gore opisani nalin. Medutim,
da neposredno dobijemo ordinatu GM, koja daje vrijednost S <&itave povriine
mnogokuta ABCDEFGOA, svaki slijedeéi integralni pravac, Cija krajnja ordi-
nata daje vrijednost povriine predadnjeg pravokutnika, naslanjamo na kraj pre-
dasnjeg integralnog pravca.
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Na taj natin dobijemo  integralni poligon OKLM, &ja je krajnja ordinata:

GM — S[l + S‘N + SIUI — Sl

~

O jedinicama

Vrlo je rijedak slutaj, da se mogu uzeti jednake jedinice j, i j, na osima X
1 Y 1 ista jedinica OP = p, kako je to bilo provedeno na slici 89, f"raktiéki smo
uvijek prisiljeni, da za jedinicu OP = p uzmemo veéu dusinu, da integralni poligon
bude poloZit i ne izade iz okvira slike. U tom slu¢aju nastaje pitanje, u kojoj jedi-
nici j, ¢emo mjeriti krajnju ordinatu integralnog poligona i koliko mm?, odnosno
c¢cm? iznosi zadana povr§ina S.

Kako je: .
Jymm:j omm =j, -jy mm?,
bit ce
5= i‘-"-p'—]"mm — linearna jedinica za mjerenje konalane ordinate GM = S, inte-

gralnog poligona, pa trazena povr§ina S sadrZi:

S, S e ..
2t 20 P vadratnih jedinica j,-j,,-
2 Jx 1y

Prema tome pomnozimo li broj kvadratnih jedinica “.9' p nasom kvadratnom

. J’
jedinicom j,j,, dobit ¢emo vrijednost trazene povrsine S

S=S8,p

i 0 u mm* ili cm? ve prema tome, da li smo S; i p mijerili u mom ili cm.
Za nad primjer prikazan na sl. 90 dobijemo:

p=25cm; S,=96cm
S=8"p=96cm- 2,5 cm =240 cm*

Kako vidimo, pri izratunavanju vrijednosti povriine § i krajnje ordinate
integralnog poligona jedinice na osima X i ¥ nemaju nikakvog znadenja naravno
uz uvjet, da su nanesene u mjerilu 1 : 1.

Medutim, ako je jedinica na osi X nanesena u umanjenom mijerilu 1 : m,
a na osi Y u myjerilu 1 : n, tada je:
S = S‘ . p m-'n

Ako je na pr. u nadoj slici 90 jedinica j, nanesena u mjerilu 1 : 100 (1 cm =
=1m), aj, umijerilu 1 : 10 (1 cm = 1 dm), tada je

$=96-25-100-10=24000cm* = 2,4 m*
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Sada moZemo lako odrediti grafitkim putem vrijednost:
b

f J(x)dx, t. j. vrijednost povriine omedene krivuljom f(x) i osi X od x = a do

(-3
x=b. -

p=3m Si=62cm
S=S81"p=186cm* (mjerilo 1 :1 za je i j))
S = 18,6 1000 - 100 = 186 m* (mjerilo 1 : 1000 za jr i 1 :100 za Iy

b~ - ———

R

SRR S

.

[ S ————
’X

Sl 91.

Zadatak se svadi na predadnji i to tako, da se ta povriina aproksimira povr-

$inom izmedu osi X i poligona, kojemu su stranice usporedne s osi X i osi Y
(sl. 91).

U tu svrhu riSemo najprije tangente na krivulju u totkama ekstrema, a zatim
konstruiramo stepenice poligona, pri ¢emu pazimo, da bi oduzeta povriina bila
jednaka dodatoj, t. j. da bude:

povr. 1 = povrs. I’
povr§. 2 = povrs. 2’
it d

Vrdimo li graficku integraciju na milimetarskom papiru, moZemo to izjedna-
¢enje oduzetih i dodatih povr$ina provesti s velikom todnosti.
Kad je taj stepenasti poligon narisan, odredujemo na gore opisani natin povr-
$inu izmedu tog poligona i osi X, pa dobivena vrijednost §, konacne ordinate inte-
b

gralnog poligona daje pribliznu vrijednost j f(x)dx, t. j. vrijednost povriine S
a
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izmedu krivulje f(x) i osi X od x = a do x =#&. Uz.sliku 91 naznaene su nu-
mericke vrijednosti graficki rjeSenog primjera..

Na slici 91 aproksxmatwm pohgon narisan je s vecim stepemcama radi ja-
snoce slike. Pri praktickoj primjeni graficke mtegracue prave se uZe stepenice,
pa integralni poligon dobije mnogo kratkih stranica i prima pribliZzno oblik inte-

graine krivulje.

o Od mnogobrojnih pri-
mjena graficke integracije
spomenimo, da se na taj
nacin odreduje kubatura
zemljinih masa pri izradbi
detaljnih projekata cesta i
Zeljeznica.

bt}

Primjer

Odredi grafitkim putem po-
vréinu kvadranta kruga po-
lumjera r = 4 com i izraunaj

e e v ——— —— ——— = ——

______ T procentualnu: pogreiku dobive-
a i nog rezultata.
: Iz slike 92 imamo:
i
—————— '{—----——— p=2cm, Si=63cm
, : X S=Sp=63-2=126cm*
4 h
. A2
Sl. g2. S = "44 = 12,57 cm?
AS o 12,6—125T . 003 \
S 100% = 12.57 1004—1257 IOOA,—OZ4A,

§ 10. Diferencijalne jednadibe
1. Opéenito o diferencijalnim jednadZbama

Pod diferencijalnom jednadzbom razumije se jednadZba, koja sadrzi deri-
vacije ili diferencijale.
Na pr.
y = cosx
ydy + xdx =0
¥yt +y* =R
9y’ + 4y — Sy =3e* —x

jesu diferencijalne jednadzbe.
Razlikuje se red diferencijalne )ednadee
Red diferencijalne jednadZbe je red najvide derivacije, koja ulszi u diferen-
cijalnu jednadibu. ‘

Od gore navedenih diferencijalnih jednadZbi prve tri su prvog reda, a po-
slijednja — drugog reda.
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Rijesitl diferencijalnu jednadzbu znali odrediti jakvu najopcenitiju relaciju
izmedu x i y, koja identi¢ki, t. j. za svaki x, zadovoljava diferencijalnu jednadzbu.
Kako se¢ diferencijalna jednadZba obi¢no rjeSava integriranjem, mjesto rijesiti dife-
rencijalnu jednadzbu kaZe se Cesto integrirati diferencijalnu jednadzbu i onda,
kad se rjesenje ne moze naéi integriranjem, a mjesto rjesenje diferencijalne jednadibe
kaze se integral diferencijalne jednadzbe. Integracija u obi¢énom smislu naziva se
u teoriji diferencijalnih jednadzbi kvadraturom.

Iz navedenog slijedi, da rjeenje svake diferencijalne jednadibe moze se kontro-
lirati tako, da ga uvrstimo u zadanu diferencijalnu jednadzbu.

Na pr. treba pokazau, da je

y=s8inx—1 4 Ce—sinx (a)

rieSenje diferencijalne jednadzbe

?7+ycosx=§l—[—122—x

Deriviramo (a):

y' == cos x — C cos x + g—sinx
Uvrstenje izraza za y i ¥ u diferencijalnu jednadibu daje:

cosx — C cos xe—sinx 4 sinx cosx — cos x + C cos xe—sinx = sin x - COs x =

sin 2x . . . . .
=— a to je bas desna strana zadane diferencijalne jednadibe.

Vidimo, da je: .
y =sinx—1 4. Ce—sinx

riesenje 'te diferencijalne jednadibe, jer je identiki zadovoljava.
Navedimo nekoliko primjera diferencijalnih jednadzbi.

i. y =cosx
ili
dy
I cos x | - dx

dy = cos x - dx
Integriramo:

y=fcosxdx+C

y=sinx +C

Dobili smo opce rjedenje ili opéi integral zadane diferencijalne jed-
nadzbe. .

Rjedenje se zove opée, jer sadrze konstantu po volji C, a kako toj konstanti
moZemo dati bilo koju vrijednost, opée rjedenje sadrZi beskonatno mnogo rjelenja.
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Geometrijski predocuje opce rjedenje diferencijalne jednadibe familiju krivu-
lja, koja ovisi 0 jednom parametru C, u nadem slu¢aju — familiju sinusoida (sl. 93).

Te se krivulje zovu integralne krivulje, jer su grafitka predod2ba opéeg
intcgrala zadane diferencijalne jednadzbe.

Da se iz bezbroja rje$enja, koja sadr?i opéi integral diferencijalne jednadibe,
izluci jedno narocito rjelenje, koje odgovara uvjetima konkretnog zadatka, koji sc
rjeSava pomodu diferencijalne jednadzbe, ili, geometrijski shvaceno, da se dobije

Sl 93.

jedna narocita krivulja familije, treba uvesti poéetne uvjete, a ti su za dife-
rencijalne jednadibe prvog reda koordinate jedne tolke x = xo Y = Yo
kojom ta naroCita krivulja familije ima da prode. To narocito rjesenje diferen-
cijalne jednadzbe zove se partikularno rjeSenje ili partikularni integral
diferencijalne jednadzbe.

Prema tome opée rjeSenje diferencijalne jednadZbe sadrzi beskonatno mnogo
partikularnih rjeSenja, do kojih dolazimo uvodenjem pocetnih uvjeta u to opce
rjesenje.

Uzmimo za na$ primjer, da ta narocita sinusoida ima proci toZkom A (—;—, 2)-

Uvrstenje xo = —g- i ¥o =2 u opfe rjeenje y =sinx + C daje:

.o
2=smT+C

a odatle je:
C=1

Uvrdtenje C =1 u opce rjedenje y=sinx + C daje partikularno rjeienje
diferencijalne jednadzbe y’ = cos x za nase poletne uvijete:

y=sinx+41

(Vidi sl. 93).

Rekli smo veé, da opée rjefenje y = sin x + C predotuje familiju sinusoida.
Kako se vidi iz sl. 93, sve te sinusoide moZemo dobiti transiacijomn, t. j. paralelnim
pomakom jedne sinusoide uzduZ osi Y. Iz toga ne slijedi, da opée rjelenje svake
diferencijalne jednadzbe predotuje familiju krivulja, koja nastaje pomakom jedne
krivulje familije uzduz osi Y.
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Kako opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe prvpg reda dobijemo integri-
ranjem, a svaki neodredeni integral sadrZi aditivhu konstantu C, opée rjeSenje
diferencijalne jednadibe prvog reda predocCuje uvijek familiju krivulja, koja ovisi
o jednom parametru C, ali medusobni polozaj tih krivulja moZe biti najrazliditiji.

Na pr. govorec¢i o geometrijskom znaCenju konstante integracije C, rijesili smo
diferencijalnu jednadzbu '

dy___

e 5 odnosno ydy + xdx =0

pa smo dobili familiju koncentri¢nih kruZnica (vidi primjer 1. na str. 81 i sl. 26).
Primijetimo, da samo diferencijalne jednadZbe oblika y" = f(x) imaju opda

rjeSenja, koja predoCuju familiju krivulja nastalu translacijom jedne krivulje fami-

lije uzduz osi Y.

2. y'=0.

To je diferencijalna jednadiba drugog reda.
Prvo integriranje daje
‘ Y =G,

jer je derivacija bilo koje konstante C jednaka nuli.
ili

dy
a-£= .l'dx
dy = C, - dx

Integriramo drugi put:

y = C,x + C, — opce rjeSenje zadane diferencijalne jednadzbe.

Opce rjeSenje diferencijalne jednadZbe drugog reda sadrZi dvije konstante
po volji C, i C,, jer se to rjeSenje dobije nakon dvokratnog integriranja. Prema
tome opce rjeSenje diferencijalne jednadZbe drugog reda predocuje familiju kri-
vulja, koja ovisi 0 dvjema parametrima C, i C,.

U nalem slucaju predoCuje opce rjeSenje y = C,x + C, familiju svih pra-
vaca u ravnini, jer su gradijent C, i odsjecak C, na osi Y veli¢ine po volji.

Kako svakom tolkom ravnine prolazi beskonatno mnogo pravaca, nije do-
voljno zadati koordinate jedne tocke, da se dobije jedan narotiti pravac familije,
t. j. partikularno rjeenje diferencijalne jednadZbe, veé¢ je potrebno zadati i smjer,
odnosno tangens smjera toga pravca u toj ili kojoj drugoj totki pravca.

Opcenito predocuje opce rjesenje diferencijalne jednad?be drugog reda fami-
liju krivulja, koja ovisi o dvjema parametrima C, i C,, pa za diferencijalne jed-
nadzbe drugog reda podletni uvjeti jesu:

1. koordinate jedne tocke x = x,, ¥y = ¥,, kojom ta narotita krivulja ima proéi,

2. gradijent tangente, t. j. tga = »’ u toj ili nekoj drugoj tocki krivulje.

Pretpostavimo, da traZzeno partikularno rjefenje za na$ primjer dobijemo uz
poetne uvijete:

x°=2, yo—_—_—3 i y';_;—
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Uvritenje u y' = C, i u opce rjesenje y = Cix + C, daje:

—;— =C,; -—3=—;- -2+ C,, odatle je C,=—4, paje
V= —%— x—4
partikularno rjesenje diferencijalne jednadibe y'’ = 0 uz gore navedene pocetne

uvjete.

Primijetimo jo§, da se poetni uvjeti ne uzimaju po volji, kako smo to u pre-
dadnjim primjerima ucinili, ve¢ se odreduju prema konkretnim uvjetima zadatka,
koji se rjesava pomocu diferencijalne jednadibe.

Vidi primjer 2. na str. 82 i primjere, koji dalje slijede.
3. 9" = x? — 2x + | — diferencijalna jednadiba tre¢eg reda.

Prvo integriranje daje:

3

yuz%""‘xz‘*'x‘f‘cx

a drugo:
,  xt oxr X
y =ﬁ—'~3—+7-+cxx+cz
i trete:
x° xt x° x?
y=‘66'—'-1'§+"6*+617+czx+cg

— opce rie$enje, koje predotuje familiju krivulja, koja ovisi o trima parametrima
C., C,iC,. '

Vidimo, da opée rjesenje diferencijalne jednadZbe treceg reda ima tri kon-
stante po volji C,, C, i C;, pa moZemo opcenito redi:

Opée rjesenje diferencijalne jednadibe n-tog reda sadrZi uvijek
n konstanata po volji C,, G, G,,..., C,.

Iz navedenih primjera ve¢ se nasluuje veliko znaenje tih konstanata inte-
gracije u opéim rjeSenjima diferencijalnih jednadZbi.

Izostaviti te konstante znadi od bezbroja rjeSenja diferencijalne jednadibe
uzeti samo jedno sludajno partikularno rjesenje, koje po svoj prilici ne odgovara
uvjetima zadatka.

Tako na pr. izostavivii u posljednjem primjeru C,, C; i G, dobili bismo parti-
kularno rjesenje

5 4

x3

6

x x
y = 60 12 +
izgubivéi pri tom vrlo vjerojatno ono, koje se traZilo.

Uostalom, ve¢ smo prije potanko rekli o geometrijskom i fizickom znaenju
konstante integracije C (vidi § 5, 4).
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Na$ problem moZemo okrenuti i kazati: ako je zadana jednadZba familije kri-
vulja, koja ovisi 0 n parametara C,, C, Cs,..., C,, pa ako tu jednadzbu redom
n puta deriviramo pa iz zadane i tako dobivenih n jednadZbi uklonimo sve para-
metre, dobit éemo diferencijalnu jednadibu n-tog reda, kojoj je zadana jednadzba
familije opce rjeSenje.

Na pr. neka je zadana jednadiba familije kruZnica &vrstog polumjera R sa
sredi§tima na osi X (sl. 94):

e

(x—C)* +y*=R?
Deriviranje daje:

2(x—C) +2y-y =0
Odakle:

’

x—C=—yy
pa ako to uvrstimo u zadanu jednadzbu, dobijemo:
ysy'z + yz p— R!

To je diferencijalna jednadiba zadane familije kruZnica.
Ako je rijesimo, dobit cemo za opce rjeSenje:

(x—C)* +y* = R*
t. j. zadanu jednadzbu familije kruZnica.

Prelazimo na promatranje pojedinih vrsti diferencijalnih jednadZbi, koje ¢emo
podijeliti slicno neodredenim integralima u tipove.

2. Diferencijalne jednadibe prvog reda
a) Opcenito
Op¢i oblik jednadzbe:

y' = f(x, y) ili implicitno F(x,y,¥) =0
Opce rjedenje:

y =1y(x, C) ili implicitno ¢(x,y, C) =0
pocetni uvjeti:

koordinate jedne to&ke : _ ;° } poletni poloZaj.
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b) Geometrijsko znaCenje diferencijalne jednadibe prvog reda
y =f(xy)

Dajudi x i y vrijednosti po volji, t. j. zadajuéi totke u ravnini (X, Y), radu-
namo iz difercnciialne jednadzbe y' = f(x, y) za te toCke pripadne vrijednosti
derivacije 3’ > na pr. za neku to¢ku A (x,, y,) po volji dobijemo iz diferencilalne
jednadzbe y' = f(x,, ¥,). Drugim rije¢ima, mi zada)cmo tocku u ravaini (X, Y),
a diterencijalna jednadzba daje tangens smijera y' = tg o u toj tolki, t. j. daje ko-
madi¢ tangente u toj toCki. Na taj nalin odreduje diferencijalna jednadzba prvog
reda polje smjerova u ravnini (X, Y), jer dodjeljuje svakoj tocki ravnine jedan
smjer.

Prema tome, rijediti diferencijalnu jednadZbu prvog reda znadi' geometrijski
povudi u ravnini (X, Y) familiju krivulja, koje imaju u svakoj svojoj tocki smjer
propisan diferencijalnom jednadzbom.

Kako se pod silnicama nekog polja sila ra7um1)u krivulje, koje u svakoj svojoj
tocki imaju smijer sile, koja pripada toj toCki, moZe se kazati, da su integralne kri-
vulje silnice polja sila zadanog diferencijalnom jednadZzbom.

c¢) Graficko rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi

Iz navedene interpretacije diferencijalne jednadzbe prvog reda slijedi mo-
gucnost grafickog rjeSavanja tih jednadzbi: konstruiraju se krivulje, koje u svakoj
svojoj tocki imaju tangens smjera y' izracunat iz diferencijalne jednadibe za do-
ticnu tocCku.

Moglo bi se postupati tako, da se u ravnini (X, Y) nari$e gusta mreza kvadrata,
pa se u vrhovima tih kvadrata nanesu komadiéi tangenata, &iji je smjer izracunat
iz diferencijalne jednadibe za koordinate doti¢nih vrhova. Spojimo li pripadne
tangente u krivulje, dobit ¢emo niz traZenih integralnih krivulja. Medutim, mnogo
je podesniji drugi nalin, koji se sastoji u tome, da se konstruira:

1. mreza ili familija izoklina, t. ). krivulja istih kutova. To znaci, da u
svim toCkama svake pojedine izokline imaju traZene integralne krivulje isti smijer
pa sijeku doti¢nu izoklinu pod nekim stalnim kutom.

Do tih izoklina dolazimo tako, da stavimo

y'=f(x9y) =C

pa dajuci C vrijednosti po volji riSemo pripadne izokline

f(x,y)=C

i nanaSamo u tockama tih izoklina komadiée tangenata pod kutom, koji je odre-
den iz
y=tga=C
2. Napose za
y=C=0

dobijemo izoklinu, koja predoCuje geometrijsko mjesto ekstrema inte-
gralnih krivulja.
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3. Kona¢no se konstruira: .
Geometrijsko mjesto tocaka inflekcije, t. j. krivulja odredena je-
dnadzbom

”n

, y' =0
Primjer, koji slijedi, jasno ilustrira taj postupak.
Primjer
Trazi se grafiCcko rjeSenje diferencijalne jednadzbe

y—y+x=0
Napisav$i zadanu diferencijalnu jednadZbu u obliku
Y =y—x

raunamo:

1. Izokline

~ Stavimo
. y=C

pa dobijemo y—x=C
ili y=x+C

To su izokline trazenih integralnih krivulja, koje, kako vidimo, predoduju
u nadem slucaju familiju pravaca gradijenta 1 i odsjecka po volji C na osi Y.
2. Za y' = C = 0 dobijemo geometrijsko mjesto ekstrema integralnih kri-
vulja: : :
y=x
To je raspolovnica prvog i treceg kvadrania.
3. Geometrijsko mijesto to¢aka infleksije:
Iz y=y—x (a)
racunamo '
yll = y' —_— l
Uvrstenje (a) daje:
y' =y—x—1
Stavimo y'’ = 0, pa dobijemo
y=x+1
OpaZamo, da je geometrijsko mjesto tofaka infleksije y = x + 1 u nasem
slucaju izoklina za C = 1, a takoder je i integralni pravac.

Kako je krivulja konveksna za y” < 0, odnosno konkavna za y'' > 0 (vidi
Dio 1. § 17, 3), bit Ce traZzene integralne krivulje konveksne za

Yy ' =y —x—1<0
t. j. za
y<x+1
a konkavne za
y>x+1
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y=x+3 To znali: sve trazene in-

by y=x+2 tegralne krivulje, koje lete iz-
y-xet nad pravca y = x + 1, su
Y=,X+0,5 konkavne, a one ispod tog
A y=x pravca su konveksne.

35 y=x-05 Sada dajuc¢i C vrijedno-
5 T sti po volji (0,+0,5,+1,....)
y=x-1 riSemo, najbolje na milime-
S 1y tarskom papiru, izokline, a
’ 1 yea-2 takoder geometrijska mjesta
ekstrema i toCaka infleksije i
é . \)( nanosimo u pojedinim tocka-
7

ma’ tih krivudja (u nafem slu-
¢aju pravaca) pripadne smje-
rove u obliku komadica tan-
genata. Kako je tangens omjer
suprotne i prileZzece katete, te
tangente konstruiramo nepo-
sredno iz vrijednosti tga = C,
tako da otpada ratunanje ku-
tova i njihovo nana3anje po-
mocéu kutomjera. Kad je to
napravljeno, mozemo lako
konstruirati nekoliko trazenih
X integralnih krivulja, kako je
Sl 9s. to prikazano na slici 95.
Vidimo uostalom, da u
nafem sludaju integralne kri-
vulje uopé¢e nemaju infieksija i da je geometrijsko mjesto toaka, gdje je ¥’ =0,
ovdije integralna krivulja (i to pravac). Zahtjev ¥ = O dakle daje infleksije samo
onda, kad ih stvarno ima, §to je dakako samo po sebi razumljivo.

Rijedi na isti nalin grafitkim putem diferencijalnu jednadZbu

y—x+x2=0

(izokline u tom su primjeru parabole!).

d) Tipovi diferencijalnih jednadZbi prvog reda
Samo neznatan dio diferencijalnih jednadzbi moZemo rijediti elementarno.

Navedimo nekoliko tipova diferencijalnih jednadZbi, ¢ija rjeSenja moZemo izraziti
kona¢nim brojem elementarnih funkcija.

Tip L
Promjenljive x i y su separirane (odjeljene), odnosno daju se separirati.
U tom sluéaju svodi se zadana diferencijalna jednadzba nakon razli¢itih trans-
formacija na oblik
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f(x)dx = F(y)dy . ()
t. j. dobije se jednadzba, u kojoj su promijenljive x i y separirane.
Taj postupak zove se separacija promjentjivih.
Rjesenje te jednadzbe dobijemo tako, da integriramo njene obje strane:

[F(x)dx= [Fy)ay +c (&)

Mogucnost integriranja obiju strana jednadzbe (a) unato¢ tome, $to sadrie
funkcije razlititih promjenljivih x i y, moZemo obrazlo%iti time, 3to promjenljive
x 1 y nisu nezavisne jedna od druge, veé je y funkcija od x, pa je F(y) takoder
funkcija od x, i to slozena funkcija te promjenljive x.

U drugu ruku znamo: kad su derivacije, odnosno diferencijali dviju funk-
cija jednake, tada se funkcija razlikuje za konstantu (Dio I, § 13, 2)}, pa iz jedna-
dzbe (a) slijedi jednadzba (b).

Pri rjeSavanju diferencijalnih jednadibi toga tipa postupak se obi¢no svodi
na pet koraka.

1. Ako u diferencijalnu jednadzbu ulazi derivacija y’, pisemo je u oblikug%.
2. Diferencijalna jednadzba se rijesi nazivnika.
3. Spoje se ¢lanovi, koji sadre isti diferencijal.
4. Diferencijalna se jednadiba podijeli takvim izrazom, da se promijenljive
separiraju.
5. Diferencijalna jednadzba se integrira.
Primjeri
2
L. y 14y

TU¥Oxy

- ’ 3 dy .
1) Pifemo y" u obliku ax "

dy __1+5"
dx (1 + Fxy

2) Da se riie§ir_no nazivnika, mnoZimo jednadibu s (1 + x%) x ydx:
A+ x)xydy =(1+yH)dx

3) Otpada . g
4) Da separiramo promijenljive x i y, dijelimo jednadibu s (1 + x3 x(1 + y):

ydy _ dx
1+ x(1+xH

5) Promjenljive su separirance, pa mo¥emo integrirati:

ydy dx
1+ JxQ1 +:c’)+C

Drugi integral rastavljamo u parcijalne razlomke (vidi tip I neodradenih integrala) pa dobijemo:

ydy _fif"' x dx
1+ J)x l+x‘+c
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a sada integriramo uz supstitucije 1 +3*=¢ i 14 x*= ¢

l?‘““ + 59 ‘lnx—%ln(l +x9+C

ili
-%-[ln(l +y)+In(l+x)]=Inx+C

.

n(+» - Q+x)=2lnx+2C

Da dademo opéem rielenju diferencijalne jednadZbe jednostavniji oblik, pilemo konstantu
po volji 2 C u obliku In C;, $to je dopuiteno, jer se In C, mijenja kao i C od — oo do + oo,

ili

Dobijemo:
Infl 4+ -1+ =2Inx+1nC,
Inf{(l + 39 +x9] = In(x*- Cy)

ili

a odatle opée rjelenje glasi:
A4+ x)-1+yH)=C,x*

af(xy +2y) =xyy

dy ‘)_ dy|.
1) a(xdx+2y xydxl dx
axdy + 2aydx = xy dy

2)

3) Spojimo zajedno &lanove s dy:
x{a—y)dy + 2aydx=0|:xy

y x

4)
5) Integriramo:
fa—ydy+2afd__x=C
y x
ili '
: afgz—fdy+2af9—x=0
y x
Qdatle:
alny—y+ 2alnx=C
i
a(lny 4+ 2Inx)=y+C
ili
t.oy=2 4 C
ln(f =+

Qdatle po definiciji logaritama imamo:

ii
>
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C
Konatno oznalivii e%s C,, dobijemo opée rjeienje u obliku:’

¥y

x’y = ClG‘

3. Odredi sve krivulje u ravnini

a) konstantne subnormale, b) konstantne suptangente.
" a) Iz slike 96 slijedi:

subnormala “Y

Sy=y-1ga,
a kako je tg @ =y’ '

. \y
Sy=¥"¥ (105) ! )
L s

Stavimo li o/ Sox S .

y-y=p Sl. 96.

.gdje je p neka zadana konstanta, dobijemo diferencijalnu jednadibu krivulja konstantne sub-
normale.

Rije§imo tu diferencijalnu jednadZbu:

y!
2
yi=2px+2C

=px+C}|2

ili za
ZC=_=C|

y=2px+C,

Dobili smo familiju parabola, kojima je os simetrije os X. Dakle, od sviju krivulja u ravnini
samo parabole u tom poloZaju imaju konstantnu subnormalu.

b) Iz slike 96 slijedi:
ey - P S A
suptangenta Sy ==y - ctga tex = e (105 a)
y -

==k

gdié je k neka zadana konstants, predoCuje diferencijalnu jednadibu krivulja konstantne sup-
tangente. |

Rijelimo je: . :
yode o

2k

dy dx-

17 B. Apsen: Repetitorij vise matematike II dio 257



ili recipro¢no:

dy _ dx
y  k
Integriramo:
my=%+mc
ili
x
Iny—InC = —
ny nC %
QOdatle:
y x
In C A
Po definiciji logaritma imamo:
x
¥ _ 2
¢ =T
ili
x
&
y=Ce

Opce rjeSenje diferencijalne jednadibe kazuje, da samo eksponencijaine krivulje imaju
konstantnu suptangentu.

Rijedi diferencijalne jednadZbe:

1+ 1—x)(l =
1)y = 1—i (1 =x)(1 + y) = C}
x+y y
2) (x’—yx’)y'+y2+xy2=o [—xr+ln—;=C]
2 H —
NUA+xydy~)1—3*dx=0 (arc sif 3 — ace tg x = Cl

4 —_ b T=
Yxy—(@+x)0+»y =0 [x—y = C + In(a + x)2 y3]

d
S)(l—tg)ait'+3t=at [s-a-}-Cm

6) Odredi jednad?bu krivulje, koja prolazi totkom (3, 2), ako je gradijent tangente u svakoj tocki
krivulje dva puta veci od apscise doti¢ne tolke.

[y=x+C; y=xt—1).

Tip IL.

Homogene diferencijalne jednadzbe

)

Funkcija od x i y zove se homogena funkcija obzirom na promjenljive, ako.
uvritenje Ax i Ay, gdje je A neka-konstanta po volji, mjesto x i y daje istu funkciju
pomnozenu s A", pri ¢emu s ve stepen homogene funkcije.

Na pr. f(x, y) = x*~— Xy + y* je homogena funkcija drugog stepena, jer
zamjena x i ¥ s Ax i Ay daje:

Op¢i oblik:
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Txx, xy) = A2x2— A?xy + A2y? = AN (x*—xy +y?) = ANf(x, v),
dok je f (%) homogena funkcija nultog stepena, jer je
AV A (Y)Y
1) =57 (%) = ()

Homogene- diferencijalne jednadibe stepena nultoga svode se na tip I, t. j.
rjeSavaju se separacijom promjenljivih na taj nacin, da se prethodno uvede supsti-
tucya:

QOdatle

Deriviranje po x daje:

(a)
To uvrstimo u zadanu diferencij = (—‘)—’-)
x
x2' + z = f(z)

Tu diferencijalnu jednadZbu rjesavamo nacinom separacije promjenljivih x

i 2z, pa u dobiveni rezultat uvrdtavamo uzetu supstituciju z =2,
X

Primjeri
1 o X + y
. P

Podijelivdi brojnik i nazivnik desne strane jednadibe s x dobijemo:

1 +

x]&:

k‘
]

%<

Desna strana ima sada oblik f (%) » Pa moZemo uvesti supstituciju:

z ==
a takoder uvrstiti prema (a)

Y =xz'+z
Dobyemo:
1+ =z

| —=z

Xz +z=

Tu diferencilajnu jednadzbu rjesavamo sepéracijom promjenljivih x i z, t. j. po tipu I:

dz 1+ =2
x_cE'+z=l—z
QOdatle
dz 1+ 2z
dx l—z—z
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ili
2
Lo 1te

dx 11—z
i uzevdi reciprofne vrijednosti lijeve i desne strane jednadibe dobijemo:

:ds

2: 1 —z
x 14 2t

Integriramo:
ds zdse
l“"”fl+:.'=— T+ T I0C
ili
Inx—InC= arctgz——;—ln(l + 2%)
ili
l,—, .
In f—%—i =arctg z
QOdatle po definiciji logaritma imamo:
arcig s

x4+ 2t=Ce
Uvritenje z = % daje traZeno opce rjefenje

arc tg%

Vx?+4+ 3 =Ce

Dobili smo familiju logaritamskih $pirala sa zajednitkim polom u ishodiftu koordinatnog sustava.
Da se u to uvjerimo, izvriimo prijelaz na polarne koordinate.
Upvritenje:

r=} xt+ 3%, tgep==%, odnosno Qsarctg—i-

daje:
r=Ce?

a to je jednadzba familije logaritamskih spirala (vidi primjer 3 na str. 32 i sliku 11).

2. yidx + x*dy = xydy

Dijelimo jednadibu s dx:

y2 + xiyl — xyyl
Odatle

Y (xy ") = '
ili
y2
xy —x*
ili podijelivii brojnik i nazivnik desne strane 8 x* dobijemo

y

——1

x

y;=
y' =

Supstitucija —':— = z i uvritenje (a) ¥’ = x2’ + = daje:

z?

xz +z-z—-l
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Odatle:
Yax Tz —1
ili
d_x__z—-—l
— =

Integriramo:
Inx = [dz—f%{+lnc
inx=2z—Inz+InC
Uvritenje 2z = %daie:
Inx=2%—In% +inC
x X
ili

x=%——lny+1nx+lnC

Odatle:
Y 2
x In C
ili po definiciy logaritma:
7 ¥y
X —
¢ =T
pa je
A

y=C- ex—opc'c rjeienje

Primijetimo, da je u-diferencijalnim jednadibama tipa II, t. j. u homogenim diferencijalnim
jednadbama, zbroj eksponenata u svakom ¢&lanu jednadibe uvijek isti (u nadem primjeru 2.
taj je zbroj 2), pa se time razlikuju od diferencijalnih jednadibi nekih drugih tipova, na pr.
od tipa L '

Rijedi diferencijalne jednadZbe:

I y=—*tY [x + 2xy = C]

' x [x + 5)* - (2% + y)* = C}

2. (I0x+8y)dx+(7Tx+ 5y)dy =0

3, W =Y =g [sin!x—-ac::]

x x

4 —y=VEry [x*=Cy + CVx?+ y?ili, ako se kvadriranjem rijedimo

korijena, xt = C* 4 2C y}
s
5.(t—s)dt + tds=0 (t-ef =C)

Tip III.
»  Linearne diferencijalne jednadzbe
L. Opcenito

. . . . . J A .
Diferencijalna jednadzba zove se linearna, ako su sve derivacije pa i sama
zavisna promjenljiva (y) u prvom stepend. —

261



F

Prema tome linearna diferencijalna jednadzba prvog reda opéenito glasi:

¥y +f(x)y =g(x)
gdje su f(x) i g(x) neke zadane funkcije od x.
II. Prvi nadin rjeSavanja

Da rijedimo tu diferencijalnu jednadZbu, pretpostavimo, da njeno opce rje-
é¢enje ima oblik:

y=u(x) v(x)

pa mijesto da odredujemo y odredit ¢emo u i v.
Kako je y = u - v rjeSenje linearne diferencijalne jednadZbe, ono mora da je
zadovoljava, pa izratunavsi
y =uv + ou,

uvrstimo to i v = » -2 u diferencijalnu jednadzbu
Dobijemo:

uv’ +ou 4 f-uv =g
ili

uy' + v +f-u)=g¢g

Kako smo y oznacili kao umnoZak # i v, jedan od tih mnozitelja mozemo
odrediti po volji. U tu svrhu stavimo, da je izraz u zagradama t. j.

u+f-u=0 (a)
ostaje
u’' =g (b)
Dobili smo dvije diferencijalne jednadZbe, iz kojih odredujemo w i v.
[z (a) slijedi:

%) u=0]-
X u
d_‘f'_—__f(x)dx

H

Integriramo:
Inu= —ff(x)dx + inC,

ili

m% =— J.f(x)dx
a po definiciji logaritma imamo:
u=C, e e ©

u (x) smo odredili.
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Uvrdtenje (c) u (b) daje:

dv  ~ T

T & =g (x)
Odatle:
do =Ell-e+“(")d" -g(x)dx
Integriramo:
v=é[feff<*’d‘-g(x)dx+c] (d)

Sada smo odredili i v(x).
Uvrstenje (¢) i (d) u y = u(x) ' v(x). dajé:

opce rjeSenje linearne diferencijalne jednadizbe prvog reda.

Yy +f(x)y =g(x)
y =e— o Uef“x’d* cg(x)dx + c] (106)

Prema toj formuli (106) rje$avamo linearne diferencijalne jednadzbe prvog
reda.

Primjeri

x

= sin X

Usporedivii zadanu linearnu diferencijalnu jednadibu s njenim opéim oblikom

Y+ fxy=g
vidimo, da je

f(x)=-,lc—; g (x) = sin x

ff(x)dx=f%f=lnx

Ii(x)dx inx
e =g

pa prema (106) racunamo:

te je

=x

. In x . . .. .
jer, ako e = x logaritmiramo, dobijemo Inx = Inx, pa je

elnx

eI Wdx o —~inx o

_ 1
- X
Uvrdtenje u (106) daje:
= —:c—[fxsinx;ix+0]
a kako je f x sin x dx = —x cos x + sin x (vidi str. 74), dobijemo kona¢no traZeno opée rielenje:

sinx L C
+ —
x x

y=—cosx +
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2. yecosx+ ysinx—1=0/:c08x

, 1
YV +ytigx= p
Prema (106) raiunamo:

f(x) =tgx; :(x)==ooLu

sin x
» ff(x) dx-—ftgxdx = @dx=-—lncosx

(supstitucija cos x = 1)
1 1

elncotx T cosx

eI 1x)dx _ o~Incos x -

e-—]f(X)dx =PV X oo x

Uvrstenje u (106) daje:

1 i
y-cosx[fcosx ) cosxdx+c]

= cos x(tgx + C)

y=sinx 4+ Ccosx

3. 2ds + (3 —215)dt = 0

. . . 1.
i partikularno rjesenje za t = -z—l s =85

Dijelimo jednadzbu s (% - d¢:
ds 2 3

a7 ¢ e
Prema (106):

2 3
fiy=——; g(t)=—5
ffm dt=-—2fgti=——-2ln!==—lnl‘=-ln—:;
c—irma _ na? _

! 1
e[/(r)dt =eln? =

‘ >
sgt’[——i&f—:—; . —:;d¢+C]
s=z=(+3-—1—+c)

3

3 =

t-sll-l

+ C t* — opée rjelenje.

Partikularno rjeSenje za t = —;—- is=35:

Uvritenje u opée rjeienje daje:

&0
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Qdatle
C=12

pa partikularno rjedenje 2a zadani poetni uvjct glasi:

I1I. Drugl nadin rjesavanja. Varijaclje konstanata.

Linearne diferencijalne jednadZbe mogu se rijediti i na drugi nain i to La-
grange-evom metodom varijacije konstanata. Ta se metoda sastoji u
tome, da se rije$i prikracena ili homogena linearna diferencijalna jednadZba, koja
se dobije iz zadane potpune

Yy +f(x)y=g(x)
tako, da se stavi g(x) = 0:
y +f(x)y=0

Opce rjeSenje te prikracene diferencijalne jednadibe ne ¢e naravno zado-
voljavati zadanu potpunu jednadZbu.

Da 1o rjeenje bude i opce rjedenje zadane potpune diferencijalne jednadZbe,
uzima se, da je konstanta integracije C, koja ulazi u opce rjeSenje prikracene dife-
rencijalne jednadzbe, nije konstanta veé je neka funkcija od x, t.j. C=C{(x).

Zadatak se prema tome u daljnjem svodi na odredenje te funkcije C (x}. Pri-
mijeri, koji slijede, tumacte primjenu te metode.

Primjeri

1. Rijedimo metodom varijacije konstanata na$ 1. primjer:
’ y — .
y + L = snx

Rjedavamo pripadnu prikra¢enu diferencijalnu jednadZbu:

dy . » dx
dx+x 0 y
dy _ dx
y  x

Iny=—Inx+InC
C
lny =In -x—
= %_ opée rjedenje prikracenc diferencijalne jednadibe.

Uzevii da je C = C (x), smatramo, da je
_ C(x)

T x

(a)

opée rjeSenje zadane diferencijalne jednadibe. Kako to opce rieienjc mors zadovoljavati zadanu
diferencijalnu jednadZbu, ratunamo prema (a):

_x «C'(x) —C(x)

x?

’
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pa vrijednosti za y i y° uvrstimo u zadanu diferencijalnu jednadibu
y + -‘:‘L = sin x
Dobiiemo:
xC'—C
x

xC'—C 4 C = xtsinx

+£=sxnx|

Odatle ratunamo C (x):
xE = x?sin x
dx
dC = x sin x dx

C=fxsin‘xdx+A

A C(x) =—xcosx +sinx 4+ A
Uvritenje u (a) daje:
y=—Cosx + Sin x %

Dobili smo isti rezultat.
2. Rije§imo metodom varajacija konstanata:
¥y +y=cosx
Prikratena diferencijalna jednadZba:

d
y+y=0|

)_dx

lny——x+lnC

ln-&:—x

[}

e = —%
y=Ce* . (a)
y=Cfx)-e"*;, y=—=C 4+ *-C
Uvrdtenje u zadanu diferencijainu jednadzbu daje: .

——Cz—"+e_x'g—c‘+c = COS X

dC = ¢* - cos x dx

c.—.—fe"~cosxdx+.4
Prema (65):

C(x) =-‘2—x(cosx+sinx)+A



Uvritenie u (a) daje:
x

v = {%(cosx-}-sinx)-i—A]'c"‘
i

1
y = —2-(cosx + sinx) + Ae—*

Rues1 na oba nalina:

y—y+=x=0 [y =Ce" + x + 1, vidi ¢} ovog paragrafa i sl. 95)
y—y+x*=0 : : [y=Cer+ x*+ 2x + 2]
Y +2x=4x ly=2x—1+Ce 7]

:»”j' (x*=2Cy + CY
dy + y cos x dx = sin x cos x dx . |y=sinx—l+Ce_‘i""]

Pazljivi Citalac je sigurno opazio. da je ta metoda u bitnosti isto, §to i pri-
jas$nja. Treba samo uociti, da je kod prijasnje metode stavijeno ' + f-u = 0,
a 10 znadi, da je u stvari rijeSena skracena jednadzba, dok v ima znadenje nade
funkcije C(x).

Tip IV.

Bernoulli-jeva diferencijalna jednadzba (Citaj Bernuli)
Opéi oblik
Y +f(x)y =g(x) -y

Iz usporedenja)Bernoulli-jeve jednadzbe.s li nom vidimo, da je razlika
samo u tome, $to j¢ funkcija g(x) pomnoZena s ﬁ ). zZa n = 0 Bermoulli-jeva
jednadzba prelazi u linearnu.

Bernoulli-jeva jednadZba se svodi na linearnu tako, da se podijeli s y*:

s 5—(33 = g(x) (@)
pa se uvede supstitucija '
7.1-:.= z (b)
Deriviranje po x daje: .
a odatle je
-;’_' =1 f— n ©

Uvrstenje (b) i (¢) u (a) daje linearnu diferencijalnu jednadzbu u z i x, t. j.
tip 11I:

’

o Hf(x) -z =g(x)
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Primjer
Yy +xy=xy:y

14

y x
+ — X 8
';5 yt . (2)
Supstitucija:
1
77 (b)
odatle
z = __z_y..z'_ = —.21
- »* »?
a odatle j¢
¥y z
pv il s (©

Uvritenje (b) i (c) u (a) daje:

——%+xz=x|~-—-.2

2= dxz = ——2x
Prema (106):

jf(x)dx=—-2j’xdx=-;t
z=¢’2[—21. e’ xdx + C]

Uz supstituciju — x® = ¢ dobijemo:
z = e"t( e 4 C)

ili \
J z=l+C¢"'

a kako je z =ylz, odnosnoy=VL;, dobijemo
N
Vi + Cex?
Rijedi:
1
‘eytgx + yicosx =0 - ——
e g [y (x+C)cosx]
1
! = y?] [ . S——
*¥hy=yinx [y 1+lnx+Cx]

Prije nego prijedemo na slijede¢i tip V. diferencijalnih jednadzbi prvog reda,
kazemo nekoliko rijedi o t. zv. singularnim, t. j. ¢udnim, neobi¢nim rjeSenjima
diferencijalnih jednadzbi.

e) Singularna rjefenja diferencijalnih jednadzbi

Govoredi opcenito o diferencijalnim jednadZbama, pokazali smo (vidi s}v) 251),
da opée rjeSenje diferencijalne jednadzbe

yiy't |+ y? = R?



glasi: .
(x—C)* +y* =R’ ®)

i da predo¢uje familiju kruZnica ¢vrstog polumjera R sa srediftima na osi X (sl. 97).

TR IE Y AN
NS S.AVIA

Sl 97.

Znamo, da sva partikularna rje§enja diferencijalne jednadibe dobijemo iz nje-
nog 0pceg rjeSenja uvodedi poéetne uvjete, t. j. mijenjajuéi vrijednost konstante
integracije C. Medutim, u opée r)céen;e nade diferencijalne jednadZbe ne ulaze
2 partikularna rjesenja.

y==xR

jer do njih ne mozemo nikako doéi dajuci konstanti C u opéem rjeenju bilo koje
vrijednosti.
Ipali;y rieSenja zadovoljavaju diferencijalnu jednadZbu, jer uvritenje y =

=R 0 u (a) daje identitet R = R. Ta dva partikularna rjefenja y =R
i y = — R nisu dakle sadrZana u opc¢em rjeSenju diferencijalne jednadibe pa se
zovu singularna rjelenja dxf'erencualne jednadzbe.

Opdenito:

Singularna rje3enja diferencijalne jednadibe su ona rje3enija,
ko;a ne moZemo dobiti iz opceg rjeSenja dajuéi konstanti integra-
cije C bilo koje vrijednosti.

Geometrijski predoCuje singularno rjeSenje ovo;mcu ili anvelopu (od
francuske rije¢i envelopper = omotatl), t. j. krivulju, koja omotava familiju inte-
gralnih krivulja zadanih opéim rjeSenjem diferencijalne jednadZbe, ili geometrij-
sko mjesto singularnih tocaka, t. j. dvostrukih toCaka ili $iljaka integralnih
krivulja, naravno ako te krivulje imaju smgulame tocke. (O singularnim tolkama
krivulje vidi Dio III. Repetitorija).

Pogled na sliku 97 kazuje, da u naSem primjeru predoch singularno rjesenje
y = * R ovojnicu, jer pravci omotavaju famxh;u kruimca zadanu opéim rjesenjem
diferencijalne jednadZbe.

Nastaje pitanje, zasto jednadzba ovo;mce famxh;c mtcgralmh krivulia zadovo-
ljava d1fercnc1)alnu ;ednadibu tih krivulja. Ovojnica omotava familiju krivulja
odredenih opdéim rjefenjem diferencijalne )cdnadibe, tangira dakle u svakog tocki
onu krivulju familije, koja prolazi tom toékom,upa 1ma u svakoj tocki smjer pro-
pisan diferencijalnom jednadzbom. ,

Rekli smo veé, da rijesiti dlferencualnu ;cdnadtbu znaél vuéi u ravnini
familiju krivulja, koje u svakoj svojoj to¢ki imaju sm;cr pmplsan diferencijalnom
)ednadzbom Ovojnica ima u svakoj svojoj tocki taj sm;er, pa je 'takoder rjedenje
i to singularno rjeSenje diferencijalne jednadibe. - .

Na sl. 97 vidimo, da pravci y = + R tangu'a;u kruzmce, pa imaju u svakoj
tocki isti smjer « = O kao i kruZnice, imaju dakle smjer odreden diferencijalnom
jednadzbom,
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f) Tipovi diferencijalnih jednadzbi prvog reda (nastavak)

Tip V.
Clairaut-ova diferencijalna jednadzba (Citaj Klerd)

Op¢éi oblik:
y=xy'+f(y) (a)
na pr.

o, .
y=x+ 5yt =3 +2

f()

Obratimo paznju na to, da je prvi ¢lan desne strane Clairaut-ove diferencijaine
jedhadzbe uvijek xy’, dok svi ostali ¢lanovi ¢ine neku funkciju od y'. Ako je taj
prvi ¢lan xy' pomnozen nekim faktorom, diferencijalna jednadiba nije vise Clai-
raut-ova, ve¢ Lagrange-eva (vidi dalje tip VI).

Clairaut-ova diferencijalna jednadzba rje§ava se deriviranjem!
Derivirajuci (a) dobijemo: ’

Y =x"+y +1(y) -y

QOdatle
Y'ilx+f(y))=0
Slijedi:
y'=0 (b)
i
x+f(y)=0 (o

Iz (b) imamo: y° = C, pa uvritenje u (a) daje opce rje$enje Clairaut-ove dife-
rencijalne jednadzbe:

y=x€C+f(C) (d)

Vidimo, da se Clairaut-ova diferencijalna jednadiba rjeSava tako,
da se u diferencijalnu jednadzbu uvrsti y'= C, gdje j¢ C konstanta
integracije.

Opce rjeSenje Clairaut-ove diferencijalne jednadibe y = Cx + f(C) je li-
nearna jednadzba, pa graficki predocuje familiju pravaca gradijenta C po volji,
dok je odsjecak na osi Y zadana funkcija toga gradijenta C.

Promotrimo sada drugu dobivenu jednadzbu (c):

x+f'(y')=0
Buduéi da trazena funkcija ¥y mora zadovoljavati Clairaut-ovu diferencijalnu

jednadzbu (a), mozemo tu funkciju dobiti tako, da izratunavdi y° iz (¢) uvrstimo
dobiveni izraz za ¥’ u (a), drugim rije¢ima uklonimo 3’ iz (a) i (¢). Na taj nalin



dobijemo relaciju izmedu x i y, koja ne sadrZi konstante po volji C, ali ée zadovo-
liavati Clairaut-ovu diferencijalnu jednadZbu, bit ¢e dakle partikularno rjeSenje
te diferencijalne jednadzbe.

Tvrdimo, da je to partikularno rjeSenje singularno rjesenje Clairaut-ove dife-
rencijalne jednadzbe, jer ga ne mozemo dobiti iz opceg rjedenja (d) dajuci kon-
stanti C bilo koje vrijednosti. U tu svrhu pretpostavimo u suprotnosti s nasom
' tvrdnjom, da to partikularne rjesenje mozemo dobiti iz (d) za neku vrijednost C,
konstante C, t. j. '

y=xCo+ f(Co)
A kako iz (b) slijedi, da je ¥ = C, uvrstenje y' = C, u (c) daje:
X +f’ (Co) = 0
ili ‘
x = — f'(C,) = konstanta,

a to nema smisla, jer x nije konstanta, ve¢ nezavisna promjenljiva.
Prema tome uklonimo li y’ iz Clairaut-ove diferencijalne jednadzbe

y=xy' + f(y')
i jednadzbe (c)

x+f'(y)=0

dobit ¢emo singularno rje$enje Clairaut-ove diferencijalne jednadzbe, koje pre-
docuje ovojnicu, jer familija pravaca nema singularnih to¢aka.

Primjeri
1
1. y =xy + —2—y"
Uvritenje ¥’ = C daje odmah opée rjeSenje
C2
y = CX + ?

Da dobijemo singularno rieienje, deriviramo diferencijalnu jednadzbu po x:
=y 4y Ay ey
Qdatle:
yll (x + yl) . 0

Jednadzba y”* = 0 vodi do opéeg rjefenja, dok jednadiba
x+y =0

vodi do sin: ularnog rjeienja.
Iz (a) imamo
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Ono predotuje parabolu, koja omotava familiju pravaca zadanih opéim rjelenjem diferencijalne
jednadibe, kako se to vidi iz slike 98. :
2.

y=x + i+ (@
y = Cx +¥ 1 + C1— opée rjelenje

e

1
yl=xyll +yl+—__. zy’.y
2Vito"

.y
yu X4 “o
( V +y")

x4 —Z— =0 (b)

Vieor

Da uklonimo ¥’ iz (a) i (b), kvadricamo (b):

y?

LI
x T+

i odredimo y’:
x4 xlyt=y"?

x? =y (1 —x%)

. 98. ‘ y = -

Uvrstenje u (a) daje:

x?
y—_Vl—x' l+l—x'
y = 1 —xt
Vl-——xi

y2= l___x!

Qdatle

ii
x% 4 y? = | — singularno rjelenje.
Ovojnica je jediniéna kruZnica sa srediltem u ishodi$tu, koju integralni pravci tangiraju.
(Nari3i ovojnicu i nekoliko integralnih pravaca dajuci C vrijednosti po volji).

Odredi opéa i singularna rjeienja i naridi integralne pravce i ovojnice:

o 1, ) _!_ 2 . ____f_’ i]
y=xy'+—yl-7 : : [y==Cx+-l—;y'—4x]
Tip VL

Lagrange-eva diferencijalna jednadZba
Opéi oblik |
y=x-9(')+f(3)

272



Vidimo, da je Clairaut-ova diferencijalna jednadba poseban slu¢aj Lagran-
ge-eve diferencijalne jednadzbe, jer za ¢ (y') = y* dobijemo Clairaut-ovu diferen-
cijalnu jednadzbu.

Lagrange-eva diferencijalna jednadzba rjeSava se takoder deriviranjem.
Oznacivdi y' s p
y=x-9(p) +1(p) (a)

deriviramo jednadzbu po x:

gy 4P ' dp
p=x-9(p) g .t op) +f(p) g
ili _
., . d ., d
p—o(p) =x9(p) o+ I (0) L )
Primijetivii, da je opéenito p — ¢{p) #=0 za Lagrange-evu diferencijalnu
jednadzbu, smatramo, da je x traZena funkcija od p, pa jednadzba (b) u tom slu-

¢aju predocuje linearnu diferencijalnu jednadzbu prvog reda, koju rjeSavamo pre-
ma formuli (106).

Dobiveno rjesenje:

= x(p, C) (©

uvrstimo u diferencijalnu jednadzbu (a), pa dobijemo:

y=y(p, C) (d)

Jednadzbe (c) i (d) daju opce rjesenje Lagrange-eve diferencijalne jednadibe
u parametarskom obliku. Uspijemo li, da iz tih jednadzbi uklonimo parametar p,
dobit ¢emo opce rjeSenje Lagrange-eve diferencijalne funkcije u obliku

y=y(x C), odnosno F(x, y, C) =0
Osim opéeg rjelenja Lagrange-eva diferencijalna jednadzba moze imati i

singularno rjeSenje.
Pretpostavimo, da je

p—e(p) =0 (e)
N

za neka vrijednost p = p,.
Jasno je, da p = p, zadovoljava jednadzbu (b).
Uvrstenje p = p, u polaznu jednadibu (a) daje linearnu funkciju

Y= @(ps)x + f(po)

koja je singularno rjeSenje Lagrange-eve diferencijalne jednadibe.

18 B. Apsen: Repetitorij vise matematike II dio 273



Primjer

y = xy" <+ y"
Oznalivii ¥y = p:

y=xp*+pt ()]
deriviramo po x:

- d—p .’ Q
p=2prg +p"+2p

dp

l=2xdx

+p+2
ili

dp dx
P—l-—'zj‘;(x-Fl)l s

dx
3 odatle '

To je linearna diferencijalna jednadZba prvog reda, pa prema (106) imamo:

[1m ap= [-Zidp=2m(p—1) = In(p— 1y

—§7(0)dp  ,—In(p—D? !
¢ ¢ S =1

,If(ﬁ)d? - (p— I)?

e g2 [ v

*m—_‘wf[—ﬁw—“dﬁc}
[-2251 4 c]

X =

(P-—l)'
C
x = + (P"'")' (g)

U naiem slut‘.a;u moZemo iz (f) i (g) ukloniti p, pa éemo opée rielenje dobiti ne u parame-
tarskom, ve¢ u eksplicitnom obliku.

U tu svrhu uzevdi u (g) C?® mjesto C, dobijemo:

(x+1)(p—1)!=C"*
odatle

p—1=

C
Vx+l
p=C+Vx+l

Vx +1

Uvritenje toga izraza za p u (f); y = p? (x + 1) daje traZemo opée rjelenie:

=(C+Vx+ 1]

ili
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Da dobuemo smgularno rieSenje, uodimo iz usporedenja zadsne diferencijalne jednadibe s njenim
opéim oblikom, da je u nasem slutaju

@) =9(p)=yT=p?
pa prema (e) imamo:

p—pt=0
QOdatle je p=0 1 p=1,
Uvrstenje p = 0 u diferencijalnu jednadZbu daje singularno rjelenije
y=0
dok za p = | dobijemo o y=x+1

To nije singularno rjelenje, jer ga moZzemo dobiti iz opéeg rjedenja uzevii C = 0.
Odredi opéa i singularna rjeienja:

2

PTPENNR BNSP _££l=l€£--]

y—2xy+7 — 3y + 2 [x—p'—3+2,y > 6+2,y 2
Tip VIIL

Egzaktne diferencijalne jednadzbe. Eulerov multiplikator
Vidi Dio III. § 8.

g) Primjedba o rjeSavanju diferencijalnih jednadzbi prvog reda

Navedenim tipovima diferencijalnih jednadzbi nisu naravno iscrpljeni svi
oblici diferencijalnih jednadzbi prvog reda, koji se daju integrirati. Vrlo je Cest
slucaj, da zadana diferencijalna jednadzba ne spada ni u jedan od navedenih tipova,
pa ipak se moze uz podesnu supstituciju transformirati u jednadzbu, &jije natin
rjeSavanja poznat.

Nije moguce navesti opca pravila za 1znalazen|e tih supstitucija. Kao i pri
racunanju neodredenih integrala, tako i pri rjeSavanju diferencijalnih jednadzbi
samo Ce vjezbanje 1 snalazljivost ukazati najkraci put, koji vodi cilju, ako taj put
uvopce postoji.

Navedimo nekoliko primjera: _ t
| y = 2x+y+1
) 4x + 2y —2 -
Supstitucija:
x+y=1t
tada je
A4x + 2y =2
a iz y = r— 2x slijedi:
YA,
dx dx
Uvrstenje u diferencijalnu jednadzbu daje
dt__ t+ 1 42 - dr  5:—3

dx  2t—32 dx = /2
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Separiramo promjenljive:

- [2—2

Odatle prema tipu I ncodredenih integrala imamo:

2= Yo

Uvrstenje ¢ = 2x + y daje konalno

2 4 3
x=T(2x +y)——gln (2x‘+y——5-) +C

2. U primjeru 1. predotivala je desna strana diferencijalne jednadibe kvo-
cijent dviju linearnih funkcija, t. j. pravaca i to usporednih pravaca. Ako ti
pravci nisu usporedni, diferencijalna jednadzba rjeSava se tako, da se odreduje
njihovo sjeciste, u koje se prenosi paralelnim pomakom ishodiSte koordinatnog
sustava. ,

Na taj nacin linearne funkcije gube &lanove slobodne od promjenljivih, jer
pravci prolaze ishodistem, pa se diferencijalna jednadzba svodi na homogenu,
t. j. na tip 1L

Primjer
(—2x +y—5dx+Bx+y—1dy =0|:(3x + y— Ddx
dy 2x—y+35 '
dx 3x+y—1
2x—y+5=0
Ix+y—1=0

Sx = —4; xo= -—% 3 Ve = l-}——koordinate sjec(m—;ravaca.
e 4
X=X, 5 . dx = dx, difs ot ednadzbu dai
stenj enc u jednadzbu daje
Uvrstenje 17 i dy = dy, u diferencijalnu ) z J
y———y.+ T
dyl_ ZX|_"y1
dx, Iy + s
QOdatle
_»n
&, _ “Tw
dx, 3 +:&
X5
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x—"=z: V=X 25 Ex-;— 1"3:4‘2
dz 2z
*1 dxl+z-3 + z
dx, z+3
e

_ z+3 ‘
lﬂx1 ﬂ——fmdz+lnc

Taj integral izratunamo prema tipu I. neodredenih integrala, pa konatno
uvrstimo

. 4 17
1 x:=x+?5 yn=y--?

H|‘5

Primijetimo, da se na isti nadin raunaju diferencijalne jednadibe opcenitijeg -
oblika .

,_f(a,x + by + ¢
axx + by + Cz)

h) Ortogonalne trajektorije

Ortogonalnim trajektorijama za zadanu familiju krivulja, koja
ovist o jednom parametru C, zovemo onu familiju krivulja, koje
sijeku krivulje zadane familije ortogonalno, t. j. pod pravim kutom.

Kako ortogonalne trajektorije sijeku krivulje zadane familije pod pravim
kutom, gradijent tangente y,” = tg «, ortogonalne trajektorije mora biti reciprocan
i protivnog predznaka od gradijenta y' = tg a one krivulje familije, koju ta trajek-
torija sijece, t. j.

Odatle slijedi postupak za odredivanje ortogonalnih trajektorija za zadanu
familiju krivulja y = f(x, C):

a) Deriviramo po x jednadibu zadane familije krivulja i uklonivéi iz zadane
i deriviranjem dobivene jednadzbe parametar C dobijemo diferencijalnu jednadzbu
zadane familije krivulja.

b) Zamijenivsi u toj jednadibi y' s — % dobijemo diferencijalnu jednadzbu
trazenith orwogonalnih trajektorija.

¢) Rjedavamo tu diferencijalnu jednadibu. Dobiveno opée rjesenje jest tra-
Zena jednadzba ortogonalnih trajektorija.
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Primjeri
1. Odredi ortogonalne traj-ektoriie za famiiiiu konccntriéni.h kruinica x? + y? = C?
a) 2+ 2y -y =0
¥y = —% — diferencijalna jednadiba familije koncentri¢nih kruZnica.

b) Uvrstimo —%mjesto ¥

—3’!; = —%—- diferencijalna jednadZba traienih ortogonalnih trajektorija.

Odatle
y dx x
dy y
ili ‘
X dy _dx
y x
¢) Integriramo:
Iny=Inx+InC
ili
Sl 99.

. y=Cx

Dobili smo traZenu jednadibu ortogonalnih trajektorija, koja predouje familiju pravaca
kroz ishodiste (sl. 99).

2. Odredi ortogonalne trajektorije za familiju konfokalnih elipsa, kojima su fokusi u totkama
Fy(—1,0), F,(1,0).

Kako je za elipsu e? = a®— b, gdje je ¢ linearni ekscentricitet, a a i & /uhka i mala poluos
elipse, a za sve elipse zadane familije

1 =a?—b*
uzmimo, da je a=\{1+4C, a b==V_C-2-
gdje je C parametar, jer je tada
et=at—p'=14+C—C=1,

pa jednadiba zadane familije konfokalnih elipsa glasi:

= @
rvcte ™!

pri ¢emu je C > 0.
2x 2y y

» ¢t ¢ 0

Odatle ratunamo C:
xC+yw +yyC=0

(x+yy')C=—yy'
yy'
C=——"_
x -+ yy'

Uvrstenje u (a) daje:
xPx+ ) yx+wy)
x 5o
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_ili Y+ oyt —xy—yy =y

ili (x + 3y°) (xy’ —y) = y’ — diferencijalna jednad2ba zadane familije elipsa.

. (=3 (5-) =3
y y ¥y
ili
(xy' —y) (x + yy’) = y’ — diferencijalna jednadiba traenih ortogonalnih trajektorija.

Vidime, da je ona identi¢na s diferencijalnom jednadibom zadane familije konfokalnih elipsa,
a dakle je njeno opée rjedenje identi®no s jednadZbom
X2 yt
ixcteo=1
zadane familije tih elipsa.
Medutim, ta ista jednadiba predotuje za C < 0 familiju konfokalnih hiperbola
x? » '
1—C ™~ C
s poluosimay1—C i V/'C i sa zajedniZkim fokusima u istim totkama F,(—1,0) i Fy(t, 0), jer je
za hiperbolu e = a? + b% pa je opet

el=]1—=CH+C=1

Prema tome su te hiperbole ortogonalne trajektorije za zadanu familiju elipsa.

Odredi ortogonalne trajektorije za familiju
1) parabola y = ax?% gdje je a parametar

[x’ y, ]
=+ ==1, C>0
2C C :

2) krulnica x?2 + y? = 2ax

[y = C(x*+y")
2 ]
3) elipsa zajednilke velike osi 2a: —Z—; + %—,— = 1, gdje je & parametar.
' [x* + y* = 24® In (Cx)]

i prikazi graficki krivulje zadanih familija i njihove ortogonalne trajektorije.

3. Diferencijalne jednadibe drugog i vifih redova
a) Opéenito
Diferencijalna jednadzba drugog reda ima opcenito oblik
y'=f(x,y,¥') ili implicitno F(x, y,y', ") =0

Da prikazemo geometrijsko znalenje diferencijalne jednadibe drugog reda,
podijelimo diferencijalnu jednadibu s (1 + y'*)h:

0”

y /= fl(x, 9, 5')
(I +y0h (1 +y™h

Lijeva strana jednadZbe predocuje prema (26) zakrivljenost —-I- krivulje y = y(x)

u nekoj tocki apscise x, dok je desna strana neka funkcija od x, y i ¥, koju oznagimo
S (% 3, ¥).
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Dobijemo:
1 .
'; = ofx, y, ¥')

Iz te jednadibe jasno slijedi geometrijsko znatenje diferencijalne jednadZbe
drugog reda: za svaku vrijednost x, y i ', t. j. za svaku po volji uzetu totku (x, y)
u ravnini XY i po volji uzeti tangens smjera ¥’ u toj tofki diferencijalna jednadZba
drugog reda daje zakrivljenost, odnosno polumjer zakrivljenosti integralne
krivulje, koja prolazi tom tockom. '

Drugim rije¢ima: mi zadajemo jedan linijski element, t. j. to¢ku i smijer u toj
tolki, a diferencijalna jednadzba drugog reda dodjeljuje toj tolki pripadni polu-
mjer zakrivljenosti p.

Prema tome rijesiti diferencijalnu jednadZbu drugog reda zna¢i geometrijski
povudi u ravnini familiju krivulja, koje ispresjecaju tu ravninu u svim smjero-
vima, ali od bezbroja krivulja te familije, koje prolaze nekom tolkom ravnine,
svaka krivulja ima zakrivljenost propisanu diferencijalnom jednadibom.

Kako se opce rjedenje diferencijalne jednadzbe drugog reda dobije nakon dvije
kvadrature, ono sadrZi uvijek dvije konstante po volji C, i C,, pa opcenito glasi:

y=y(x,C, C;) ili f(x,y, C, C) =0

Iz geometrijskog znacenja diferencijalne jednadZbe drugog reda jasno slijede
potetni uvjeti, da se dobije partikularno rjeSenje diferencijalne jednadZbe, t. j.
jedna narotita krivulja familije zadane diferencijalnom jednadzbom.

Ti uvjeti jesu:

1) pocetni polozaj, t. j. koordinate jedne tolke x == X, y = Yo kojom ta kri-

vulja ima prodi, i

2) pocetni smijer, t. j. tangens smjeray’ =y, u nekoj toc¢ki (x,, ) te narolite

krivulje.

Uvrstimo li pocetne uvjete x = x, i ¥ = y, u opce rjedenje y = y(x, Ci, Cy),
ax=x,y=wyiy =y,uy =y(x C, C,), dobit cemo dvije jednadZbe iz
kojih odredimo C, i C,. Uvritenje tako dobivenih za C. i C, vrijednosti u opce
rjedenje daje partikularno rjesenje diferencijalne jednadZbe drugog reda za te po-
éetne uvjete. ~

b) Redukcija diferencijalnih jednadzbi drugog reda na
diferencijalne jednadzbe prvog reda

Rekli smo veé, da diferencijalna jednadzba drugog reda ima op¢enito oblik
y'" = f(x, ¥, ¥"). Ako u diferencijalnu jednadZbu ne ulazi eksplicitno jedna ili vie
od tih promjenljivih x, y i ', diferencijalna jednadZba je nepotpuna, pa je mo-
semo reducirati, t. j. svesti na diferencijalnu jednadibu prvog reda.
Promotrimo pojedine slucajeve redukcije.

1. slucaj.

¥y =f(%)

t. j. desna strana diferencijalne jednadibe ne sadrzi trazenu fun-
kciju i njenu prvu derivaciju.
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Primjeri

1. ¥y’ =x + sinx
5 .. . dy .
Kako y’’ mozemo pisati u obliku 4 imamo
4

dx=x+~sinx|-dx

dy’ = xdx + sin xdx

Integriramo:

2
—cos x + C,

| %

x?
T = =7——cosx+C, J dx

2
dy=x?dx-—cosxdx + C, dx

Integriramo drugi put:

x3 . e
y=%- sinx + C, x + C, — opée rjesenje.

2. Primjer iz &vrstode

Odredi jednad2bu elasti¢ne linije opterecenog nosaca, koji je prikazan na slici 100, a takoder
kutove @, i @, i najveéi progib f nosaca.

Pod elastiénom (progibnom) lini-

jom opteretenog nosala razumije se sa- P
vinuta os nosala, t. j. spojnica teZiita m
njegovih poprednih presjeka. A 8 X
Kako je zakrivljenost elasti¢ne linije ! Y r
. 2
y;; ‘4‘7— X m | Eazf.

[vidi (26)] o L

N

aT+yor ——
vy

u nekom presjeku m—m nosala u

udaljenosti x od lefaja to veta, §to je Sk 100.

vedi moment savijanja M, u tom presjeku,

a to je manja, §to je veca krutost EJ nosata, gdje je E modul elasticiteta, a I moment tromosti
popreénog presjeka, diferencijalna jednadZba elasti¢ne linije glasi:

¥y M
a+yhH": Ei
Uzmemo li u obzir, da prakti¢ki ne moZemo dopustiti, da nosa¢ ima velik progib, zatvarat ¢e

tangente na elastiénu liniju s osi X vrio malene kutove a, pa moZemo uzeti, da je y'=tga = g0 =
= 0, pa diferencijalna jednadZba elastitne linije prima jednostavniji oblik:

v M
=7 » (107)
Za nad slucaj prema slici 100 imameo:
P
My=*
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Uvritenje u (107) daje:

re

Y= —3Er*

a to je bal prvi slutaj nepotpune diferencijalne jednadibe drugog reda.

Na desnoj strani jednadZbe uzeli smo predznak minus, jer je elasti¢na linija za nal sludaj
konveksna (gledaj u negativnom smislu osi Y), pa je 3/ < 0(Dio L. § 15,3).

Pretpostavivii, da je Zitav nosa¢ napravijen od istog matetijala i da je uvijek stalnog po-
preinog presjeka, t. j. da su E i I konstantne veli€ine, integriramo prvi put:

P
= —— e d

y Yy R + C . (a)

Da odredimo konstantu integracije C,, uvedimo prvi potetni uvjet. Iz slike 100 vidimo, da je u

sredini nosala, t. j. za x = ) tangenta na elasti¢nu liniju usporedna s osi X, pa je & = 0, a dakle
itga=y'=0.
Uvritenje x = —lz— i ¥ =0u(a) daje:

P It

O=—3E "t C
a odatle:
P’
ST
pa (a) prima oblik:
. P, pr
Y=—ze* ¥ & (©)

Kako su kutovi & maleni, pa je y’ = tg a==a, daje ta jednadiba za svaki x kut, §to ga
tangenta na elasticnu liniju u doti¢noj tocki nosada zatvara s osi X.
Tako za x = 0 (vidi sl. 100) dobijemo kutove @, = O, (naravno u luénoj mijeri), §to ih
tangente na elasti¢nu liniju u leZajima nosafa zatvaraju s osi X.
Uvritenje x = 0 u (b) daje:
Pl®

O = © = gz7

Zanimljivo je primijetiti, da konstanta C, ima u nafem slufaju znalenje kuta ©,, odnosno 0,.
Sada integriramo (b):

_ P . Pl

Y=—nEr* t 6Es

X+Cg

Da odredimo C,, uvedimo drugi poletni uvjet:
prema slici 100 za x = 0 progib je y = 0. Uvritenje daje:

0=C,

pa je
P ,. PHI
Y=—1mEer* Y 16Er”*

trazena jednadzba elasti¢ne linije, keja predofuje kubnu parabolu i koja za svaki x daje pripadni
progib y.

Tako za x = % dobijemo najveéi progib y = f:

P n Pl !

f=<xwEr " §VieEr " 7
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Odatle
PP
= WET

Odredi na isti nain jednadZbu clastlénc hinije istog nosaa duljine I, koji je kontinuirano
optereéen s ¢ kg na jedinicu njegove duljine, a takoder kutove 0, i 8, i najveéi progib f.

!
[Ra=Re= L M= Ga—2E

2’ 2 2
R | . ql 3 qla . - - q[l . - 54[‘
Y= mer Y T ner X tuer s =% =5Er’ /= imEl
Izvedi zakon slobodnog pada tijela m‘am\uz pretpostavku, da je tiielo,u' podetni moment

t =0 ved prevalilo put s = s, i imalo brzinu v = v,. Otpor zraka zanemari.
. .
[mt—ttf:mg: v =gt + v} s=--;—‘gt’+v.t+:°]

2 sludaj redukcije.

¥ =f(xy)

t. j. desna strana diferencijalne jednadibe ne sadrZi trafenu fun-
kciju.
Supstitucija:

y=p

Tada je y” = p’, pa uvritenje u dnferencualnu jednadZbu daje diferencijalnu
jednadzbu prvog reda u p i x:

P’ = f(x: P)
Odredivii odatle p kao funkciju od x, traZeno opce rjeenje dobijemo iz
y=p
Primjeri
1. Y (x*+1)=2xy

Stavimo y" =p, pa je y' ' =p’ = — _Uvritenje daje:

P iy m
dx(x + )= 2xp

Separiramo promjenljive p i x.
dp _ x
rie 2 po dx

Integriramo:

lnp==2f ’+l + InC,

Uz supstituciju x? + 1 = ¢ dobijemo:
Inpa=ln@xt*+1)+InC
Inp = In[C, (x* + 1))

ili
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Qdatle
p=C(x*+ 1)’

a kako je
d
p=y=3
dy
ax = Ci(x;+ 1)

il
dy =C,(x*+ 1) dx
Integriramo drugi put:

3
vy =0C (-’;— + x4+ C,) = opée rjelenje.

Ako se jos traii partikularno rjedenje uz}@ctne uvjete:

X%=0 yo=11i =3 za x,=0

dobijemo iz (a)
3 = Cl

Uvritenje C, =3 i x, =0, y,=1 u opée rjesenje daje:

1=3Cy paje Co= o
TraZzeno partikularno rjeSenje glasi prema (b):

y=2x234+3x+ 1

z Y=y +x
Y=p; Y=y
P—p=x
Prema (106):
flx) = —1; g(x) =x

p=¢x[fe_x-xdx+C,]

p=€(—xe =T +C)
p=—x—1+ C;*

dy
P= Gz

dy =(—x—1+4 C, &) dx

2
y=C & — %—;x + C; — opée rjeienje,

@)

(b)



Rijei
e ' L3 +1 ]
y = —x y [y = Cxa_+ l + C‘

¥’ cosx + y’ sinx = 1 [y = —cos x + C sinx + Ci]

C, —2
[ = wmxmGime]

3. slucaj redukcije.
e\ ¥ =1y

t. ). desna strana diferencijalne jednadibe ne sadrii nezavisne
promjenljive.

Opet stavimo y’ =%§ = p, ali smatramo, da je p funkcija od y.

Mnozeci i dijeleéi desnu stranu jednakosti

1 —_ dp
Y T &
s dy, dobijemo
. _dp dy dp dy dp
T dx dy dy dx—a;p
.. dp N
gdje je dy = p’ derivacija,p po y/
Uvrdtenje u diferencijalnu jednadzbu daje diferencijalnu jednadzbu prvog reda
upiy:
p'p=5(»0p

Odredivsi odatle p kao funkciju od y, opce rjeSenje dobijemo iz

. _dy
y —';—P
Primjeri
. y"
l. o 2
Y y
, _dy _ wo_dp _dp dy dp
Y =T T dx dy dx dy
dp » »* dy
dy y »?
dp _dy

Inp=1Iny +InC,

P=p1y
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d—y==C,dx
y

lny=C,x+InC,

In %— =C,x
b 4
Po definiciji logaritma:
Yy  Gx
G~ ¢
y=Cyer*

2. Matemati¢ko njihalo

Matemati¢ko njihalo, t. j. materijalna totka mase m objeiena o nerastegljivoj niti bez teXine
duljine /, izvedeno je iz poloZaja ravnoteze OO za neki kut ¢ (vidi sl. 101). Treba odrediti zane-
marivdi sve otpore jednadibu gibanja njihala, t. j. vezu izmedu puta s, odnosno otklona ¢ i
vremena .

Rastavimo li teZinu mg materijalne totke u dvije komponente mgcos ¢ u smjeru niti i
mg sin @ u smjeru gibanja, t. j. tangencijalno na kru2ni luk OA, opatamo, da ée sc njihalo gibati
jedino pod djelovanjem te poslijednje komponente, jer ¢e se prva ponidtiti napeto§éu niti. Pre-
ma tome na gibanje njihala djeluje samo sila

mg sin @
Znamo, da je oplenito sila jednaka masi puta akcele-
racija, t. j.
ml v
gdje je q> druga derivacija kuta po vremenu, dakle kutna

akceleracija, a ! ¢ obodna akceleracija.

Izjednatimo li ta dva izraza za silu, dobijemo
diferencijalnu jednadzbu matemati¢kog nji-
hala:

mlo=—mgsing
(Na desnoj strani uzet je predznak minus, jer sila
mg sin @ ima uvijek obratni smisso od smisla kuts
otklona o).
Il

; = — % sin ¢
Kako u diferencijalnu jednadibu ne ulazi cksplicitno nezavisna promjenljiva 7 (vrijeme), imamo

3. slutaj redukcije.
Stavimo .
dp dp . de dp

Upvritenje daje:

o _ €. .
Fe?=—T snel-de

pd_pz—%sinv-dcp
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Integriramo:

. .
%=+%cos<p+0, (a)

Uvedimo prvi pocetni uvjet: za = a, gdje je « najvedi otklon ili amplituda njihala, kutna brzina
v = p = 0(vidi sl. 101): .

0= —i—cosa + C,
Qdatle

pa je prema (a)

ili

_de _ VZE os
P=g = T (cos ¢ —cos o)
Qdatle

dr = - de
l[%g (cos ¢ — cos &)

ikt

z_g.adl-_-_-___d_,;._._..
' I Veos ¢ — cos «

i nakon integriranja

2 d
_g (t + C’) - f .—';_
l Veos ¢ — cosa
To je elipticki integral, koji se dade transformirati u normalni oblik prve vrste (vidi tip V.
ncodredenih integrala). .

Nakon razvijanja u binomni red i integriranja dobijeto slijedeéi izraz za vrijeme potpuna
njihala T matemati¢kog njihala:

- l/i Loint® 2 ine 2 L 2B e e )
T=2n g(!+4 sin 2+64sm 2,+256sm 2+...

Iz toga izraza za T vidimo, da vrijeme njihaja ovisi o veli¢ini amplitude a, & to vodi do

zakljutka o nesavrienstvu obi¢nog njihala za mjerenje vremena.

Primijetimo: ako bi se njihalo gibalo ne po kruZnici, nego po obitnoj cikloidi, dobili bismo
iz diferencijalne jednadZbe matematikog njihala za trajanje potpunog njihaja izraz

T=411:l/—r—
’ 4

u koji uopée ne ulazi amplituda, pa samo cikloidno njihalo ima stalno vrijeme njihaja uz bilo
koju amplitudu.

Za male amplitude moZe se s dovoljnom todnosti uzeti samo prva dva &lans reds, a mjesto
. a .
sin -2— uzet ""2— .
U tom slutaju dobijemo pribliznu vrijednost T u obliku

. V.L(l_l,,“')
T=2n £ R
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iz koieg2 se vidi, da za male amplitude vrijeme njihaja T vrlo malo ovisi o amplitudi a, jer je

C'lm/‘-;%\nalen za male a.

Konaé¢no, ako zanemarimo i 13j ¢lan

a?

T dobit éemo poznatu pribliZnu formulu:

T=2n|/—1—-
£

Do te formule moZemno lako doéi i tako, da u diferencijalnoj jednad2bi njihala qa = — % sing

uzmemo ¢ mjesto sin @, $to je dopuitena aproksimacija za male kutove ¢, a dakle i za male
amplirude «. PokaZimo to.

Diferencijalna jednadZba matemati¢kog njihala glasi sada:

g=—2o
Opet uz
_de . _dp
dobijemo:
L dp_ g
odatle:
pP__t2. ¥
7= i 2 + G, (a)
Za 9 =a 1 p=¢ =0 imamo:
' 0 =——%a’+ C,
ili
C;—igi'az
pa je prema (a)
_99_ 1/ & 2o
ili
V £ a =92
i at—g?
integriramo:
1 d
=+ Gy = Y ?

l/g _ 9
T (t + C,) = arcsin o

Brojimo li vrijeme ¢ od poloZaja ravnoteZe OO (sl. 101), bit ée ¢ = 0za t = 0.

Uvritenje daje:
|/ :‘;- C,=0

Cz = 0
pa imamo
4

—-—t=arcsin—?;'
i o
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Odatle

ili

Dobiveno rjesenje diferencijalne jednadibe kazuje, da njihalo vr$i harmonitko gibanje ili
titranje, naravno uz pretpostavku male amplitude (vidi Dio I. § 4, 4). Period toga gibanja iti u
nadem slucaju vrijeme potpunog njihaja

1l

Rijesi:
2y -y’ =1+y" [4Cl(y—cl)=(x_ci)tl
4. slucaj redukcije. .
Diferencijalna jednadiba je homogena obzirom na y, y iy’
O homogenosti funkcija ve¢ smo rekli prije govoreéi o homogenim diferencijalnim
jednadzbama prvog reda (vidi str. 252), pa znamo, da je na pr. diferencijalna
jednadzba drugog reda :

’

yy' —y't —6xy* =0

homogena diferencijalna jednadZba stepena homogenosti dva, jer, ako y, ¥'i ¥"
pomnozimo sa A, dobit ¢emo:

Atyy” — A2yt — 6A xy? = A (" — ¥t — 6xy?)
Diferencijalne jednadZbe tog tipa rjedavaju se pomocu supstitucije

y = ej.zdx
pri ¢emu se z = f(x) odredi iz pretpostavke, da je taj izraz za y opce rjeSenje
diferencijalne jednadzbe.

Nacin rjesavanja poka?imo na gore navedenom primjeru

yy' —y't—6xyt =0 (a)
Stavimo
y = ¢lees (b)
Odatle deriviraju¢i po x dobijemo:
y; — e;:dx 2
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Uvrstenje u (a) daje:

PEIEXE (2 + 2% — teex . z,_6x'ei’]zdx -0
Odatle '
etzax . (2" —6x) =0

Kako prvi faktor ne moze biti nula, imamo:
[

dz
L 6x=0
dx 6x
a odatle je z = Ix*+C,
Uvrstenje u (b).daje trazeno opée rjesenje
y = JEFHCIEHC B+ Cx Gy PO G
' =<
y — 017 . el"" C.x
Rijesi: xyy”’ — xy'? = 3yy’ [y = C,eCix]
Na isti nacin rjesavaju se homogene diferencijalne jednadZbe toga tipa visih redova.
g ) P
Rijesi: yy"' —y' »"' =0 [y = C, eV + €, -e—x T

¢) Linearne diferencijalne jednadZbe s konstantnim koeficijentima
1. Opéenito

Do diferencijalnih jednadzbi toga tipa Cesto dolazimo u mnogim primjenama
matematike.

Op¢i oblik diferencijalne jednadibe:
yW+a, YDt a, YD + L+ @y + ay + ay = f(x)

Diferencijalna jednadiba zove se linearna, kad je linearna, t. j. prvog ste-
pena, obzirom na funkciju i sve njene derivacije.

Ona se zove homogena, ako je njena desna strana f(x) = 0, inate je ne-
homogena (obrati painju na to, da se naziv ,,homogena” sada upotrebljava u
drugom smislu nego prije).

@, _ys Qn_ys5.... s, G1, Qe SU zadani realni koeficijenti.

2. Linearne homogene diferencijalne jednadibe drugog reda s konstantnim
koeficijentima
Op¢i oblik:
y'+ay +ay=0 (a)

Pokazimo, da se opce rjedenje diferencijalne jednadZbe toga tipa dobije bez
ijedne kvadrature. U tu svrhu dokaZimo:

a) Ako je y, partikularno rjesenje diferencijalne jednadibe (a), tada i y, = C.y,,
gdje je C, bilo koja konstanta, takoder partikularno rjefenje diferencijalne jed-
nadzbe.
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Uvritenje y, =Ciy; ¥:=Ciy: 1 ¥y =Cyy u (a) daje izraz

Cl(yl" + a.yx' + aoyn)

koji je jednak nuli, jer smo pretpostavili da je y, partikularno rjedenje diferencijalne
jednadzbe (a), pa je mora zadovoljavati.
b) Ako su y, i y, dva partikularna rjesenja diferencijalne jednadZbe (a), tada
je¢ ¥o = y1 + y. takoder partikularno rjelenje diferencijalne jednadibe.
Uvritenje yo = y: + ¥, Yo =31 + ¥ i e ="y + ¥"': u (a) daje nakon
uredenja izraz:
(v:" + aiy) + @) + (¥ + a1y'> + aoys)

koji je takoder jednak nuli, jer su y, i y, partikularna rjedenja.

Iz navedenog slijedi: ako su C,y, i C,y, dva partikularna rjedenja diferen-
cijalne jednadibe (a), tada je y = C,y; + C:y: opce rjescnje te diferencijalne
jednadzbe, ali uz uvjet, da su funkcije C,y, i G, y: linearno nezavisne,'t. {.
da je

C1y1
Czyz

+a

odnosno, da je .
L Clyl * Czyz Q
gdje 1¢/ /cp/’heka konstanta. :
Uz pretpostavku, da su te funkcije linearno zavisne, t. j. da je Ciy,=Ciy:'a,
dobijemo

y = C.yl + C,yz = Czyza -+ Czyz = (Cza + Cz))’z = C'nyz
02

pa y ne moZe biti opcée rielenje diferencijalne jednadibe, jer sadr2i samo jednu
konstantu po volji C’,.
Prema tome pretpostavimo li, da su C,y, i C.y: linearno nezavisne funkcije,
sadrzat ¢e
y = Ciy, + Czyz

dvije konstarite po volji C, i C;, pa ¢e biti opce rjeSenje nale diferencijalne jed-
nadZbe.

Slijedi: opée rjeSenje linearne homogene diferencijalne jed-
nadzbe drugog reda dobijemo tako, da odredimo dva linecarno ne-
zavisna partikularna rjefenja te diferencijalne jednadibe, pa zbroj
tih partikularnih rje$enja pomnoZenih s konstantama C, i C; daje
opée rjeSenje zadane diferencijalne jednadZbe.

Da odredimo ta dva partikularna rjeSenja, pokuajmo uzeti jedno rjesenje
u obliku y = ex, gdje je r konstanta.
Uvritenje y = e*; y' = re's i y"' = r*e* u diferencijalnu jednadzbu

y' +ay +ay=0 : (a)

daje
ex(r* +.ar + a) =0
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a kako jc
ex £ 0

El\éc
r*+ar+a =0 (b)

Vidimo, da funkcija er* stvarno zadovoljava diferencijalnu jednadfbu, ako r
zadovoljava jednadzbu (b), t. j. ako je r korijen kvadratne algebarske jednadZbe.

Buduéi da kvadratna jednadZba ima dva korijena r, i r,, dobit ¢emo i dva
trafena partikularna rjesenja en* i ew* (o sludaju kad je r, = r, kazat éemo malo
kasnije), koja su linearno nezavisna, jer

enx*
= grn—r)x

erzx

uz naie uvjete, da je », + r,, nije konstantna velitina.

Jednadzba (b) zove se karakteristiéna jednadiba, jer o ,karakteru”
njenih korijena ovisi opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe.

Kako vidimo, karakteristina jednadZba dobije se iz zadane diferencijalne
jednadzbe (a) tako, da se uvrsti

r? mjesto y"’
r mjesto y'
1(=r°) mjesto y

Rjesavanje diferencijalne jednadibe (a) svodi se dakle na rjeSavanje obilne
algebarske kvadratne jednadibe s realnim koeficijentima a, i a..

Rekli smo, da ,karakter” opceg rjeSenja diferencijalne jednadibe ovisi o kori-
jenima karakteristi¢ne jednadibe. Promotrimo pojedino sva tri moguca slulaja.

1. Korijeni karakteristi’ne jednad?be r, i r, su realni i razliditi.
U tom sludaju opcée rjeSenje diferencijalne jednadibe glasi:

y = Cenx + Cyen*
Primjer

2y"+y’—y=0| 12

' 1 ’ _L

Karsakteristi¢na jednadZba:

1 1 1 1
ne=—gxlfEtygin=3i; n=—I

16 2
Opée rijedenje diferencijalne jednadibe glasi:

y = Cl Z‘lzx + C'C—”
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2. Korijeni karakteristine jednadzbe r, i r, su konjugirano kompleksni, t. j.
rn=a+bitr,=a—bi.
Opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe ima formalno isti oblik:

y = C,ela+bdx L C, gla—bdx

jer su funkcije e@+8)x j ge—bi)x linearno nezavisne (njihov je omjer e26x % const),
ali se obi¢no transformira tako, da se uklone kompleksni brojevi.

Provedimo tu transformaciju.

y = Cle(a-l-bz')x -+ Cze(a--br')x
Odatle
y = C,eax ¢hix 4 C, eax g—bix
ih
y = e (Cebx 4 C,e—bix)

Prema Eulerovim formulama (vidi Dio 1. § 19)

etix=cosx +isin x

imamo
y = exx (Cycos bx + i C, sin bx 4 C,cos bx — 1 C, sin bx)
a odatle
y = e*[(C, + C,)cos bx + {(C, — C,) sin bx]
Stavimo kL
Ci+C.=4
1
t(Ci—C,) =B

dobijemo opée rjesenje diferencijalne jednadibe u realnom obliku:
y = e* (A cos bx + B sin bx)

gdje su A i B realne konstante po volji.

O¢ito je, da za C, i C, treba uzeti konjugirano kompleksne veli¢ine, da budu
A i B realni, jer za C, = a + b i C, = a— bi dobijemo:

C,+C,=2a
i(C,—C,) = i(2bi) = — 2b.

Konacno i taj oblik opéeg rje$enja moZemo transformirati u drugi.

U tu svrhu stavimo
A=CsinD
B=Ccos D

gdje su C i D opet konstante po volji.
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Uvrstenje daje

y =e*(CsinD - cosbx + Ccos D - sinbxi
a odatle je
y = Ce*sin(bx + D)

Prema tome

y = C,ea+b)x 4 C, gla—bi)x

= ¢**( A cos bx + B sin bx) (108)
= Ce*sin (bx + D)
Primjer
1. y' 44y +13y=0

r2+4r+13=0

fro=—21 V4—1 =—213

y = C,e—2+3x 4 Cze(—z—su‘)x
Prema (108)
y = ¢e—2x(A cos 3x + Bsin 3 x)

2. Imali smo diferencijalnu jednadibu njihala za sluéaj vrlo male amplitude «:
- __£ - :
p=—"7@ (vidi str. 288).

Kako ta diferencijalna jednad?ba spada bat u tip, koji promatramo, rijesimo je sada i na taj nadin.

Stavimo
.g—= 2
i &
pa ie .
o+ k=0
r24 k=0
LA Bt b )

¢ = C, ekt + Cy e—hit
ili prema (108)
¢ = Csin(kt + D) — opce rjedenje.

—_
Opet smo dobili jednadZbu harmonickog gibanja perioda T = EE ,akakoje k = V—i— bit ¢e vri-

T=2n|/—l—-
‘ £

3. Korijeni karakteristi¢ne jednadzbe su jednaki, t. j. dvostruki:

jeme potpuna njihaja

=T, ="
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U tom sludaju y = C,e"* + C:e%* ne moZe biti -opée rieienje diferencijalne
jednadibe, jer za r, = r, = r dobijemo:

y=¢%*C,+Cy) =Ce*

pa bi opée rjesenje diferencijalne jednadzbe drugog reda imalo samo ‘jednu kon-
stantu po volji, a to ne moZe biti.

Da odredimo drugo linearno nezavisno partikularno rje$enje, pretpostavimo,
da to drugo rjedenje ima oblik

Y, =yu (a)

gdje je u trazena funkcija od x, a y, = ¢’ prvo partikularno rjeenje.

Bududéi da je y, rjeSenje zadane diferencijalne jednadZbe, ono je mora zado-
voljavati.

Rac¢unamo:

(4

y, =yu +uy
yzll =y1“” + zutyll + “ylll .

Uvrstenje u diferencijalnu jednadZbu

yu +a1yl +a°y=o
daje:
' + 2y, +ay) +" +ay’ +ay)u=0

Prva zagrada jednaka je nuli, jer je

2y’ +ay =2re* +a,e*=Q2r+a)e*=0-=0

prema poznatom svojstvu korijena kvadratne jednadZbe, da je zbroj korijena jednak
koeficijentu od nepoznanice u prvom stepenu s protivnim predznakom. U naSem
je slucaju r +r = —a,.
I druga se zagrada ponitava, jer je y, rjedenje diferencijalne jednadZbe.
Ostaje
yu' =0

il W =0

Za u mozemo dakle uzeti bilo koju funkciju od x, ¢ija je druge derivacija jed-
naka nuli. Uzmimo najjednostavniju’i to

u =x

Jer 1€ W =1, pajeu =0

Drugo partikularno rjeSenje glasi dakle prema (a):

Y, =x€*F
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Imamo sada dva partikularna rjesenja diferencijalne jednadzbe, koja glase:
Yy =€% 1 y, = xe

i ¢ija linearna nezavisnost pada u oci.
Prema tome, ako je r, =1, =7, opce rjesenje diferencijalne jednadzbe glasi

y =C,e* 4 Cyxe’*

Primjer
y' '+ 2y +y=0

2+ 2r+1=0
rp=—1zl1—1=—1

y=Cre—x + Cyxe—x=e=x(C, + GX)

Sve &to smo rekli za.homogene diferencijalne jednadzbe drugog reda vrijedi
1 74

3. Linearne homogene diferencijalne jednad¥be viiih redova s konstantnim

koeficijentima
Njihov je op¢i oblik:
y + a,_ y*—D Gz YD+ ... + ayy''+ @y + ay = 0
gdje su @,y Gp_gs-eee-e- , 4, a, i a, zadane realne konstante. Rjesavaju se na

slicni nacin kao i diferencijalne jednadzbe drugog reda toga tipa.
Prvi korak. Pisemo karakteristiénu jednadzbu, koju dobijemo iz zadane dife-
rencijalne jednadzbe tako, da uvrstimo:.

r*  mjesto y®
r»—1 mjesto y"—b
r? mijesto y"

r mjesto y’

I mijesto y

Drugj korak. Rjesavamo tu karakteristitnu jednadzbu i odredujemo njene
korijene.

Treéi korak. Pidemo opce rjesenje diferencijalne jednadzbe zbrajajuéi poje-
dina partikularna rjeenja pomnozena s konstantama po volji C,, Cp—ys..-.,Cr, G
pri ¢éemu pamtimo:

1) Svaki realni razliCiti korijen r karakteristitne jednadibe daje partikularno
rieSenje oblika ™.
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_ 2) Svaki par konjugirano kompleksnih korijena (a + bi) karakteristiéne
jednadzbe daje dva partikularna rjesenja oblika ‘

e**cosbx 1 e%*sinbx

3) s—struki korijen karakteristiéne jednadZbe daje s partikularnih rjesenja
oblika 1) odnosno 2), pri cemu se prvo rjeSenje mnozi s 1, drugo s x, tree s x*
i1 t. d. i konano s-to rjeSenje mnozi se.s x5},

Postupajuéi na taj nadin, dobit ¢emo pri rjeSavanju linearne diferencijalne
jednadibe n-tog reda n partikularnih rjeSenja, koja su linearno nezavisna.

e —

Da se u to uvjerimo, mozemo se posluziti determinantom Vronskoga:

Yy Yy e Vn
¥y Y

W,=|3" ¥ Yo
yr—Dy (=) y =1

Da je sustav od n funkcija

Vo Voo Vg vevvvnevnnnnns s Yn
sustav zavisnih funkcija, nuzno je i dovolino, da je determinanta Vronskog
W,=0
(O determinantama vidi § 1. III. dijela Repetitorija).
Na pr. za diferencijalnu jednadibu drugog reda dobili smo partikularna rje-
Senja
y‘ o efll i . - eraz

Uvrstenje u determinantu, daje:

en’* en’

W =

2

r‘ eft z rz er,z
= rentn)x —y gntn)x = ehtn)>  (r —r) %0
zar *r,

Uz taj uvjet y, i y, su lincarno nezavisne funkcije.

Pamtimo, konaéno, da opée rjesenje diferencijalne jednadZbe n-tog reda mora
sadrzavati n konstanata po volji!
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Primjeri
L y'—y=0
. 1‘3—-]_—_0
ik
(r—1)@t+r+1)=0
1 1
=l 2 r+1=0; 7,,=——4 7=

2

(—';—+i—)x (———l-——-
y=Cyex + C,e 2 + Cjet 2 2
ili prema (108)

x

y =C e+ e_?(C,cos g: + C; sin_vTTx)

2. ) y([V) + 3ypu + 3yu +y: = o
M+33 434 r=0

3+ 3rt+3r+1)=0
ili

r+1)'=0
Odatle:
r=0; r,,=—1
y=C +Cie—= + Cyxe—x + C xle~x
il
y=C+e—x(C + Cyx + C4x’)
3. YV + (V) 4 29" + 29" 4+ 3" +y =0

P42 42+ r k1l =0

Kusanjem odredujemo prvi korijen ili rjeSavamo jednadZbu kao reciprofnu. Dobijemo r, = —1.
Podijelivsi karakteristi®nu jednad2bu s (r 4 1) dobijemo:
+2r'+1=0
ili
P+ D=0
odatle
Ty = t15 rgs==1i
y=Cie—x + C,eix + Cyxeix + Ce—ix + Cyxe—ix
ili
y=Cie=* + (C,ex + Ce—ix} + x(C,eix + Cge—ix)
Prema (108) imamo:

y =Ce—x + Cycosx + C,sinx + x{C; cos x + C; sin x)

1 konaéno
y = Cie=x+4 (C, + C,x) cos x + (Cy + Cyx) sin x

y(VI)+2y”' +y=°
*4+2r4+1=0
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Stavimo li r* = m, dobijemo bikvadratnu jednadibu:
m+2m+1=0

m g = — 1
pa je

3
r=V—l
3

Tzralunavii sve tri vrijednosti || — | pomoéu Moivre-ove formule (vidi Dio L., § 1, 2) dobijemo

|
ne= gt
= —1
1 V3
Ll B
(Korijeni su dvostruki, jer je m,,» = — 1 dvostruki korijen).

1 £l

(7*‘7)‘ (%““sz)" (%—"—sz)‘ (? ;
v=0C,e +C,xe +Cie—x+C,xe—x+ Cge +C,xe
1

'E}

x
x 3
y = (C, +.C.x) ex 4 ¢2 [(C. s cos T3 x +Cssin—zv:x) +

V3

+ x(C, cos 5 V-3- ]

x + Cgsin -5 x)
1

E2 3 3
y=(Cs+Cyx)e—x+e? [(Cl + C, x) cos —v;_—x + (C; + Cyx) sin—z——v——x]

Rijeii:
VI~ 16y =0 [y = Cye?x + Cye—2x + C, cos 2x + C,sin 2x]
YIV) 4 237 4y = 0 [y = Ci + Cpx + Cye—s + Cyxe—
yOD + 64y = 0 (vidi Die I, § 1, 2)
2y 4+ 3 —3y —2y=0 (vidi'Repet. element. matem. 1. § 11, 4).

4. Linearne nehomogene diferencijalne jednadZbe s konstantnim koeficijentima

Op¢i oblik

YW+ @,y +a, oyt 4 + @y + a1y’ + avy = f(x)
gdje su a,_;, @Gpyy..n..- , @z, @1, @ zadane realne konstante, a f(x) zadana funk-
cija od x. :

Opce rjedenje glasi:
Y=Y+
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Tu je

yo — opce rjeSenje prikracene diferencijalne jednadibe, t. j. homogene dife-
rencijalne jednadibe, koja se dobije iz zadane tako, da se desna strana f(x} stavi
jednakom nuli.

n — partikularno rjeSenje zadane nehomogene diferencijalne jednadzbe.

- Buduc¢i da opce rjesenje homogene diferencijalne jednadzbe ve¢ znamo odre-
diti, pokazimo, kako glasi partikularno rjesenje v za pojedine sludajeve funkcije
f(x). U tu svrhu razlikujemo 3est slu¢ajeva:

1. f(x) je polinom,
I1. f(x) je eksponencijalna funkcija,
IT1. f(x) je funkcija sinusa ili kosinusa,
1V. f(x) je algebarski zbroj funkcija navedenih u predasnjim slucajevima,
V. f(x) je umnozak polinoma i eksponencijalne funkcije.
VI. f(x) je umnozak polinoma, eksponencijalne funkcije i funkcija sinusa ili
kosinusa.

I. slu¢aj. Desna strana f(x) diferencijalne jednadzbe je polinom
n-toga stepena

U tom je sluéaju v takoder polinom, ali stepena r + n, gdje je r red najnize
derivacije, koja ulazi u zadanu diferencijalnu jednadzbu. (y se smatra kao da je
derivacija nultoga reda, pa ulazi li u diferencijalnu jednadzbu y uzima se r = 0),
dok je » stepen polinoma na desnoj strani zadane diferencijalne jednadzbe. Daljniji
postupak jasno slijedi iz primjera.:

Primjeri
1. Yy +2y=xt+1
Prikra¢ena diferencialna jednadzba:
y'+2y=0
rP42=0; ra=+il2
yo=Cycos{2 x + C,psin |2 x {a)
n=27? r=0;, n=2; r+a=2; nje dakle polinom stepena 2:
n=a;x*+ a,x + a, (b
Qdredimo
dp ay i de.

p: 4 Kako je 5 partikularno rjeienje zadane diferencijalne jednadzbe, vrijednosti v, n’ i 7°' moraju
zadovoljavati diferencijalnu jednadZbu.
Radunamo.

7 = 2a,x + a,

Y = 2a,
Uvrstenje u diferencijalnu jednadbu daje:
2a, + 2a,x* + 2a,x + 2a, = x* + 1
il
2ay5 + 2a,x + (20, + 2a)=x + |
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™ Dva su polinoma indenticCki jednaka, kad su im jednaki koeficijenti od istih potencija x.
Dakle :

2a, = 1
2, =0 odatle:
2a, + 2a, = 1

a2=%, a =0, a,=0

Uvrsitenje u (b) daje:
52
Y ©

a kako je v = y; + m, imamo prema (a) i {c) traieno opée rjedenje:

x2

y=C,cos)/ 2 x + C,sinﬁx + 3

2. y'—y =14 2x —3x? (a)
r’—r =20
rfr—1)=0; r,=0; ro=1
Yo = C, + Cyex
=2 r=1; n=2; r+n=23
n=a,x*+ a,x?*+ a,x + a (b)
7 = 3dayx* + 2a,x + a,

(¢)
N’ = 6a;x + 2a,

Uvritenje (¢) u (a) daje:
6a,x + 2a,— 3a; x?— 2a,x —a; = | + 2x — 3x?

tli
—3a,x?+ (6a;—2a,) x + (2a,—a,) = 3Ix*+ 2x + |

Qdatle
— 3a3 = e 3
6a,— 2a, = 2 Odatle:
202"— a, = l

‘az=1; a,=2: a, =3
Uvritenje u (b) daje:
n=x3+ 2x*+ 3x + a4
Prema y = y, + n imamo:
y=C, + Cyex + x3 + 2x® + 3x + a,
il uz

C|+a.=C

y=C+Coexr + x3 4 2x® 4 3x
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3. Primjer iz Cvrstoce.

Izvedimo Eulerovu formulu za vrijednost kritiéne sile P, kod koje se vertikalni Stap
upet donjim krajem potinje izvijati (sl. 102). _

Diferencijalna jednadZba elasticne linije nam je poznata (vidi primjer 2 na str. 281):

e M‘
Y Y= E
P ; p
’ Za presick m—nu udaljenosti x imamo prema slici 102:
i 2 Mx=P(8§—y)
‘ m | Y.L/./l/ n * ¥
: /.y pa je
| 0 ., P
{ 1) v =g (8=
i
! |,, diferencijalna jednadZba elastitne linije za nad slucaj. (Na desnoj
[‘ strani uzet je predznak +, jer je clastina linija konkavna, pa je
y' > 0).
\' I L Qdatle
SANNHNN I
Sl. 102. : Y Y Er YT EI

a to je bas slutaj 1. nehomogene diferencijalne jednadZbe, jer je na desnoj strani konstanta, t. j.
polinom nultog stepena. Odredimo opce rjefenje ¥ = ys + 7 diferencijalne jednadZbe.

QOznacimo
P

-« ' (a)
pa imamo
¥y’ + o’y = a3 (b)
Karakteristi¢na jednadzba:
2+ al=0

ry,2 = + i
Yo = C,eiax + Cie—iax

ili prema (108):
yg = A cos(ax) + Bsin(ax) (c)

2 r+n=0+0=0

=
!

7 = a, (polinom nultog stepena)

nl = o; n’l — o
Uvritenje u (b) daje

ata, = atd
pa je
do = 8
Opée rjesenje y = y, + % glasi dakle:
y= Acos(xx) + Bsin(ax) + 38 (d)
Qdatle
' = — Aasin(xx) + Bacos(xx) O}

Uvedimo podetne uvjete.
Prema slici 102: za x =0 y=0 i y =tga=20
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Uvrdtenje u (d) i (e) daje:
0=A4+38
0=Ba
Qdatle:
=—8 i B=20
pa partikularno rjeenje prema (d) glasi:
y=—28-cos(ax)+ 8
ili
y = §[1 — cos (x x)] (B
Iz slike 102 vidimo dalje, da je na gornjem kraju §tapa, t. j. za x = ! progib y = §
Uvrstenje u (f) daje:
& =98[1 —cos(al)]
ili
cos (xl) =0
Znamo, da je kosinus jednak nuli, kad je njegov argument, u nalem sluaju a /, jednak | - ;, 3 —72-‘-.

5- E, ----- ili opcenito za 2n + 1) - r.
2 2
Imamo dakle

a1=(2n+1)—;~

a odatle je
v = 2n+ =
- 217 |
Uvrstimo li tu vrijednost @ u nasu oznaku (a): ET = «?, dobijemo

P (2n 4 1)?- nm?

BT ar

Er

pa izraz za trazenu kritiénu silu P glasi:

(2n + 12 n?2El
412

P =

Najmanju krititnu silu P, t. j. silu, kod koje nastaje moguénost izvijanja $tapa, dobijemo za
n=0:

nE]
Ppr = rYE
Rijedi:
y' —4y —S5y=x+3 [‘y=Ce-‘>x+Ce—x-—-l—-:vp—'l—l
‘ ! * 5 25
yru __3yl + 2y = x? [y = Cl‘-—Zx -~ C!QX + Caxel -+
1 3
tgatgrtg]
¥y + 4y 5y =1 [y=C;¢x+C2e—5*——;—].
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11. slucaj. Desna strana diferencijalne jednadibe je f(x) = ke*=,
gdje su k i & zadane konstante

U tom sluéaju parfikulamo rieSenje glasi:

kebz

| =1-5m (A)

ako eksponent & nije korijen karakteristi¢ne jednadZbe, t. j. ako je

bxri*r,+ry*....

kxeb*

"SRR ®

ako je b jednostruki korijen karakteristicne jednadibe, t. j. ako je

b=r,Fr,+r; ¥....

k xteb*
n= I—Wb_) (©)

ako je b dvostruki korijen karakteristicne jednadZbe, t. j. ako je

b=r1=rz*r3*r4* e
1t d

Tu je P(b) lijeva strana karakteristitne jednadzbe, u koju je uvriteno r = b,
a P’(b) i P"(b) su derivacije tog polinoma.
Primjeri
1. =3y + 2y =Te¥x
rP—3+2=0 (a)
P —4r+r+2=0
r(rt—4) + (r+2)=90
rr+2)(r—2)+(r+2)=0
(r+2)(rf=2r+1)=0

rp=—2; ry;=1
Yo =Cre=2 + (Cy+ Cyx) ex (b)
b=3 % r, +r, — slutaj (A).
Prema (a): .
P(b) = b>—3b + 2
azab=3

P3)=271—9+2=2
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Uvritenje £ = 7, b = 3 i P(b) = 20 u (A) daje:

7eJx
=20

pa opde riefenie y = y, + n glasi

y=Cie—2x 4+ (C, + Cyx} ex + %)e-‘!

2. Uzmimo sada. da zadana diferencijalna jednadZba glasi:
y' =3y + 2y = Te—

t. j. promijenimo eksponent od e u diferencijalnoj jednadzbi primera I.
Kako je razlika samo u eksponentu od e, jer je sada & = — 2, y, ostaje isti, ali s¢ n mijenja.

b=-—2=r % ry,+ r;—imamo slucaj (B).
P(b) = b>—3b + 2
P (b) = 3b%2-—3
azab=—2
P(—=2=3-4—3=9
Uvritenje u (B) daje '

_ Txe—2x
1=

pa opée riedenje glasi:

;
y=Cie—?%% + (C, + Cyx) ex g xes ix

3. Neka nasa zadana diferencijalna jednadzba glasi konadno:
Y =3y 4+ 2y = Tex
Opet je razlika samo u eksponentu od e, jer je sada b = 1, a kako je

b=ry=ry%n
imamo sluda) (C).
P(b) = b%—3b + 2

P'(b) = 3b% =3

P () = 6b
azab=1
P'(1) =6
Uvritenje u (C) daje
_ Tx%ex
1= 7%

pa opée riesenje diferencijalne jednadZbe glasi:

y=Cie=2 4 (C,+ C,x}ex + %x’ex

Rijesi:
Yy =3y 4+ 3y —y = edx [(C, + Cox + Cyx¥ex + 2]
y' =5y 4 3y 4 9y = Se3x [rl =—1; y=C,e—=x + (Cy + Cyx) e3X+—%-x’e~’r]

20 B. Apsen: Repetitorlj vise matematike II dio - 305



Primjedba. Ako je desna strana diferencijalne jednadibe algebarski zbroj

eksponencijalnih funkcija, tada se odredi partikularno rjefenje za svaku eksponen-
cijalnu funkciju posebno, pa je opée rjeienje

y=%+n+n+....

Primjer
y' 6y + 8y = ex + e2x
rr—6r+8=0
odatle
=4, rp=2
Yo=C,etx + C,e2x
v'i—by + 8y = ex Y —6y' 4 8y = ¥
b=1+r %£r,  b=2=ry%r,
Prema A): 7 Prema (B):
P(b) = b?—6b + 8 P =2—6
Pl -3 PQ)=—=2
€x erx
n = 3 Ny = —3
= (C,etx C. eix 1 X 1 2x
y = Cietx 4 2€ + —3—e _7’”
Rijesi:
Iy ’ -3 ? 7
VO + 2y 4y = 3e—% 4 Telx y=(Ci+Cyx)e—x + —2-x¢—= + -9—er

III. slucaj. Desna strana diferencijalne jednadibe je
J(x) = ksin{mx) ili kcos(mx)

U tom je slucaju:
7n.= A cos (mx) + B sin (mx)

gdje su 4 i B konstante, koje treba odrediti iz uvjeta, da je v partikularno rjesenje
zaddne diferencijalne jednadzbe, pa je mora zadovoljavati, dok je m zadana kon-
stanta.

Primjerni

ili
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1. y'—=3y —4y = sinx
r2e—3r—4=0;, rn=4; r,=—1
Yo=Cretx + Cre—x
n = Acosx + Bsinx

’

W =—Asinx + Bcosx Uvritenje u diferencijalnu jednadibu daje:
7' =—Acosx— Bsinx

— Acosx—Bsinx+ 3 Asinx—3Bcosx—4.4cos x—4 Bsinx = sinx

{(—~5A—3B)cosx +(3A—5B)sinx = sin x



Izjednacimo kocficijente od cos x i sin x lijeve i desne strane jednadibe:

—-~5A—3B=20

3A—5B=1
QOdatle:
3 5
A=33 B=—g
pa je
= —~cosx—~5—smx
KV Y
y=%+n= Cle“x+C,e—S+£(3oosx—5sinx)
2 y'—4y — 5y = 4 cos 3x

P—lr—5=0; r,=95; rp=—1
_V.==C,e5"+c,e—"
n = Acos3x + Bsin3x

n' =—3Asin3x 4+ 3 Bcos 3x Uvritenje u diferencijalnu jednadibu daje:
7' =—9AcosIx— 9 Bsin3x

—9A4cos 3x—9Bsin3x+ 12 A4sin 3x-—12Bcos 3x— 5 A cos 3x — 5 Bsin 3x = 4 cos 3x
ih

(—;ldA—lZB)cosBx+(]2A—148)sin3x- 4 cos Ix

Odatle:
—14A—~12B =4
12A—14B=0
Odatle:
14 12
4=—g5: B=—%
pa je
14 12 .
7 = —Ecos?;x—ﬁsm 3x

y=C, 57 + Cge—x—%(7cos3x + 6sin 3x)

Vazna primjedba. Ako diferencijalna jednadiba ima oblik
y'"' + m®y = ksin (mx) ilt ¥’ + m*y = k cos (mx)

(na pr. y"' + 4y =Tcos2x; ¥y ' +y=35sinx i sl)

gornja supstitucija % = 4 cos (mx) + B sin(mx) ne vodi cilju, jer uvritenje vri-
jednosti za v, %' i 3" u diferencijalnu jednadZzbu pretvara lijevu stranu jednadZbe
u nulu, pa koeficijenti 4 i B ostaju neodredeni.

Isto vrijedi za jednadZbe, kojima je desna strana ista, dok je lijeva strana

y¥ — mt*y, odnosno yV) 4 2m*y” 4+ m'y i sl
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U tom sluc¢aju moramo sin (mx), odnosno cos (mx) prikazati prema Eulerovim
formulama u obliku :

. eMmix — e—mix
sin(mx) = 37
e"'"‘ + e—-m’x (a)
cos (mx) = ——

(vidt Dio . § 21) pa na taj nacin svesti ovaj sludaj na drugi, t. j. na slucaj, kad je
f(x) eksponencijalna funkcija.

Primjer
¥’ + 9y = 4sin(3x)
?+9=0; r,= 4 3
vo = C, edx + Cye—3x = prema (108) = C, cos 3x + C, sin 3x
Prema (a):
) edx — p—3ix
il
., 2 .2 . - .
y' +9 = e ehix 74—3'1 (vidi 11. sluéay!).
2
Yy +9 = Te3u Yy '+ 9= ——f.—e-*Jf*
b=3i=r %7, b=—3i=17r, %r
Prema (B): Prema (B):
_ hxebx _ hxebx
T E P N7 Prs)
Pib) = b2+ 9 P(b) =b>+9
P{b) = 2b P'(b) =26
P(3i) = 61 P(—3i) = —6i
2x edix 2xedx 2x e—3ix 2xe—3ix
M= T T T T mET e T T 6

. 2 3ix —3ix
Y=Y+ n + 0, = C,cos 3x +C,sm3x—-7 xe——iz—-e———

ili prema (a)

y = C, cos 3x +Czsin3x—%xcos Ix

2. ¥’ + y = sin x-sin 2x

Prema poznatoj trigenometrijskoj formuli imamo (vidi Repet. elem. mat. I1I. § 10):

Yy +y= 'Elz—[COS(x—Zx) — cos 3x]
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ili

Yy +y= —Iz—(cosx—cos:ix)

r241=0

2

T = %

yo=C,6% + C,e—1x = Cycos x + C,sin x

1
y' 4+ y =cosx
2
f 4 1 X ix
= - ¢ -
y y Py

" | I R
y +y=j4—elx y b=1=r %1,

_ R x ebx
=7y
P(b) = b2+ 1
P(b) == 2b
P)=2

_ x ex
=TT

1 )
y" -+ y = Ie—-l:’z

b=—i=r,%r
Plei) = —2i
xe—ix
O s 7
X X e g—ix 1
LTl PR 4 bR = g ¥snx

ry '
Yty —-

2 cos Ix

Na isti nadin rijesimo 1 ovu jednadibu

y=yt+tm+tn+n+mn

. |
y=C,cosx + C,sinx + z-xsmx-{-

y(!V)

Me—16=0; (P—4)(*+4) =0;

— 16y =5sin2x

¥ o4y = — ,,,, edix ,I, e—Jix
4 4
i + y == - ] Y
Yy
b=3 +r, ’
boohx
)
Peb) oy
JP{+ 30 — 38
elix
1
3 .’ b - . — X
o =Six
W e o
32
] ¢3ix o oD 1 3
Nyt = i'ﬁ --2 h _l’ Con ax
1
— cos 3
16 0S 3X
7= 1 2; rg, o~ 4

Yo =0C,-e¥* + Cy-e7™ 4 Cyrco5 2x 4 Cy-uin 2x

y(w)— 16y =5
av) 5 ix
y 16y 37 3

b=2i=ryFr,xr,+r,

kxeb®
n =

P (b)

T — ¢

2i

-2z

{av) _ - 5_ . plE
y 16 y Y e

b= —2Ii=r. Fr £r,%r,
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P(b) =8 — 16

P(b) =4b
P(2) =4 (2= — 32 P (— %) = 4(— 2i)* = 3%
_ 5 x5 2z 5 xe™ 5
N= o T T et == Ty — et ®
5  hT 4 -ur
m+‘4;—§2'x—2———§5x~c052x

y=C, " + Cyre ¥ + Cy-cos 2x + C,sin2x + ;—x-coslx

2

Rijesi:

y' =Ty + 6y = sinx
¥+ 4y = cos 2x

¥y 4+ y=35sinx

awv)
—y = COS X

[y =C,e6x 4+ C,exr + %(7:01:& + Ssinx)l

[y:Cmost-i—C,sian-&-—l—zsian]

3

[y=C.oosx+ C,sinx—-;—xcosx]

[y = Cpoe* + Cye™ +C,-cosx+C.-sinx——:—x-sinx]

(IV) 2 47" 4 — : _x_'_
WV 20ty 40ty = cos(ax) [y = (A + Cx) cos (ax) + (B + Dx) sin (ax) — ac.m(ax)]

IV. slu¢aj. Desna strana diferencijalne jednadibe f(x) je zbroj poli-
noma, eksponencijalne funkcije i1 funkcije sinusa ili kosinusa

Na gore opisani na¢in odreduje se za svaki pojedini ¢lan desne strane f(x)
diferencijalne jednadzbe partikularno rjesenje 7, pa je opce rjeSenje

Y=% +m+n+n+...

Primjer
y"——y=l—x’+¢2:
rt—1 =0; N,2= j:l
Yo=Crex + Cye—x
y”'—')’= l"""'xi ylr_y=¢z.
Imamo prvi sludaj: Iamo drugi shalsi:
r=0; n=2 r+n=2
N =ax+ax + a, b=2%r *n
W= 2ax 4+ ar Prema (A):
7]"=2a, ktﬁ‘
2a,-—a,x’_alx_a°51_xz n:i_)(_w.
To At Gh e S - Pb) = b2 — 1
_‘az=—'!; a,:l
—a,=0; ¢ =0 PR =4—1=3
2a,—a, =1; ay=1 .
"h=X’+l “!gT

Y=Y+ m+N=Ce+Ce*+x+1+

1
5 e
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Rijesi:

¥ =7y + 10y = 10x + 10sinx [y =C, 65 4 Cyets + x +%+-ll—3(7cou+9ainx)]
x
yul —y = 2 + ex [y = C,e‘ + e_‘Z_(C,mlgx-l-Casingx)—z+—;-x¢x]

V. slu¢aj. Desna strana diferencijalne jednadibe je
flx) = (Ax" + Apey "1 4+ oo+ Aix + Ao) "

t. j. umnozak je polinoma n-tog stepena i eksponencijalne funkcije.
U tom je slucaju

n=x'(ax"+ a_ 1 x*! +.... + axx + as)e**
Tu je .

s =0, pa je x* = x0 = 1, ako b nije korijen karakteristi¢ne jednadzbe, t. j. ako je
b*ri*r, ...,
, ako je b jednostruki korijen karakteristitne jednadibe, t. j. ako je
b=ri*r,+r,%....
s = 2, ako je b dvostruki korijen karakteristitne jednadibe, t. j. ako je

b=rn=r,*ry%r *....

—

5 =

Vidimo, da u v ulazi polinom istog stepena n, &je koeficijente a,, @x—),.. .
a,, a, treba odrediti,
Primjeri
1. Y'Yy —by=(3—4x) e~
rP4r—6=0; r,=2; r,m-—3

Yo=C,e2x + Cye=3
s=0,jerjeb=1%r #r,
7N = (g, x + a,) ex
N = (a,x+ a,) ex+a,ex
ili
n =ex(a,x 4+ ay + ay)
N =aex 4 (a,x+ as+ a)) e
ili
7' = eX (a,x + 2a, + a,)
Uvritenje u diferencijalnu jednadZbu daje:
e*(a,x +2a,+ @+ ayx + 6y + a, — 6a,x — 6a,) =(3 —4x) e~
Podijelivii s ex i uredivdi dobijemo:
—da,x + (3a, —4a,) =3 —4x

Izjednatimo koeficijente:
—d4a,=—4
301 — 4‘10 = 3
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Qdatle:
a; = 1; a,==0
pa je
n= (@, X+ a) e¥ = xe*

y =30+ n=C,ekx + Cpe=3x + xex

2. ' —5" 4+ 6y =(1—x)e2x
r*—5 46 =‘0; n=3 n=2

yo=C, 3 4 C,e2x
s=1, jerjeb=2=r,%1r

N ==x(a,x + a,) ex
ili , .

N =(a,x?+ G, x) e2x

M = 2(a, x®+ a, x) 2% - elx(2a,x + a,)
" N = ex (2a,x% + 2a¢x + 2a;% + a,)
. n =ex[2a; x>+ 2(a; +a)) x + a)
N =ex[dayx+ 2(a +ag)] +2[2a,x*+ 2(a, + @) x + ag)] e2x =
=ex{dayx+2a,+2a +4a, x>+ 4(a,+ a)) x + 2ay]

. w' ' =ex[4a, x>+ Ba, +4a))x + 2a, + 4a)]
Upvritenje u diferencijalnu jednadZbu daje:

e2x {[4a,x"’ + (8a, + 4a)x + 2a, + 4a,} — 104, x2 — 1Xa, + ao)x — S5a, + 6a,x% + 6aox} =
=1 —x)ex
Podijelivii s e 1 uredivii dobijemo:

—2a, x4 (2a;~ay) =1 -x
Izjednadimo koeficijente:
1

_201=—1; Q) = —

2
2a,—ap, =1
l—ay=1; a=20
Uvritenje u n = x{a, x + a,) - e2* daje
2

11 =x7¢21

y=y+n=C,e5% 4+ C,e2x + -;—-x’ezx

Rijedi:
Y'—7y 4+ 12y = xex ‘ [y-C,&S+C,¢4x+6x3'gsex]
L J—
IV —y = xex [ysC,ex+C,e—x+C,oosx+C,sinx+i——§—3—§e=]
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VI. slucaj. Desna strana diferencijalne jednadibe ima oblik:

f(x) = P,(x)e*= cos Bx
ili @
f(x) = Py(x)es*sin Bx

gdje su a i P zadane konstante. U tom sluCaju partikularno rjeSenje diferencijalne
jednadzbe glasi:

n =uxser* [Q (x) cos Bx + R,(x) sin Bx] (b)
gdje je:
s =0, ako je « 4 i nije par konjugirano kompleksnih korijena karakte-
risticne jednadzbe,
s =1, ako je « 4 if jednostruki par konjugirano kompleksnih korijena ka-
rakteristi¢ne jednadzbe,

s =2, ako je « + 1 dvostruki par konjugirano kompleksnih korijena te
jednadzbe i. t. d.

dok su Q,(x) i R, (x) polinomi istog stepena kao i zadani polinom P,(x)

Njihove koeficijente odredujemo metodom neodredenih koeficijenata.

Isti oblik ima partikularno rjeSenje n, ako je desna strana diferencijalne jed-
nadZbe oblika:

f(x) = e**[P,(x) cos Px + P,(x) sin Bx] (©)

t. j. zadani su polinomi razlititog stepena n i m, pri ¢emu treba u 7 uzeti polinom
stepena n, ako je »n > m, odnosno stepena m, ako je m > n.

Primjeri
1. 9 42y + y = x%e—xcos x
24 2r4+1=0

r',2=—ld;Vl—l = —1

Yo = Cie~% 4+ C, xe~*
Iz usporedenja desne strane zadane diferencijalne jednadibe s njenim optim oblikom

f(x) = Py(x}exxcosfx
vidimo, da je
a=—1 ; B=1
pa je
atif=—14:

a kako karakteristiéna jednad?ba uopée nema konjugirano kompleksnih nedenja

s=0
pa i€ x5 =x0 =1
Dalje imamo xt = Py(x)
dakle Q,(x) = a,x*+ a,x + a,

Ry(x) = b,x*+ b, x + b,
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Partikularno rjedenje glasi dakle:
7 == e—*[(a,x? + a,x+ a,) cos x + (b,x* + b, x + b,) sin x]

Neodredene koeficijente a,, a;, ag b,, b, i 8, odredimo pomocu uvjeta, da je n partikularno
rje¥enje zadane diferencijalne jednadibe, pa je mora zadovoljavati. U tm svrhu radunamo n'
i ”. Nakon uredenja dobivamo:

n =e—x{l{(—a,—b)xt+ (—a, + 26, —b)x + (—a, + b, — b,)] sinx +
+{(by—a) 2+ (2a, + by—a) x + (a, + b, — a,)] cos x}

7" = e=x {[+ 2a,x* 4 (— da, — 4b, + 2a,) x + (2b, — 2a, — 2b, + 2a,)] sin x +
+ [— 25,x* 4 (46, — da,— 2b,) 5 + (2a, + 2b, — 2a, — 2b,)] cos x}

Nakon uvritenja dobivenih izraza za ", v’ i n u diferencijalnu jednadZbu i uredenja dobi-
vamo:

e=x {[—b,x* + (—4a,— b)) x + (2b,— 23, —b,) sin x +
+ [—a,x?+ (4by—a,) x + (2a, + 2b, — a,)] cos x} = xte—¥cos x
Qdatle slijedi:
—byx* + (—day;—b)x + (2by—2a, - b) =0
—a,x* + (4by—a) x + (2a, + 2, —a)) = x*
pa ie
by, =10
~—4g,— b, =0
2b,—2a,— by =0
—ay=1
4by,—a, =0
2a,+ 2b,—ay, =0
Odatle dobijemo: '
a,=—1; a =0; a, =6
by = 0; b, = 4; by =2
Uvritenje u 7 daje:
7 = e~*[(—x* + 6) cos x 4+ 4 x sin x]
Opée rjedenje:
Y =3y, + 0 =e-*[C, + C,x — (x*— 6)cos x + 4x sin x]

2. ' Y =2y 4 5y = ex(4 cos 2x — 3x sin 2x)
r—2r4+5=0
r.,,-l_.-l:v-l—_s-l;l;m'
Yo = C, e(1+2)x 4 C,e(1—2)x = ¢%(A cos 2x + B sin 2x)
a=~1 ; B=2.
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atx P =122 je jednostruki par konjugirano kompleksnih korijena karakteristilne jedna-
dibe, pa je

s=1
4 je polinom nultog, dok je —3x polinom prvog, dakle viSeg stepena, pa je

‘ N = xex[(a;x 4+ a;) cos 2x + (b, x + b,) sin 2x]
v N = ex[(a;x2 + ayx) cos 2x + (b, x* + by x) sin 2x]
Rafunamo, pa nakon uredenja dobijemo:
' = ex {[(—2a, + b)x* + (—2a, + 2b, + b)) x + b] sin 2x +
+ [(2b, + a)) x* + (28, + 2b, + @5) x + a0} cos 2x}

n" = ex {[(— 4a, — 3b)x* + (— 8a, + 4b, — da, — 3b) x + (25, — 4a, + 2b))] sin 2x +
+ [(— 3a, + 4b,)x? + (4a, + 85, — 3a, + 4b) x + (2, + 2a, + 4b,)] cos 2x}

Nakon uvritenja u diferencijalnu jednadZbu i uredivanja dobijemo:

ex {i— 8a,x + (2b, — 4ap)] sin 2x + [8b,x + (24, + 4by)]cos 2x = ex(4 cos 2x — 3x sin 2) }

Slijedi:
— 8a, x + (25, — 4a,) = — 3x
86, x + (2a, + 4b,) = 4
Odatle
—8z =—3
2b, —4a, =0
8, =0
2a; + 4b, = 4
pa )¢
al=—:— 3 =10
=0 b,=-:—%

Uvritenje u 7 daje:

3 13 .
L =xex(Tx0052x+ -l-zsmzx)

il

n = -‘-!6 x ¢x(6x cos 2x + 13 sin 2x)

Opce rjedenje:
Y =y, + 71 =ex[Acos 2x + Bsin 2x +l—-l6x(6xc032x + 13 sin 2x))
ili

y = %IZ(SA + 3x%) cos 2x + (16 B + 13x) sin 2x
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Ako je @ =0, e2* =¢* =1, desna strana diferencijalne jednadibe prima prema
(@) 1 (c) oblik: ’
fl(x) = P,(x) cos Bx
ili
f(x) =P,(x)sinpx
i
f(x) = P,(x) cosPBx + P,(x)sinBx

‘pa prema (b) partikularno rjeSenje za sva tri sluCaja glasi:
M =x'[Q,(x) cos Bx + R,(x) sin Bx]
pri ¢emu u trecem sludaju treba uzeti u v, kao i prije, polinome stepena, koji je

jednak viSem od stepena polinoma P,(x) i P, (x).
I u daljnjem postupak je isti, treba samo drzati na pameti, da je « = 0.

Primjeri
1. Yy’ —y = (12x — 3x3 cos 3x — (9x? + 2x — 2) sin 3x
r?—r =0
r(r—1)=0
n=0 ; r,=1
Yo =C, + Cyex
a=0 5 =3 5 axif=F3A*r+r
dakle
So=0 ; x*=1
pa je

7 = (a,x* + a,x + a,) cos 3x + (b, x* + b, x + b,) sin 3x

Ratunamo n’ i v”. Nakon uredenja dobijemo:

7 = [—3a,x* + (— 32, + 2b,)) x + (— 3a, + b)]sinIx +
+ 35, x*+ (35, + 2a,)x + (3b, + a,)} cos 3x

7 = [— 9, x* + (— 122, — 9%,)x + (— 6a, + 2b, — 9b,)] sin 3x +
+ [—9a,x% + (12b, — 9a,) x + (6b, + 2a,— 9a,)] cos 3x

Nakon uvritenja u diferencijalnu jednad2Zbu i uredenja dobijemo:

[(3a, — 9b,) 2 + (— 122, — 2b, + 3a, — 9b,) 5 + (2, — 6a, — b, + 3a, — 9b,)] sin 3x +
+ [(— 9a, — 3b)x? 4 (12b, — 2a, — 9a, — 3b,) x + (2a, + 6b; ~ @, — 9a,— 3b))] cos Ix=
=(12x — 3x% cos 3x ~— (9x% + 2x — 2) sin 3x
QOdatle:
(— 9a,— 3b,)x? + (12b, — 2a,— 9a, — 3b)x + (2a, + 68, — a, — 9a, — 3b)) =

= 12x — 3x2

(3a, — 9b,) x2 + (— 12a,— 2b, + 3a, — 95,) x + (2b, — 6a, — b, + 3a, — %) =
=—9x'—2x+ 2
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pa je
—9a,—3b, =—3

126, — 2a, — 9a, — 3b, == 12
2a, 4 6b; —a, —9a, = 3b, = 0
Ja, —9b, = —9
—12a,—2b, + 3a, — 9, = — 2
2, —6a, — b, + 3, — 9, = 2

Rijesimo 1i tih Sest jednadZbi sa Sest nepoznanica, dobit ¢emo;
a;=0 ; =0 ; a=0
by=1 5 6,=0 ; bg=0

pa partikularno rjedenje glasi:
n = x"sin 3x

Opce rjedenje:

¥y =3 +7n=0C, + C,ex 4+ x?sin 3x

2. ¥’ + 4y = 8x sin 2x
1’4+ 4=0
7= £ 24
¥y = C,e2% 4 C,e—x = C, cos 2x + C,sin 2x
a=0; =2

dakle @ + 1B = + 20 = r,,, = jednostruki par konjugirano kompleksnih korijena karakteristidne
jednadZbe, dakle

s=1
pa je
n = x{(ayx + a,) cos 2x + (&, x + b,) sin 2x]
Ratunamo %" i n”:

W = [— 20, %%+ (2b, — 23 x + b,) sin 2x + [2b,x? + (24, + 2b) x + a,] cos 2x

7 = [— 4b,x* + (— 8a, — 4b;) x + (2b, — 4a,)] sin 2x +
+ [—4a, x* + (85, — dg,) x + (24, + 4by)] cos 2x

Nakon uvritenja u diferencijalnu jednadZbu i uredenja dobijemo:
(— 8a, x + (2b, — 4a,)] sin 2x + [85, x + (2a, + 4b,)] cos 2x = 8x sin 2x

QOdatle slijedi:
— 8ayx + (2b, — 4a,) = 8x
8b x 4+ (2a, + 45,) =0

pa je
—8a, =8
26, —4a, =0
8, =0
2a, 4 46, =0
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Dobijemo:
aG=—1 ; a,=0
1

bl= 0 bo*?

Partikularno rjeienje glasi:

n=x(—xcos2x+—;—sin2x)
Opée rjedenje:
y=ys+1 =C,cost+C,sin2.t—x’cosk+—;-xsinzx
ili
y=(C.—x’)cos?-x+(C,+%)sinzx

Konacno na isti na¢in rje$avaju se linearne diferencijalne jednadibe s kon-
stantnim koeficijentima, kojim je desna strana: .

f(x) = e** cos Bx
ili
f(x) = e=*sin B x
ili
f(x) = e*= (cos Bx + sin B x)

t. j. prema (a) i (c) P,(x) = Q,(x) = R,(x) je 1 ili konstanta, dakle su poli-
nomi nultog stepena, pa je partikularno rjelenje prema (b)

7 = x* e#*(a, cos Bx + b, sin B x)
Primjer
=2y 4 4y = excOS X
P—2r+4=0
Nije tesko pogoditi, da je
rh=—2
(=22 (—=2)+4=0
(P2 4+ &)+ 2 =r1—2r + 2

jer je

n—2r+2=0
=141
v, = C,e—2x + ex(C, cos x + Cysinx)
a=1 ; B=1
@ 4+ ip = 1 +1 = jednostruki par konjugirano kompleksnih korijena karakteristi¢ne jed-
nadZbe, dakle

s = 1
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Pa(x) = 1 = polinom nultog stepena,
M = xe¥(a, cos x + b, sin x)

‘= e {l(—a, + ) x + 8 sinx + [(as + b)x + a,] cos x}
7" = ex {[(— 2a,x + (— 2a, + 2b)] sin x + [2,x + (20 + 2b,)] cos x)
7 = gx{[(——2a°—2bo)x—6a.] Sin % + [(— 22, + 2by) x + 68,)] cos x}

Uvritenje u diferencijalnu jednadzbu daje:

e*[(— 6a, — 2b)) sin x + (— 2a, + 6b,)] cos x = ex cos x

Slyjedi:
—6a,—2b,=0
— 2a, + 65, = 1
QOdatle
1 3
ao—_ﬁ H b.=ﬁ
pPa jc
N = Xxex (—-—-cosx+lsinx)
20 20
Opte rjedenje:
Y=Y+ n=C,e~2x + ex(C,cosx + Cysin«) + -21‘6:*(3 sin x — cos x)

Rijedi diferencijalne jednad?be:

1. y' +y=4xsinx
[y = (C, — xY) cos x + (C, + x) sin x)
2. Yy’ —y"'— 6 = xsinx

{y =Ci+ Cye + Cye=tr + o1 [(5x—46) sinx + (35 % + 3) cosx]}

3 YN+ 2y + ¥ = 6x + 2xsinx
[y=C,+ Cx + (Cyx + C,)e—x — 3sin x + (x — 1) cos x).

d) RjeSavanje linearnih nehomogenih diferencijalnih jednadZbi
s konstantnim koeficijentima Lagrange-evim nacinom varijacija
konstanata

Govoreci o linearnim diferencijalnim jednad?bama prvoga reda pokazali smo,
kako se te jednadZbe rjeSavaju natinom varijacija konstanata (vidi str. 265). Na taj

natin mozemo rjeSavati i linearne nehomogene diferencijalne jednadibe visih
redova.

Pokazimo to na primjerima.
Primjeri

1. ¥ —y =1+ 2%x—3x?
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rler=0; r,=0; r,=1.
Yo=C, + Cpex
Preotpostavivii, da C, i C, nisu konstante, veé da su funkcije od x:
C.---Cl(x) i C2=C2(x),
smatramo, da je
y=0Cy(x) + Cp(x)ex (a)
opée rjedenje zadane nehomogene diferencijalne jednadibe, koje tu jednadibu mora zadovo-
ljavati.
Prema tome raunamo:
y’ = Cl' + Czex + ex - C’Z
ili
¥ =C,ex + (Cy + exC’,)

Buduéi da trazimo dvije funkcije C; i C,, jedan njihov odnos moZemo uzeti po volj, pa stavimo

C.+exC,=0 (b)

Ostaje
¥ =C,ex (c)

Odatle
y' ' =Cyex + exC', @

Uvritenje (¢) i (d) u diferencijalnu jednadibu daje:.
Crex +Cyex—Cuex =1+ 2x—3x?
ili
Cex=1+2x—3x?

imali sme (b) Ci+eC,=0
Dobili smo dvije diferencijalne jednadibe, iz kojih odredimo C, i C,.

1z prve jednadibe imamo:

1 4+2x—3x

o - ©

Uwritenje u drugu jednadzbu daje:

Ci+1+2x—3x2=0
Odatle

dC, = (3 x*—2x — 1)dx
pa je

Ci=x}—x2—x+ 4

1z (e) slijedi:
dCy = (e—x+ 2xe—x—3x%¢~%) dx
Qdatle integrirajuéi dobijemo:
N C,=—e%42(—xe~r—e—*%)—3[—x%e=>x + 2(—xe-x—e~¥)] + B
. Co=3e-% + 4xe—% + Ixte=x + B

Uvritenje vrijednosti dobivenih za C; i C, u

y=C, +Cyex
daje traZeno opce rieenje:

y=C+ Bex + x34+2x*+ 3x

gdje je C= A4 + 3.

Isti rezultat smo dobili prije (vidi primjer 2. na str. 301).
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2. y' ' —3y —4y=sinx
r?—3r—4=0; r,=4; r,=—1
y=C,(x) e + C,(x) - e—x (a)
y =4C,ex—C,e—x + (efx - C'  + e—xC";)

Stavimo:
ex-Cy+e=x-Cly=20 (b)
ostaje
y =4C e —Ce—x*
odatle

y” = 16C1 e‘x +4¢4x * C’l + Cze-—‘—e—x . C’z

Uvrétenje vrijednosti dobivenih za y, y* i ¥ u zadanu diferencijalnu jednadZbu daje nakon
uredenja:
4e4xC'y—e—xC’y=sinx (©

Iz (b} i (¢) raéunamo C’; i C’;. Dobijemo:
C, = %—e—usin x
, 1 .
C, =——_—exsinx
5
QOdatle prema (64) imamo:
1 . 1 [e—# .
Cy =——~fe—4x sinxdx + 4 =—|——=—(—4sinx—cosx)| + 4
5 S 17
1 . 1 [ex .
C,= —-?J‘ex sinxdx +B =—= [-—i-(smx—cosx)] + B

Uvritenje u (a) daje traZeno opde rjedenje:

y =Ae4X+Be—X+§%(3cosx—Ssinx)

Isti rezultat smo dobili prije (vidi primjer 1. na str. 307).
Rijedi nacinom varijacija konstanata sve gore navedene primjere linearnih nehomogenih
diferencijainih jednadZbi.

Lagrange-ovim nalinom varijacija konstanata rjeSavamo i linearne nehomogene
diferencijalne jednadzbe s konstantnim koeficijentima, koje ne spadaju u gore
navedene tipove tih jednadzbi.

Primjer:

Y +y= colsx
4+ 1=0
re=+1
vy =C,-cos x + C,-sinx (@)
3 = — C,-sinx + C’;-co8x + C,-cos x + C’y-sinx
3y = — C,-sinx + C,-cos x + (C’,-cos x + C’,sin x)
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