
Materijal pripremio Benjamin Linus

U materijalu su date definicije, teoreme, dokazi teorema (ra±enih na preda-
vaƬu) i primeri. Dodao sam i neke dodatne primere da bih ilustrovao prikazanu
teoriju.

Integralni raqun

Definicija 1. Neka je funkcija f definisana na proizvoƩnom intervalu I
(zatvoren, otvoren, polutvoren) ako postoji funkcija F takva da za svako x ∈ I

F ′(x) = f(x)

kaжe se da je F (x) primitivna funkcija funkcije f(x) na I. Ako je F (x) primitivna
funkcija funkcije f(x) onda je to i F (x)+C, (C ∈ R, proizvoƩna konstanta). Klasa
primitivnih funkcija F (x) + C bi²e oznaqena sa

F (x) + C =

∫

f(x) dx

F (x) =

∫

f(x) dx =

∫

F ′(x) dx =

∫

dF (x)

d

∫

f(x) dx = dF (x) = f(x) dx

d

dx

∫

f(x) dx = f(x)

Opxte metode integracije

Tablica osnovnih integrala:

1)

∫

xα dx =
xα+1

α + 1
+ C, α 6= −1

2)

∫

1

x
dx = ln |x| + C, x 6= 0

3)

∫

ex dx = ex + C

4)

∫

ax dx =
ax

ln a
+ C, a > 0, a 6= 1

5)

∫

dx

1 + x2
= arctg x + C

6)

∫

− dx

1 + x2
= arcctg x + C

7)

∫

dx√
1 − x2

= arcsin x + C, |x| < 1

8)

∫

− dx√
1 − x2

= arccos x + C, |x| < 1

12)

∫

sin xdx = − cos x + C

13)

∫

cos xdx = sinx + C

14)

∫

dx

cos2 x
= tg x + C

15)

∫

dx

sin2 x
= − ctg x + C

16)

∫

sh xdx = ch x

17)

∫

ch xdx = shx

18)

∫

dx

ch2 x
= thx

19)

∫

dx

sh2 x
= − cth x

9)

∫

dx√
x2 + 1

= ln |x +
√

x2 + 1| + C = arshx + C

10)

∫

dx√
x2 − 1

= ln |x −
√

x2 + 1| + C = arch x + C, x > 1

11)

∫

dx

1 − x2
=

1

2
ln

∣

∣

∣

∣

1 + x

1 − x

∣

∣

∣

∣

+ C =

{

arthx, |x| < 1
arcth x, |x| > 1
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Teorema 1. Ako funkcije f i g imaju primitivnu funkciju na I tada funkcija
αf(x) + βg(x) ima primitivnu funkciju na I i vaжi

∫

(αf(x) + βg(x))dx = α

∫

f(x)dx + β

∫

g(x)dx.

Dokaz. d

[

α

∫

f(x)dx + β

∫

g(x)dx

]

= αd

∫

f(x)dx + βd

∫

g(x)dx = (αf(x) + βg(x))dx

Teorema 2. Ako su na I funkcije f, ϕ i ϕ′ neprekidne i ako funkcija x = ϕ(t) ima
inverznu funkciju t = ϕ−1(x) i pritom vaжi ϕ(t) 6= 0 na I, tada je

∫

f(x) dx =

∫

f(ϕ(t)) · ϕ′(t) dt, t = ϕ−1(x)

Dokaz.

d

dx

∫

f(ϕ(t))·ϕ′(t) dt =
dt

dt

d

dx

∫

f(ϕ(t))·ϕ′(t) dt =
1

ϕ′(t)

d

dt

∫

f(ϕ(t))·ϕ′(t) dt =
d

dt
f(ϕ(t)) = f(x)

Parcijalna integracija

d(uv) = u dv + v du

uv =

∫

u dv +

∫

v du

∫

u dv = uv −
∫

v du

Integracija pomo²u rekurentnih formula

I(n) = F (I(n − 1))

Primer 1. In =

∫

dx

(1 + x2)n
u =

1

(1 + x2)n
, du = − 2nxdx

(1 + x2)n+1
, dv = dx, v = u

In =
x

(1 + x2)n
+2n

∫

x2 dx

(1 + x2)n+1
=

x

(1 + x2)n
+2n

∫

1 + x2 − 1

(1 + x2)n+1
dx =

x

(1 + x2)n
+2n(In−In+1)

In+1 =
1

2n

(

x

(1 + x2)n
+ (2n − 1)In

)

, n ∈ N

I1 =

∫

dx

1 + x2
= arctg x + C

I2 =
1

2

(

x

1 + x2
+ I1

)

=
1

2

(

x

1 + x2
+ arctg x

)

+ C

I3 =
1

4

(

x

1 + x2
+ 3I2

)

=
x

4(1 + x2)
+

3x

8(1 + x2)
+

3

8
arctg x + C
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Integracija racionalnih funkcija

f(x) =
P (x)

Q(x)
P i Q polinomi, dg P > dg Q (neprava racionalna funkcija) ⇒

P (x)

Q(x)
= S(x) +

R(x)

Q(x)
.

Posmatrajmo sluqaj f(x) =
P (x)

Q(x)
dg P < dg Q (prava racionalna funkcija)

Funkcija f se razlaжe na parcijalne razlomke:

1)

∫

A

x − a
dx = A ln |x − a| + C

2)

∫

A

(x − a)k
dx =

A

1 − k

1

(x − a)k−1
+ C k = 2, 3, 4, . . .

3) In =

∫

dx

(x2 + bx + c)n
, b2 − 4c < 0

Integral I1 se rexava na slede²i naqin, napiximo najpre imenilac datog razlomka
u kanonskom obliku:

x2 + bx + c =

(

x +
b

2

)2

+ c − b2

4
= α2















x +
b

2
α







2

+ 1









gde je α2 = c − b2

4
. Uvo±eƬem smene t =

x +
b

2
α

, dobijamo da je

I1 =
1

α

∫

dt

t2 + 1
=

1

α
arctg t + C

Pomo²u iste smene, integral In se, za proizvoƩno n ∈ N, izraqunava u obliku

In =
1

α2n−1

∫

dt

(t2 + 1)n
.

Za n > 1, primenom parcijalne integracije moжe se dobiti veza izme±u In i In−1 i
sniжavati red sve dok se ne do±e do integrala In, za koji smo izveli rexeƬe.

In−1 =
1

α2n−1

∫

dt

(t2 + 1)n−1
=

1

α2n−1

(

t

(t2 + 1)n−1
+ 2(n − 1)

∫

t2 dt

(t2 + 1)n

)

=

=
1

α2n−1

(

t

(t2 + 1)n−1
+ 2(n − 1)(In−1 − In)

)

4) Integral Jn =

∫

xdx

(x2 + bx + c)n
jednostavnim transformacijama se svodi na in-

tegral In :

Jn =

∫

xdx

(x2 + bx + c)n
=

1

2

∫

2x + b − b

x2 + bx + c)n
dx =

1

2

∫

du

un
− b

2
In,

gde je u = x2 + bx + c.
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Integracija iracionalnih funkcija

1) Ako je

∫

R(xp1/q1 , xp2/q2 , . . . , xpn/qn) dx gde je R racionalna funkcija, a pi i qi celi

brojevi, uvodi se smena x = tq gde je q = NZS (q1, q2, . . . , qn).

UopxteƬe: ako se umesto x pojavi ax + b ili
ax + b

cx + d
isto se uvodi smena ax + b = tq

ili
ax + b

cx + d
= tq.

Primer 2.

∫

dx√
x + 3

√
x

=

{

x = t6 t = 6
√

x
dx = 6t5 dt

}

=

∫

t5 dt

t3 + t2
= 6

∫

t3 dt

t + 1
= 6·

(∫

(t2 − t) dt +

∫

tdt

t + 1

)

=

= 6 ·
(

t3

3
− t2

2
+ t − ln |t + 1| + C

)

= 2t3 − 3t2 + 6t − 6 ln |t + 1| + C =

= 2
√

x − 3 3
√

x + 6 6
√

x − 6 ln | 6
√

x + 1| + C

2) Ojlerove smene: Ako je

∫

R(x,
√

ax2 + bx + c) dx, gde je R racionalna funkcija,

svodi se na racionalnu funkcijuna slede²i naqin:

1◦ za a > 0 :
√

ax2 + bx + c = ±√
ax + t

2◦ za c > 0 :
√

ax2 + bx + c = xt ±√
c

3◦ Ako su nule kvadratnog trinoma x1 i x2 realne i razliqite√
ax2 + bx + c =

√

a(x − x1)(x − x2) = t(x − x1). Za a < 0 i ako nema realne razliqite
nule onda je koren nedefinisan.

U prve dve formule proizvoƩno se moжe staviti ili znak + ili znak −.

Primer 3.

∫

dx

x
√

x2 + 2x + 3

√

x2 + 2x + 3 = x + t, x =
t2 − 3

2(1 − t)
, dx =

−t2 + 2t − 3

2(1 − t)2
dt, x + t =

−t2 + 2t − 3

2(1 − t)

∫

dx

x
√

x2 + 2x + 3
=

∫

−t2 + 2t − 3

2(1 − t)2
dt

t2 − 3

2(1 − t)
· −t2 + 2t − 3

2(1 − t)

= 2

∫

dt

t2 − 3

1

t2 − 3
=

A

t −
√

3
+

B

t +
√

3

(A + B)t +
√

3(A − B) = 1

A + B = 0

A − B =
1√
3







⇒ A =
1

2
√

3
B = − 1

2
√

3

∫

dx

x
√

x2 + 2x + 3
=

1√
3

∫ (

1

t −
√

3
− 1

t +
√

3

)

dt =
1√
3

∣

∣

∣

∣

∣

t −
√

3

t +
√

3

∣

∣

∣

∣

∣

+ C =

=
1√
3

∣

∣

∣

∣

∣

√
x2 + 2x + 3 − x −

√
3√

x2 + 2x + 3 − x +
√

3

∣

∣

∣

∣

∣

+ C
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3) Integral binomnog diferencijala

∫

xm(a + bxn)p dx, m, n, p ∈ Q

1◦ p ∈ Z
ր ako je p ∈ N, svodi se na integral stepenih funkcija
ց p < 0, svodi se na integral iracionalnih funkcija

2◦ p ∈/Z q =
m + 1

n
a) q ∈ Z, uvodi se smena a + bxn = tr gde je r imenilac razlomka p

b) q ∈/Z, p + q ∈ Z, uvodi se smena
a

xn
+ b = tr gde je r imenilac razlomka p

U ostalim sluqajevima integral je nerexiv

Primer 4. m = −1

4
, n =

1

6
, p = −2

∫

dx
4
√

x(1 − 6
√

x)2
=

{

x = t12 t = 12
√

x
dx = 12t11 dt

}

=

∫

12t11 dt

t3(1 − t2)2
= 12

∫

t8 dt

(1 − t2)2
=

= 12

∫

(t2 + 2) dt + 12

∫

3t2 − 2

(t − 1)2(t + 1)2
dt

3t2 − 2

(t − 1)2(t + 1)2
=

A

t − 1
+

B

t + 1
+

C

(t − 1)2
+

D

(t + 1)2

3t2 − 2 = t3(A + B) + t2(A − B + C + D) + t(−A − B + 2C − 2D) + (−A + B + C + D)

A + B = 0
A − B + C + D = 3

−A − B + 2C − 2D = 0
−A + B + C + D = −2















⇒ A =
5

4
B = −5

4
C = D =

1

4

12

∫

(t2 + 2) dt + 12 ·
(

5

4

∫

dt

t − 1
− 5

4

∫

dt

t + 1
+

∫

dt

4(t − 1)2
+

∫

dt

4(t + 1)2

)

=

= 4t3 + 24t + 15 ln |t − 1| − 15 ln |t + 1| − 3

t − 1
− 3

t + 1
+ C

Primer 5.

∫

x5 dx√
1 − x2

, m = 5, n = 2, p = −1

2
, q =

6

2
= 3 ∈ Z

1 − x2 = t2, t =
√

1 − x2, xdx = −tdt

∫

x5 dx√
1 − x2

= −
∫

(1 − t2)2tdt

t
= −

∫

(t4 − 2t2 + 1) dt =

= − t5

5
+

2t3

3
− t + C
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Primer 6.

∫

dx
3
√

1 + x3
, m = 0, n = 3, p = −1

3
, q =

1

3
, p + q = 0 ∈ Z

1

x3
+ 1 = t3,

dx

x4
= t2 dt, t =

3

√

1

x3
+ 1

∫

dx
3
√

1 + x3
= −

∫

t2 dt

t(t3 − 1)
= −

∫

tdt

(t − 1)(t2 + t + 1)

t

(t − 1)(t2 + t + 1)
≡ A

t − 1
+

Bt + C

t2 + t + 1

t = t2(A + B) + t(A − B + C) + A − C

A + B = 0
A − B + C = 1

A − C = 0







⇒ A =
1

3
B = −1

3
C =

1

3

t

(t − 1)(t2 + t + 1)
=

1

3(t − 1)
− t − 1

3(t2 + t + 1)

−
∫

tdt

(t − 1)(t2 + t + 1)
= −1

3
·
(∫

dt

t − 1
−

∫

t − 1

t2 + t + 1
dt

)

=

= −1

3
·
(

ln |t − 1| − 1

2

∫

2t + 1

t2 + t + 1
dt +

3

2

∫

dt

t2 + t + 1

)

+ C1 =

= −1

3
·













ln |t − 1| − 1

2

∫

d(t2 + t + 1)

t2 + t + 1
t +

3

2

∫

dt
(

t +
1

2

)

+

(√
3

2

)













+ C1 = {u =
2t + 1√

3
} =

= −1

3
·
(

ln |t − 1| − 1

2
ln |t2 + t + 1| + 3

2
· 2√

3

∫

du

u2 + 1

)

+ C2 =

= −1

3
·
(

ln |t − 1| − 1

2
ln |t2 + t + 1| +

√
3 arctg

2t + 1√
3

)

+ C =

= −1

3
ln

|t − 1|
(t2 + t + 1)1/2

− 1√
3

arctg
2t + 1√

3
+ C

Integracija trigonometrijskih funkcija

1)
∫

R(sinx, cos x) dx gde je R racionalna funkcija, tada se uvodi smena t = tg
x

2
:

sin x =
2t

1 + t2
, cos x =

1 − t2

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2

2) Ako je R(sin2 x, cos2 x) dx moжe se uvesti smena

t = tg x, sin2 x =
t2

1 + t2
, cos2 x =

1

1 + t2
, dx =

dx

1 + t2

6



3)
∫

R(tg x) dx, smena tg x = t

4) Ako je R(− sinx, cos x) = −R(sin x, cos x) tj. neparna po sin x uvodi se smena

cos x = t , sin x =
√

1 − t2 , dx = − dt√
1 − t2

5) Ako je R(sinx,− cos x) = −R(sin x, cos x) tj. neparna po cos x uvodi se smena

sin x = t , cos x =
√

1 − t2 , dx = − dt√
1 − t2

6) Ako je R(− sinx,− cos x) = −R(sinx, cos x) uvodi se smena

tg x = t , sinx =
t√

1 + t2
, cos x =

1√
1 + t2

, dx =
dt

1 + t2

Primer 7.

∫

dx

1 + sin x + cos x
t = tg

x

2
, sin x =

2t

1 + t2
, cos x =

1 − t2

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2

∫

dx

1 + sin x + cos x
=

∫

2 dt

1 + t2

1 +
2t

1 + t2
+

1 − t2

1 + t2

=

∫

dt

1 + t
= ln

∣

∣

∣1 + tg
x

2

∣

∣

∣ + C

Primer 8.

∫

dx

3 sin2 x + 5 cos2 x
, smena t = tg x.

∫

dx

3 sin2 x + 5 cos2 x
=

∫

dt

1 + t2

3t2

1 + t2
+

5

1 + t2

=

∫

dt

3t2 + 5
=

1

5

∫

dt
(√

3√
5
t

)2

+ 1

=
1√
15

arctg

√
3t√
5

+C

Primer 9.

∫

sin2 x cos3 xdx, smena t = sinx.

∫

sin2 x cos3 xdx =

∫

t2(1 − t2)2 d(sinx) =

∫

t2(1 − t2)2 dt =
t3

3
− t5

5
+ C

Primer 10.

∫

sin5 xdx

cos4 x
, smena t = cos x.

∫

sin5 xdx

cos4 x
= −

∫

(1 − t2)2 dt

t4
= −

∫ (

1

t4
− 2

t2
+ 1

)

dt =
1

3t2
− 2

t
− t + C

Integrali koji nisu elementarne funkcije

Primer:
∫

ex

xn
dx ,

∫

sinx

xn
dx ,

∫

xn

lnx
dx

7



Odre±en (Rimanov) integral

Definicija 2. Podela d odseqka [a, b] oznaqava se sa d = (x0, x1, . . . , xn; ξ0, ξ1, . . . , ξn−1),

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b,

xi 6 ξi 6 xi+1, i = 0, 1, 2, . . . , n − 1.

Definicija 3. Integralna (Rimanova) suma funkcije f na odseqku [a, b] je:

S(f, d, a, b) =

n−1
∑

i=0

f(ξi)(xi+1 − xi).

Definicija 4. Norma date podele d je ||d|| = max
0 6 i 6 n − 1

(xi+i − xi)

Oqigledno, kada ||d|| → 0 ⇒ (∀i) xi+1 − xi → 0 ⇒ n → ∞

Definicija 5. Neka je funkcija f definisana na [a, b]. Ako

(∃I ∈ R)(∀ǫ > 0)(∃δ(ǫ) > 0)(∀d)(||d|| < δ ⇒ |S(f, d, a, b) − I| < ǫ)

tada se I naziva odre±en (Rimanov) integral funkcije f na [a, b],

I =

b
∫

a

f(x) dx,

to ustvari znaqi lim
||d||→0

S(f, d, a, b) = I =

b
∫

a

f(x) dx.

Definicija 6. Za funkciju f koja ima Rimanov integral na odseqku [a, b] kaжe se
da je integrabilna na [a, b].

Napomena, ako je f(x) > 0 na [a, b] I dobija smisao povrxine.

Teorema 3. Svaka funkcija f integrabilna na odseqku [a, b] ograniqena je na [a, b].

Definicija 7. Neka je funkcija f integrabilna na [a, b]. Ako odseqak [a, b] podelimo
na x0, x1, . . . , xn (podela d) i formiramo sume:

S(f, d, a, b) =
n−1
∑

i=0

mi(xi+1 − xi)

S(f, d, a, b) =

n−1
∑

i=0

Mi(xi+1 − xi)

gde su mi i Mi infinum tj. supremum funkcije f na [xi, xi+1], S i S su doƬa i gorƬa
Darbuova suma dunkcije f na [a, b].
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Teorema 4. Ograniqena funkcija f je integrabilna na [a, b], ako i samo ako je

lim
||d||→0

(S(f, d, a, b) − S(f, d, a, b)) = lim
||d||→0

n−1
∑

i=0

(Mi − mi)(xi+1 − xi) = 0

Mi > mi , sup[xi+1 − xi] > inf[xi+1 − xi] , xi+1 > xi.

Teorema 5. Ako je funkcija f definisana i ograniqena na [a, b] i na Ƭemu ima:
1◦ konaqno mnogo prekida, ili
2◦ prebrojivo mnogo prekida, funkcija f je integrabilna na [a, b].

Teorema 6. Ako je funkcija f definisana i monotona na [a, b] ona je i integrabilna
na [a, b].

Osobine Rimanovog integrala

Teorema 7.

a
∫

a

f(x) dx = 0

Teorema 8.

b
∫

a

f(x) dx = −
a

∫

b

f(x) dx

Dokaz. Za podelu
a = x0 < x1 < . . . < xn = b

u drugom integralu ona bi postala

b = x0 < x1 < . . . < xn = a

pa je xi − xi+1 < 0, i znak u Rimanovoj sumi se meƬa.

Teorema 9. Ako su funkcije f i g integrabilne na [a, b], integrabilna je i funkcija
h(x) = αf(x) + βg(x), α, β ∈ R i vaжi

b
∫

a

(αf(x) + βg(x)) dx = α

b
∫

a

f(x) dx + β

b
∫

a

g(x) dx.

Dokaz. Zasniva se na linearnosti sume

n−1
∑

i=0

(αf(ξi) + βg(ξi))(xi+1 − xi) = α

n−1
∑

i=0

f(ξi)(xi+1 − xi) + β

n−1
∑

i=0

g(ξi)(xi+1 − xi).

Ako sada uzmemo lim
||d||→0

leve i desne strane, dobijamo jednakost integrala.

Teorema 10. Ako je funkcija f integrabilna na [a, b] tada je na [a, b] integrabilna
i funkcija g(x) = |f(x)| i vaжi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b
∫

a

f(x) dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

b
∫

a

|f(x) dx|.
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Dokaz. Ovo je posledica osobine sume |
n−1
∑

i=0

ai| 6
n−1
∑

i=0

|ai|.

Teorema 11. Ako je odseqak [α, β] sadrжan u [a, b] i ako je funkcija f integrabilna
na [a, b], integrabilna je i na [α, β].

Dokaz. Ako je limes lim
||d||→0

(Mi − mi)(xi+1 − xi) = 0 na [a, b], pritom su α i β deone

taqke, onda se u sumi primeƬenoj na [α, β] pojavƩuje deo sabiraka, sledi da je limes
opet nula.

Teorema 12.
b
∫

a

f(x) dx =
c
∫

a

f(x) dx +
b
∫

c

f(x) dx za svaku taqku c za koju dati integrali

postoje.
Strana 271.

Teorema 13. Ako je f(x) = g(x) za svako x ∈ [a, b] osim u konaqno mnogo taqaka i ako
je jedna od ovih funkcija integrabilna na [a, b], integrabilna je i druga i vaжi

b
∫

a

f(x) dx =

b
∫

a

g(x) dx.

Teorema 14. Neka je funkcija f integrabilna na odseqku [a, b] tada je

1◦ (∀x ∈ [a, b])(f(x) > 0 ⇒
b
∫

a

f(x) dx > 0)

2◦ (∀x ∈ [a, b])(f(x) > 0 ⇒
b
∫

a

f(x) dx > 0)

Posledica: Neka su funkcije f i g integrabilne na [a, b], tada:

1◦ (∀x ∈ [a, b])(f(x) 6 g(x) ⇒
b
∫

a

f(x) dx 6

b
∫

a

g(x) dx)

2◦ (∀x ∈ [a, b])(f(x) < g(x) ⇒
b
∫

a

f(x) dx <
b
∫

a

g(x) dx)

Teorema 15. (Stav o sredƬoj vrednosti integrabilne funkcije) Neka je funkcija
integrabilna na [a, b] i neka je

(∀x ∈ [a, b]) m 6 f(x) 6 M m = inf f(x) M = sup f(x)

tada postoji µ ∈ [m,M ] tako da je

b
∫

a

f(x) dx = µ(b − a).

Napomena: Ako je f(x) jox i neprekidna na [a, b] tada je
b
∫

a

f(x) dx = f(c)(b − a).

Dokaz.
b

∫

a

mdx 6

b
∫

a

f(x) dx 6

b
∫

a

M dx

m(b − a) 6

b
∫

a

f(x) dx 6 M(b − a)

10



m 6
1

b − a

b
∫

a

f(x) dx 6 M

µ(b − a) =

b
∫

a

f(x) dx

Ako je funkcija f(x) neprekidna tada za (∀µ ∈ [m,M ])(∃c ∈ [a, b]) µ = f(c).

Definicija 8. SredƬa vrednost funkcije f na odseqku [a, b] je

fs =
1

b − a

b
∫

a

f(x) dx,

pod pretpostavkom da je funkcija f integrabilna na [a, b], µ je proseqna vrednost
funkcije f na [a, b].

Veza odre±enog i neodre±enog integrala

Teorema 16. Neka je funkcija f integrabilna na [a, b] i neka je za x ∈ [a, b] :

F (x) =

x
∫

a

f(t) dt

1◦ funkcija F (x) je neprekidna na [a, b]
2◦ ako je i funkcija f neprekidna na [a, b] tada je funkcija F primitivna funkcija
funkcije f na [a, b].

Dokaz. 1◦ x ∈ [a, b], ∆x dovoƩno malo, tako da je ∆x + x ∈ [a, b]

F (x + ∆x) − F (x) =

∆x+x
∫

a

f(t) dt −
x

∫

a

f(t) dt =

∆x+x
∫

x

f(t) dt

Neka je m 6 f(x) 6 M na [a, b]. Na osnovu teoreme (sredƬe vrednosti)

F (x + ∆x) − F (x) = µ∆x m 6 µ 6 M

lim
∆x→0

(F (x + ∆x) − F (x)) = µx → 0 ⇒ F

je neprekidna na [a, b].

2◦ Ako je i f neprekidna, tada je µ = f(c), c ∈ (x,∆x + x) tj. c = x + θ∆x, 0 < θ < 1

F (x + ∆x) − F (x) = f(x + θ∆x)∆x

lim
∆x→0

F (x + ∆x) − F (x)

∆x
= F ′(x) = lim

∆x→0
f(x + θ∆x) = f( lim

∆x→0
(x + θ∆x)) = f(x)

F (x) =
x
∫

a

f(t) dt + C− opxti oblik primitivne funkcije

F (a) = C, F (b) =

b
∫

a

f(t) dt + C ⇒
b

∫

a

f(t) dt = F (b) − F (a)

Ova jednakost poznata je pod nazivom ƫutn-Lajbnicova formula.

11



Geometrijske primene Rimanovog integrala

Zapremina rotacionog tela

V = lim
||d||→0

n−1
∑

i=0

πf(ξi)
2(xi+1 − xi) = π

b
∫

a

f(x)2 dx

V = π

b
∫

a

f(x)2 dx

Duжina luka krive

ci =
√

(xi+1 − xi)2 + (f(xi+1) − f(xi))2

Neka su f i f ′ neprekidne na [a, b], po Lagranжovoj

f(xi+1) − f(xi) = f ′(ξi)(xi+1 − xi) xi+1 6 ξi 6 xi

ci =
√

(xi+1 − xi)2 + (f(xi+1) − f(xi))2 = (xi+1 − xi)
√

1 + (f ′(ξi))2

l = lim
||d||→0

n−1
∑

i=0

ci = lim
||d||→0

n−1
∑

i=0

√

1 + (f ′(ξi))2(xi+1 − xi) =

b
∫

a

√

1 + (f ′(x))2 dx

l =

b
∫

a

√

1 + (f ′(x))2 dx =

b
∫

a

√

1 +

(

dy

dx

)2

dx =

b
∫

a

√

(dx)2 + (dy)2

x = x(t)
y = y(t)

}

l =

t2
∫

t1

√

(

dx

dt

)2

+

(

dy

dt

)2

dt

l =

b
∫

a

√

1 + (f ′(x))2 dx

Povrxina rotacionog tela

P = 2π

b
∫

a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx
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Nesvojstveni integral

Definicija 9. Neka je integral

+∞
∫

a

f(x) dx = lim
b→+∞

b
∫

a

f(x) dx

b
∫

−∞

f(x) dx = lim
a→−∞

b
∫

a

f(x) dx,

ako limes na desnoj strani postoji odgovaraju²i integral za svako b, odnosno a,
integral na levoj strani naziva se nesvojstveni integral funkcije f sa beskonaq-
nim granicama. Ako je odgovaraju²i limes konaqan, nesvojstveni integral je
konvergentan. U protivnom je divergentan.

Definicija 10. Ako je funkcija f integrabilna na svakom odseqku od [a, b−ǫ], ǫ > 0
i neograniqena u okolini taqke b, tada je

b
∫

a

f(x) dx = lim
ǫ→0

b−ǫ
∫

a

f(x) dx

i tako±e se naziva nesvojstveni integral, ali integral beskonaqne funkcije u
konaqnim granicama (analogno za doƬu granicu). Ako je limes konaqan integral je
konvergentan, u suprotnom je divergentan.

Primer 11.

1
∫

0

dx√
x

= lim
ǫ→0

1
∫

ǫ

dx√
x

= lim
ǫ→0

2
√

x|1ǫ = 2 − 0 = 2
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Primer 12. Izraqunati povrxinu ograniqenu linijama y =
√

x + 1, y = x − 1 i
x-osom.

0 1 2 3 4−1−2

1

2

3

4

−1

−2

x

y

y =
√

x + 1 y = x − 1

A

Izraqunajmo prvo x koordinatu taqke A,

√
x + 1 = x − 1, x > 1 ⇒ x = 3.

Traжena povrxina je

P =

3
∫

−1

√
x + 1dx −

3
∫

1

(x − 1) dx =

=
2(x + 1)3/2

3

∣

∣

∣

∣

3

−1

−
(

1

2
x2 − x

)∣

∣

∣

∣

3

1

=
16

3
−2 =

10
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God loves you as He loved Jacob.
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